Kertausosa

2) |-v2 - (3++2)=l-v2-3-+2]

=-2-242

%K—J
0

=—G;—2J§)

—2+242

b) [a+2—(2a-1)=la+2-2a+]
=‘—a+3‘
B —a+3,a<3
_{a—i a>0

314




Kertausosa

ra2—25, a<-5v a=5

—(a®-25) -5<a<5 A\ J+ s

(0> -25, a<-5v a>5 '5w5

—a® +25, -5<a<5

b) Funktion f(x)=x>+2x—3 nollakohdat ratkaisukaavalla
x,=-3jax,=1

P +2x-3, x<-3 v x>1

2 — 3 =
‘x + o 3‘ {—(x2+2x—3), —3<x<l

_{x2+2x—3, x<-3 v x2>1

—x*=2x+3, -3<x<l1

f(x)=1|6-3x], merkitén A(x)=6—3x. Nollakohdat

6-3x=0
3x=6 +\2 X
x=2 \_ .
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f(x)={

:

6—3x, x<2
—(6-3x), x>2
6—3x, x<2
3x—6, x>2

x | fx)=6-3x , x<2
0
1
2
x | flx)=3x-6 , x>2
3
4
5

o
-
[N}
w
IS

a) Janan keskipiste, kun 4 =-2+/5 ja B=6+/5

k

_A+B _ -2J5+45 445

p

2

2

2

NG

2 —_—

b) Janan keskipiste, kun 4=+/7 ja B=2++/7

k

_A+B_\/7+2+\/7_2+2\/7_

5

1+

)4

2

2

2
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6. a) Sievennetddn lauseketta

b) Lausekkeen arvo, kun x =+/3

x-3=[3-3]=-(3-3)=3-43

<0

7.  a) Ratkaistaan yhtilo

5x-1=4 < 5x-1=4 v 5x-1=-4

5x=5 5x=-3
x=1 X = 3
- 5
b) Ratkaistaan yhtilo
32x—8-12=0
3\2x — 8\ =12

2x-8=4 < 2x-8=4 v 2x-8=—4

2x =12 2
x=6

SRS
Il
SN
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8.

a) Ratkaistaan yhtalo

20-3x]=|5x+12]

20-3x=5x+12 v 20-3x=-5x-12
—8x=-8 2x=-32

x=1 x=-16

b) Ratkaistaan yhtélo

‘xz—l‘z‘x+1‘
xP—1=x+1 V xP—1=-x-1
x*—x-2=0 x’—x=0

tai

x> —x=0
x(x-1)=0 < x=0 v x-1=0
x=-1

Vastaus: x=—1tai x=0 tai x=2
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Ratkaistaan yhtilo
6x_ﬂ=h\ 2x=5%0
2x-5
2x#5
‘6x — 5‘ _ ‘x‘ 5
2x 5| X#
‘6x — 5‘ = ‘xHZx — 5‘

‘6x - 5‘ = ‘2)(72 — Sx‘

6x—5=2x>—5x V 6x—5=-2x%+5x

2x* —11x+5=0 2x° +x-5=0
x_—GJDfﬂ—HY—426
2.2
11+9
X =
4
x=5 v le
2
tai
x_—1i¢ﬁ—¢2(—$
2.2
I B
4
—1++/41 —1-+/41
X = p vV o oXx= A

tar x =

—1+441 . —1-+/41
4 4

. 1 .
Vastaus: x =95 tai XZE tar x =
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10. a) Ratkaistaan epayhtilo

2x-3<1 & -1<2x-5<1 +5
4<2x<6 :2
2<x<3

b) Ratkaistaan epayhtald

3—x—2>l 3—x—2<—l Y% 3—x—2>l
4 4 2 4 2
3x—-8< -2 3x—8>2
3x< 6 3x>10
10
x < x> —
11. a) Ratkaistaan epayhtilo
‘x2—3‘<1 o —l<x*-3<l1
x> =3>-1 A x> -3<l1
x2>2 x> <4
‘x‘>\/§ ‘x‘<2
? i
b 5 X
~2 -2 J202

Vastaus: —2<x<—\/§ \% \/§<x<2
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b) Ratkaistaan epayhtilo

‘x2—2x‘<3 & —3<x?-2x<3

x> —2x>-3 A x> —2x<3
x*=2x+3>0 x> —2x-3<0
f(x) g(x)
f(x)=0
x*=2x+3=0
x_—(—2)i\/(—2)2—4-1~3
- 2.1
L_2+4-8
)
ei ratkaisuja +
+ +
X
x> -2x+3>0 VxeR -
g(x)=0
x*=2x-3=0
2P 41 (3)
2-1
2+4
=T
2

x> =2x-3<0 kun -—-1<x<3
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12. a) Ratkaistaan epayhtilo

3—dx|<|x—4 ‘( )
(3—4x)’ < (x-4)
9—24x+16x*< x* —-8x+16

15x° =16x-7<0
/()

f(x)=0
15x* -16x—7=0

Toteutuu, kun —% <x< 7

5

b) Ratkaistaan epayhtélo

Sx-3>fx+2 | ()
(5x-3)° > (4x+2)
25x* —30x+9>16x> +16x+4

9x> —46x+5> 0
()
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f(x)=0
9x* —46x+5=0
x:46iJ@4®?4L95
2.9
L 46£44

18

x=5 v le
9

Toteutuu, kun x < é v ox>5

13. a) Ratkaistaan epdyhtilo

2|7-3x/-3<0
2[7-3x/<3
\7—3x\<E o —3<7.3x<d -7
2 2 2
17 11
— i< Bx<—— -3
<Bx<— :(=3)
17 11
6
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b) Ratkaistaan epayhtilo

k+d< P2 ()
>0

(x+3) <x*+2
X +6x+9< x> +2
6x < -7

7
X<——

14. a) Pisteiden vilinen etdisyys

d=\/(x2—x1)2+(y2—y1)2
d=1(-6-27 +(1-(=5)}
d=+/(-8) +6* =/64+36 =100 =10

b) Pisteiden vilinen etdisyys

J’1)

ey
W f)2 (F J3f
VN2 V2] + (23 V3] =VV27 443 =243 =15

d
d
d
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15. a) Janan pituus

d:\/(xz_xl ( )
— 24 (V2) =V1+2=13

Keskipiste
i :(xl+x2 y1+y2j: 0+1 O+(—«/§) _
P 2 72 27 2
b) Janan pituus
d=1(-4 )
_\/ '\[ :'\/7:

Keskipiste

k =(_1+2(_4)»2+§_2)j=(—§0)

16. a) Piste on pistejoukossa jos se toteuttaa yhtalon.

2x*—y*=2=0
2.3 -y*-2=0
18-4-2=0

12=0 epitosi, ei kuulu
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b) Sijoitetaan piste yhtdloon

2
X

2
—+y =7
3 Y
2
SANLI
3

3+4=7

7="7 tosi, kuuluu

17. Piste (x,y) on kysytyn kilyriin piste. Etiisyys pisteesti (1,2)

d,=/(x=1) +(y-2)

Etiisyys pisteesti (3,5)

dy=+(x=3 +(y-5)

d, = d,
V=1 + (=2 =(e=3) +(v=5F ()
1 — _

(x=1)° +(y—2) = (x=3) +(y-5)
xP=2x+1+y"—4y+4=x"—6x+9+y> —10y+25

—2x—4y+5=—-6x—-10y+34
4x+6y—-29=0

Vastaus: Suora 4x+6y—-29=0
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18.

Sijoitetaan ¢ =0 ja a =1 yhtdloon x* + ax+a—y=0. Saadaan

yhtél6pari

y=x"
y=x"+x+1

xt=xt+x+1

Ainoa mahdollinen piste (—1,1). Sijoitetaan piste alkuperiiseen

yhtildon

x*+ax+a—-y=0
(1Y +a(-1)+a-1=0
l-a+1-1=0

1denttisesti tosi

Siis kaikki pistejoukon kuvaajat kulkevat pisteen (—1,1) kautta.
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19. a) Suoran kulmakerroin

X, — X, —1—(—2)

k:yz_yl: 8-35 %:3

Suoran yhtalo

Y=Xo :k(x_xo)
y=5=3(x-(-2))
y—5=3x+6

y=3x+11

b) Suoran kulmakerroin

poY2=N _—14-0 -14

x,—-x —4-3 T 7

Suoran yhtalo

Y=Y :k(x_xo)
y—0=2(x-3)
y=2x—-6
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20.

Sijoitetaan piste (— 3,—8) suoran yhtaloon.

a-(-3)-3(-8)-9=0

~3a+15=0
—3a=-15

a=>

Suoran yhtdlo 5x-3y-9=0

Suora leikkaa x akselin, kun y =0

5x-9=0
5x=9
9

X=—
5

Suora leikkaa y akselin, kun x =0
-3y-9=0

-3y=9
y=-3

Vastaus: Pisteissé (%,O) ja (0,-3)
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21. Suoran y=—4x+1 ja koordinaattiakselien leikkauspisteet

Suora leikkaa y akselin
pisteessid 4 =(0,1), jolloin
a=1

y X

Suora leikkaa x akselin pisteessa
y=0
—4x+1=0
—4x=-1
1
xX=—
4

B= (1,0), jolloin b = 1
4 4

Kolmion pinta — ala

1

Azl-abz
2

oo | —

L
2 4

22. Merkitddn yhtidvastiketta y (€), vesimaksua v (€) ja pinta — alaa 4
(m*). Yhtiévastike riippuu lineaarisesti pinta — alasta

a) y=k-A+v
57T=k-25+v
192 =k-100+v
—135=-75k
k=218

75
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v=57-k-25=57-18-25=12
Suoran yhtal6

y=18-4+12

b) Pinta — alan ollessa 4 =60, vastike

y=L8-60+12=120

120 euroa

c) Vesimaksu v=12 €

23. Suoran kulmakerroin

po Y20 :11—(a+2):9—a

X, — X, a-5-1 a-6

Suoran yhtalo

y—(a+2)= "% (x-1)

y—a-2= (x—1)

Piste (10,—13) on suoralla
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O

N

~13-a-2=2"2.9

O Q

—15-a= ‘9

o) N RN ENe)

a_

(a—6)-15—a)=9(9—a)
—15a—a*+90+6a=81+9a
—a’*-9a+90=81-9q

—a’=-9
x>=9
a=13

Jos a =6, niin (1,8) ja (1,11) ovat suoran pisteiti ja piste (10,~13) ei
ole talloin suoralla.

Vastaus: a =13

24. Suoran kulmakerroin

:4a+1—a:3a+1
3-(-2) 5

a) Nousevalle suoralle £ >0

3a+1

5
3a+1>0

3a> -1

> ()

|
a>-——

3
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b) Laskevalle suoralle £ <0

3a+1

5
3a+1<0

3a< -1

<0

1
a<-——

c¢) x akselin suuntaiselle suoralle £ =0

3a+1

0
5
3a+1=0
3a=-1
1
a=——
3

d) Suoran y—2x+1 eli y =2x—1 kulmakerroin £ =2

3a+1:2
5
3a+1=10
3a=9

a=3
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Suoran y =—4x+10 kulmakerroin &k, = —4. Kysytyn suoran
kulmakerroin

k -k, =—1
— 4k, = -1
1

k2=Z

Suoran yhtild kun kulkee pisteen (—12,24) kautta

y=24= (x~(-12)
y—24 %x+3
y ix+27

Suorien kulmakertoimet

—2x-3y+1=0
3y=-2x+1
2 1 2
=—=X+_= k,=——
ERE 1773
x—4y+3=0
4y=x+3
y=13c+E kz:l

47 4 4
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kl_kz
tano =
1+ &k,
2 1
3 4
t —
o)
I+ —— |
3N4
1
tana = 11)2
12
—11
tana =|——
10

tanaz% = a=47,72...°~48°

Suora y=-0,lx+2 k, =-0,1 on kysytyn suoran normaali, jolloin sen
kulmakertoimelle

1
——k,=-1
10 °
k, =10

Suoran yhtalo

Y=Y = kz(x_xo)

y—(a—1)=10(x—a)

y—a+1=10x—-10a
y=10x-9a-1
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28.

Kysytty suora leikkaa suoran y =—-0,Ix+2 kohdassa x =15, eli kun

y=—0,1-15+2=0,5=l
2
Normaali kulkee pisteen (15,%) kautta

=10-15-9a -1

=149-9a

N[ — N —

9az=148l = a=16l
2 2

Vastaus: a = 16%

Suoran suuntakulma « =30°. Kulmakerroin

1
k=tana =tan30°=—
V3

Suora kulkee pisteen (— V3 ,2) kautta

y-2-Le-3)

1
y—zzvi
yzix+3

NE
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29. Janan keskipiste

m:(x1+x2,J’1+J’2j
2 2

m:(—4+(—2)’1+9j:(_3’5)

2 2

Janan AB suuntaisen suoran kulmakerroin

- X, — X —2—(—4)_5_

kAB_yZ_ylz 9-1 8_4

Keskinormaali kulkee keskipisteen kautta ja sen kulmakerroin

4.k =-1
-1
4

Keskinormaalin yhtilo

Y—=)Yo= k(x—xo)
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30. Pisteen (—2,3) etiisyys suorasta

31.

32.

y=—x+2 & x+y-2=0

Caxg +byy e (=2)+1-3+(=2) |1

|
va* +b* NIZ +12 V2 £

d

Piste (0,1) on erds suoran y =—2x+1 piste. Pisteen etdisyys suorasta

y=-—2x-3 < 2x+y+3=0

g lax, + by, + | _ 2:0+1-1+3] _ 4 _ 4
Va® +b? V22 +1° V5 S
1 : 1 :
Suoran y = —Zx +4 kulmakerroin &, = 7 Sen normaalin
kulmakerroin
A
ky ky=-1 y

1
——k,=-1

42 —

k,=4
Normaalin yhtlo

y=9=4x~(-3))
y=9=4x+12
y=4x+21
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33.

Suoran ja normaalin leikkauspiste

1
=——x+4
YTy

y=4x+21

4x+21= —ix+4

4x+lx: 4-21
4
1—7x=—17
4
x=-4

Kun x=-4, niin y=4-(—4)+21=5

Vastaus: Piste (—4.5)

Kulmanpuolittajan piste P(x, y) on yhtd kaukana molemmista
suorista x—2y+1=0ja 4x+2y—-3=0
Pisteen P(x, y) etdisyys suorasta x—2y+1=0

‘x 2y+1‘ ‘x 2y+1‘

Y.
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Pisteen P(x, y) etdisyys suorasta 4x+2y—-3=0

CAx+2y-3] |[Ax+2y-3 [4x+2y-3

d. = _
a2 V20 25

Etdisyydet yhtd suuret
d,=d,
x—2y+1] |[4x+2y-3
5 245

2x—2y+1=4x+2y-3|

20x—2y+1)=4x+2y-3 v 2(x-2y+1)=—(4x+2y-3)
2x—-4y+2=4x+2y-3 2x—-4y+2=—-4x-2y+3
—2x-6y+5=0 6x—2y—1=0

34. Origon etdisyys suorasta y=kx+2 elt kce—y+2=0

_|k-0-1-0+2 2| 2
JE (=17 N+ k41

%

13

2 J26

P21 13

26 =267k +1 ()

d
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676 = 26(k> +1) :26
k> +1=26
k* =25
k=45

35. a) Ratkaistaan yhtilopari

y=>5x
2x—-2y+24=0

2x-2-5x+24=0

—8x+24=0
—-8x=-24

x=3

Kun x=3,niin y=5-3=15

y=15
x=3

b) Ratkaistaan yhtilopari

y=x"+4x
y=4x+8

xP+4x=4x+38
2
x°=8

x=+/8 =22

341



Kertausosa

Kun x=2+/2, niin y=4-2v2+8=82+8=8(2 +1)

Kun x=-2+2, niin y=4-(-2v2)+8=8-+2+8=8(-2 +1)

{x =242 , {x =-22
Vastaus: ) tai

y=82+1)  |y=8(-v2+1)

36. a) Ratkaistaan yhtalopari
6y—8x—-2=0
12y+4x+31=0  |-2

6y—8x—-2=0
24y+8x+62=0

30y+60=0
30y = —60
y=-2

Kun y=-2, niin

6-(-2)-8x-2=0
~8x—14=0
—8x=14

X
Vastaus: 4
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b) Ratkaistaan yhtéalopari

3y—2x-3=0 ‘-3
{2y+3x—620 -2
9y -6x-9=0
_{4y+6x—12=0
13y-21=0
13y =21
21
13

Y

Kun y = f—;, niin

Vastaus: <
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37.

38.

Ratkaistaan yhtalopari

y=x-3

y=—4x+12

x—3=-4x+12
x+4x=12+3

5x=15

x=3

Kun x=3,niin y=x-3=3-3=0

Vastaus: Leikkauspiste (3,0)

Ratkaistaan yhtalopari

y=—x"+2x+3
y==2x+7

“2x+T7=—-x>+2x+3

x*—4x+4=0
x_—(—4)i¢(—4)2—4-1-4
- 21
Lo At0_4
2 2

Kun x=2,niin y=-2x+7=-2-2+7=3

Vastaus: Leikkauspiste (2,3)
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39. Merkitdin autojen lukuméaaraa kirjaimella x, jolloin renkaita on 4x
kpl. Merkitadn pyorien lukumaéria kirjaimella y, jolloin renkaita on
2y kpl. Saadaan yhtélopari

x+y=55 y=-x+55
e
4x+2y =136 4x+2y =136

4x+2(—x+55)=136
4x—2x+110=136
2x =26

x=13

Kun x=12,niin y=—x+55=-13+55=42

Vastaus: Autoja 13 kpl, polkupyoria 42 kpl

40. Taulukoidaan tehtavan annossa annetut tiedot

kpl ala (ha) hinta (€)
pienet tontit X 0,2 x 60 000 x
suuret tontit y 0,5y 100 000 y
yht. 16,5 ha 3,7-10° €
Saadaan yhtalopari
0,2x+0,5y=16,5 10
60 000x +100 000y =3,7-10° ‘:10000

2x+5y=165  |(-2)
6x+10y = 370
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—4x-10y =-330
+{ x-10y

6x+10y =370
2x =40
x=20

Kun x =20, niin

2-20+5y =165
4045y =165
5y=125
y=25

Vastaus: Pienempié tontteja 20 kpl, suurempia tontteja 25 kpl

41. Merkitdan ensimmadistd lukua x ja sen nelid x°. Merkitin toista
lukua y ja sen nelié y*. Saadaan yhtilopari

x+y=34 y=—x+34
2, .2 < 2, .2
X" +y” =628 x“+y” =628

X2 +(—x+34) =628

x>+ x> —68x+1156= 628
2x” —68x+528=0 |:2
x> —34x+264=0
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Nollakohdat

—(~34)++/(-34) —4-1-264
21

X =

_34%10
2
x=22 v x=12

X

Kun x=22,niin y=—x+34=-22+34=12

Kun x=12,niin y=-x+34=-12+34=22

Vastaus: Luvut ovat 12 ja 22

Suorakulmion piiri on 56 m ja pinta —ala 180 m”. Saadaan
yhtilopari

2x+2y =156 22
x-y=180 piiri = 56 m
x+y=128 A =180 m?
xy =180

y=-x+28 X
xy =180
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x(—x+28)=180
— x> +28x—180=10
—28+.,/28 —4-(—1)-(-180)

2:(-1)

X =

—28+8
X =
-2
x=10 v x=18

Kun x =10, niin y=—x+28=-10+28=18

Kun x=18, niin y =—x+28=-18+28=10

Vastaus: Mitat ovat 10 m x 18 m

Piirretddn apukuviot

A =66 m? A =69 m?

\
v v

X+ 2 x+3

Puolisuunnikkaan pinta — alalle

_a+b_
2

A h
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Ratkaistaan saatu yhtadlopari

x+x+2~h=66 ‘.2

x+x+3.h:69 ‘.2

(2x+2)h =132
{@x+3%zﬂ38
2xh+2h=132
_{2xh+3h:438
~h=-6

h=6

Kun /4 =6, niin

(2x+2)6 =132
2x+2=22
2x =20
x=10

x+2=12

Vastaus: 10 mja 12 m

349



Kertausosa

44,

Ratkaistaan yhtaloryhma

2x—-2y+x=6
—x+3y+3x=7
4x—-y—-2z=-10

2x-2y+z=6 —x+3y+3z=7 ‘-4
{—x+3y+3z=7 ‘-2 { 4x—-y—-2z=-10
+{ 2z-2y+z=6 +{—4x+12y+12Z:28
—2x+6y+6z=14 4x—y—-2z=-10
4y+7z=20 11y+10z=18
4y+7z=20 |11
{11y+102=18 - (—4)
44y —T77z =220
{— 44y —-40z=-72
37z =148
z=4
4y +7-4=20 —x+3-(-2)+3-4=7
4y =-8 —x=1
y=-2 x=-1
x=-1

Vastaus: { y=-2
z=4
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45. Ratkaistaan yhtaloryhma

a—b=10
—-2a+2b=16
a+b="17
TAPA 1
a—b=10
a+b="7
2a=17
a=8l
2
gl po —2a+2h=16
2 1 1
1 —2-&—+2(}1—):16
b=-1> 2 2
2
—-17-3=16
-20=16
epatosi
TAPA 2
a—b=10
+<-2a+2b=16
a+b="17
2b=133

b=16l
2
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Kertausosa

a—16l:10 a:26l
2 2
1 1
{=2a+2-16—=16 <& <{a=8—
2 2
a+16l=7 az:—9l
2 i 2

Ratkaisuna ei saatu yksikasitteistd a:ta. Yhtialoryhmalla ei ole
ratkaisua.

Vastaus: Ei ratkaisua

Sijoitetaan pisteiden (0,—5), (—1,-10) ja (2,—13) koordinaatit
paraabelin yhtdaloon. Saadaan yhtdloryhma

c=-5 c=-5 c=-5
a—-b+c=-10 & a-b-5=-10 & a-b=-5
4a+2b+c=-13 4a+2b—-5=-13 4a+2b=-8
2a-2b=-10
+
6a=-18 b=-3+5
a:_3 b:2
a=-3
Vastaus: <b=2

c=-5
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Kertausosa

Merkitddn lyhintd sivua x:113 ja pisintd sivua z:lla. Saadaan
yhtaloryhma

(x+y+z=31
;s x+y=18
y+Z=23 X Z

(x+y+z=231

.

x=18-y
z=23-y y

Sijoittamalla

18—y+y+23—-y=31
41—y =31

y=41-31
y=10

x=18-10=8

z=23-10=13

x=38
Vastaus: < y =10
z=13
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Kertausosa

48.

a) Keskipistemuotoinen yhtilo

—
=
I
=
o
~
)
+
—
<
I
<
=)
~
)
I
~N

b) Sijoitetaan piste ympyran yhtaloon

(-3+1P +(1-3) =4
(-2f +(-2) =4
8 =4 epitosi

Piste ei ole ympyralla.

¢) Sijoitetaan piste ympyrin yhtdloon
(x+1F +(y=3) =(1+1) +(-2-3) =2 +(-5) =29>4

Piste on ympyrén ulkopuolella.

d) y akselillax =0

(0-1)+(y-3) =4
1+(y-3Y =4
(y-3)=3
y-3=%3
y:3i\/§

Pisteissa (0,3 +/3 ) ja (0,3 ~-3 )
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Kertausosa

49. a) Muokataan yhtaloa

¥ +4x+y"+8y+17=0
X —4x+2°+ )y +8y+4° = —17+2> +4
(r=2) +(y=4) =3

Yhtild esittdd ympyrad, jolle k, =(2,4) r=+/3

b) Muokataan yhtdl6a

y =4y +x°+2x+8=0
X 4+2x+17+y° —4y+2°=-8+1°+2°
(x+1P +(y-2Y =-3

Tulos on epatosi, yhtalo ei esitd ympyraa.

50. Apukuviosta ndhdain, ettd kyseisten ympyroiden keskipiste

P=(-24).
D(-2,6) .
Y
a) Ympyrin side R =2
]
(x=x)) +(y=yo) = R’ A(-4,4) C(0,4)
(= (-2 +(y-4F =2° "I -
(x+2) +(y—4Y =4 d
B(-2,2)
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Kertausosa

b) Ympyran sdde » on puolet nelién sivusta d

d=(0-(=2)F +(4-2) =4+4 =8 =22

N2
2

r 2

Ympyran yhtilo

2
r

(x=x0 ) +(y =y, )

(r=(=2)P +(y—4) =2
(x+2f +(y-4) =2

51. Muokataan yhtaloa

x> +kx+y°+4=0
2 2
x2+kx+(ﬁ +y2:—4+(5j
2 2

2 2
(x+£ +y2:—4+k—
2 4

k*>16
k>4 < k<-4 v k>4
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Kertausosa

52.  Ympyréan yhtdlon keskipistemuoto

y +14y+ x> +12x+60=0
¥ +12x+ 6"+ > +14y+7° = 60+ 6> +7°
(x+6) +(y+7) =25

Ympyrén k, = (— —7) =+/25=5

Keskipisteen etdisyys origosta

d:\/(xz xl) +(», _J’1)2
d=\(-6-0) +(~7-0)
d =+36+49

d =85

Origon etéisyys ympyrésti = d —r =~/85 -5~ 4,2

53. Ratkaistaan yhtilopari

y=1x+2 -4 {4y:x+8
4 &

2 2
(x—6)2+(y—3)2:4 X —12X+36+y

x=4y-38
x> —12x+y* -6y +41=0
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Kertausosa

Sijoittamalla

(4y -8y —12(4y —8)+y* —6y+41=0
16y° —64y+64—-48y+96+1y° —6y+41=0
17y° —118y+201=10

Nollakohdat

C118++/(=118) —4-17-201
- 2-17

Y

118£16
34

16
=3— v =3
Yy 17 y

Kun x:3§,niin y:4y—8:4-ﬂ—8:g:72
17 17 17 17

Kun x=3,niin y=4y—-8=4.-3-8=4

Vastaus: Leikkauspisteet (7%,3%) ja (4,3)
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Kertausosa

Ratkaistaan yhtalopari

Kx—02+y2:2

(x—4) +(y-3) =8

(x? —2x+1+3% =2

x* —8x+16+y° —6y+9=38
&2—2x+y2—1=0

ﬁ2—8x+y2—6y+17:0

6x+6y—18=0
x+y-3=0
y=3-Xx
Sijoittamalla

X —2x+(3-x)-1=0

X =2x+9—-6x+x*-1=0

2x* —8x+8=0
x> —4x+4=0
(x-2Y =0
x—2=0

x=2

Kun x=2,niin y=3-x=3-2=1

Vastaus: Leikkauspiste (2,1)
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Kertausosa

55.

Ratkaistaan yhtalopari

Y +ay+x+ax—2=0
y=ax+a+l1

Kuna=0

Y +x-2=0

y=1

P+x*=2=0
x* =1
x==*1

Kiyrit leikkaavat toisensa pisteissi (—1,1) ja (1,1).

Kuna=1

Y +y+x’+x-2=0
y=x+2

(x+2F +(x+2)+x* +x-2=0

X Adx+4+x+2+x°+x-2=0

2x*+6x+4=0
x> +3x+2=0
_ =3+43°-4:1-2
2.1
—3+1
x:
2
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Kertausosa

Kun x=-1,niin y=-1+2=1
Kun x=-2,niin y=-2+2=0

Kiyrit leikkaavat pisteissd (—1,1) ja (—2,0).

Mahdollinen yhteinen leikkauspiste on (—1,1). Sijoitetaan
alkuperdiseen yhtédlopariin

{ﬁ+a4+cqf+a(—n—2=o

l=a-(-1)+a+1
0=0

tosi
{1:1

Seki ympyri, etti suora kulkevat kaikilla a:n arvoilla pisteen (— 1,1)
kautta. O

56. Kayrien leikkauspisteet

X*+y —4y-5=0
y=x+35

X H(x+5 —4(x+5)-5=0
x>+ x> +10x+25-4x-20-5=0
2x" +6x=0

2x(x+3)=0 < x=0 v x=-3
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Kertausosa

Kun x=0,niin y=0+5=5
Kun x=-3,niin y=-3+5=2

Kiyrit leikkaavat toisensa pisteissi (0,5) ja (— 3,2). Jinteen pituus on
leikkauspisteiden vilinen etdisyys

d:\/(xz_xl)z"‘(J’z_yl)z
d=(-3-0) +(2-5)
d=~9+9=+2-9
d=32

Suoran kulmakerroin

L Vimy_ 4-0 4
X, — X, 1—(—3) 4

Suoran yhtalo

Y=Yo = k(x_xo)
y=0=1(x—(-3))
y=x+3

Ympyrén keskipiste &, = (0,0) jasade r =2. d = keskipisteen

etdisyys suorasta x—y+3=0

axg +byo+x [1-0+(=1)-0+3 [13 13

RN I RD

Vastaus: Ei leikkaa

d ~2,12>2
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Kertausosa

58.

59.

Jos suora on ympyrén tangentti, on suoralla ja ympyralla tismilleen
yksi leikkauspiste. Ratkaistaan yhtilopari

y=3x-5
X+ > +4x+2y-5=0
X +(Bx-5)]+4x+2(3x-5)-5=0
x> +9x” —30x+25+4x+6x—-10-5=0

10x> —=20x+10=0

x> =2x+1=0

(x-1Y =0
x—1=0
x=1

Kun x=1,niin y=3x-5=3-1-5=-2

Ympyrilld ja suoralla on tdsmélleen yksi leikkauspiste (1,—2). Suora
on ympyran tangentti. O

Ympyrin x° + y* =25 keskipiste k,= (0,0) ja side r=/25=5.
Tangentti kulkee pisteen (— 3,4) kautta. Piste (—3,4) on ympyralla.

363



Kertausosa

Tangentin yhtilo

Y—=Yo= kt(x_x())
y=4=2(r=(-3) @

>

.
3 9 \
4=y
YTEEYTTy
4y—-16=3x+9

3Ix—4y+25=0

Tangentti kulkee pisteen (0,0) kautta, ja sen yhtdlo on muotoa
y=kx.

x> +y*-10x-10y+45=0
y=kx

X2+ (kx) —=10x—10kx +45=0
X +k*x” —10x—10kx+45=0
K1+ 6%+ x(-10-10k)+45=0

%/_J
>0

Tasmalleen yksi leikkauspiste kun diskriminantti on nolla

D=(-10-10k) —4-(1+4>)-45
=100+ 200k +100k> —180 —180k>
= —80k* + 200k — 80
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Kertausosa

Nollakohdat

—80k* +200k—80=0  |:(-40)
2k* ~5k+2=0

kZSi\/(—5)2—4-2-2
2.2

k=

)
|+
w

k=2 v k=l
2

Vastaus: Tangentit y =2x ja y = %x

Origokeskeisen ympyrin yhtidlo on muotoa

X2+y2=7'2

Suora 2x +3y—14 =0 on tangentti, joten origon etiisyys suorasta on
ympyrén sdde

r_\2-0+3-0—14\_\—14\_ 14
22 1313

Ympyrén yhtilo

, o, (14 Y
X +y = ﬁ
, 5, 196
XT+y =—o
SREE
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Kertausosa

62. Ympyrén keskipiste on k, = (2,3) ja sen yhtdlo on muotoa

63.

(r=2) +(y-3) =

Suora y=2x+10 eli 2x—y+10=0 on ympyran tangentti, siis
suoran ja keskipisteen etdisyys on sidde

2-2-1-3+10
- _

J22 (1) \f \f
Ympyran yhtilo

(2f s (-3 = )

(=2 +(r-3 =2

Paraabelin polttopiste (—1,3) ja johtosuora y=—1eli y—1=0.
Olkoon (x, y) paraabelin piste. Pisteen etdisyys suorasta = pisteen
etdisyys polttopisteesta

‘0-x+1-y+1

m = \/(x—(—l))2 +(y_3)2
pel= e PG |()
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Kertausosa

(y+1) =(x+1) +(y-3)
P42y +1=x"+2x+1+1y* =6y +9
2y+6y=x"+2x+1+9+1
8y=x"+2x+11
1, 1 11

= x +—x+—
YTt T4t g

64. Sijoitetaan pisteiden (0,8), (1,10) ja (—2,~2) koordinaatit paraabelin
yhtdloon. Saadaan yhtdloryhmé

(8=a-0>+bh-++c c=8
N0=a-1*+b-1+c < da+b+c=10
\—2=a-(—2)2+b-(—2)+c 4a-2b+c=-2
a+b+8=10
4a—2b+8=-2

a+b=2
4a-2b=-10 ‘:2

a+b=2
+
2a—b=-5
3a=-3 a+b=2
a=-1 b=2—a=2-(-1)

Il
o8}

Vastaus: y=—x +3x+38
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Kertausosa

65. a) Paraabeli leikkaa y akselin, kun x =0
Leikkauspiste (0,—2)

Paraabeli leikkaa x akselin, kun y =0

—x"+3x-2=0
x_—3i\/32—4-(—1)-(—2)
) 2-(~1)
~3+1
x:
—2

x=1 v x=2
Leikkauspisteet (1,0) ja (2,0)

Paraabelin ja koordinaattiakselien leikkauspisteet ovat (0,-2),
(1,0) ja (2.0).

b) Huipun x koordinaatti

1+2
xO:x1+x2: + :é

2 2 2
3V .3 ]
=— = | +3-=-2=—
4 (2) 2 7y
Paraabelin huippu (é lj
pp 22
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Kertausosa

c) Paraabelin akseli on y akselin suuntainen ja kulkee pisteen (%,lj

. : : 3
kautta. Siis paraabelin akseli on suora x = 5

d) Sijoitetaan pisteen P = (% — gj koordinaatit paraabelin yhtal66n

2
_i:_(gj _|_3.g_2
9 3 3

4 )
——=—— t0S1
9 9

Piste on paraabelilla.

e) Ratkaistaan yhtéalopari

y=—x"+3x-2
y=x-1

x—1=-x*+3x-2

x> =2x+1=0

(-1 =

x—1

0
1

X

Kun x=1,niin y=x—-1=1-1=0

Leikkauspiste (1,0).
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Kertausosa

66.

Paraabeli y = ax” —3x+1 kulkee pisteen (1,—1) kautta. Sijoitetaan
pisteen koordinaatit paraabelin yhtdloon

—1=a-1>-3-1+1
—l=a-2
a=1

Paraabelin yhtilo on y = x* —3x+1

Nollakohdissa y =0

x> =3x+1=0

3% (=3) -4 -1
- 2-1

+/5 . 3-4/5

Vastaus: x = tat x=——
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Testi 1

1. a) Ratkaistaan itseisarvoyhtilo

x-8=15 < x-8=15 v x-8=-15
x=23 x=-7

b) Ratkaistaan itseisarvoepéayhtilo

x+12/<20 < -20<x+12<20 12

—32<x<8

c¢) Ratkaistaan itseisarvoepayhtalo
‘—2x+1‘>7 & “2x+1<-T7 v =2x+1>7
—2x< -8 —2x>6
x>4 x<-3

d) Ratkaistaan epayhtilo
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2.

a) Pisteiden 4 =(2,-6) ja B =(~5,-9) vilinen etiisyys

‘AB‘ - \/(xz

0+ (= n)
= (=52 +(-9-(-6)
= (=7 +(=3)
m
= /58 ~7.6
b) Janan 4B keskipiste
m_(xl+x2 yl+y2j_(2+(—5) —6+(—9))
L2 2 )L 2 7 2

k :yz_J’1=_9_(_6)__3 3
P, -x,  -5-2 -7 1
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3.

Suoran s yhtdlo 6x—-4y =5.

a) Suoran yhtdlon ratkaistu muoto

6x—4y=35
—4y=-6x+5
, 6,5
4 4
,_3,5
2 4

Josta kulmakerroin &, =

N | W

b) Suoran ja x askelin leikkauspiste, kun y =0
6x =

X =

Nl W

A\ | D

Suora leikkaa x askelin pisteessa (

;

¢) Suoran kulmakerroin on sama kuin suoran s kulmakerroin
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d) Pisteen (1,2) etiisyys suorasta

_‘ax0+by0+c‘ B ‘6-1+(—4)-2—5‘

d

Va® +b’ 6> +(—4Y

|
N
<GB~ glh

~ 0,97
2413

¢) Suoran kulmakerroin

k, k,=-1 < kné:—l < kn:—2
2 3

Suora kulkee pisteen (1,-3) kautta
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4.

a) )c2+(y—5)2 =4 < ()C—O)2+(y—5)2 =2?

Yhtil esittis ympyrii, jonka keskipiste on (0,5) ja side 2.

b) Muokataan yhtiloa

x>+ +2x=3y+3=0

3Y 3Y
x2+2x+12+y2—3y+(— :—3+12+(—j
2 2
3V 1
x4+ y-=| ==
(e 4y ) =7
3V (1Y
x+1)+| y==| =] =
(et 1) | v =3 (2)

Yhtilo esittdd ympyrad, jonka keskipiste (— 1,%)

c) Ratkaistaan yhtalo x:n suhteen

3x—y*+3=0
3x=y"-3
1
x=—y -1
3y

Yhtilo esittda oikealle aukeavaa paraabelia.

375

ja sade l
2



5. Suoran yhtélon ratkaistu muoto

3x+y-2=0
y=-3x+2

Ympyrén k, = (2,0) r =4. Ympyrin yhtilo

()c—2)2+y2 = 4°
x> —dx+4+y* =14
x> —4x+y° -12=0

Saadaan yhtalopari

y=-3x+2
x*—4x+y° -12=0

XX —4x+(=3x+2) -12=0
X2 —4x+9x* —12x+4-12=0
10x> —16x—-8=0

5x*—8x—4=0
LE: (—-8) —4-5-(-4)
2:5
_8+12
10
— 2 —_
xl——g VooX, =
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Kun x:—g,niin )/:—?a-(—gj4-2:§+2:3l
5 5 5 2

Kun x=2,niin y=-3-2+2=-6+2=-4

Vastaus: Leikkauspisteet (—%, 3%) ja (2,-4)

Muokataan yhtaloa
x>+ y? —4kx+6ky -2k +11=0
xX* —4kx+ (k) + y* + 6ky + (3k) = 2k =11+ (2k) + (3k Y’
(x=2k) +(y+k) =2k —11+4k> +9k*
(x=2k) +(y+k) =13k* +2k 11

Yhtalo esittdd ympyrdd, kun

13k +2k—11>0
RG)

Nollakohdat

13k +2k-11=10
_—24422-4.13-(-11)

k
2-13
—2+
. 2124
26
k=-1 v kzzE

13

377



Kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli

Vastaus: k<—-1 ta1 k>—

Ympyran yhtdlon keskipistemuoto

x*+y*—8x—4y-5=0
X2 —8x+4°+y*—4y+2° =5+4%+2°
(x—4) +(y-2) =25

Ympyrén k, = (42) r=5

Tangentin yhtilo on muotoa

Y=Yo = k(x_xo)

y=(3)= klx-14)

y+3=hkx-14k
kx—y—-14k-3=0
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Tangentin etdisyys ympyrén keskipisteestd = sidde

\k-4—1-2—14k—3\_5
k2 +(=1)
—10k -5
L — "5
kK +1
—10k-5/=5VE> +1 | )
(— 10k —5) = 25(k> +1)
100k +100k + 25 = 25k* + 25

75k> +100k = 0
k(75k+100)=0 < k=0 v 75k+100=0

75k = —-100
k=-2
3
Tangentin yhtilot
-y=-3=0
y=-3

—%x—y—l4-(—%)—3= 0 |(-3)

4x+3y—-47=0

Vastaus: y=-3 ja 4x+3y—-47=0
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Piste P(x, y) on suoralla y =-3x, joten P(x,—3x). Etdisyys pisteesta

(-2.1)
dy=(x=(=2)P +(y -1y

d, =/(x+2) +(=3x—1Y

Pisteen etdisyys suorasta

y=2x-1 & 2x-y-1=0

2-x—1-y-1
a, : 2\
2% +(-1)
d. = 2x—(=3x)-1
G
Sx—l‘
d. ="
BE]
Etdisyydet ovat samat, siis
Sx—1
d=d, < \/(x+2)2+(_3x_1)2 :‘ \/g ‘ ‘( )2
2
(x+2)2+(—3x_1)2:(5x—1)
2
x2+4x+4+9x2+6x+1:25x —510x+1
10x2+10x+5:25x2—10x+1
5

50x% +50x+25=25x*-10x+1
25x? +60x+24=0
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Nollakohdat

25x2 +60x+24=0

_ —60++/60% —4-25-24
N 2.25
x:—é()im

50
_ —60++/400-3
N 50
x:—60i20\/§

50
_—6+23

5

X

X

Vastaus:

(—6+2\/§ 18—6ﬁj o [—6—2\5 18+6\Bj
5 7 5 5 7 5
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Testi 2

1. a)|-16/=16
b) [V5-3=~(y5-3)=3-+5
¢) [11-37|=11-37

d) f(a)=1-4a
Nollakohta

1-4a=0
4a=1

a =

1 1/4 —
4

1—4a,kuna£l
14| = 4 1
—(1—4a),kuna>z

1-—4a, kun asl
4

Il
I\

4a -1, kun a>l
4
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2. a) Ratkaistaan itseisarvoyhtalo

Bx—ﬂ—7:0
Bx—ﬂ=7 & 3x-2=7 v 3x-2=-7
3x=9 3x=-5
5
x=3 X=——
_ 3
b)hz—ﬂ=Wx—ﬂ
x*—x=Tx-7 \% x*—x=-Tx+7
x?—8x+7=0 x*+6x—-7=0
L 8%y(=8)'-4-1.7 x_—6i\/62—4-1-(—7)
21 B 2-1
8t6 —-6+8
XxX=— X =
2 2

c¢) Ratkaistaan itseisarvoepayhtalo

6x-1>11 < 6x-1>11 v 6x-1<-I11

6x< —10
6x>12 10

x>2
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d) Ratkaistaan itseisarvoepayhtilo

T 2<6 o —6<2-2<6 |2
3 3
_4<Xcg -3
3
—-12<x<24

Vastaus:a)x:—g v x=3 b) x=17 v x=1

c)x<—§ v x>2 d)-12<x<24

a) Sijoitetaan x =—1 ja y =3 pistejoukon yhtidloon

(=1 +k-(=1)-3-3*+20=0

1-3k-9+20=0
~3k=-12

k=4

b) Suoran yhtélon ratkaistu muoto

3x=5y+2=0
S5y=-3x-2
3 2
Yy=—2X—C

5 5
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Suora leikkaa y akselin kohdassa y = —%. Suoran suuntakulma

a =-30°. Talloin kulmakerroin

k = tan(-30°) = _ L

NE)

Suoran s yhtilo on

1
RN
1 2
Vastaus: a) k=4 b) y:_ﬁx_g

Merkitdan x = kirjoittimen A nopeus (lehted/min) ja y = kirjoittimen
B nopeus (Iehted/min). Kirjoitusajat minuutteina:

1h 55 min=115 min
1h 30 min = 90 min
1h 20 min = 80 min
2h 10 min = 130 min

Saadaan yhtilopari

115x+90y=1200  |-80
{130x+80y=1200 [-(=90)
N { 9200 + 7200y = 96000
—11700x — 7200y = —108000
—2500x = —12000
x=438
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Sijoitetaan x =4,8 ensimmaiseen yhtaloon

115-4,84+90y =1200
90y = 648
y=172

Kirjoitin B on nopeampi, tulostusnopeus 7,2 lehted/min.
Jos kéytetdan vain kirjoitinta B, ty0 kestia

1200 _ 166,66... min

>

= 2h 46,66...min
~ 2h 50 min

Vastaus: A:n nopeus 4,8 lehted/min, B:n nopeus 7,2 lehted/min.
Tulostus nopeammalla kirjoittimella kesdd 2h 50 min.

Ratkaistaan yhtalopari

y=5x>-3x+2
y=3x"+6x-2
Sijoittamalla

5x =3x+2=3x>+6x-2

2x*—9x+4=0

386



Nollakohdat

2x° —9x+4=0

Kun x =4, niin y=5-4>-3-44+2=70

2
Kun x:l,niin y:S-(lj _3,l+2:1§
2 2 2 4

(1.3
Vastaus: (4,70 —, 1=
astaus: (4,70) ja (2 4)

a) Ratkaistaan yhtdloryhma

c=4a

c=b+1
4a=>b+1

b=4a-1

Sijoitetaan tdimi kolmanteen yhtaloon
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o 1
Sijoitetaan a = —
2
1
b=4a—-1=4-—-1=1
2

c=4a=4~l=2
2

Vastaus: a:%,bzl, c=2

b) Ratkaistaan yhtialoryhma

3x-2y=-30
{ x=5y=-23 |-(-3)
3x-2y=-30
{—3x+15y= 69
13y =139
y=3

Sijoitetaan y =3 toiseen yhtdloon

x—5-3=-23

x=-8
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Tutkitaan, toteuttaako ratkaisu x =—-8 ja y =3 viimeisen yhtdlon

~2-(-8)-3=13
13=13

tosi

Vastaus: x=—-8ja y=3

7. a) Olkoon paraabelin piste (x, y). Etaisyys johtosuorasta y =2 eli

y—=2=0

-2
d, = —[y—2
Lo =2

Etédisyys polttopisteesta (3,4)

dy=+(x=3F +(y—4)

Etaisyydet yhta suuret, joten

y=2=J(x=3] +(y—4)
(v=2) = (x=3) +(y-4)
Y —4y+4=x"—6x+9+)y* -8y +16
4y = x> —6x+21
1, 3 21

:—x _x_|__
YELT TNy
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b) Huipun x koordinaatti

R

‘ 2a
)3
) 2

U e
2.- =
4 2

Huippu on polttopisteen kautta kulkevalla suoralla. Kun paraabeli
aukeaa suoraan ylos, on paraabelin akseli y askelin suuntainen.
Téalloin huipun x koordinaatti on sama kuin polttopisteen x
koordinaatti.

Huipun y koordinaatti

=—-3"-=.3+==3
YT Ty

Huipun y koordinaatin etdisyys johtosuoraan ja polttopisteeseen
on yhtd suuri, joten huippu on x akselin suuntaisen johtosuoran ja
polttopisteen puolivélissa.

1 , 3 21
Vastaus:a) y=—x"——x+— b) (3,3
) y=g¥ —Sx+ s b (3)
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8.

Muokataan yhtiloa

x2+y2+2ax+4ay+2y+6a+1= 0
x> +2ax+y* +4ay+2y=—6a-1
xz+2ax+az+)/2+2(2a+1)y+(2a+1)2 = —6cz—1+c12+(2a+1)2
(x+a)2 +(y+(2a+1))2 =—6a—1+a’+4a’ +4a+1
(x+a)2 +(y+(2az+l))2 =5a" - 2a

Yhtilo esittdd ympyrad, kun

54> -2a>0
%f_/
fla)

Nollakohdat
5a°-2a=0
a(5a-2)=0

a=0 v 5a-2=0

S5a=2

2

a=—

5

Kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli

2
Epayhtilo toteutuu, kun a <0 v a>—
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Ympyrin keskipiste (—a, —(2a +1)). Keskipisteiden pistejoukko on

X=-a
{y:—Za—l
eli
y=—2-(—x)—1=2x—1
Kun a<0,niin —a>0e¢eli x>0

Kun a>g,niin —a<—g eli x<—%
5 5 5

: : 2 ..
Vastaus: Yhtalo esittdd ympyraa, kun a <0 tai a > 5 Keskipisteet

ovat puolisuorilla y=2x—-1,x>0 tal x< —% :
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