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1. a) ( ) 23212321 −−−=+−−  

        ( )
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⎨
⎧
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2. a) 3232 −=−  
 

b) 
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⎩
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⎧
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4
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3. a) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧
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≥∨−≤−
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2
2

aa

aaa
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⎨
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2
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b) Funktion ( ) 322 −+= xxxf  nollakohdat ratkaisukaavalla 
31 −=x  ja 12 =x  

 
 
 
 

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧
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≥∨−≤−+
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13,32
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4. ( ) xxf 36−= , merkitään ( ) xxh 36−= . Nollakohdat  

 

2
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=
=
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x
x
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( ) ( )⎩
⎨
⎧

>−−
≤−

=
2,36
2,36

xx
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xf  

 

        
⎩
⎨
⎧

>−
≤−

=
2,63
2,36

xx
xx

 

 
 

x ( ) 2,36 ≤−= xxxf
0 6 
1 3 
2 0 

 
x ( ) 2,63 >−= xxxf
3 3 
4 6 
5 9 

 
 
 
 
5. a) Janan keskipiste, kun 52−=A  ja 56=B  
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2

54
2

552
2

==
+−

=
+

=
BAk p  

 
 

b) Janan keskipiste, kun 7=A  ja 72+=B  
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2
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=
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=
+

=
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6. a) Sievennetään lauseketta 
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3
3

3
96

3
96 222
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−
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x

x
x

x
xx
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b) Lausekkeen arvo, kun 3=x  
 

( ) 3333333
0

−=−−=−=−

<
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7. a) Ratkaistaan yhtälö 

 
415415415 −=−∨=−⇔=− xxx  

                55 =x               35 −=x  

                  1=x                  
5
3
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b) Ratkaistaan yhtälö 
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          122 =x               42 =x  
            6=x                   2=x  
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8. a) Ratkaistaan yhtälö 
 

125320125320

125320
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     88 −=− x                        322 −=x  
          1=x                             16−=x  
 
 
 

b) Ratkaistaan yhtälö 
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2
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     1−=x  
 
 
 
Vastaus: 1−=x  tai 0=x  tai 2=x  
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2
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9. Ratkaistaan yhtälö 
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4
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⋅
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tai 
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4
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4
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4
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⋅
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Vastaus: 5=x  tai 
2
1

=x  tai 
4

411+−
=x  tai 

4
411−−

=x  
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10. a) Ratkaistaan epäyhtälö 
 

2:624

51521152
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x
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    32 << x  
 
 

b) Ratkaistaan epäyhtälö 
 

2
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4
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2
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4
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2
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4
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11. a) Ratkaistaan epäyhtälö 

 
13113 22 <−<−⇔<− xx  

 
1313 22 <−∧−>− xx  

     22 >x                          42 <x  
      2>x                        2<x  
 
 
 
 
 
 
 
 
Vastaus: 2222 <<∨−<<− xx  
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+

x

+ + x

--1 3

b) Ratkaistaan epäyhtälö 
 

32332 22 <−<−⇔<− xxxx  
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+ + x

-x1 x2

12. a) Ratkaistaan epäyhtälö 
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Toteutuu, kun 
5
7

3
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≤≤− x  

 
 
 

b) Ratkaistaan epäyhtälö 
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Toteutuu, kun 5
9
1

>∨< xx  

 
 
 
 
13. a) Ratkaistaan epäyhtälö 
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b) Ratkaistaan epäyhtälö 
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14. a) Pisteiden välinen etäisyys 
 

( ) ( )

( ) ( )( )
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b) Pisteiden välinen etäisyys 
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15. a) Janan pituus 
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( ) 32121
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2
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2
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Keskipiste 
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2
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b) Janan pituus 
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⎠
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2
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16. a) Piste on pistejoukossa jos se toteuttaa yhtälön. 

 

kuulu ei epätosi,   012
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=
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y
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( )( ) ( )
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b) Sijoitetaan piste yhtälöön 
 

kuuluu     tosi,77
743

72
3
3

7
3

2
2

2
2

=
=+

=+

=+ yx

 

 
 
 
 
17. Piste ( )yx,  on kysytyn käyrän piste. Etäisyys pisteestä ( )2,1  

 
( ) ( )22

1 21 −+−= yxd  
 
Etäisyys pisteestä ( )5,3  
 

( ) ( )22
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Vastaus: Suora 02964 =−+ yx  

 

326



Kertausosa 
 

18. Sijoitetaan 0=a  ja 1=a  yhtälöön 02 =−++ yaaxx . Saadaan 
yhtälöpari 
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1
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x
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Ainoa mahdollinen piste ( )1,1− . Sijoitetaan piste alkuperäiseen 
yhtälöön 
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 tositiidenttises     00
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0
2

2

=
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=−++

a
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yaaxx

 

 
 
Siis kaikki pistejoukon kuvaajat kulkevat pisteen ( )1,1−  kautta. 
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19. a) Suoran kulmakerroin 
 

( ) 3
1
3
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xx
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Suoran yhtälö 
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       113 += xy  
 
 
 

b) Suoran kulmakerroin 
 

2
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34
014
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12 =
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−
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=
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Suoran yhtälö 
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−=−
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       62 −= xy  
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20. Sijoitetaan piste ( )8,3 −−  suoran yhtälöön. 
 

( ) ( )

5
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0153
09833

=
−=−

=+−
=−−−−⋅

a
a

a
a

 

 
Suoran yhtälö 0935 =−− yx  
 
Suora leikkaa x akselin, kun y = 0 
 

5
9
95
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=

=
=−

x

x
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Suora leikkaa y akselin, kun x = 0 
 

3
93
093

−=
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=−−

y
y

y
 

 
 
 

Vastaus: Pisteissä ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0,

5
9  ja ( )3,0 −  
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A

B

a

b

y

x

21. Suoran 14 +−= xy  ja koordinaattiakselien leikkauspisteet 
 
Suora leikkaa y akselin 
pisteessä ( )1,0=A , jolloin 

1=a  
 
 
Suora leikkaa x akselin pisteessä 

4
1
14

014
0

=

−=−
=+−
=

x

x
x

y

 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0,

4
1B , jolloin 

4
1

=b  

 
Kolmion pinta – ala  
 

8
1

4
11

2
1

2
1

=⋅⋅=⋅= abA  

 
 
 
22. Merkitään yhtiövastiketta y (€), vesimaksua v (€) ja pinta – alaa A 

( 2m ). Yhtiövastike riippuu lineaarisesti pinta – alasta 
 
a) vAky +⋅=  

 

⎩
⎨
⎧

+⋅=
+⋅=

−
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100192
2557

 

  
8,1
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75135
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k
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12258,1572557 =⋅−=⋅−= kv  

 
Suoran yhtälö 
 

128,1 +⋅= Ay  
 
 

b) Pinta – alan ollessa 60=A , vastike 
 

12012608,1 =+⋅=y  
 
120 euroa 
 
 

c) Vesimaksu €  12=v  
 
 
 
 
23. Suoran kulmakerroin 
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6
9
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−
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−−
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−
−
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a
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a
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Suoran yhtälö 
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1
6
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−
−
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=−−

−
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x
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x
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Piste ( )13,10 −  on suoralla 
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( )( ) ( )

3
9

9

981909
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99156

9
6

915

9
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9213
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2
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⋅
−
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⋅
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a
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aaa
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a
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Jos 6=a , niin ( )8,1  ja ( )11,1  ovat suoran pisteitä ja piste ( )13,10 −  ei 
ole tällöin suoralla. 
 
 
Vastaus: 3±=a  

 
 
 
 
24. Suoran kulmakerroin 

 

( ) 5
13

23
1 +

=
−−
−+4

=
aaak  

 
a) Nousevalle suoralle 0>k  

 

3
1

13
013

0
5
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>
+

a

a
a

a
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b) Laskevalle suoralle 0<k  
 

3
1

13
013

0
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<+

<
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a
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c) x akselin suuntaiselle suoralle 0=k  
 

3
1
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013

0
5
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=
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a

a
a

a

 

 
 
 

d) Suoran 12 +− xy  eli 12 −= xy  kulmakerroin 2=k  
 

3
93
1013

2
5

13

=
=
=+

=
+

a
a

a
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25. Suoran 104 +−= xy  kulmakerroin 41 −=k . Kysytyn suoran 
kulmakerroin 

 

4
1
14
1

2

2

21

=

−=−
−=⋅

k

k
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Suoran yhtälö kun kulkee pisteen ( )24,12−  kautta 
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3
4
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12
4
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        27
4
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26. Suorien kulmakertoimet 

 

3
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3
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3
2
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⎠
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11tan

10
11tan

12
10
12
11

tan

4
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3
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1
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α

α

α

α
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27. Suora 21,0 +−= xy  1,01 −=k  on kysytyn suoran normaali, jolloin sen 

kulmakertoimelle 
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1
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1

1

2

2
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=
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−=⋅

k

k
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Suoran yhtälö 
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axy
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xxkyy
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Kysytty suora leikkaa suoran 21,0 +−= xy  kohdassa 15=x , eli kun 
 

2
15,02151,0 ==+⋅−=y  

 

Normaali kulkee pisteen ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1,15  kautta 

 

2
116

2
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2
1

191510
2
1
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a
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Vastaus: 
2
116=a  

 
 
 
28. Suoran suuntakulma °= 30α . Kulmakerroin 

 

3
130tantan =°== αk  

 
Suora kulkee pisteen ( )2,3−  kautta 
 

( )( )

1
3
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3
3
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      3
3

1
+= xy  
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29. Janan keskipiste 
 

( ) ( )5,3
2

91,
2
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2

,
2

2121

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−
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⎟
⎠
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⎜
⎝
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Janan AB suuntaisen suoran kulmakerroin 
 

( ) 4
2
8

42
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12
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−−−

−
=

−
−

=
xx
yykAB  

 
Keskinormaali kulkee keskipisteen kautta ja sen kulmakerroin 
 

4
1
14

−=

−=⋅

n

n

k

k
 

 
Keskinormaalin yhtälö 
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( )( )

4
3

4
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3
4
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xxkyy

 

       
4
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4
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337



Kertausosa 
 

P

y

x

(-3,9)

30. Pisteen ( )3,2−  etäisyys suorasta  
 

022 =−+⇔+−= yxxy  
 

( ) ( )
2

1
2
1
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23121

2222
00 =

−
=

+

−+⋅+−⋅
=

+

++
=

ba
cbyax

d  

 
 
 
 
31. Piste ( )1,0  on eräs suoran 12 +−= xy  piste. Pisteen etäisyys suorasta 
 

03232 =++⇔−−= yxxy  
 

5
4

5
4
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31102

2222
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=

+
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32. Suoran 4
4
1

+−= xy  kulmakerroin 
4
1

1 −=k . Sen normaalin 

kulmakerroin 
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Normaalin yhtälö 
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Suoran ja normaalin leikkauspiste 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
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+−=
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4
4
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xy
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17
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17
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4
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4
4
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Kun 4−=x , niin ( ) 52144 =+−⋅=y  
 
 
 
Vastaus: Piste ( )5,4−  

 
 
 
 
33. Kulmanpuolittajan piste ( )yxP ,  on yhtä kaukana molemmista 

suorista 012 =+− yx  ja 0324 =−+ yx  
 
 

Pisteen ( )yxP ,  etäisyys suorasta 012 =+− yx  
 

( ) 5
12

21

12
221

+−
=

−+

+−
=

yxyx
d  
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Pisteen ( )yxP ,  etäisyys suorasta 0324 =−+ yx  
 

52
324

20
324

24
324

222
−+

=
−+

=
+

−+
=

yxyxyx
d  

 
 
Etäisyydet yhtä suuret 
 

 

( ) ( ) ( )324122324122

324122
52

324
5

12
21

−+−=+−∨−+=+−

−+=+−

−+
=

+−

=

yxyxyxyx

yxyx

yxyx
dd

 

   324242 −+=+− yxyx                     324242 +−−=+− yxyx  
0562 =+−− yx                                      0126 =−− yx  

 
 
 
 
34. Origon etäisyys suorasta 2+= kxy  eli 02 =+− ykc  

 

( ) 1
2

1
2

1

2010
2222 +

=
+

=
−+

+⋅−⋅
=

kkk

k
d  

 

13
26

=d  

 

( )22

2

12626

13
26

1
2

+=

=
+

k

k  
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( )

25

261

26:126676

2

2

2

=

=+

+=

k

k

k

 

      5±=k  
 
 
 
35. a) Ratkaistaan yhtälöpari 

 

⎩
⎨
⎧

=+−
=

02422
5

yx
xy

 

 

3
248

0248
024522

=
−=−

=+−
=+⋅−

x
x

x
xx

 

 
Kun 3=x , niin 1535 =⋅=y  
 

⎩
⎨
⎧

=
=

3
15

x
y

 

 
 
 

b) Ratkaistaan yhtälöpari 
 

⎩
⎨
⎧

+=
+=

84
42

xy
xxy  

 

228

8

844
2

2

±=±=

=

+=+

x

x

xxx
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Kun 22=x , niin ( )1288288224 +=+=+⋅=y  
 
Kun 22−=x , niin ( ) ( )1288288224 +−=+−=+−⋅=y  
 
 
 

Vastaus: ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=

128

22

y

x
 tai ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

−=

128

22

y

x
 

 
 
 
36. a) Ratkaistaan yhtälöpari 

 

⎩
⎨
⎧

=++
=−−

−

⎩
⎨
⎧

⋅=++

=−−

062824
0286

2031412
0286

xy
xy

xy
xy

 

            
2
6030

06030

−=
−=

=+

y
y

y
 

 
Kun 2−=y , niin  
 
( )

4
7

148
0148
02826

−=

=−
=−−
=−−−⋅

x

x
x
x

 

 

Vastaus: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=

2
4
7

y

x
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b) Ratkaistaan yhtälöpari 
 

⎩
⎨
⎧

=−+
=−−

−

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=−+

⋅=−−

01264
0969

20632

30323

xy
xy

xy

xy

 

           

13
21
2113
02113

=

=
=−

y

y
y

 

 

Kun 
13
21

=y , niin 

 

13
12
13
363

0
13
363

063
13
212

=

=

=−

=−+⋅

x

x

x

x

 

 
 

Vastaus: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

13
21
13
12

y

x
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37. Ratkaistaan yhtälöpari 
 

⎩
⎨
⎧

+−=
−=

124
3

xy
xy

 

 

3
155

3124
1243

=
=

+=+
+−=−

x
x
xx

xx

 

 
Kun 3=x , niin 0333 =−=−= xy  
 
 
Vastaus: Leikkauspiste ( )0,3  

 
 
 
38. Ratkaistaan yhtälöpari 

 

⎩
⎨
⎧

+−=
++−=

72
322

xy
xxy  

 

( ) ( )

2
2
4

2
04

12
41444

044

3272

2

2

2

==
±

=

⋅
⋅⋅−−±−−

=

=+−

++−=+−

x

x

xx

xxx

 

 
Kun 2=x , niin 372272 =+⋅−=+−= xy  
 
 
Vastaus: Leikkauspiste ( )3,2  
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39. Merkitään autojen lukumäärää kirjaimella x, jolloin renkaita on 4x 
kpl. Merkitään pyörien lukumäärää kirjaimella y, jolloin renkaita on 
2y kpl. Saadaan yhtälöpari 
 

⎩
⎨
⎧

=+
+−=

⇔
⎩
⎨
⎧

=+
=+

13624
55

13624
55

yx
xy

yx
yx

 

 
( )

13
262
13611024
1365524

=
=
=+−
=+−+

x
x

xx
xx

 

 
Kun 12=x , niin 42551355 =+−=+−= xy  
 
 
Vastaus: Autoja 13 kpl, polkupyöriä 42 kpl 

 
 
 
 
40. Taulukoidaan tehtävän annossa annetut tiedot 

 
 kpl ala (ha) hinta (€) 

pienet tontit x 0,2 x 60 000 x 
suuret tontit y 0,5y 100 000 y 
yht.  16,5 ha €  107,3 6⋅  

 
Saadaan yhtälöpari 
 

( )
⎩
⎨
⎧

=+

−⋅=+

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=+

⋅=+

370106
216552

00010:107,300010000060

10                          5,165,02,0
6

yx
yx

yx

yx
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⎩
⎨
⎧

=+
−=−−

+
370106

330104
yx
yx

 

                 
20
402

=
=

x
x

 

 
 
Kun 20=x , niin  
 

25
1255
165540
1655202

=
=
=+
=+⋅

y
y
y
y

 

 
 
 
Vastaus: Pienempiä tontteja 20 kpl, suurempia tontteja 25 kpl 

 
 
 
 
41. Merkitään ensimmäistä lukua x ja sen neliö 2x . Merkitään toista 

lukua y ja sen neliö 2y . Saadaan yhtälöpari 
 

⎩
⎨
⎧

=+

+−=
⇔

⎩
⎨
⎧

=+

=+

628

34

628

34
2222 yx

xy

yx

yx
 

 
( )

026434

2:0528682

628115668

62834

2

2

22

22

=+−

=+−

=+−+

=+−+

xx

xx

xxx

xx
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x

y
piiri = 56 m

A = 180 m2

Nollakohdat 
 

( ) ( )

1222
2

1034
12

264143434 2

=∨=

±
=

⋅
⋅⋅−−±−−

=

xx

x

x

 

 
 
Kun 22=x , niin 12342234 =+−=+−= xy  
 
Kun 12=x , niin 22341234 =+−=+−= xy  
 
 
 
Vastaus: Luvut ovat 12 ja 22 

 
 
 
 
42. Suorakulmion piiri on 56 m ja pinta – ala 180 2m . Saadaan 

yhtälöpari 
 

⎩
⎨
⎧

=
+−=

⎩
⎨
⎧

=
=+

⎩
⎨
⎧

=⋅

=+

180
28

180
28

180
2:5622

xy
xy

xy
yx

yx
yx
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( )

( ) ( )
( )

1810
2

828
12

180142828

018028

18028

2

2

=∨=
−
±−

=

−⋅
−⋅−⋅−±−

=

=−+−

=+−

xx

x

x

xx

xx

 

 
 
Kun 10=x , niin 18281028 =+−=+−= xy  
 
Kun 18=x , niin 10281828 =+−=+−= xy  
 
 
 
Vastaus: Mitat ovat 10 m ×  18 m 

 
 
 
 
43. Piirretään apukuviot 

 

h h
A = 66 m2 A = 69 m2

x x

x + 3x + 2  
 
Puolisuunnikkaan pinta – alalle  
 

hbaA ⋅
+

=
2
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Ratkaistaan saatu yhtälöpari 
 

( )
( )

⎩
⎨
⎧

=+
=+

−

⎩
⎨
⎧

=+
=+

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⋅=⋅
++

⋅=⋅
++

13832
13222
13832
13222

269
2

3

266
2

2

hxh
hxh
hx
hx

hxx

hxx

 

             
6

6
=
−=−

h
h

 

 
 
Kun 6=h , niin  
 
( )

10
202
2222
132622

=
=
=+
=+

x
x

x
x

 

 
 

122 =+x  
 
 
 
Vastaus: 10 m ja 12 m 
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44. Ratkaistaan yhtälöryhmä 
 

⎩
⎨
⎧

−=−−
=++−

+
⎩
⎨
⎧

=++−
=+−

+

⎩
⎨
⎧

−=−−

⋅=++−

⎩
⎨
⎧

⋅=++−

=+−

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=−−
=++−
=+−

1024
2812124

14662
622

1024
4733

2733
622

1024
733
622

zyx
zyx

zyx
zyz

zyx
zyx

zyx
zyx

zyx
xyx
xyx

 

               2074 =+ zy                                 181011 =+ zy  
 
 

( )

⎩
⎨
⎧

−=−−
=−

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−⋅=+

⋅=+

724044
2207744

4181011

112074

zy
zy

zy

zy

 

               
4
14837

=
=

z
z

 

 

2
84

20474

−=
−=

=⋅+

y
y

y
  

( )

1
1
74323

−=
=−
=⋅+−⋅+−

x
x

x
 

 
 
 
 

Vastaus: 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
−=

4
2
1

z
y
x
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2
11

7
2
18

−=

=+

b

b

osiepät
1620
16317

16
2
112

2
182

1622

=−
=−−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅+⋅−

=+− ba

45. Ratkaistaan yhtälöryhmä 
 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+−
=−

7
1622
10

ba
ba
ba

 

 
 
TAPA 1 
 

⎩
⎨
⎧

=+
=−

+
7
10

ba
ba

 

        
2
18

172

=

=

a

a
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
TAPA 2 
 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+−
=−

+
7
1622
10

ba
ba
ba

 

               
2
116

332

=

=

b

b
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2
53

53

=
+−=

−=−−

b
b
b

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

=

=

⇔

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+

=⋅+−

=−

2
19

2
18

2
126

7
2
116

16
2
11622

10
2
116

a

a

a

a

a

a

 

 
 

Ratkaisuna ei saatu yksikäsitteistä a:ta. Yhtälöryhmällä ei ole 
ratkaisua. 
 

 
Vastaus: Ei ratkaisua 

 
 
 
46. Sijoitetaan pisteiden ( )5,0 − , ( )10,1 −−  ja ( )13,2 −  koordinaatit 

paraabelin yhtälöön. Saadaan yhtälöryhmä 
 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+

⋅−=−

−=

⇔
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=−+
−=−−

−=
⇔

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=++
−=+−

−=

824
25

5

13524
105

5

1324
10

5

ba
ba

c

ba
ba

c

cba
cba

c

 

⎩
⎨
⎧

−=+
−=−

+
824
1022

ba
ba

 

             
3
186
−=
−=

a
a

 

 
 

Vastaus: 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=
−=

5
2

3

c
b
a
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x

y

z

47. Merkitään lyhintä sivua x:llä ja pisintä sivua z:lla. Saadaan 
yhtälöryhmä 

 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=

=++

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=++

yz
yx

zyx

zy
yx
zyx

23
18
31

23
18
31

 

 
Sijoittamalla 
 

10
3141

3141
312318

=
−=

=−
=−++−

y
y
y
yyy

 

 

131023

81018

=−=

=−=

z

x
 

 
 
 

Vastaus: 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

13
10
8

z
y
x
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48. a) Keskipistemuotoinen yhtälö 
 
( ) ( )

( )( ) ( ) 222

22
0

2
0

231 =−+−−

=−+−

yx

ryyxx
 

     ( ) ( ) 431 22 =−++ yx  
 

 
b) Sijoitetaan piste ympyrän yhtälöön 

 
( ) ( )

( ) ( )
epätosi   48

422

43113
22

22

=
=−+−

=−++−

 

 
Piste ei ole ympyrällä. 

 
 

c) Sijoitetaan piste ympyrän yhtälöön 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 42952321131 222222 >=−+=−−++=−++ yx  
 
Piste on ympyrän ulkopuolella. 
 

 
d) y akselilla x = 0 
 

( ) ( )
( )
( )

33

33

33

431

4310

2

2

22

±=

±=−

=−

=−+

=−+−

y

y

y

y

y

 

 
Pisteissä ( ) ( )33,0  ja  33,0 −+  
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P

r

R

d

A(-4,4)

B(-2,2)

C(0,4)

D(-2,6)
y

x

49. a) Muokataan yhtälöä 
 

( ) ( ) 342

42174824

01784

22

222222

22

=−+−

++−=++++−

=++++

yx

yyxx

yyxx

 

 
Yhtälö esittää ympyrää, jolle ( ) 34,2 == rk p  
 
 

b) Muokataan yhtälöä 
 

( ) ( ) 321

2182412

0824

22

222222

22

−=−++

++−=+−+++

=+++−

yx

yyxx

xxyy

 

 
Tulos on epätosi, yhtälö ei esitä ympyrää. 

 
 
 
 
50. Apukuviosta nähdään, että kyseisten ympyröiden keskipiste 

( )4,2−=P . 
 
 
a) Ympyrän säde 2=R  

 
( ) ( )

( )( ) ( ) 222

22
0

2
0

242 =−+−−

=−+−

yx

Ryyxx
 

     ( ) ( ) 442 22 =−++ yx  
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b) Ympyrän säde r on puolet neliön sivusta 
2
d  

 
( )( ) ( ) 228442420 22 ==+=−+−−=d  

2
2

22
==r  

 
Ympyrän yhtälö 
 
( ) ( )

( )( ) ( ) 222

22
0

2
0

242 =−+−−

=−+−

yx

ryyxx
 

     ( ) ( ) 242 22 =−++ yx  
 
 
 
51. Muokataan yhtälöä 

 

4
4

2

2
4

2

04

2
2

2

2
2

2
2

22

kykx

kykkxx

ykxx

+−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++

=+++

 

 
Yhtälö esittää ympyrää, kun 
 

444
16

4
4

0
4

4

2

2

2

>∨−<⇔>

>

>

>+−

kkk
k

k

k
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52. Ympyrän yhtälön keskipistemuoto 
 

( ) ( ) 2576

7660714612

0601214

22

222222

22

=+++

++−=+++++

=++++

yx

yyxx

xxyy

 

 
Ympyrän ( ) 5257,6 ==−−= rk p  
 
Keskipisteen etäisyys origosta 
 

( ) ( )
( ) ( )

85

4936

0706 22

2
12

2
12

=

+=

−−+−−=

−+−=

d

d

d

yyxxd

 

 
Origon etäisyys ympyrästä = 2,4585 ≈−=− rd  

 
 
 
53. Ratkaistaan yhtälöpari 

 

( ) ( ) ⎩
⎨
⎧

=+−++−

+=
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+−

⋅+=

4963612

84

436

42
4
1

22
22 yyxx

xy

yx

xy
 

 

⎩
⎨
⎧

=+−+−

−=

041612

84
22 yyxx

yx
 

 
 
 
 
 

357



Kertausosa 
 

Sijoittamalla 
 

( ) ( )

020111817

04169648646416

0416841284

2

22

22

=+−

=+−++−+−

=+−+−−−

yy

yyyyy

yyyy

 

 
Nollakohdat 
 

( )

3
17
163

34
16118

172
201174118118 2

=∨=

±
=

⋅
⋅⋅−−±

=

yy

y

y

 

 
 

Kun 
17
163=x , niin 

17
137

17
1328

17
67484 ==−⋅=−= yy  

 
Kun 3=x , niin 483484 =−⋅=−= yy  
 
 
 

Vastaus: Leikkauspisteet ( )3,4  ja  
17
163,

17
137 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  
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54. Ratkaistaan yhtälöpari 
 

( )
( ) ( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−+−

=−+−
−

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−++−

=++−

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+−

=+−

01768

012

896168

212

834

21

22

22

22

22

22

22

yyxx

yxx

yyxx

yxx

yx

yx

 

                    
xy

yx
yx

−=
=−+
=−+

3
03
01866

 

 
Sijoittamalla 
 

( )

( )

2
02
02

044

0882

01692

0132

2

2

2

22

22

=
=−
=−

=+−

=+−

=−+−+−

=−−+−

x
x

x

xx

xx

xxxx

xxx

 

 
Kun 2=x , niin 1233 =−=−= xy  
 
 
Vastaus: Leikkauspiste ( )1,2  
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55. Ratkaistaan yhtälöpari 
 

⎩
⎨
⎧

++=
=−+++

1
0222

aaxy
axxayy  

 
Kun a = 0 
 

⎩
⎨
⎧

=
=−+

1
0222

y
xy  

 

1
1

021
2

22

±=
=

=−+

x
x

x

 

 
Käyrät leikkaavat toisensa pisteissä ( )1,1−  ja ( )1,1 . 
 
 
Kun a = 1 
 

⎩
⎨
⎧

+=
=−+++

2
0222

xy
xxyy  

 
( ) ( )

21
2

13
12

21433

023

0462

02244

0222

2

2

2

22

22

−=∨−=

±−
=

⋅
⋅⋅−±−

=

=++

=++

=−++++++

=−+++++

xx

x

x

xx

xx

xxxxx

xxxx
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Kun 1−=x , niin 121 =+−=y  
 
Kun 2−=x , niin 022 =+−=y  
 
Käyrät leikkaavat pisteissä ( )1,1−  ja ( )0,2− . 
 
 
Mahdollinen yhteinen leikkauspiste on ( )1,1− . Sijoitetaan 
alkuperäiseen yhtälöpariin 
 
 

( ) ( )
( )

    tosi
11
00

111
021111 22

⎩
⎨
⎧
=
=

⎩
⎨
⎧

++−⋅=
=−−⋅+−+⋅+

aa
aa

 

 
Sekä ympyrä, että suora kulkevat kaikilla a:n arvoilla pisteen ( )1,1−  
kautta. □ 

 
 
 
 
56. Käyrien leikkauspisteet 

 

⎩
⎨
⎧

+=
=−−+

5
05422

xy
yyx  

 
( ) ( )

( ) 30032
062

052042510

05545

2

22

22

−=∨=⇔=+
=+

=−−−+++

=−+−++

xxxx
xx

xxxx

xxx

 

 
 

361



Kertausosa 
 

Kun 0=x , niin 550 =+=y  
 
Kun 3−=x , niin 253 =+−=y  
 
Käyrät leikkaavat toisensa pisteissä ( )5,0  ja ( )2,3− . Jänteen pituus on 
leikkauspisteiden välinen etäisyys 
 

( ) ( )

( ) ( )

23

9299

5203 22

2
12

2
12

=

⋅=+=

−+−−=

−+−=

d

d

d

yyxxd

 

 
 
 
57. Suoran kulmakerroin 

 

( ) 1
4
4

31
04

12

12 ==
−−
−

=
−
−

=
xx
yyk  

 
Suoran yhtälö 
 

( )
( )( )

3
310

00

+=
−−=−

−=−

xy
xy

xxkyy
 

 
Ympyrän keskipiste ( )0,0=pk  ja säde 2=r . d = keskipisteen 
etäisyys suorasta 03 =+− yx  
 

( )
( )

212,2
2

13
2

13

11

30101
2222

00 >≈==
−+

+⋅−+⋅
=

+

++
=

ba
xbyax

d  

 
Vastaus: Ei leikkaa 
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Kertausosa 
 

58. Jos suora on ympyrän tangentti, on suoralla ja ympyrällä täsmälleen 
yksi leikkauspiste. Ratkaistaan yhtälöpari 
 

⎩
⎨
⎧

=−+++

−=

0524

53
22 yxyx

xy
 

 
( ) ( )

( )

1
01
01

012

0102010

05106425309

05532453

2

2

2

22

22

=
=−
=−

=+−

=+−

=−−+++−+

=−−++−+

x
x

x

xx

xx

xxxxx

xxxx

 

 
 
Kun 1=x , niin 251353 −=−⋅=−= xy  
 
 
Ympyrällä ja suoralla on täsmälleen yksi leikkauspiste ( )2,1 − . Suora 
on ympyrän tangentti. □ 

 
 
 
 
59. Ympyrän 2522 =+ yx  keskipiste ( )0,0=pk  ja säde 525 ==r . 

Tangentti kulkee pisteen ( )4,3−  kautta. Piste ( )4,3−  on ympyrällä. 
 

3
4

03
04

−=
−−
−

=rk  

 

4
31

3
4

=⇔−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅ tt kk  
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Kertausosa 
 

(-3,4)

r

y

x

Tangentin yhtälö 
 

        

( )

( )( )

93164
4
9

4
34

3
4
34

00

+=−

+=−

−−=−

−=−

xy

xy

xy

xxkyy t

 

02543 =+− yx  
 
 
 
 
 
60. Tangentti kulkee pisteen ( )0,0  kautta, ja sen yhtälö on muotoa 

kxy = . 
 

⎩
⎨
⎧

=
=+−−+

kxy
yxyx 045101022

 

 
( )

( ) ( ) 04510101

0451010

0451010

0

22

222

22

=+−−++

=+−−+

=+−−+

>

kxkx

kxxxkx

kxxkxx

 

 
Täsmälleen yksi leikkauspiste kun diskriminantti on nolla 
 

( ) ( )

8020080

180180100200100

45141010

2

22

22

−+−=

−−++=

⋅+⋅−−−=

kk

kkk

kkD
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Kertausosa 
 

Nollakohdat 
 

( )

( )

2
12

4
35

22
22455

0252

40:08020080

2

2

2

=∨=

±
=

⋅
⋅⋅−−±

=

=+−

−=−+−

kk

k

k

kk

kk

 

 
 

Vastaus: Tangentit xy 2=  ja xy
2
1

=  

 
 
 
61. Origokeskeisen ympyrän yhtälö on muotoa 

 
222 ryx =+  

 
Suora 01432 =−+ yx  on tangentti, joten origon etäisyys suorasta on 
ympyrän säde 
 

13
14

13
14

32
140302

22
=

−
=

+

−⋅+⋅
=r  

 
Ympyrän yhtälö 
 

13
196

13
14

22

2
22

=+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+

yx

yx
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Kertausosa 
 

62. Ympyrän keskipiste on ( )3,2=pk  ja sen yhtälö on muotoa 
 
( ) ( ) 222 32 ryx =−+−  
 
Suora 102 += xy  eli 0102 =+− yx  on ympyrän tangentti, siis 
suoran ja keskipisteen etäisyys on säde 
 

( ) 5
11

5
11

12

103122
22

==
−+

+⋅−⋅
=r  

 
Ympyrän yhtälö 
 

( ) ( )

( ) ( )
5

12132

5
1132

22

2
22

=−+−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−+−

yx

yx
 

 
 
 
 
 
63. Paraabelin polttopiste ( )3,1−  ja johtosuora 1−=y  eli 01=−y . 

Olkoon ( )yx,  paraabelin piste. Pisteen etäisyys suorasta = pisteen 
etäisyys polttopisteestä 
 
 

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )222

22
22

311

31
10

110

−++=+

−+−−=
+

+⋅+⋅

yxy

yx
yx
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Kertausosa 
 

( ) 3122
2

=−−=−=
=+

ab
ba

( ) ( ) ( )

1128

191262

961212

311

2

2

222

222

++=

++++=+

+−+++=++

−++=+

xxy

xxyy

yyxxyy

yxy

 

                   
8

11
4
1

8
1 2 ++= xxy  

 
 
 
 
64. Sijoitetaan pisteiden ( )8,0 , ( )10,1  ja ( )2,2 −−  koordinaatit paraabelin 

yhtälöön. Saadaan yhtälöryhmä 
 

( ) ( ) ⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
=++

=
⇔

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−⋅+−⋅=−

+⋅+⋅=

++⋅+⋅=

224
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8

222

1110
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2

2

2

cba
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c

cba

cba
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⎩
⎨
⎧

−=−
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+

⎩
⎨
⎧

−=−

=+
⎩
⎨
⎧

−=+−
=++

52
2

2:1024
2

2824
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ba
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1
33
−=
−=

a
a

 

 
 
 
Vastaus: 832 ++−= xxy  
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Kertausosa 
 

65. a) Paraabeli leikkaa y akselin, kun x =0 
 

220302 −=−⋅+−=y  
 
Leikkauspiste ( )2,0 −  
 
Paraabeli leikkaa x akselin, kun 0=y  
 

( ) ( )
( )

21
2

13
12

21433

023
2

2

=∨=
−
±−

=

−⋅
−⋅−⋅−±−

=

=−+−

xx

x

x

xx

 

 
Leikkauspisteet ( )0,1  ja ( )0,2  
 
 
Paraabelin ja koordinaattiakselien leikkauspisteet ovat ( )2,0 − , 
( )0,1  ja ( )0,2 . 
 
 
 

b) Huipun x koordinaatti 
 

2
3

2
21

2
21

0 =
+

=
+

=
xxx  

 

4
12

2
33

2
3 2

=−⋅+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=y  

 

Paraabelin huippu ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
1,

2
3  
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Kertausosa 
 

c) Paraabelin akseli on y akselin suuntainen ja kulkee pisteen ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
1,

2
3  

kautta. Siis paraabelin akseli on suora 
2
3

=x . 

 
 

d) Sijoitetaan pisteen ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

9
4,

3
2P  koordinaatit paraabelin yhtälöön 

  tosi
9
4

9
4

2
3
23

3
2

9
4 2

−=−

−⋅+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−

 

 
Piste on paraabelilla. 
 
 
 

e) Ratkaistaan yhtälöpari 
 

⎩
⎨
⎧

−=
−+−=

1
232

xy
xxy  

 

( )

1
01
01

012

231

2

2

2

=
=−
=−

=+−

−+−=−

x
x

x

xx

xxx

 

 
 
Kun 1=x , niin 0111 =−=−= xy  
 
Leikkauspiste ( )0,1 . 

 

369



Kertausosa 
 

66. Paraabeli 132 +−= xaxy  kulkee pisteen ( )1,1 −  kautta. Sijoitetaan 
pisteen koordinaatit paraabelin yhtälöön 
 

1
21

11311 2

=
−=−

+⋅−⋅=−

a
a
a

 

 
Paraabelin yhtälö on 132 +−= xxy  
 
Nollakohdissa 0=y  
 

( )

2
53

12
11433

013
2

2

±
=

⋅
⋅⋅−−±

=

=+−

x

x

xx

 

 
 
 

Vastaus: 
2

53    tai
2

53 −
=

+
= xx  

 

370



Testi 1 
 
 
1. a) Ratkaistaan itseisarvoyhtälö 

 
158158158 −=−∨=−⇔=− xxx  

                23=x               7−=x  
 
 

b) Ratkaistaan itseisarvoepäyhtälö 
 

122012202012 −<+<−⇔<+ xx  
     832 <<− x  
 
 

c) Ratkaistaan itseisarvoepäyhtälö 
 

712712712 >+−∨−<+−⇔>+− xxx  
                                    82 −<− x               62 >− x  
         4>x                      3−<x  
 
 

d) Ratkaistaan epäyhtälö 
 

2
3
4
9
94

2

2

≤

≤

≤

x

x

x

 

2
3

2
3

≤≤− x  
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2. a) Pisteiden ( )6,2 −=A  ja ( )9,5 −−=B  välinen etäisyys 
 

( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

6,758

949

37

6925
22

22

2
12

2
12

≈=
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−+−=

−−−+−−=

−+−= yyxxAB

 

 
 
 

b) Janan AB keskipiste 
 

( ) ( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=

2
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2
3

2
96,

2
52

2
,

2
2121 yyxxm

 

 
 
 

c) Suoran AB kulmakerroin 
 

( )
7
3

7
3

25
69

12

12 =
−
−
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−−
−−−

=
−
−

=
xx
yykAB  
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3. Suoran s yhtälö 546 =− yx . 
 
a) Suoran yhtälön ratkaistu muoto 

 

4
5

2
3

4
5

4
6

564
546

−=

−=

+−=−
=−

xy

xy

xy
yx

 

 

Josta kulmakerroin 
2
3

=sk  

 
 

b) Suoran ja x askelin leikkauspiste, kun y = 0 
 

6
5
56

=

=

x

x
 

 

Suora leikkaa x askelin pisteessä ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0,

6
5  

 
c) Suoran kulmakerroin on sama kuin suoran s kulmakerroin 

 

2
3

== skk  
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2
2
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2
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2
2
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xyxy
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d) Pisteen ( )2,1  etäisyys suorasta 
 

( )
( )

97,0
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7
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7
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7
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52416
2222
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=

−
=
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+
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e) Suoran kulmakerroin 
 

3
21

2
31 −=⇔−=⋅⇔−=⋅ nnsn kkkk  

 
Suora kulkee pisteen ( )3,1 −  kautta 
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3
2

3
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1
3
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00
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2
7

3
2

−−= xy  
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4. a) ( ) ( ) ( ) 22222 25045 =−+−⇔=−+ yxyx  
 
Yhtälö esittää ympyrää, jonka keskipiste on ( )5,0  ja säde 2. 
 
 
 

b) Muokataan yhtälöä 
  

( )

( )
22

2

2
2

2
2

2
222

22

2
1

2
31

4
1

2
31

2
313

2
3312

0332

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−+++

=+−++

yx

yx

yyxx

yxyx

 

 

Yhtälö esittää ympyrää, jonka keskipiste ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
3,1  ja säde 

2
1 . 

 
 
 

c) Ratkaistaan yhtälö x:n suhteen 
 

1
3
1

33

033

2

2

2

−=

−=

=+−

yx

yx

yx

 

 
Yhtälö esittää oikealle aukeavaa paraabelia. 
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5. Suoran yhtälön ratkaistu muoto 
 

23
023

+−=
=−+

xy
yx

 

 
 
Ympyrän ( ) 40,2 == rk p . Ympyrän yhtälö 
 

( )

0124

1444
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Saadaan yhtälöpari 
 

⎩
⎨
⎧
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376



Kun 
5
2

−=x , niin 
2
132

5
62

5
23 =+=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅−=y  

 
Kun 2=x , niin 426223 −=+−=+⋅−=y  
 

 

Vastaus: Leikkauspisteet ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
13,

5
2  ja ( )4,2 −  

 
 
 
6. Muokataan yhtälöä 
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( ) ( ) 112132
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321123624
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Yhtälö esittää ympyrää, kun  
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011213 2 >−+
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Nollakohdat 
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111

26
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k1 k2

++

-

k

Kuvaaja on ylöspäin aukeava paraabeli 
 
 
 
 
 
 
 
 

Vastaus: 
13
11tai1 >−< kk  

 
 
 
 
7. Ympyrän yhtälön keskipistemuoto 
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2452448
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Ympyrän ( ) 52,4 == rk p  
 
 
Tangentin yhtälö on muotoa 
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Tangentin etäisyys ympyrän keskipisteestä = säde 
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4
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Tangentin yhtälöt 
 

3
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Vastaus: 04734    ja    3 =−+−= yxy  
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8. Piste ( )yxP ,  on suoralla xy 3−= , joten ( )xxP 3,− . Etäisyys pisteestä 
( )1,2−  
 

( )( ) ( )
( ) ( )22

1

22
1

132
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−−++=
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xxd
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Pisteen etäisyys suorasta  
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Etäisyydet ovat samat, siis 
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Nollakohdat 
 

5
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32060
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340060
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120060
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242546060
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Kun 
5

326 ±−
=x , niin 

5
3618

5
32633 ∓

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ±−
−=−= xy  

 
 
 

Vastaus: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+−
5
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5

326  tai ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−−
5

3618,
5

326  
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a+

-1/4

Testi 2 
 
 
1. a) 1616 =−  

 
 
b) ( ) 533535 −=−−=−  
 
 
c) ππ 311311 −=−  
 
 
d) ( ) aaf 41−=  

 
Nollakohta 
 

4
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a
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2. a) Ratkaistaan itseisarvoyhtälö 
 

723723723

0723
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xxx

x
 

                                        93 =x                53 −=x  

         3=x                  
3
5

−=x  

 
 
 

b) 772 −=− xxx  
 
 7777 22 +−=−∨−=− xxxxxx  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

c) Ratkaistaan itseisarvoepäyhtälö 
 

111611161116 −<−∨>−⇔>− xxx  

                 
2
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>
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x
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3
5
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d) Ratkaistaan itseisarvoepäyhtälö 
 

2412

38
3

4
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3

662
3
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⋅<<−
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x

x

xx

 

 
 
 

Vastaus: a) 3
3
5

=∨−= xx  b) 17 =∨±= xx  

c) 2
3
5

>∨−< xx  d) 2412 <<− x  

 
 
 
 
3. a) Sijoitetaan 1−=x  ja 3=y  pistejoukon yhtälöön 
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4
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=
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b) Suoran yhtälön ratkaistu muoto 
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Suora leikkaa y akselin kohdassa 
5
2

−=y . Suoran suuntakulma 

°−= 30α . Tällöin kulmakerroin 
 

( )
3

130tan −=°−=k  

 
Suoran s yhtälö on 
 

5
2

3
1

−−= xy  

 
 

Vastaus: a) 4=k  b) 
5
2

3
1

−−= xy  

 
 
 
 
4. Merkitään x = kirjoittimen A nopeus (lehteä/min) ja y = kirjoittimen 

B nopeus (lehteä/min). Kirjoitusajat minuutteina: 
 
1h 55 min = 115 min 
1h 30 min = 90 min 
1h 20 min = 80 min 
2h 10 min = 130 min 
 
Saadaan yhtälöpari 
 

( )

⎩
⎨
⎧

−=−−
=+

+

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−⋅=+

⋅=+

108000720011700
9600072009200

90120080130

80120090115

yx
yx

yx

yx

 

                    
8,4
120002500

=
−=−

x
x
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Sijoitetaan 8,4=x  ensimmäiseen yhtälöön 
 

2,7
64890
1200908,4115

=
=
=+⋅

y
y
y

 

 
Kirjoitin B on nopeampi, tulostusnopeus 7,2 lehteä/min. 
 
Jos käytetään vain kirjoitinta B, työ kestää 
 

min 502h 
min 46,66...h  2

min ...66,166
2,7

1200

≈
=

=

 

 
 
 
Vastaus: A:n nopeus 4,8 lehteä/min, B:n nopeus 7,2 lehteä/min. 

 Tulostus nopeammalla kirjoittimella kesää 2h 50 min. 
 
 
 
 
5. Ratkaistaan yhtälöpari 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+=

+−=

263

235
2

2

xxy

xxy
 

 
Sijoittamalla 
 

0492

263235
2

22

=+−

−+=+−

xx

xxxx  
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Nollakohdat 
 

( ) ( )

2
14

4
79

22
42499

0492
2

2

=∨=

±
=

⋅
⋅⋅−−±−−

=

=+−

xx

x

x

xx

 

 
 
Kun 4=x , niin 7024345 2 =+⋅−⋅=y  
 

Kun 
2
1

=x , niin 
4
312

2
13

2
15

2

=+⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=y  

 
 
 

Vastaus: ( )70,4  ja ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
31,

2
1  

 
 
 
 
6. a) Ratkaistaan yhtälöryhmä 

 

⎩
⎨
⎧

+=
=

1
4
bc

ac
 

 

14
14
−=

+=
ab

ba
 

 
Sijoitetaan tämä kolmanteen yhtälöön 
 

387



2
1
12

1426

=

=
−=−

a

a
aa

 

 

Sijoitetaan 
2
1

=a   

 

2
2
144

11
2
1414

=⋅==

=−⋅=−=

ac

ab
 

 
 

Vastaus: 2,1,
2
1

=== cba  

 
 
b) Ratkaistaan yhtälöryhmä 

 

( )

⎩
⎨
⎧

=+−
−=−

⎩
⎨
⎧

−⋅−=−

−=−

69153
3023

3235
3023

yx
yx

yx
yx

 

            
3
3913

=
=

y
y

 

 
 
Sijoitetaan 3=y  toiseen yhtälöön 
 

8
2335
−=
−=⋅−

x
x
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02 =−y

Tutkitaan, toteuttaako ratkaisu 8−=x  ja 3=y  viimeisen yhtälön 
 

( )

sito
1313
13382

=
=−−⋅−

 

 
 

Vastaus: 8−=x  ja 3=y  
 
 
 
 
7. a) Olkoon paraabelin piste ( )yx, . Etäisyys johtosuorasta 2=y  eli  

 
 
 

2
10

2
221 −=

+

−
= y

y
d  

 
 
Etäisyys polttopisteestä ( )4,3  
 

( ) ( )22
2 43 −+−= yxd  

 
 
Etäisyydet yhtä suuret, joten 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

4
21

2
3

2
1

2164

1689644

432

432

2

2

222

222

22

+−=

+−=

+−++−=+−

−+−=−

−+−=−

xxy

xxy

yyxxyy

yxy

yxy
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b) Huipun x koordinaatti 
 

3

2
1
2
3

4
12

2
3

2

0

0

==
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−=

−=

x

a
bx

 

 
Huippu on polttopisteen kautta kulkevalla suoralla. Kun paraabeli 
aukeaa suoraan ylös, on paraabelin akseli y askelin suuntainen. 
Tällöin huipun x koordinaatti on sama kuin polttopisteen x 
koordinaatti. 
 
Huipun y koordinaatti 
 

3
4
213

2
33

4
1 2 =+⋅−⋅=y  

 
Huipun y koordinaatin etäisyys johtosuoraan ja polttopisteeseen 
on yhtä suuri, joten huippu on x akselin suuntaisen johtosuoran ja 
polttopisteen puolivälissä. 
 
 
 

Vastaus: a) 
4
21

2
3

4
1 2 +−= xxy  b) ( )3,3  
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++

-

k

0 2/5

8. Muokataan yhtälöä 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )( ) aaayax

aaaaayax

aaaayayaaxx

ayayyaxx

ayayaxyx

2512

1441612

1216121222

16242

016242

222

2222

222222

22

22

−=++++

++++−−=++++

+++−−=+++++++

−−=++++

=++++++

 

 
Yhtälö esittää ympyrää, kun 
 

( )
025 2 >−

af

aa  

 
Nollakohdat 
 

( )
0250

025
025 2

=−∨=
=−
=−

aa
aa

aa
 

                                    
5
2
25

=

=

a

a
 

 
 
Kuvaaja on ylöspäin aukeava paraabeli 
 
 
 
 
 
 
 
 

Epäyhtälö toteutuu, kun 
5
20 >∨< aa  
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Ympyrän keskipiste ( )( )12, +−− aa . Keskipisteiden pistejoukko on 
 

⎩
⎨
⎧

−−=
−=

12ay
ax

 

 
eli 
 

( ) 1212 −=−−⋅−= xxy  
 
Kun 0<a , niin 0>− a  eli 0>x  
 

Kun 
5
2

>a , niin 
5
2

−<− a  eli 
5
2

−<x  

 
 
 

Vastaus: Yhtälö esittää ympyrää, kun 0<a  tai 
5
2

>a . Keskipisteet 

 ovat puolisuorilla 
5
2    tai0,12 −<>−= xxxy . 
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