
Kertausosa 
 

 
1. a) ( ) ( ) 53242 =−−⋅−=−P  

b) ( ) ( ) ( ) 71222 2 =+−−−=−P  
c) ( ) ( ) ( ) 1622232 2 −=−⋅+−⋅−=−P  

 
 
2. a) ( ) ( ) 61192429242 +−=−++−=−+−− xxxxx  
 

b) ( ) 4322 1230256 yyyyy +=+  
 
c) ( )( ) 519124512154513 22 −+−=+−−=−− aaaaaaa  
 

d) xx
x
x

x
x

x
xx 23

4
8

4
12

4
812 2

2323

−=−=
−  

 
 
3. a) ( ) ( )5215 −−− xxxx  

2

22

3
5255

x
xxxx

=

+−−=  

 
b) ( )( ) ( )( )xxxx 3133322 −−−−−  

( )( ) ( )
( ) ( )

158
310318184

3103618412
933364

2

22

22

2

−+−=

+−+−+−=

−+−−+−−=

+−−−−−=

xx
xxxx

xxxxx
xxxxx

 

 
 
 
4. a) ( ) ( ) ( )xxxxQxP −−−=− 122  

                   
1

12
2

2

−−=

+−−=

xx
xxx  
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2−x

13 +x

x2

b) ( ) ( ) xxxxQxP −+−=+ 122  
                   132 +−= xx  
 
 

c) ( ) ( ) ( )( )xxxxQxP −−=⋅ 122  

                 
xxx

xxxx
23

22
23

232

−+−=

+−−=  

 
 

d) ( ) ( ) ( )[ ] ( )( )11 2 −−−=− xxxxQxPxQ  

                            
12

1
23

232

−+−=

++−−−=

xx
xxxxx  

 
 
 
5. a) Kokonaispinta-ala 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]

( )
( )

41422
27112

26326422
132132222

2

2

222

−−=

−−=

−−++++−=

+−+++−=

xx
xx

xxxxxxx
xxxxxxxA

 

 
 

b) Tilavuus 
 

( ) ( )( )
( )( )

xxx
xxxx

xxx
xxxxV

4106
41226

1342
1322

23

223

2

−−=

−−+=

+−=

+−=
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6. Sievennetään lauseketta 
 

( ) ( )( )

( )

kkk
kkkkkk

kkkkkk

kkkkkk

mm

mmmmm

mmmmmmm

mmmnm

−+=

−++−+=

+−−−+=

−−−+

+

+

++++−+−

−

2

1

1

122

11111

1

 

 
 
 
7. a) ( ) ( ) 222 1142414 +⋅⋅−=− kkx  

              1816 2 +−= kk  
 
 

b) ( ) ( )222 2252525 aaa +⋅⋅+=+  

               
25204

42025
2

2

++=

++=

aa
aa  

 
 

c) ( )( ) ( ) 22 626262 −=+− yyy  
                         64 2 −= y  
 
 

d) 2
22

99
3
12

3
19

3
1

+⋅⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − xxx  

                816
9
1 2 +−= xx  
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8. a) ( ) ( )( )333 2 −+−− yyy  
( )

186
996
996

22

22

+−=
+−+−=

−−+−=

y
yyy
yyy

 

 
 

b) ( )( )( ) ( )222 2224 −−+−+ xxxx  
( )( ) ( )

204
4416

4444

2

244

2422

−=

−+−−=

+−−−+=

x
xxx

xxxx
 

 
 
 
9. a) ( )( ) 22

525252 −=+−  

                               
3

52
−=
−=

 

 
 

b) ( ) 22
3332933 +⋅⋅−=−  

          
3612

3369

−=

+−=  

 
 

c) ( )( ) ( ) ( )22
233223322332 −=+−  

                                       
6

2934
−=

⋅−⋅=
 

 
 

d) ( ) 222
2282828 ++=+  

                 
18

2428
21628

=
+⋅+=
++=
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10. a) ( )
22

)13

13
134

13
4

−

+
=

−

+

 

           

( )

( )
232

132
2

134

+=

+=

+
=

 

 
 

b) ( )
( )22

)325

325
32532

325
32

−

−
=

+

−

 

                  

( )

( )

2 3 5 2 3

5 4 3
2 3 5 2 3

7
2 15 4 3

7
2 15 12

7

−
=

− ⋅

−
=

−
− ⋅

=
−

−
= −

 

 
 

 
11. a) ( )xxxx 5252 2 −=−  

 
b) ( ) ( )523156156 2223 +−=+−=+− aaaaaa  
 
c) ( )22233 ababbaab −=−  
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12. a) ( )( )55525 222 −+=−=− kkkk  
 
b) ( ) ( )2222 262262642436 −=+⋅⋅−=+− yyyyy  
 
c) ( ) ( )2222234 39696 +=++=++ xxxxxxxx  

 
 
13. a) 3333 +++=+++ xaaxxaax  

                       
( ) ( )

( )( )13
33

++=
+++=

ax
xxa

 

 
 

b) 11 2332 −+−=−+− xxxxxx  

                      

( ) ( )
( )( )
( )( )( )
( )( )2

2

22

11

111
11

11

+−=

++−=
+−=

−+−=

xx

xxx
xx

xxx

 

 
 
14. a) ( )23 44 xxxx −=−  

            ( )( )xxx +−= 22  
 
 

b) ( )1624916249 223 ++=++ xxxxxx  
                           ( )243 += xx  
 
 

c) ( ) 222242 14241681 +⋅−=+− aaaa  
( )
( )( )( )
( ) ( )22

2

22

1212

1212

14

+−=

+−=

−=

aa

aa

a
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d) ( ) ( )111 223 +−+=−−+ xxxxxx  

                      
( )( )
( )( )( )
( ) ( )11

111
11

2

2

−+=

−++=
−+=

xx

xxx
xx

 

 
 
 
15. a) ( ) ( ) 3122 =+−−=−g  

 
b) 914 =−x  

     

2
5
4

10
104

=

=

=

x

x

x

 

 
c) 114 +−=− xx  

    
5
2
25

=

=

x

x
 

 
 

Vastaus: a) 3 b) 
2
5

=x   c) 
5
2

=x  

 
 
 
16. a) ( ) 532 +−= xky  

Suora on laskeva, kun  
 

3
2
23

032

>

−<−
<−

k

k
k
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b) Suora on x  - akselin suuntainen, kun  
 

3
2
23

032

=

−=−
=−

k

k
k

 

 
 
17. a) [ [5,1−   b) [ [∞− ,8  c) ] [3,∞−  
 
 
18. a) 248 −<a  

 3−<a  
 

b) 4182 −≥−x  

       
7
142

≥
≥

x
x

 

 
c) 23 −≤− x  

    
3
2

≥x  

 
 
19. a) ( ) ( ) 343322 −≤−−− xx  

      
2

42
34364

≥
−≤−
−≤+−−

x
x
xx

 

 
b) ( ) ( )( ) 1332 2 >+−−− xxx  

( )

3
124

1944
1944

22

22

<
−>−

>+−+−

>−−+−

x
x

xxx
xxx
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20. Tutkitaan, milloin 0
3
22 >− x . 

3

2
3
2

0
3
22

<

−>−

>−

x

x

x

 

 
Vastaus:  3<x  

 
 
 

21. a)    10
2
1

5
2

⋅≤− xx  

6
5
56
5410

≤

≤
≤−

x

x
xx

 

 
 

b)      62
2

42
3

⋅>
−

− xxx  

( )

4
3
16
12

1216
121262
124232

<

<

−>−
>+−
>−−

x

x

x
xxx
xxx
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22. a) 15142 +<−<− x  

2
3

4
1

4:641

<<−

<<−

x

x
 

 
 

b) 313
2
10 −≤+< x  

46

22
2
13

−≤<−

⋅−≤<−

x

x  

 
 
 
23. a) ( ) ( )xxx 426125 −−>−  

  
aisuaratk ei

epätosi25
426510

⇒−>−
+−>− xxx

 

 
 

b) ( )84
4
343 +<− xx  

sito
64

6343
<−

+<− xx
 

 
Ratkaisuna kaikki muuttujan x  arvot.  
 
 

Vastaus:  a) Ei ratkaisua 
  b) Ratkaisuna kaikki muuttujan x  arvot 
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24. Ratkaistaan kaksoisepäyhtälö 
 

( )

333

333
3

39
3

33
3
9

3
3

3:933

211321

)3)3

≤<−

−>≥

−>≥

−>≥

−<−≤−

−<−≤−

x

x

x

x

x

x

 

 
Vastaus:  333 ≤<− x  

 
 
25. Ratkaistaan epäyhtälö kaikilla parametrin k  arvoilla 
 

( )

( ) kxk
xkkx
xxk

362
623
623

+−<−
−<−−
−<−−

 

 
1. 202 >⇔>− kk  
 

( ) ( )
( ) 3

2
23

2
36

2:362

=
−
−

=
−
+−

<

−+−<−

k
k

k
kx

kkxk
 

 
 

2. 202 <⇔<− kk  
 

( ) ( )
( ) 3

2
23

2
36

2:362

=
−
−

=
−
+−

>

−+−<−

k
k

k
kx

kkxk
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4
04

=
=−

x
x

3. 202 =⇔=− kk  
 
( )

osiepät
00

23622
<

⋅+−<− x
 

 
Ei ratkaisua. 
 
 

Vastaus:  Kun 3:2 <> xk  
  Kun 3:2 >< xk  
  Kun ratkaisuaoleeiläepäyhtälöl:2=k  

 
 
 
26. a) ( ) 05 =+xx  

 

5
050
−=

=+∨=
x

xx
 

 
 

b) ( )( ) 0412 =−− xx  
 

2
1
12
012

=

=
=−

x

x
x

  ∨   

 
 

Vastaus:  a) 50 −=∨= xx  

  b) 4
2
1

=∨= xx  
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27. a) 0
3
13 2 =−x  

     

3
1

9
1
3
13

2

2

±=

=

=

x

x

x

 

 
 

b)       ( ) ( )xx 2422 2 −=−  

2
4

4844
2

2

±=
=

−=+−

x
x

xxx
 

 
 

c) ( )( ) 711414 =−+− xx  

        

( )

4
3

16
9
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2

2
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=

=

=−−

x

x

x
x

 

 
 

Vastaus:  a) 
3
1

±=x   b) 2±=x  

  c) 
4
3

±=x  
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28. a) 062 =− xx  
( ) 06 =−xx  

 

6
060

=
=−∨=

x
xx

 

 
b) 043 =− xx  

( ) 042 =−xx  
 

2
4
040

2

2
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=
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x
x

xx
 

 
c) 253 xx =−  

( ) 035
035 2
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=+

xx
xx

 

 

5
3
35
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x

x
xx

 

 
 

d)                  xxxx 234 22 −=+  
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0234
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22

=+−
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xxxx

 

 

0
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=
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x
x
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3
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=
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x
x
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29. a) 10223 22 +=+ xx  

       

22

8

82

±=

±=

=

x

x

x

 

 
 

b)      ( ) 932 223 +=−+ xxx  

( ) 032
062

9962

2

3
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xxxx
 

 

0
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=
=

x
x
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3

3
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2

2
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=
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x

x
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Vastaus:  a) 22±=x  b) 30 ±=∨= xx  
 
 
 
30. a) 01832 =−+ xx  
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6
2
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2
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2
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12

181433 2
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−−
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+−

=
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=

⋅
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=
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b)         12102 2 −=− xx  

065

2:012102
2

2

=+−

=+−

xx
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( ) ( )

23
2

15
12

61455 2

=∨=

±
=

⋅
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=
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Vastaus:  a) 36 =∨−= xx   
  b) 32 =∨= xx  

 
 
 
31. a)      01682 =+− xx  
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4
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0442
2

22

=
=−
=−
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x
x

x

xx

 

 
 

b) ( ) 0165 2 =−−x  

       ( )
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=−

x
x  

 

9
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=
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x
x

     ∨  
1
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=
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x
x
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c)              022 =−− xx  

2
3

2
1

4
9

2
1

2
12

2
1

2
12

2

22
2

±=−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⋅−

x

x

xx

 

 

2
2
3

2
1

=

=−

x

x
        ∨  

1
2
3

2
1

−=

−=−

x

x
 

 
 
 
Vastaus:  a) 4=x   b) 91 =∨= xx  
  c) 21 =∨−= xx  

 
 
 
32. a) 4:0444 2 =++ xx  

     

ratkaisuja areaalisi ei
2

31
12

11411

01
2

2

−±−
=

⋅
⋅⋅−±−

=

=++

x

x

xx
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b)   03 2 =− xx  
( ) 031 =− xx  

 

3
1
13
0310

=

=
=−∨=

x

x
xx

 

 
Vastaus:  a) Ei reaalisia ratkaisuja  

  b) 
3
10 =∨= xx  

 
 
33. Sijoitetaan 4−=x  yhtälöön 

 
( ) ( )( )

2
2412

0420416
04454 2

−=
−=

=++−
=+−−+−⋅

a
a

aa
aa

 

 
Kun 2−=a , yhtälö on muotoa 
 

( )

( ) ( ) ( )
( )

2
14

4
97

22
42477

0472
04522

2

2

2

=∨−=

−
±

=

−⋅
⋅−⋅−−±−−

=

=+−−

=+−−+−

xx

x

xx
xx

 

 

Vastaus:  2−=a , toinen ratkaisu on 
2
1

=x . 
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34. a) Nollakohdat 
 

2
4
04

2

2

±=
=

=+−

x
x

x
 

 
Huippu on nollakohtien puolessavälissä. Huipun x  - koordinaatti 
on 
 

0
2

22
0 =

+−
=x  

 
Huipun y  - koordinaatti on 
 

4402
0 =+−=y  

 
Huippupiste on siis ( )4,0 . 
 
 

b) Nollakohdat 
 

( )

72
2

95
12

141455

0145

2:028102

2

2

2

−=∨=

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

=−+

=−+

xx

x

xx

xx

 

 
 
Huipun x  - koordinaatti  
 

2
5

2
72

0 −=
−

=x  
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Huipun y  - koordinaatti 
 

2
140

28
2
510

2
52

2

0

−=

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅=y

 

 

Huippupiste on siis ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

2
140,

2
5 . 

 
 

Vastaus:  a) Nollakohdat 2±=x , huippupiste ( )4,0  
  b) Nollakohdat 27 =∨−= xx ,  

huippupiste ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

2
140,

2
5  

 
 
35. Kuvaan piirretyt paraabelit yhdistyvät lausekkeisiin seuraavasti: 

 
 
1) 22 −−= xy , koska paraabeli aukeaa alaspäin ( 01<−=a ). 
 
2) 22,0 xy = , koska paraabeli on kaikkein levein ( )pienin 2,0=a . 
 
3) 22xy = , koska paraabeli on kapein ( )suurin 2=a . 
 
4) 2xy = , jäljelle jääneistä paraabeleista se, joka sivuaa x - akselia 

(origossa). 
 
5) 32 += xy , edellisen funktion arvoihin lisätty 3 (leikkaa y - 

akselin kohdassa 3=y ). 
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36. Polynomifunktio on muotoa 
 
( ) ( ) ( )( )

( )( )27
27

+−=
−−−=

xxa
xxaxP

 

 
( ) ( )( )

( )
3

248
242171241

−=
=−
=+−−−⇔=−

a
a

aP
 

Polynomi on  
 
( ) ( )( )

( )( )

42153
422162

2213
273

2

2

++−=

++−−=

++−=
+−−=

xx
xxx

xx
xxxP

 

 
Vastaus:  ( ) 42153 2 ++−= xxxP  

 
 
37. a) Nollakohdat 

 

21
2

13
12

21433

023

5:010155

2

2

2

−=∨−=

±−
=

⋅
⋅⋅−±−

=

=++

=++

xx

x

xx

xx

 

 
Tekijöihin jako 
 

( )( ) ( )( )
( )( )215

21510155 2

++=
−−−−=++

xx
xxxx
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b) Nollakohdat 
 

( ) ( )

3
12

6
57

32
23477

0273

2:04146

2

2

2

=∨=

±
=

⋅
⋅⋅−−±−−

=

=+−

=+−

xx

x

xx

xx

 

 
Tekijöihin jako 
 

( )

( )( )226

2
3
164146 2

−−=

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+−

xx

xxxx
 

 
 

Vastaus:  a) ( )( )215 ++ xx  b) ( )( )226 −− xx  
 
 
 
38. Polynomi on muotoa 

 
( ) ( )( ) ( )( )

( )( )121
121

−−+−=
+−−−=

axax
axaxxQ

 

 
( ) ( )( )

8
91
91219

=
−=−−
−=−−+−⇔−=

a
a

aaaaaQ
 

 
 
Vastaus:  8=a  
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-3 3-

x

39. a) 0182 2 <−x  
 
Nollakohdat: 
 

3
9
182
0182

2

2

2

±=
=

=

=−

x
x
x

x

 

 
Kuvaaja on ylöspäin aukeava paraabeli 
 
 
 
 
 
 
 
 
Epäyhtälö toteutuu, kun 33 <<− x . 
 
 

b) 04334 22 ≥+−⇔≥ xxxx  
 
Nollakohdat 
 

( ) 034
043 2

=−
=+−

xx
xx

 

 

3
4
33
0340

=

=
=−∨=

x

x
xx
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x
+ 3

4
0

Kuvaaja on alaspäin aukeava paraabeli 
 
 
 
 
 
 
 

Epäyhtälö toteutuu, kun 
3
40 ≤≤ x . 

 
 

Vastaus:  a) 33 <<− x  b) 
3
40 ≤≤ x  

 
 
 
40. a) 0123 2 ≠−x  

       
2

4
123

2

2

±≠
≠

≠

x
x
x

 

 
 

b) 0442 >−− xx  
 
Nollakohdat 
 

( ) ( ) ( )

15
2

64
12

51444

044
2

2

−=∨=

±
=

⋅
−⋅⋅−−±−−

=

=−−

xx

x

xx
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x+ +

-1 5

x+ +

Kuvaaja on ylöspäin aukeava paraabeli 
 
 
 
 
 
 
Epäyhtälö toteutuu, kun 51 >∨−< xx  
 
 

c) 0222 >++ xx  
 
Nollakohdat 
 

ratkaisuja areaalisi ei
2

42
12

21422

022
2

2

−±−
=

⋅
⋅⋅−±−

=

=++

x

xx

 

 
Kuvaaja on ylöspäin aukeava paraabeli 
 
 
 
 
 
 
 
Epäyhtälö toteutuu kaikilla muuttujan x  arvoilla. 

 
 
Vastaus:  a) 2±≠x   b) 51 >∨−< xx  
  c) Rx∈  
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x+ +

41. Paraabeli sulkee aina suoran yläpuolella, kun epäyhtälö 
 

32124 2 −−>++ xxx  
 
toteutuu kaikilla muuttujan x  arvoilla. 
 

01

4:0444
32124

2

2

2

>++

>++

−−>++

xx

xx
xxx

 

 
Nollakohdat 
 

ratkaisuja areaalisi ei
2

31
12

11411

01
2

2

−±−
=

⋅
⋅⋅−±−

=

=++

x

xx

 

 
Kuvaaja on ylöspäin aukeava paraabeli 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Epäyhtälö toteutuu kaikilla x :n arvoilla eli paraabeli 124 2 ++= xxy  
ei kulje koskaan suoran 32 −−= xy  alapuolella. □ 
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x+ +

3
3
1

−

42. a)         ( ) 2534 2 ≥− x  

09249
2592416

2

2

≥−−

≥+−

xx
x

 

 
Nollakohdat 
 

( ) ( ) ( )

3
13

6
108

32
33488

0383

3:09249

2

2

2

−=∨=

±
=

⋅
−⋅⋅−−±−−

=

=−−

=−−

xx

x

xx

xx

 

 
Kuvaaja on ylöspäin aukeava paraabeli 
 
 
 
 
 
 
 

Epäyhtälö toteutuu, kun 3
3
1

≥∨−≤ xx . 

 
 

b)           ( ) 2225 xx <−        

025203
42025

2

22

<+−

<+−

xx
xxx  
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x+ +

5
3
5

Nollakohdat 
 

( ) ( )

3
55

6
1020

32
25342020

025203
2

2

=∨=

±
=

⋅
⋅⋅−−±−−

=

=+−

xx

x

xx

 

 
Kuvaaja on ylöspäin aukeava paraabeli 
 
 
 
 
 
 
 

Epäyhtälö toteutuu, kun 5
3
5

<< x . 

 

Vastaus:  a) 3
3
1

≥∨−≤ xx  

  b) 5
3
5

<< x  

 
 
43. Määritetään vakio k  epäyhtälöstä 019 2 =+− kxx . 

 
Paraabeli aukeaa ylöspäin. Jotta epäyhtälön ratkaisuna olisi kaikki 

muut luvut paitsi 
3
1

=x , on luvun 
3
1  oltava polynomin 

( ) 19 2 +−= kxxxP  ainoa nollakohta. 
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x+ +

3
1

Sijoitetaan 
3
1

=x  yhtälöön 

 

6

2
3
1

01
3
11

01
3
1

3
19

019
2

2

=

−=−

=+−

=+⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=+−

k

k

k

k

kxx

  

 
Tällöin polynomi ( ) ( )222 1316919 −=+−=+−= xxxkxxxP , joten 

3
1  on sen ainoa nollakohta. 

 
 
Vastaus: 6=k  

 
 
 
44. a) ratkaisuareaalistaei04101462 ⇒<−=⋅⋅−=D  

 
b) ( ) ratkaisu yksi 04144 2 ⇒=⋅⋅−−=D  
 
c) 03323 22 =−⇔= xxxx  

( ) ratkaisua kaksi 090243 2 ⇒>=⋅⋅−−=D  
 

d) ( ) ( ) ratkaisua kaksi 092141 2 ⇒>=−⋅⋅−−=D  
 
 
 
Vastaus:  a) 0  b) 1  c) 2  d) 2 
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+ + t

-0 4

45. Yhtälön 02 =+− ttxx  diskriminantti 
 

( )
tt

ttD
4

14
2

2

−=

⋅⋅−−=
 

 
a) Kaksi juurta, kun 0>D  

 
042 >− tt  

 
Nollakohdat 
 

( ) 04
042

=−
=−

tt
tt

 

4
040

=
=−∨=

t
tt

 

 
Kuvaaja on ylöspäin aukeava paraabeli 
 
 
 
 
 
 
Epäyhtälö toteutuu, kun 40 >∨< tt . 
 
 

b)   Yksi juuri, kun 0=D  eli kun 40 =∨= tt . 
 
c)   Ei reaalijuuria, kun 0<D  eli kun 40 << t . 

 
 
 
Vastaus:  a) 40 >∨< tt   b) 40 =∨= tt  
  c) 40 << t  
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46. Funktion ( ) 10124 2 −+−= xxxg  kuvaaja on alaspäin aukeava 
paraabeli. Funktio g  saa vain negatiivisia arvoja, kun sillä ei ole 
nollakohtia. 
 

010124 2 =−+− xx  
 
Diskriminantti 
 

( )( ) 0161044122 <−=−−⋅−=D  
 
Yhtälöllä ei ole ratkaisuja, joten funktiolla g  ei ole nollakohtia. 
 
Funktio g  saa tällöin vain negatiivisia arvoja. □ 

 
 
 
47. Funktio on toisen asteen funktio, joten 0≠k . Funktion nollakohdat 

saadaan yhtälöstä 
 

0132 =+− xkx  
 
Funktiolla on ainakin yksi nollakohta, kun diskriminantti 0≥D  
 

( ) kkD 49143 2 −=⋅⋅−−=  
 

4
9
94

049

≤

−≥−
≥−

k

k
k

 

 
 

Vastaus: 
4
9

≤k  
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x

3−x

48. Suoralla ja paraabelilla ei ole leikkauspisteitä, kun yhtälöllä  
 

xxsx −=− 223  
 
ei ole ratkaisua. 
 

042
23

2

2

=−+−

−=−

sxx
xxsx

 

 
( ) ( )

s
sD

816
2442

−=
−⋅−⋅−=

 

 
Yhtälöllä ei ole ratkaisuja, kun 0<D  
 

2
168

0816

>
−<−

<−

s
s
s

 

 
 
Vastaus:  2>s  

 
 
 

49. Kolmion ala ( ) ( )
2

3
2

3 2 xxxxxA −
=

−
=  

 
Ala on 189 2m , joten 
 

03783
3783

189
2

3

2

2

2

=−−

=−

=
−

xx
xx

xx
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( ) ( ) ( )

kelpaa ei 01821
2
393

12
3781433 2

⇒<−=∨=

±
=

⋅
−⋅⋅−−±−−

=

xx

x

 

 
Toinen kateetti on 21 m ja toinen 21m – 3m = 18 m. 
 
 
Vastaus: 18m  ja  21 m 

 
 
50. a) Muodostetaan taulukko 

 
Hinta (€) Myyty määrä (kpl) 

12 180 
12 – 1 180 + 20 
12 – 2 180 + 2·20 
12 – 3 180 + 3·20 
12 – x  180 + x ·20 

 
Hinta x−12  määritelty, kun 12012 <⇔>− xx . 
 
Myydylle määrälle x20180+  määritelty, kun 

9020180 −>⇔>+ xx . 
 
Määrittelyjoukko edellisistä: 
 

129 <<− x  
 
Viikkomyynti  
 
( ) ( )( )

21606020
201802402160

2018012

2

2

++−=

−−+=

+−=

xx
xxx

xxxp
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x+

-1,701... 4,701...

b)                          ( ) 2000≥xp  

01606020
200021606020

2

2

≥++−

≥++−

xx
xx

 

 
Nollakohdat 
 

( ) ( )
( )

...701,4
8

65612...701,1
8

65612
8

65612
42

32441212

032124

5:01606020

2

2

2

≈
−
−−

=∨−≈
−
+−

=

−
±−

=

−⋅
⋅−⋅−±−

=

=++−

=++−

xx

x

xx

xx

 

 
Kuvaaja on alaspäin aukeava paraabeli 
 
 
 
 
 
 
 
 
Viikkomyynti vähintään 2000 €, kun hinnan muutos 
 

..701,4...701,1 <<− x  
 
TAPA 1. 
 
Kun hinnan muutos on -1,70… euroa, hinta on 

( ) 7,13...70,112 ≈−−  euroa. 
Kun hinnan muutos on ...70,4  euroa, hinta on 30,7...70,412 ≈−  
euroa. 
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Myyntihinta on siis tällöin 
 

€70,13€30,7 << m  
 
 
TAPA 2. 
 
 

( )

7,131230,7
...298,712...701,13

12701,4...701,1

1...701,4...701,1

amyyntihint

<−<
>−>

+−>−>

−⋅<<−

m
x

x

x

 

 
 

Vastaus:  a) ( ) 21606020 2 ++−= xxxp  
  c) €70,13€30,7 << m  

 
 
 
 
51. Lukujen summa on 52, joten luvut ovat x  ja x−52 . 

 
Lukujen tulo 
 

( )

( ) ( )( )
( )

4012
2

2852
12

480145252

048052
48052
48052

2

2

2

=∨=
−
±−

=

−⋅
−−⋅−±−

=

=−+−

=−

=−

xx

x

xx
xx
xx
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Kun 12=x , toinen luku on 401252 =− . 
 
Kun 40=x , toinen luku on 124052 =− . 
 
 
Vastaus: Luvut ovat 12 ja 40. 

 
 
 
52. a) 069 23 =− xx  

( ) 0233 2 =−xx  
 

0
0
03

2

2

=
=

=

x
x
x

     ∨  

3
2
23
023

=

=
=−

x

x
x

 

 
 

b) 0205 24 =− xx  
( ) 045 22 =−xx  

 

0
0
05

2

2

=
=

=

x
x
x

      ∨  
2

4
04

2

2

±=
=

=−

x
x

x
 

 
 
 

Vastaus:  a) 
3
20 =∨= xx  

  b) 20 ±=∨= xx  
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( )

52
2

73
12

101433

0103
2

2

−=∨=

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

=−+

xy

y

yy

53. a)  096 23 =+− ttt  
( )

( ) 03

096
2

2

=−

=+−

tt

ttt
 

 

3
030

=
=−∨=

t
tt

 

 
b)   223 372 yyyyy −=−+  

( ) 0103
0103

2

23

=−+

=−+

yyy
yyy

 

 
0=y    ∨   

 
 
 
 
 
 
 

 
Vastaus:  a) 30 =∨= tt  
  b) 520 −=∨=∨= yyy  

 
 
54. a)                          ( ) 0=xf  

( ) ( )
( )( ) 095

0595
04595

2

2

23

=−−

=−+−−

=−++−

xx
xxx
xxx

 

 

5
05

=
=−

x
x

       ∨  
3

9
09

2

2

±=
=

=−

x
x
x

 

 

311



Kertausosa 
 

b) ( ) 0=xf  
 

( ) 06416

06416
222

24

=+−

=+−

xx

xx
 

 
Sijoitetaan apumuuttuja 2xy =  
 

( )

8
08
08

06416
2

2

=
=−
=−

=+−

y
y

y

yy

 

 
Koska 2xy = , saadaan 
 

22

8

82

±=

±=

=

x

x

x

 

 
 

Vastaus:  a) 35 ±=∨= xx  
  b) 22±=x  

 
 
 
55. a) 0910 24 =+− tt  

( ) 0910 222 =+− tt  
 
Sijoitetaan apumuuttuja 2tx =  
 

09102 =+− xx  
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( ) ( )

19
2

810
12

9141010 2

=∨=

±
=

⋅
⋅⋅−−±−−

=

xx

x

 

 

Koska 2tx = , saadaan 
 

3
92

±=
=

t
t

  
1
12

±=
=

t
t  

 
 

b) 412 24 =+− kk  
( ) 032 222 =−− kk  
 
Sijoitetaan apumuuttuja 2kx =  
 

( ) ( ) ( )

13
2

42
12

31422

032
2

2

−=∨=

±
=

⋅
−⋅⋅−−±−−

=

=−−

xx

x

xx

 

 
Koska 2kx = , saadaan  
 

3

32

±=

=

k

k
  

ratkaisuja reaalisia ei 
12 −=k

 

 
 

Vastaus:  a) 31 ±=∨±= tt  
  b) 3±=k  
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56. Polynomi on jaollinen binomilla 2+x , joten 2−=x  on polynomin 
nollakohta. 
 
( ) ( ) ( ) ( )( )

2
126
01814248
018272202 23

=
=
=−+++−
=−−+−−+−⇔=−

a
a

aa
aaQ

 

 
Kun 2=a  
 
( ) ( )

1892
18722

23

23

−−+=

−+−+=

xxx
xxxxQ

 

 
( )

( ) ( )
( )( ) 092

0292
018920

2

2

23

=−+

=+−+

=−−+⇔=

xx
xxx
xxxxQ

 

 

2
02
−=

=+
x

x
   ∨  

3
9

09
2

2

±=
=

=−

x
x
x

 

 
 
Vastaus: 2=a , 32 ±=∨−= xx  

 
 
 
57. a)                   223 26 xxxx −<−  

( )
( )

( )

06
06
026

2

23

223

<−+

<−+

<+−−

xgxf

xxx
xxx

xxxx
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+
+ +-

-

TULO

( )xf

( )xg

-

+

x+

--

-

-

x+

-

+

+

+

-3 0 2

 
Nollakohdat 
 

( )

32
2

51
12

61411

060
2

2

−=∨=

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

=−+∨=

xx

x

xxx

 

 
Merkkikaavio 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

203 <<∨−< xx  
 
 
 

b) Nollakohdat 
 

akohtianoll ei
2

02
2

2

−=

=+

x
x

  ∨      
1

01
−=
=+

x
x

   ∨       
5

05
−=
=+

x
x
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x++

x+

-

+

+

+

+

+

+-

-

-TULO

( )xf

( )xg

-

+ +

( )xh

-5 -1

x+

-

Merkkikaavio 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
15 −≥∨−≤ xx  

 
 

Vastaus:  a) 203 <<∨−< xx  
  b) 15 −≥∨−≤ xx  

 
 
58. a) 21 >∨−< xx  

 
b) 21 ≤≤− x  

 
 
59. a) Nollakohdat 

 
( )

( )

( )
( )

0234 2 =−−
xgxf

xx  

 

4
3
34
034

=

=
=−

x

x
x

          ∨         
2

02
=

=−
x
x

 

316



Kertausosa 
 

x+++

+

+ +

+-

-

-TULO

( )xf

( )xg

- x+

-

24
3

+

+

+

+

+- -

- -

TULO

( )xf

( )xg

0

--

+

-3 3

x+

-

x+

-

+

Merkkikaavio 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

( ) 0>xf , kun 2>x . 
 
 

b) Nollakohdat 
 

( )
( )

( )

033
093

2

3

=−

=−

xgxf

xx
xx

 

0
03

=
=

x
x

    ∨  

3

3
03

2

2

±=

=

=−

x

x
x

 

 
Merkkikaavio 
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+

+

+

+

+- -

- -

TULO

( )xf

( )xg

0

--

+

x+

-

x+

-

+

-2 3
1

Kulkukaavion perusteella ( ) 0>xf , kun 303 >∨<<− xx . 
 

Vastaus:  a) 2>x   b) 303 >∨<<− xx  
 
 
60. Ratkaistaan lausekkeen xxx 253 23 −+  nollakohdat 

 

( ) 0253
0253

2

23

=−+

=−+

xxx
xxx

 

 

( )

2
3
1

6
75

32
23455

02530
2

2

−=∨=

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

=−+∨=

xx

x

xxx

 

Kulkukaavio 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) Lauseke on positiivinen, kun 
3
102 >∨<<− xx  

b) Lauseke on negatiivinen, kun 
3
102 <<∨−< xx  
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Testi 1 
 
1. a) ( ) ( )( )2224282 22 +−=−=− xxxx  

 
b) ( ) ( )2222 23232234129 +=+⋅⋅+=++ xxxxx  
 
c) ( ) ( )11611616 223 −−−=+−− xxxxxx  

                            
( )( )
( )( )( )441

161 2

+−−=
−−=

xxx
xx

 

 
d) ( )( )17171717

222 +−=−=− xxxx  
 
 
 
 
2. a) 5233510 −≤−≤− x  

  
( )

56
65

3:18315

≤≤−
−≥≥

−≤−≤−

x
x
x

 

 
 

b)           ( ) ( ) 58482 2 +−<− xxx  

osiepät
565

532464324 22

<
+−<+− xxxx

 

 
Epäyhtälöllä ei ole ratkaisua. 
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x
+

-3 4

c) 0122 ≥++− xx  
 
Nollakohdat 
 

( )
( )

43
2

71
12

121411

012
2

2

=∨−=
−
±−

=

−⋅
⋅−⋅−±−

=

=++−

xx

x

xx

 

 
Kuvaaja on alaspäin aukeava paraabeli 
 
 
 
 
 
 
 
Epäyhtälö toteutuu, kun 43 ≤≤− x . 
 
 

Vastaus:  a) 56 ≤≤− x  b) Ei ratkaisua 
  c) 43 ≤≤− x  
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3. a) ( ) ( )
3

726
72

726
72
6

22

)72

−
+−

=
−

+−
=

−
−+

 

                                   
( )

724

722

+=

+=  

 
 

b) ( )
22

)13

13
1332

13
32

−

−
=

+

−

 

               

( )

( )
33

133
2

1332

−=

−=

−
=

 

 
 
 

c) ( ) 222
6622262 ++=+  

                  

348

3228

61222

+=

⋅+=

++=

 

 
 
 

Vastaus:  a) 724 +  b) 33−  
  c) 348+   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

321



Kertausosa 
 

4. a) ( ) 0432086 2 =−⇔=− xxxx  
 

0
02

=
=

x
x

     ∨  

4
3
34

043

=

−=−
=−

x

x
x

 

 

b) 0
2
1

6
112 =−− xx  

 ( ) ( ) ( )

3
1

2
3

12
117

62
36477

0376

60
2
1

6
7

2

2

2

−=∨=

±
=

⋅
−⋅⋅−−±−−

=

=−−

⋅=−−

xx

x

xx

xx

 

 
 

c) 0155 2 =+− xx  

         

( ) ( )

 ratkaisuja iareaalis ei
10

155
52

15455
2

−±
=

⋅
⋅⋅−−±−−

=x

 

 
 

Vastaus:  a) 
4
30 =∨= xx   b) 

3
1

2
3

−∨=x  

  c) Ei ratkaisua 
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x

y

5. Puiston piiri 
 

xy
yx

−=
=+

70
14022

 

 
( ) ( )

270
70

xx
xxxA

−=

−=
 

 
( )

( ) ( ) ( )
( )

4228
2

1470
12

1176147070

0117670
1176701176

2

2

2

=∨=
−
±−

=

−⋅
−⋅−⋅−±−

=

=−+−

=−⇔=

xx

x

xx
xxxA

 

 
Kun 28=x , 422870 =−=y  
 
Kun 42=x , 284270 =−=y  
 
 
Vastaus: mm 4228 ×  

 
 
 
6. Ratkaistaan epäyhtälö 

 

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

0315
0553
05153

2

2

23

>−−

>−+−−

>−++−

xgxf

xx
xxx
xxx
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3
1

3
1
13
031

2

2

2

±=

=

=

=−

x

x

x
x

+

+ +-

-

- x+

-

TULO

( )xf

( )xg

-

+

x+

--

- -

-

-

3
1

3
1

− 5

Nollakohdat 
 

5
05

=
=−

x
x

    ∨   

 
 
 
 
 
 
Merkkikaavio 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5
3

1
3

1
<<∨−< xx  

 
 

Vastaus: 5
3

1
3

1
<<∨−< xx  
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-

+ +

0 4
a

7. Yhtälön 02 =++ aaxx  diskriminantti 
 

aa
aaD

4
14

2

2

−=

⋅⋅−=
 

 
Yhtälöllä on reaalisia ratkaisuja, kun 040 2 ≥−⇔≥ aaD  
 
Nollakohdat 
 

( ) 04
042

=−
=−

aa
aa

 

 

4
040

=
=−∨=

a
aa

 

 
Kuvaaja on ylöspäin aukeava paraabeli 
 
 
 
 
 
 
 
 
Yhtälöllä on reaalisia ratkaisuja, kun 00 ≥∨≤ aa  
 
 
Vastaus: 00 ≥∨≤ aa  
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8. Polynomi cxaxxxP +−+= 3)( 23  
 

1010)0( =⇒= cP  
 
Koska polynomi P on jaollinen binomilla x + 3, niin polynomilla on 
nollakohta 3−=x . 
 

89
109927

10)3(3)3()3()3( 23

−=
+++−=

+−⋅−−⋅+−=−

a
a
aP

 

 
3−=x  on polynomin nollakohta, joten  

 

9
8
89
0890)3(

=

=
=−⇔=−

a

a
aP

 

 

Polynomi on siis 103
9
8)( 23 +−+= xxxxP  

 
 

Vastaus 103
9
8)( 23 +−+= xxxxP  
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Testi 2 
 
1. a) ( )323 −− xxx  

xx
xx

92
623

2

2

+−=

+−=
 

 
 

b) ( )( )1324 +− xxx  
( )( )

xxx
xxxx

xxx

82012
824412

1384

23

223

2

−−=

−−+=

+−=

 

 
 

c) ( ) ( )( )323252 2 −+−− xxx  
( )

3420
9425204
9425204

22

22

+−=
+−+−=

−−+−=

x
xxx
xxx

 

 
 

d) ( ) ( )( )2222 442 xxxx −++−  

1644
1644

23

4234

++−=

−++−=

xx
xxxx
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2. a) ( )( ) 03275 =−+ xx  
 

5
7

75
075

−=

−=
=+

x

x
x

 ∨  

2
3

32
032

=

=
=−

x

x
x

 

 
 

b) 2:02062 2 =−+ xx  

  

( )

52
2

73
12

101433

0103
2

2

−=∨=

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

=−+

xx

x

xx

 

 
 

c) ( ) 412 2 =−x  
 

2
3

32
212

=

=
=−

x

x
x

        ∨         

2
1

12
212

−=

−=
−=−

x

x
x

 

 
 

d) ( ) 013033 22 =−⇔=−⇔= xxxxxx  
 

3
1

13
0130

=

=

=−∨=

x

x
xx
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-

+ +
a

-5 6

3. a) ( ) 72432 +≤−− xx  

8
1

18
724610

−≥

≤−
+≤−−

x

x
xx

 

 
 

b) 
( )

0302 >−−
xf

xx  

 
Nollakohdat 
 

( ) ( ) ( )

65
2
111

12
301411

030
2

2

=∨−=

±
=

⋅
−⋅⋅−−±−−

=

=−−

xx

x

xx

 

 
Kuvaaja on ylöspäin aukeava paraabeli 
 
 
 
 
 
 
 
Siis 65 >∨−< xx . 
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x
+ 32

-

x

2
3

2
3

−

c) ( )( )
( )

0243 ≥−−
xf

xx  

 
Nollakohdat 
 

3
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=
=−

x
x

        ∨        
2
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=
=−

x
x

 

 
( )

12102
61224

2

2

−+−=

+−−=

xx
xxxxf

 

 
Kuvaaja on alaspäin aukeava paraabeli 
 
 
 
 
 

 
Siis 32 ≤≤ x . 
 

 
d) 

( )
09494 22 <−⇔<

xf

xx  

Nollakohdat 
 

2
3

4
9
94094

2

22

±=

=

=⇔=−

x

x

xx

  

 
Kuvaaja on ylöspäin aukeava paraabeli 
 

Siis 
2
3

2
3

<<− x  
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++

+-

-

-

x+

TULO

( )xf

( )xg

-

+

x+

-

-

-

-

+

+

+

2-2 2
3

−

4. a) ( ) 042043 223 =−−⇔=−− xxxxxx  
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2

53
2
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±
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−⋅⋅−−±−−
=
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x
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b) ( )
( )

( )
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xgxf
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Nollakohdat 
 

2
4
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=
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x
x

x
      ∨        

2
3
32

032

−=

−=
=+

x

x
x

 

 
Merkkikaavio 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Siis 2
2
32 ≤≤−∨−≤ xx  
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5. a) ( )2363 2 −=− xxxx  
 
b) ( ) ( )( )32323294 222 +−=−=− xxxx  
 
c) ( ) ( )222 42168232162 −=+−=+− xxxxx  
 
d) ( )( )21

2 38103 xxxxxx −−=−−  
 

( ) ( ) ( )

4
3
2
6
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8341010
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2
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±
=

⋅
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=
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3
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⎠
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⎜
⎝
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⎠
⎞

⎜
⎝
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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xxxx
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9
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6. a) 034 2 =++ cxx  
 

c
cD

169
4432

−=
⋅⋅−=

 

 
Ainakin yksi ratkaisu, kun 0≥D  
 

16
9

916
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≤

−≥−
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c

c
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b) 032 2 =+− ccxx  
 

( )
cc

ccD
89

243
2

2

−=

⋅⋅−−=
 

 

( )
0890 2 ≥−⇔≥

xf

ccD  

 
Nollakohdat 
 

( ) 089089 2 =−⇔=− cccc  
 

9
8
89
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=

=
=−∨=

c

c
cc

 

 
Kuvaaja on ylöspäin aukeava paraabeli 
 

Siis 
9
80 ≥∨≤ cc  
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150=A 10

15

x

x

x+15

x+10

7. Merkitään leveyttä x  m. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Terassin ala  
 
( ) ( )( ) 1501015 −++= xxxA  

 
( ) ( )( )

( ) ( )

⎩
⎨
⎧

⇒−=
=

±−
=

−⋅⋅−±−
=

=−+

=−+++

=−++⇔=
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2
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2001501015200

2

1

2

2

2

x
x

x
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xxx
xxxA

 

 
Siis leveys 37,6≈x  m 
 
 
Vastaus: 37,6≈x  m 
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7
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1501080
150myynti

≥
≤−
≤−
≤

x
x
x

x
+1x 2x

8. 20 sentin korotuksia x  kappaletta 
 
Hinta = x2,05+  
 
Myynti = x1080 −          
 
 
 
 
 
Tulot = ( )( )xx 10802,05 −+  
( )

400342
21650400

2

2

+−−=

−+−=

xx
xxxxT
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( )
0100342
300400342€  300

2

2

≥+−−

≥+−−⇔≥

xf
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xxxT

 

 
Nollakohdat 
 

( ) ( ) ( )
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...5566,2...55,19
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...22,4434
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0100342
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2
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−

±
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−⋅
⋅−⋅−−±−−

=
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x
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Kuvaaja on alaspäin aukeava paraabeli 
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−

Kuvaajasta nähdään, että 
 

...5566,2...55,19 ≤≤− x  
 
Toisaalta 7−≥x , joten 
 

...5566,27 ≤≤− x  
 
 
Hinta = x2,05+  
 
Kun 7−=x , hinta = ( ) 6,372,05 =−+  
 
Kun ...5566,2=x , hinta = ( ) ...51133,5...5566,22,05 =+  
 
 
Siis hinnalle ...511,5hinta 6,3 ≤≤  
 
 
 
 
Vastaus: Hinta on välillä 3,6 €     5,51 €. 
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