Kertausosa

4 Kertaus
1. a) F'(x)=D(\I1-x )— (—2x)=-— ;tf(x)
1— x? V11—
Eli e1 ole.
, e -x—1-e x-1,
b) Fl(x) =20 =Xt s ()
X X

Eli e1 ole.

Vastaus: a) Ei b) Ei

2. f0)=2et +e ) (eF —e ) =2((e")? — ()P )=2(> —e )

g =2e"—e ) (e +e ) =2 - = f'(1) o



Kertausosa

A B . x? +2x-1
3. F(x):——— ja f(x):ﬁ
x x-—1 x“(x-1)
' x-D)—A4 x) —B —ACV—D2+EW2
F(x) = 2 2 " 2 2
X (x=1) x“(x—1)
_—A()c2—2x+1)+Bx2
xz(x—l)2
_(~A+B)x* +24x- 4
xz(x—l)2

Taten F'(x) = f(x), jos

- A+B=1 B=A+1=2
24=2 & 1A4A=1
—A4=-1 4=1

Vastaus: 4=1ja B=2

2x2 +1 4x 3x?

4. D[ln 3

+ C} = Dlin2x® + )~ In(3+x)+ €)=

34x 22241 341

2 2
4x _3x bx = Jkuna=3jab=4

22241 3+x° 2x2+1 43

Vastaus: a=3jab=4



Kertausosa

5. F'(x)=llnx+x-1 —lnx+1¢f(x) eli ei ole.

Funktioon F' on lisdttiva termi, jonka derivaatta hiavittida 1:n.
Téllaiseksi sopii termi — x.

Siis jlnxdx =xIlnx—x+C
Vastaus: Fi ole, esimerkiksi xInx—x on

6. a) I3xdx3x+C 3x*ycC

b)
j (L +2)dx :j (x?+2x dr=—x""+2-(-Dx?+C
X X

=-1_1l,C
X o x

c)
j(x—ydx:_[ (x2—2-x-§+(§)2)dx=_[ (x* =2+x ?)dx

Vastaus: a) 3x +C b)y-1-L4C C) %x3—2x—%+C
X



Kertausosa

7. F(x)zj (2x—4x3+2)dx=x2—x4+2x+C

F(-2)=-2
(2)? = (=2)* +2(-2)+C==2
C=14

Vastaus: F(x)= x2—x*+2x+14

8. a)
j(\/_+x)dx J(x2+x)dx—; 1y x2+C=%x\/;+%x2+C

3 2

b)

w |

l\)\»—'
+

9. 3[99)
P

2f f)dx j(l 2+x)dx—%2

=Jx+3xx?+C
5

Vastaus: a) %x\/;+%x2 +C b) \/;+%x3\/x2 +C
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Vastaus: F(x)= xt—xt-2

F(x)zjf(x)dxzj (2x—4x3)dx=x2—x4+C

F'(x)= f(x)=2x—4x> =2x(1-2x7)

F'(x)=0
x=0 tai 1-2x%=0
2x? =1
x*=1
x=+-L
V2
_ 1 1 Testipisteet:
V2 0 2 F'(—2) =28>0
F'x)| + | - + - F'(-0,5)=-0,5<0
Fol N7 | O £'(0,5)=0,5>0

F'(2)=-28<0

1y _ 132 1,4 _1_1 _ 1
F(iﬁ)—(iﬁ) _(iﬁ) +C_§_Z+C_Z+C

Suurin arvo %+ C pitdd olla —1, joten
1 _
4 +C=-1
__5
C=-%

4



Kertausosa

0. F(x) =I (2 —xD)dv=2x —(-x )+ C=2Vx+14C

Tx—16y+56=0
16y =7x+56
y=itx+?
Suoran kulmakerroin on E Sivuamiskohdassa F'(x) =, Joten
_ 1
f(x)= 16
1 1 _7
Jx  x2 16
x=4 tai x=1,8058... (laskimella)

Jotta F:n kuvaaja sivuaa suoraa kohdassa x, pitdd olla
F(xg) = y(xo):

x=4: x=1,8058...
F(4)=7-4+] F(1,805...)=%-1805...+ 7
21 _
24 +1 Lyc=2 2«/1,805...+1’805_“+C—4,2900...
C=1 C =1,0486...

Vastaus: F(x)=2Jx+1+1 tai F(x)~2x+1+1,049

Huomautus: Kirjan 2. painokseen tehtdvaa helpotetaan siten, ettd kysytdan
integraalifunktiota, jonka kuvaaja sivuaa suoraa kohdassa x = 4. Tall6in
riittdd todeta, ettd F'(4) = f(4) =%, ja selvittdd C samalla tavalla kuin

edelld. Vastaus on siis F'(x) = 2x + % +1.



Kertausosa

11. a)

J‘(2x+1)11dx:%j 202x+ D) ax=1-Lx+D"?+C

_ 1 12
=5;2x+1) " +C

b)
X _ _
J- mdx:%j 2x(x2+2) 5dx=%-(—%)(x2+2) 4+C
B
8(x°+2)
Vastaus: a) 2—14(2x+1)12 +C b) : +C
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12. a)

j 22x3 -2y dx:%j 6x2(2x° ~2) dx=1-3(2x* ~2)' + C

=l -2 -2+ C

b)
j 22x dx:%‘[ ix dx=%1n2x2+3+C
2x°+3 2x° 43 >0
=1In(2x* +3)+C
c)
2x 1 2 02y -1.207,2 22
————dx==| 4x(2x"+3) *==-£(2x"+3)2+C
=\2x*+3+C
Vastaus: a) %(2X3 —-2) V23 -2+C

b) LIn(2x* +3)+C

OV2x2+3+C
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13.

a)
J- Vx?+x* dx=J- \/x2(1+x2)dx=j xV1+x? dx

1 j 2x(1+x2)? dx

:_%ln‘xz —1‘+c (x>1)

=—1lin(x*-1)+C

Vastaus: a) %(l+x2)\/1+x2 +C b) —%ln(x2 -1)+C
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14. a)

j dx = j”—xdx—ln‘lnx‘+C (x>0, x=1)
xInx

J-ln—xdx J- Inxdy=1(Inx)* +C

Vastaus: a) ln‘ln x‘ +C b) %(ln x)2 +C



Kertausosa

1 -
5 —x—%, missd O0<x<2
—X

15, f'(x)=

f(x)zj (ﬁ—x—%)dxz—lnp—x‘—%xz —%x+C

__ 1.2 1
—EX —Ex—ln(Z—x)+C

S'(x)=0

F——x—2=0 [2(2-x)
2—-x-22-x)—-(2—x)=0
2x? =3x=0
x(2x-3)=0

x=0 tai x:%

)
[\ [o8)
[\

Testipisteet:

J'(x) - + [H=-1<0
f(x) NG| T /=120

Pienin arvo
3y 14332 1.3 3 _ 15 1 _ 15
f(z)——i(i) ————— ln(2—§)+C——§—1n5+C—ln2—§+C

Vastaus: f(x)= —%xz —%x—ln(Z—x)nL%—an
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16. a)
e 3 3 3
F(X)=j de:%_‘- e xdxz%-%j‘ 3e xdxz%e *+C
F(-1)=0
1,-3 _
ge +C=0
C=--L
6e°
F(x)=1¢’ —é
b)
F(x):J- (x— gx)dx:j (x—e *)dx
1.2, 1 —2x
—Ex +§€ +C
F(-1)=0

L +te? D 0=0

l+le2+C=o

272
__1_1,2
T2 2¢
F(x)zlx2+le_2x—%—%ez
- 1,3 _ 1 1,2 01,2x _1_1,2
Vastaus: a) ce = b) Jx"+5e ;¢
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17. a)
I x’e” dxz%-“ 3x2e” cz’xzéex3 +C
b)
j (e +e Y dr=| (" +e ) e +2+e > )dx
=| (& +2e"+e +e" +2¢F +e ) dx
=| (& +3e" +3¢™ +e ) dx
=%e3x +3e" =3¢ —%e_3x +C
c)
x_ X X
J- ! dx:—J- He—edxz—j 1-—% |ax
1+e" 1+e" 1+e"
=—(x—ln‘1+ex )+C
=—x+In(l+e*)+C
Vastaus: a) Le¥ 4 C

3

b) %eh +3e* -3¢ * —%6_3)6 +C

¢) —x+In(l+e*)+C
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18. a)
jcos2xdx:%I2cos2xdx:%sin2x+C
b)
jsinxcos 2xdx =] sinx(2 cos? x— 1)dx
= (2sinxcoszx—sinx)dx
=2-(—%cos3 x)—(—cosx)+C
:—%cos3x+cosx+C
c)

tan x 1
I 5 dx:j 3 tanxdx:%tan2x+C
Ccos“ x Cos™ x

Vastaus: a) %sin2x+C b) —%cos3 x+cosx+C C) %tan2 x+C
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19. f"'(x)=e*

f'(x)zj e “di=—e"+C

f(x)zj (—e *+C)dx=e"+Cx+D

{f(O)zZ e +D=2 D=1
f=1 elvcrp=1 |C=1-D-l=-1

f(x)=e" —éx+1
Vastaus: f(x)=e " —éx+1

20.
F(x)=j 4coszxdx:j 4(%+%cos2x)dx:I(2+200s2x)dx
=2x+sin2x+C

F1)=0
2+sin2+C=0
C=-2-sin2
F(x)=2x+sin2x—2—-sin2

Vastaus: 2x+sin2x—2-—sin2
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21.
f'(x)=e"+e*

f'(x)=J (e*+e Ndx=e"-e*+C

110=3
eo—eO+C:%
_3
C=3

fl(x)=e"—e 43

2
f'(x)=0
ef—e " +2=0 | 2"

2(e¥)> =2+3e* =0

e’ =t
26> +3t-2=0
_1 : _
t= 5 tal t=-2
e’ =% tai et =-2
X = ln% Ei ratkaisua
x=-In2
—In2
/(%) — +

£(0) .|

fon kasvava, kun x >1n2

Vastaus: x>1n2

Testipisteet:
f'(-1)=-0,85<0

£1(0)=1,5>0
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22, f(x)= 8x — x*

Nollakohdat:
Sx—x*=0
x(8— X )=0

x=0 tai 8—x° =0

X =8 ‘%/7

x=2

Nelja osavilid, osavilin pituus Ax = %, joten osavilit ovat:
[0, 11, 11,10, [1, 3] ja [3, 2]

Osavilien keskipisteet ovat:

_1 _3 _ 5 _7
XM=y X2 = X3=)a Xy =4

4
A=Y A fO) =L+ @+ L G+ 1)
i=l1

83— +8: 3= +85-D +8-7-D°

NgE

. 2084
256

119 o
199,93

[l
O = =
Pt

0]

SN

. gl19 o
Vastaus: 9128 ~ 9,93
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b)

In2 In2
je4x dx = iJ‘4e4x dx =
1 ]

4
:1(eln2 . 4)

Vastaus: a) %

T
/18 (=cos6x)

= —%(005(6-%) —cosO)
= —%(cos%— )
=—1(3-D
_ 1

12

1 4
b) 4—Z€

e
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24. a)
2 2 2
j2x(l—x)2dx=j2x(1—2x+x2)dx: (2x—4x2+2x3)dx
0 0 0
2
= /(P-4 L
RO ERTEY
A2 4 A3 1 4
=2"-3-27+5-2"-0
_11
=14
b)
2 2
J-cos4xdx:% (cosd4x +4cos2x+3)dx
7 2
—1 /%" (Lsindx + 2sin2x + 3
—§% (ysindx + 2sin2x + 3x)
=%(% 1n87z+2sin47z+67z—(isin27z+2sin7z+37”))
=4(0+0+67—(0+0+25)
1 —
_§( —7)_
c)

3 3 3 3
J- 3x dx:SJ- X dx:i-‘- 2x dx:ij- de
12x+1 12x+1 2 12x+1 2 1 2x+1

3 1 3 2
2), 2x+1 2), 2 2x+1
3

Vastaus: a) 1% b) 2Z c) 3+3In3
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25.

Vastaus: a=+-L tai a

a+l
(2x - 3ax2)dx =0

a

1
/4 ()c2 —ax3) =0
a

(a+1)2—a(a+l)3—(a2—a-a3)=0
a2+2a+1—a(a3+3a2+3a+1)—a2+a4=0
a’+2a+1-a*-3a°-3a*-a-a* +a* =0
—3a’-3a* +a+1=0
—3a*(a+1)+(a+1)=0

(a+1)(=3a*+1)=0

a+1=0 tai —3a2+1=0
a=-—1 tai azz%
=+ L
=5

I
I
—

V3
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X
26. F(x) =j(aet +bh)dt= | (ae' +bt)=ae’ +bhx—a
0 0

{F(l)zo ae+b—a=0 b=a-ae
F2)=1 ae +2b—a=1 |ae*+2b—a=1

ae2+2(a—ae)—a=1
ae’ +2a-2ae—a=1
a(e* —=2e+1)=1

1 1

a= =
e’ —2e+1 (e—1)°
1 e l-e e—1 1
b=a—-ae= i 5= 5 == s=-
(e=D" (e=D" (e-1) (e=1) e—1
Vastaus: a = : jab:—L

(e—l)2 e—1
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27.

Vastaus: —

x=>2
f(x):Pl—%)dt:ﬁl—%‘%dr: o= 1)
2 ! 2 2 2

@) =x+2-2+2)

fx)=x+2-13

Vain x =3 kelpaa
2 3

Testipisteet:
S'(x) - + 7'(2,5)=-0,44<0
(%) \ /v f'(4)=0,4375>0

13 __1

Pienin arvo on f(3)=3+3 2 5 =75

N |—
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28. a)

S 2 S 2 5 2 2
J‘ (e’ —2x)dx+J‘ 3-e" )dxzj (e —2x+3-¢€" )dx
3 3 3

5
=I(3—2x)dx
3
= /5(3x—x2)
3

=3.5-52-(3-3-3%)
=-10

b)

3 0 3 3
jsinz X dx —J’(cos2 x+1)dx = jsinz xdx + j(cosz x+1)dx
0 3 0 0

3 3
=I(gn?x+am2x+ndx=j2dx
0 T 0

3
= / 2x
0

=2.3-0=6

Vastaus: a) —10 b)6
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29.

f(x)= _[) (¢~ | —1])at

Merkitaan:
—t—(—(t-1)),t<0
gt)=l|-lr-1=3r-(=(t-1), 0<r<l

t—(-1), t>1
-1, <0
g(t)y=42t-1, 0<t<1
1, t>1

Kun —-1<x<0, niin

f(x):r—ldz: [ —t=—x
0 0

Kun 0 < x <1, niin

f(x):jz2t—1)dt:0/x(t2—t):xz—x
0

Kun 1< x <3, niin

1 X
1
f(x):j(Zt—l)dt+j1dt: /(P —+ =12 —1-0+x—-1=x-1
0 1 0 0

-x, —-1<x<0
Siis f(x)=4x*—x, 0<x<1
x—1, 1<x<3

fon jatkuva funktio.
Kun —1<x <0, on f'viheneva ja pienin arvo télla vililli on f(0)=0

Kun 1< x <3, on fkasvava ja pienin arvo talla vélilli on f(1)=0.
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Vililla 0 < x <1

f'(x)=2x-1 f(x)=x*—x
f'(x)=0

_1
X=5

Pienin arvo talla vililla on huippukohdassa
2
fd =Gy -=-1
Koska —1 < 0, niin funktion fpienin arvo on — 1

4 4

Koska f(-1)=1ja f(3)=2, on funktion f'suurin arvo 2

Vastaus: pienin arvo —% ja suurin arvo 2



Kertausosa

30. a) y=sinx+ 2 jax-akseli rajaavat alueen.

sinx + 2 > 0 kaikilla x, joten

27

2
A=|inx+2)dx= /7" (~cosx +2x)
0 0

=—c0827+2-27—(—cos0+0)
=—1+4r+1

=4r

b) y= 4x* —Tx-2 ja x-akseli rajaavat alueen.

Nollakohdat:

4x* -7x-2=0 \ /
X = _% tai x =2 (laskimella) _ L\\/z ”
4

2
2

A:—j(4x2—7x—2)dx=— 1/ (%x3—%x2—2x)

L —
(4 A3 7 A2 3. 183 7 12 1
=422 122 2- G T D -2 D)
_~719
_7i

Vastaus: a) 4r b) 7%



Kertausosa

1+x

31. y=—5—,x-akseli ja suorat x =
X

% ja x :% rajoittavat alueen.

1+x

——>0,kun x>0, joten
X

[ e[ g

— /E(_%x—2_x—l)

w‘ —
l\)‘ =
N
§~
0=

=
&
+
s
N
NN
S

U [—

1.n2 1,72

Lo 2 (-1.32_3)
_1l
31

Vastaus: 3%

32. y-akseli, y =8x— 2x° ja y = 6 rajoittavat alueen.

A

Leikkauskohdat:

8x—2x* =6 (/f\\
~2x% +8x-6=0 /4 i\\
I3\

x =1 tai x =3 (laskimella)

1 1
1
A=j(6—(8x—2x2))dx=j(2x2 —8x+6)dx= / (%x3 — 42 + 6x)
0 0 0

—4+6-0

Il
N W

W [N

Vastaus: 2%
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33. y= a’x? —a, missi a>0, ja x-akseli rajaavat alueen.

Nollakohdat:

Q
W
s
|
Q
Il
o
_
Q |— \
v

:_(%(i) —a- (@ (- §)3—a(—$)))

Vastaus: 1%

34. Suorakulmion paraabelilla oleva piste on muotoa (a, a’ ).

Suorakulmion ala on 4, =a- a’=a’

Paraabelin y = x? alle jaiva pinta-ala:

a
Ay = | x*dx = /alx‘q’:l a>-0)=14
2 J-() 0 3 3( ) 3

Jakosuhde on siten:

1
3 1
AI_A %a?’ 3

3_1.
-5—1.2

W |—

Vastaus: 1:2
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35. x-aksell, y=— 1ja suorat x=a ja x=a+1 (a > 0) rajaavat
X+

alueen.

a+l X a+l 2y a+l 5
Azj 5 dxz%j‘ 3 dxz% /[ In(x”+1)
a X +1 a X +1 a

= %(ln((a + 1)2 + 1)— ln(az + D)

2
:lln(aH) +1

2 a2+1

(a+1)2+1

a® +1

Merkitddn g(a) = . Ala on suurin, kun g(a) on suurin.

. 2 —_ 2 .
(@)= 2arD-@ D ((CZH—I) +1)-2a
(a”+1)
_(2a+2)(a® +1)—2a(a” +2a+2)
(az+1)2

2a’+2a+2a* +2-2a° —4a* —4a  —2a* —2a+2

(a® +1)2 (@12
g'(a)=0
—2a*>-2a+2=0
_ 1 1 ~ : _ 1 1 ~
a——§+§\/§~0,62 tai (Cl——z—z\/§~—1,62)
1 1
0 ‘§+§ﬁ -
' Testipisteet:
g'(a) + — 2'(0,5)~0,32>0

2(a) N g'()=-05<0
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Suurin arvo, kun a = —% +% 5. Talloin

11 /7)2 1,1 5 51
i A +145)%+1 it 5+4+1:L1n2+2\/§
R N e S
5++/5
A=1In ~ 0,48
2 5_\/3
1 5+4/5

Vastaus: —In ~ 0,48
2755

36. y= 2x2 —x-3 jay= X +x rajaavat alueen

Leikkauskohdat:

2x2—x—3=x2+x

x> —2x-3=0

x=-1 tai x=3 (laskimella)

Kun x =0, niin X% +x>2x? —x—3, joten
3 3
A:j(x%x—(zxz—x—3))dx=j(—x2+2x+3)dx
-1 -1

3
= / (—%x3 +x° +3Xx)
-1

=-1.3437 +3-3—(—%(—1)2 +(=1)? +3(—1))= 102

Vastaus: 10 %
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37. Kayrit y= x* jay= x> rajaavat alueen

Leikkauskohdat:
xr =y
X —x?=0
x? (x-1)=0

x=0 ta1 x=1

Kun x:%, niin x? >x3,j0ten




Kertausosa

38. Kiyrit y=e>" ja y=e " jasuora y=e rajoittavat alueen.

Leikkauskohdat:
e2x _ e—x
2x=—Xx
3x=0
x=0

0 2
Azj(e—e_x)dx+‘[ (e—e*¥)dx
-1 0

1

N |—

Vastaus: 1%

0 1
= / (ex+e ")+ /(ex—1le
0

0+e’ —(—e+el)+%e—le1 —(0-1¢%

2x _

e =e e f=e

2x 1 _

e =e ex:el

x=1 =—1
2 X =

2x

2

2
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39. Kayrad (y - x)2 = x° ja suora x =1 rajaavat alueen

(y—x)=x
3
y—x=xx?
3
y=xztx?
ol
A=
J0
ol
= | 2x2dx
J0
1 5
— 2
—20/ 5x2
—72_mMm=4
_2(5 0)_5
Vastaus: %

i y=xtx
2l ¥ -
1 /1 -

0

00 TN\ 2

1 V= X—x
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40. Epéyhtdlot 0<x<12, y20, y<(x-4)>+8 ja y23x-24

rajaavat alueen.

12

12
A= (%(x—4)2+8)dx—J‘(3x—24)dx
0 8

12

12
= /(L dx—4)’ +8x)- /T 3Gx*-24
, Ge 3= 80— /G X)

_ 1 Q3 3 3 2 3 o2
—E-S +8-12—($(—4) +O)—(§~12 —24-12—(5-8 —24~8))
=84

Vastaus: 84



Kertausosa

2
41. Kayrit y =1 f(x)jay= l—ax? = 2(x) (a > 0) rajoittavat
a

alueen.
Leikkauskohdat:
2
X =1- ax2
a
2
ax? +5 =1
a
x? (a+ %) =1
2
X2 La +1 =1
a
2 a
x =
a’+1
x== |-
a“ +1

Merkitddn x; = |4 ja xy = —x; = —, |2
1 a’+1 J 2 1 a’+1

Kun x =0, niin /(0)=0 ja g(0)=1eli g(x)=> f(x) valilla [x,, x{],
joten

X 5 . .
A:j (1-ax? 2 o = r-gar - = agas )

2 1 3 2 1 3
:xl_%%xl _(_xl_%%(_xl) )

1a*+1 .3 _laz-i-l 3

:2x1_§—a xl 3 4 xl
_ 2a*+1 .3
= 2x1 _ngl

-9 a_;a2+1a/a:2\/a_;\/a:i a
a*+1 3 a 241\ a*+l a*+1 3Na*+1 3Va*+4l
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a

Suurin arvo, kun g(a) =— ;on suurin.
a +

1-(a*+)—a-2a 1-a*

g'(a)= =
(a? +1)? (a? +1)?
g'(a)=0
1-a%=0
a2 =1
a=+=l1
0 1
g'(a) + —

g(a) N

Alan suurin arvo, kun a =1

Vastaus: a=1

Testipisteet:
2'(0,5)~0,48>0

g'(2)~-0,12<0



Kertausosa

42. Merkitadn:  kolmion sivun pituus = a
kolmion korkeus = 4

Korkeudella x on a = —%xz +2x+1

h+(ta)’ =a’
h? =%a2
hzga
p=(=1x? 1 2x41)

Korkeudella X poikkileikkauksen ala on
=L 1?21 B (= 1x? 4 2x 1)

_£_ 4_1,3 1,2 1,3 _1
= (16x X — Xt —3x +4x% +2x i X +2x+1)

I(mx —x3+gx +4x+1)

a(x *_16x> +56x% + 64x+16)

Tilavuus:

8
_gj‘(xél _16x3 +56x% + 64x+16) dx

— 3 TS 4t 436 13257 116x)
0

31 o5 4 56 o3 2
64( 87 —-4-8 +7-8 +32-8 +16-8—O)

_ 178443
15

1 pituusyksikko vastaa 5 cm luonnossa, joten 1 tilavuusyksikko on

(5cm)® =125 em®

Tilavuus on siis %-125 cm’ ~ 26000 cm> =261



Kertausosa

43. Pohjan sdde 4. Poikkileikkaukset suorakulmioita, joissa etiisyydella
x ympyran keskipisteestd, kanta on 2y ja korkeus 4y.

x2+y2=42

)/2:16—362

- —x2 4

y=+16—x y
X

v

Poikkileikkauksen ala:
A=2y-4y =8)>

A(x) =8(16—x?) =128 —8x>

Tilavuus:
4 4 A
V=j(128—8x2)dx:2.j(128_8x2)dx=2 / (128x—§x3)
-4 0 0

_ 8 43
=2(128-4-%.4° - 0)
_ 2
= 6822

Vastaus: 682%



Kertausosa

44. Vaakasuuntaiset poikkileikkaukset ovat tasakylkisid, suorakulmaisia

kolmioita.
K2+ x% =1
k2 =1-x?
" ]

s _ 1 2 k
Poikkileikkauksen ala:

_1 _ 172
A—Ek-k—ik
A(x)=11-x%)
Tilavuus:

1

_ |1 2y g1 ] 1.3y _1¢_1 1

V—J.OE(I—)C )dx-io/ (.X'—gx )—5(1—5—0)—3

Vastaus: %



Kertausosa

45. Kayran xy =2, 1<x <4, ja x-akselin vilinen alue pyorahtia x-
akselin ympari.

xy=2
y=2
fx)=2

4

4 4 4
V= 71‘.‘f(x)2 dx = 72'-“(%)2 dx = ﬂj‘izdx = 4ﬂjx_2 dx
1 1 1* 1
4
=4z / (=x)
1

4
=4z |/ 1

1 X
= —47[(% —1)

=3z

Vastaus: 37

46. Positiiviset koordinaattiakselit, suora y =4 ja paraabeli y = xt-2

rajoittavat alueen, joka pyorahtaa
a) x-akselin ympari:

Leikkauskohdat: Nollakohdat:
x*—2=4 x*=2=0
x> =6 x> =2

i\/g X i\/z

Kysytty tilavuus V' saadaan seuraavasti:
V1 =suora y =4 pyorahtdd x-akselin ympari vélilld [0, J6],
V, = paraabeli pyoradhtaa x-akselin ympari valilla [V2, /6]
V=n-r

X




Kertausosa

-f
V=r 4 dx — ﬂj(x —2) dx

-f J6
=7 16a’x—7zJ‘(x2 —4x+4)dx
J0 N

J6 v6

= / lbx—m _/ 3 —2x? + 4Xx)
0 V2

= 7(16/6 - 0) - n( f6—2[+4(6(3f—2f+4f))

=16\/87z—(%\/8—%\/§)7z
=84 J6r —3227 ~89,0

b) y-akselin ympari
Kaianteisfunktion lauseke:
y= x*-2

x* =y+2

=y+2

4 4
4
V=7ZJ‘(1/y+2)2dy=7zJ-(y+2)dy=7z /Ly +2y)
0 0 0

=r(}-4°+2:4-0)
=167 ~50,3

Vastaus: a) %\/672 —%\Eﬂ ~ 89,0 b) 167 = 50,3



Kertausosa

47. Kéyrien y = x> ja y =+/x rajoittama alue:

Leikkauskohdat:
 =x |0’

X’ =x
x0—x=0
x(x>=1)=0

x=0 tart x=1

a) Pyorahtaa x-akselin ympari:

1 1 1 1
V:nj(&)zdx—yzj(x%zdx=;zjxdx—7zjx6dx
0 0 0

1 1
=z / ix* -z /1Y
0o 2 o 7
=Z(1-0)-2(1-0)

_sx
14

b) Pyorahtia y-akselin ympari
Kianteisfunktioiden lausekkeet:

y=vx 0> y=x
1
x=y* x=3/y=y’

1 1
V=7rj (y3>2dy—nj<y2>2dy=fr
0 0

1, s 1
=z | 3yi—g /1y
o 57 o 57
_3
=32(1-0)-2(1-0)
_ 2z
s

Vastaus: a) 22 b) 2%

A

|

0

2 1
y3 dy—ﬂjy4 dy
0

v



Kertausosa

48. Sormus syntyy tummennetun A

alueen pyorahtiessi x-akselin ympari. o

v

]

Eli suoran y =10 ja ympyrdn x> + y* =122 \
rajaaman pienemman segmentin pyorahtaessa
x-akselin ympéri.

Leikkauskohdat:
144—x% =10 |()?
x? +y2 =127 ‘O
V2 144 -2 144 — x* =100
y =144 - x? o =44 |
x=+211

2J11 2J11 J11
V:ﬂjyz dx—ﬂjloz dx=2ﬂj2((l44—x2)—100)dx
2411 2411 0

2411
=27 (44—x2)dx
0

2411
=2 / (44x—%x3)
0

=27(44 - 2411 -1 (2411)* - 0)
352f 7 =1222,55... mm> =1,2225...

Tiheys p =19, 3 3 ja hinta 42 400 €/kg = 42,4 €/g

Sormuksen hinta on
193 £ _.1,22...cm’ - 42,4 €_100043 €~1000€

Vastaus: 1000 €



Kertausosa

Testi 1

1. a) h(x)=2xe’" —sinx” +3 ja g(x) = (4x +2)e** —2xcosx

h on g:n integraalifunktio, jos ja vain jos h'= g

B(x)=2-e*" +2x-e** -2 —cosx? - 2x
=2¢>" + 4xe** —2xcosx?
= (4x +2)e** —2xcos® x

= g(x)
b)

j (2x* =3x-Dyar=2-1x"-3.1x* —Inlx|+ C

3

_2,3_3.2
=5X 35X Inx+C

c)

4 4 4 1
J‘(Z—\/;)z dx = J-(4—4\/;+x)dx =I (4—4x2 + x)dx
0 0

0

4 3
= / (4x—4-%x2 +%x2)
0

4
= / (4x—§x\/;+%x2)
0
=4-4-%3.4.J4+1.42 -0

=16-5+8

W oo

Vastaus: a) b) %x3 32 _Inx+C ¢ 5

2

2



Kertausosa

2. a)
3
j(3a —3x2)dx =12
1

3 3
/ Bax—x")=12
1

3¢g-3-3°—Ba-1)=12

6a—-26=12
6a =38
a=1

3

b) Paraabeli y = x—x-6 ja suorat x =2 ja x =4 rajaavat alueen.

Nollakohdat:

x?-x-6=0 \ /
x =3 tai x=-2 (laskimella) = ; >

3 4 | |
A:—J‘(xz—x—6)dx+j(x2—x—6)dx x=2 x:=4
2 3
PRl e+ /A3 -1k 6
= ) 3)C 2.X X ; 3x 2X X
_ (1.23 _1 .72 1 A3 1 A2
=-{1.3°-1.32-63-(1.2°-1.2 —6aﬁ
1.43_1.42 1 23 1 A2
+§4 —54 —64—(53 —53 —63)
_ 13 , 17
676
=5

Vastaus: a) 1} b) 5



Kertausosa

T

j;in3xdx:%j sin3xdx =1 /3 (=cos3x)
0 0 0

SN il

3

= —1(cos 7 —cos0)
_ 1
=—3(-1-1
_2
3
b)
2 2
2
J- xel_x2 dxz—%j —2xe1_x2 dxz—% / el_x2
1 1 1

2
1,.-3 0
—5(e7 =€)
=—3(5-D)
—1__1
2 28
c)
1 1 1
j6x2(1—x3)6dx=—2j—3x2(1—x3)6dx=—2 /La-x%)T
0 0 0
--2(a-1y -a-0y')
__2
=—2(0-1)
_2
7
. 2 1 1 2
Vastaus: a) £ b) 27507 c) 2



Kertausosa

1

NI (2x+6)"

4. h(x) =

2(2x+6)" +C

H(x)= j (2x+ 6)_% dx = %J 2(2x + 6)_% dx=1

=42x+6+C
Kulkee pisteen (15, 29) kautta, eli

H(15)=29
J215+6+C =29
6+C =29

C=23

Siis H(x)=~/2x+6+23

Vastaus: H(x)=+/2x+6+23



Kertausosa

5.  x-akseli ja kdyrdt y =+/x—1 ja y =+/3x—9 rajoittavat alueen.

Leikkauskohdat: 1
Jx—1=3x-9 ‘()2
x—1=3x-9
2x=8
x=4

o4 4
A= \/x—ldx—jx/3x—9dx
3

o4 4
=| (x-1? dx——J. 33x— 9)2 dx
1 3

4
/
1

=3 2 /M- DVx-1-2 J *(3x—9)3x -9
(ﬁ 0)-2(3+3 - 0)

3 4 3
(x—1)% - /%(3)6—9)2

W

1
33

-b- w|l\)

N
w‘&\

Vastaus:



Kertausosa

6. Koordinaattiakselit ja kdayrd y =(1— 2x)3 rajaavat alueen, joka
pyordhtad x-akselin ympari.

Nollakohta:
(1-2x)> =0
1-2x=0
x=1

V=7zr((1—2x)3)2dx
0

=

:—EI2—2(1—2x)6dx

2
0
Ll 7
__x J/21_
=—Z / 7(1 2X)
7 47
=07 -]
_ T
~ 14
Vastaus: %



Kertausosa

7. Kayrd y = 2x> =1, missd 0< x <3, pyorahtdd y-akselin ympari

Kianteisfunktion lauseke:

y=2x>-1

_3[y+l
X =373

1
Siis g(y) =35 = 7+ 1)’

Rajat:
x=0—>y=-1
x=3->y=353
53 | 1\2 531 2
V=7Z'J:1 (%(y+1)3j dy=r . W(y+1)3dy

_ T /533 1
=i, s(v+D

53
=35 0D+

= 3x (54-3 542 —o)
4

5
3

I

5%

— 14587
= 14587 ~ 916,]

Vastaus: 916,1



Kertausosa

8. Kaiyrd y= sekd suorat y=0, x=0jax=—-a (a>0)

l+e
rajoittavat alueen.

0 0 -X X 0 X
A:j ! dx=J‘ L+e © dxzj 1+—¢ dx
—a1+€_x —a 1+€_x —a 1+€_x

0
= / (x+In(l+e"))=0+1In2—(—a+In(1+e?))

=In2+a-In(l+e“)=1n +a
1+ e
Ala=ln%
In—2-+ag=In2
1+e” 2
2 _In3_—-_
ln1+ea Iny=-a
2 .3y__
1n(1+e"'2) a
In—24_=-q
3+3e
4 _,a
3+3e?
4=e3+3e")
4=3¢"4+3
e_az%
—azln%
—a=Inl-1n3
a=1In3
Vastaus: Alaon In +a,a=In3

1+ e



Kertausosa

Testi 2
1. a)
3,2 3
_ 3
J‘udx:j(&—wz)dx: /" Q2Inx+32)
X 1 X
1 X 1
=2In3+1-(2In1+3)
=2In3-2
b)
1 1 :
j263xdx=%j3e3xdx=% / =%(e —e¥) = 2(e ~1)
0 0 0
c)

2 2
1 2 3
jx 3x2+1dx=%j 6x(3x” +1)2 dx =1 /"2(3x? +1)°

1 1 1

gl/ Gx2 +13x2 +1
1(13v13 - 444)
= (1313 -3)

Vastaus: a) 2In3-2 b) %(63 -1 c) %(13\/5—8)



Kertausosa

2. f(x)=3cos4dx
F(x)= j3cos4xdx =%j4cos4xdx = %sin4x+C

Kulkee pisteen (% 7, ~/2) kautta, joten

F(%ﬂ')Z\/E
3sin(32) +C =2
-hHc=\2

4(+C V2

C= \/_+ — 1L _ 112

4f 8

Siis F(x) = s1n 4x + lgﬁ

Vastaus: y 3sin4x + V2 lf



Kertausosa

X

3.  x-akselijakidyrda y =e ~ —3 rajaavat alueen vililld —In4 < x<0.

Nollakohta:
e -3=0
e ¥ =3
—x=1In3
x=-—In3
—In3 0
A= (e =3)dx—| (e =3)dx
—-In4 —In3 |
—In3 0
- /" (—e*=-3x)— /| (=" =3x)
—In4 —In3
-In3 0 _
=— /(e +3x)+ / (e +3x)
—In4 —In3

=—(e™ —3In3—(e"* =3In4)) + ¢ + 0— (™ —3In3)
=—(3-3In3-4+3In4)+1-3+3In3
=-3+3In3+4-3In2° +1-3+3In3
=6In3-6In2-1

=6(In3—1n2)—1

=6In3 -1

Vastaus: 6 ln% —1



Kertausosa

4. Suora y=4x-3 jakiyrda y= x> =3 rajaavat alueen

Merkitddn:  f(x)=4x-3 ja g(x) = x> =3

Leikkauskohdat:
4x—3=x>-3
X —4x=0
x(x* —4)=0
x=0 tai x> ~4=0

x?=4

x=12

f=H=-7 . —

joten valilla [-2,0] g(x) > f(x)
g(-)=-4
f=l1 . _—

joten valilla [0,2] f(x)> g(x)
g)=-2

0 2
A= (Zg(X) — f(x))dx+ _[) (f ()~ g(x))dx

N 2

= |3 —3—(4x—3))dx+j(4x—3—(x3 —3))dx
J-2 0

o() 2

- (x3—4x)dx+j(4x—x3)dx

J-2 0

0 2
=/ (Lx* —2x2)—|—0/ (2x” —1x%)

=0-(L(-2)*-2(-2)*)+2-2° -1.2% -0
=38

Vastaus: 8



Kertausosa

5.  Koordinaattiakselit ja kdyra y =+/4 —2x rajoittavat alueen, joka
pyorahtia
a) x-akselin ympari
Nollakohdat:
V4 -2x =
4-2x=0
x=2

o2

V=rx x/4—2x2dx

o2
= |(4-2x)dx
J0

P 2y _ 2 _gy—
=7 |/ 4x—x")=n(4-2-2"-0)=4r
0 |

b) y-akselin ympaéri
Kianteisfunktion lauseke:

=+/4-2x
4—2x=y2

)C:Z—%y2

2 2
v=r[e-b v =r[G-2 s ey
0 0

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

2
=7 14y =30 550
—7r(4 2-2.27 4L 25 -0)

_ 64rn
15

Vastaus: a) 4r b) 3 64”



Kertausosa

6.

Koordinaattiakselien, funktion f(x)=In(2x +e) ja suoran

X= %(82 — e) rajaama alue pyordhtad y-akselin ympari.

Leikkauskohta: e R R
{y =In(2x +e) H— 1 1

xz%(e2 —e)

y=1r1(2-%(e2 —e)+e)

yzln(e2 —e+e)

y=1n62:2

Kainteisfunktion lauseke:

y=In(2x+e)
2x+e=e”
2x=e’ —e
x=%(ey —e)

2
V:ﬁ-(%(ez—e))2-2—7r“‘1(%(ey—e))2dy
2

:%(82 —¢)? —ﬂj%(ezy —2ee” +e?)dy
1

2
:g(ez—e)z—ﬂ / (%ezy—26y+1+ezy)

4
2 2 4 3 2 2 2 2
=Z(e” —e) —%(%e —2e” +2e —(%e —2e" +e ))

4 3 2 4 3 2
=Z(e’ —2e" +e )—%(%e —2e +2%e)
=7Z'(%€4—€3+%€2—%84-1-%83—%62)

4 3 2 3
=7z(%e —%e —%e ) (dm”)
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tiheys p = 2500 % =2500 -&.

dm

massa =
p-V=2500 -7(Ge* - Le’ —Le?)dm® =74 674,91...g ~ 75 kg

Vastaus: 75 kg



Kertausosa

2

Poikkileikkaukset paraabelin y = ax” + ¢ muotoisia

A

2
Kl %(20,15) y
X g X
Poikkileikkauksen korkeus kohdalla x on / ja kanta 2.
Poikkileikkauksen ala: 4 =2h-h=2h :
Paraabelin yhtilo: 2h
y=ax’ +c

Piste (0, 25) on paraabelilla, joten ¢ = 25.

y= ax® +25
Piste (20, 15) on paraabelilla, joten
a-20° +25=15

400a =-10

1

a:—4—0

Siis paraabelin yhtdlo on y = — L2425

40
Kohdassa x on siis 4 = —%Oxz +25
Poikkileikkauksen ala:

A=2h?

A(x) = 2(— 3 x” +25)” =2(;doxt =357 +625) = Lox* -3 %7 +1250



Kertausosa

Tilavuus:

20 20
V= ZIA(x)dx =2| (ghox* = 2x% +1250)ax
0 0

20
=2 / (5o = 2x7 +1250x)

_ 1 5_5 3
—2(m-20 —3-20 +1250-20—0)

_ 1143800 ~ 38 300 (m3)

Vastaus: 38 300 m°



Kertausosa

Funktion f(x)=

3 kuvaaja ja x-akseli sekd suorat x =¢ ja
x“+4

x =2t (t > 0) rajoittavat alueen.

Pinta-ala on

2t
A:j 22 dx
t X +4

2
x> +4

ja F(x)= jf(x)dx

Merkitadn f(x) =

Téllsin
A = /7 F(x)= FQi)-F(1)

2 2
20 +4 > +4

A(t)=F'(2t)-DQRt)—-F'(t) = f(2£)-2— f(£) =2

4 2
A'(t) = -
42 +4 12 +4
A'(H) =0
4 2

47 +4 244

47 +16 =82 +8
44 =8
2 =2

=442

Suurin arvo, kun 7 =+/2

2

A'()

A

N\

Testipisteet:
A'(1)=0,1>0

A'(2)=-0,05<0



Kertausosa

Vastaus: ¢ = \/5
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