Kertausosa

6 Kertausosa

1.

Luku | Vastaluku | Itseisarvo | Kaanteisluku
2 2 2 5 1
“ _Z < Z 9
5 5 5 2 2
7 7 7 8_1
8 8 8 7 7
-3 3 3 ——
3
0_ 1T U [ 53
3 3 3 3 10
2. a) 1—6:—(1—&):—1+[ J5-1
<0
b) -2
c)

23 =3 - 233 (-{1-5)
=2-\3+(1-V3)=2-V3+1-3=3-23

o o)
) 40 410
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3. a) Merkitdan alkuperdistd lukua 0,0909009... kirjaimella x.
x=0,090909...
100x =9,0909009...

100x =9,0909009...
x =0,0909009...

99x =9 :99

b) Merkitddn x =1,9545454...

1000x =1954,5454...
10x =19,5454...

990x =1935 :990

1935 43 21
X =—- :—:1—
990 2 2

4. a)0,8= 8
10
Kéanteisluku on 10 = 1% = 1%, jonka vastaluku on —1%.

b) 2=+/11<0, joten [2 11| =~(2-1T) =V11-2, jonka
1

Ji1-2

kaanteisluku on

5. bjad

6. a) —5-(2+7)=—5-2—|—(—5)-7=—10—35=—45
b) 2(x—4y)=2x—2-4y:2x—8y
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Oletus: Valitaan kaksi lukua, jotka eivit ole samat. a # b
Viités: a-b=b—a

Todistus:

a—-b=b-a |+a

2a—b=>b | +b
2a=2b |2
a=>b

Oletus ja vaitos ovat ristiriidassa. Siis yleisesti ei ole voimassa
a-b=b-a.

O
Esim. valitaan a =5 ja b =2
a,beN
a-b=5-2=3eN
b—a=2-5=-3¢N

a) Rationaaliluvut @ ja b voidaan molemmat esittdd kahden
kokonaisluvun osaméaérini. c,d,e, f € Z

a=£jab=£

d f
Talldin ab=—- < =<
d [ df

Kokonaislukujen tulo on myds kokonaisluku, joten ce € Z ja
df €Z. ab € Q, koska ab voidaan esittdd kokonaislukujen

osamaarana.

C
hi_d_<c ) 9
b e d e de
/

Kokonaislukujen tulo on kokonaisluku, joten ¢f € Z ja dee Z ja

¢f

i a
siten —=—e¢€e ().
b de Q
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Kertausosa

10.

1.

712 Y1 2412 131 24 13 24-13 11

a =
) 13 2 213 13-2 26 26 26 26

PP P 1541 Q121 201 15 12 20
b) —+ —- = 60 60

4 5 315 4 12:5 20-3 60 60 60 60

I 1:5+2 2:10+1 27 21 14- 21 7

10 5 10 5 10 10 10
32 32 6 1
a)_._ -
49 4.9 36 6
by 10.2_10 7_10-7 _70% 5 2
2007 212 212 42 3 3
1 1 2-4+11-2+1 9 3 92 18° 3 1
C) 2— 1—: N = —_=— e — = — __:1_
42 4 2 4°2 43 12 2 2

2 13 Y2 3 8-3 5% 1

)____ — T = T - =

15 15 4 15 60 60 60 12

23 1 76 3)1 12 3 15Y 5
C) — —+—= —+ =—

34 8 12 8 YREYREY 8
d) ll+l:l=11+l.i:§+izz=3l

2 24 2 21 2 2 2 "2
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12. a)
_1_(_11j 1 3 2 15
_f_|_17 S B 4=
a—b:5 2:5 2__5 2__10 10
a+b 1 (1) 1 1 1.3 215
5 2 5 2 52 10 10
13
10 _B(_&j__l&lO__lSO__E
17 10\ 17 10-17 170 17
10
b)
1 1 11 2
— — — =1-(=5)=1-| ==
T e
5 2 5
:_5+g:_£+g:_22_4l
33 3 3 3
13. a)

4x—(9x—2)=—4(3x+10)
4x-9x+2=—-12x-40
Tx=—42 |27
x=-6
b)
—2(3—4x)—(6x—3):1+2x
—6+8x—-6x+3=1+2x
-3=1

epatosi
el ratkaisua
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14.
7z+1+7z+x+7zx:27Z 3
3
2r+l+x+mx=6x
x(7z+1)+27z+1:67r
x(r+1)=4r-1 ‘Z(7Z'+1)
4 —1
_x:
7+1
15.
3 a 3+a
_+_:
2 4 244
§+g=3+a 12
2 4 6
18+3a=6+2a
a=-12
16. a)
3x Px-1 1
—_— - =
4 2 3
3_x+2(x—1)_l
4 2.2 3
3x+2x—2:l |.4
4 3
3x+2x—2:i
3
5x=i+2
3
3 3 3
2
X=—
3
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b)
1_2x—1:x |5
5
5—(2x—1):5x
5-2x+1=>5x
Tx=6 |:7
6
X =—
7
17.
2(ax—3):x—a

2ax—6=x—a
2ax—x=6—a
(2a—1)x:6—a

1. Kun 2a—1¢Oelia¢%

(2a-1)x=6-a  |:(2a-1)
6—a
X =
2a-1

2.Kun 2a—-1=0 eli a:%,niin

1

Ox = 6 —_—
2
0=51
2
epatosi

el ratkaisua

6—a

Vastaus: x= , kun a # 5

: , 1
E1 ratkaisua, kun a = 5

2a -1
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Kertausosa

18.

19.

Merkitaan Lassin ikdi nyt kirjaimella x. Talloin Antin k& nyt on
x+4.

Kolmen vuoden paastd Lassin ikd on x + 3 ja Antin ika
x+4+3=x+7.

Antti on silloin kaksi kertaa Lassin ikdinen:
x+7=2 (x + 3)
x+7=2x+6

x=1

Lassi on siis 1-vuotias, jolloin Antin ikd on x+4=1+4=35.

Vastaus: Lassi 1 vuotta, Antti 5 vuotta

a) Kerrotaan ristiin
2-x 3

X 4

4(2-x)=3x

8—4x=3x
Tx=8 |7

X =—

7
b)
2x+3 x
4 6
6(2x+3) =4x
12x+18=4x
8x=-18 [:8

189

8 4
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Kertausosa

20.

21.

Merkitadn v vauhtia, jolla aikaa kuluu 1,5 tuntia.
Talloin suurempi nopeus on v+ 30 (km/ h).

Vauhti (km/h) Aika (h)

1% 1,5
v+30 1
Vauhti ja aika kddntden verrannollisia:
v o1
v+30 1,5
I,5v=v+30
0,5v =30 :0,5
0,5v =60

Vastaus: 60 km/h

Tapa 1.

Jos Alku postittaa x kirjettd minuutissa, niin 30 minuutissa hin
postittaa 30x kirjettd (koko tyomaara).

5 minuutissa Alku ehtii postittamaan

% =5x (kirjettd).

Kelpo ehtii siis postittamaan tissd ajassa 30x — 5x = 25x (kirjettd).
Merkitddn y = kysytty aika

Aika (min) | Kirjeet

5 25x

y 30x
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Kelpon postittamien kirjeiden mééra ja kulunut aika ovat suoraan
verrannolliset eli

5 _25
y 30x
525
y 30
25y =150
150
=——=6 (min
Y= (min)
Tapa 2.

Merkitdaan Kelpon yksin kayttdimaa aikaa kirjaimella ¢, Alkun
postitusnopeutta x ja Kelpon nopeutta y.

Postitusnopeus | Aika
Alku yksin X 30
Yhdessi X+Yy 5
Kelpo yksin y t
Nopeus ja aika kddntden verrannollisia:
xS
x+y 30
5 (x + y) =30x
S5x+5y=30x
25x =35y :5
y=>5x

Kelpon postitusnopeus on siis viisinkertainen Alkuun verrattuna.
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Saadaan uusi verranto nopeudelle ja ajalle:

r_ L | y=>5x
y 30
Aot
54 30
1_z
5 30
5t =30 :5
t=6
Vastaus: Kelpo postittaisi 30x kirjettd 6 minuutissa.
: . PR
22. p~T,verrannollisuuskerroin i
= PR | M
M
Mp = pRT B
M- PRT
p
3
1,205 £ .0,083 229 o3 5%
M = dm mol -K
1,01bar
=29,02...g/mol

~29g/mol
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23.

24.

25.

a) Pituus lisdantyi 136cm —128cm =8cm

Prosentteina kasvu oli

8CM__ ) 0625 = 6,25%
128cm
gcm
b) —0,0588...~5,88%
136cm

Merkitdan meduusan massaa kirjaimella m. Siten alun perin siité oli
vettd 0,90m ja muun osuuden massa oli 0,10m.

Vedesta haihtui 40 % eli vettd jai
jaljelle(1-0,40)-0,90m = 0,60-0,90m = 0,54m.

Veden osuus massasta lopussa:
0,54m 0,544
0,54m+0,10m 0,64

~0,84=84%

Vastaus: 84 %

Merkitddn vuokraa alussa kirjaimella x.
Kolmen vuoden jilkeen vuokra on 1,025’ x =1,0768...x.

Nousua oli siis 1,0768...x —x =0,0768...x, joka on prosentteina
0,0768...x

X

=0,0768...~7,7%
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26.

27.

Tuotteen hinta alussa /
Myynti alussa m
Myyntitulot alussa mh

Tuotteen hinta lopussa 1,154
Myynti lopussa (1—0,10)m = 0,90m
Myyntitulot lopussa 0,90m 1,154 =1,035mh

Myyntitulot kasvoivat siis 1,035mh —mh =0,035mh, joka on

0,035yt

prosentteina ——————=10,035=3,5%.

i

Vastaus: Nousivat 3,5 %

Merkitdan lainan alkuperiistd suuruutta kirjaimella a.

Vuoden jilkeen lainaa on jéljelld (1-0,30)a =0,70a
Kahden vuoden jilkeen (1-0,60)-0,70a = 0,40-0,70a = 0,284

0,284 =1456  |:0,28
a=5200

Vastaus: 5200€
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28.

29.

Merkitadn alkuperdisen liuoksen méaraa kirjaimella a ja uuden
liuoksen mééraa kirjaimella b.

Saippuaa alkuperdisestd liuoksesta on 0,20a ja uudesta liuoksesta
0,015b. Saippuan madra sdilyy samana, joten saadaan yhtalo

0,2a =0,015b :0,015
b=13,33...a

Liuoksen madra kasvaa 13,333...a—a =12,333...a, joka on kaikki
vettd. Prosentteina kasvu on

12,333... 4

0,84

Vastaus: 1540% (tai 1542 %)

=15,416...=1540%

Merkitdan rypéleiden painoa kirjaimella a ja rusinoiden painoa
kirjaimella b.

Rypéleissa on vettd 0,82a, jolloin muuta ainetta on
(1—0,82)a =0,18a.
Rusinoissa vettd on 0,24b ja muuta ainetta (1-0,24)b=0,76b.

Muun aineen madra siilyy samana, joten saadaan yhtilo:
0,184 =0,76b |:0,76
b=0,236...a

Muuttunut paino on kaikki vetta:
a—-b=a-0,236...a=0,763...a,

joka on prosentteina rypaleiden vesimaarasta:

0,763... 4
0,824

Vastaus: 93 %

=0.9306...~93%
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30. Merkitddn kansantuotetta a, josta teollisuustuotannon osuus on 0,20a
ja muu osuus 0,80a . Merkitdaan kirjaimella b kasvanutta
teollisuustuotantoa.

Kun muu osuus sdilyy samana, kasvanut kansantuote on 0,80a + b.
Siitd 30 % on teollisuustuotantoa, joten saadaan yhtalo:

b=0,30-(0,80a +b)
b=0,24a+0,30b

0,70b = 0,24a :0,70
b=0,342...a

Teollisuustuotannon muutos on
b—-0,20a=0,342...a—0,20a =0,142...a,

joka on prosentteina

0,142... 4

= =0,714...20,71=71%
0,204

2+5+1 8

31. a) s> 5" -s=s S

klO

F _ k10—(—2) — J10+2 _ 12

b)

4
¢) (x2> .

d) 5’ =5-1=5

1Y 121
c 5_2= — = = —
) (5] 5 25

f) (_2613 )6 _ (_2)6 ,(a3 )6 _ 6447 = 644"
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32.

33.

34.

35.

36.

2) (a2b4 )3 cab? = a¥3p*d . ab? = a®b? - ab? = gt'p'2? = o pt

k3—n

b) kl—n

— k3—n—(1—n) _ k3—n—1+n — k2

b)

1500 1498  A3+1497 1497+ A3 1497 1497
376 36T 37376746

666
2

(22 )500 B 2:500 B 1000 oo
(23 )333 - 23~333 o =2

334
=2

181497

181497

3.(3-6)" 6 3184 .6

181497

M

a) —23000 =-2,3-10000 =-2,3-10*

181497

b) 0,0000089 =8,9-0,000001=8,9-10°
¢) —0,00000000125 = —1,25-0,000000001 = -1,25-10""

a) —4,91-10" =-49100000

b) 9,1-107 =0,000091

¢) 1,780-10° =178000 000

=3°.6=27-6=162

9,10939-10 kg B 9,10939-}972(-10_4 B 9,10939-10*

1,6605-10 kg

=5,485...-10™" = 5,49-10*u

1,6605- 1072

161
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37.

38.

39.

2) V1243 =123 =36 =6
§=J§=m=ﬁ-ﬁ_zﬁ

33

0)1/1 f ‘1 \/_‘ =—1+J— J5-1

a) V28 =/4-7 =4 -7 =27
b) VI2-5V3=v4-3-5V3=23-5/3=(2~

)12 1243 123
LR R

a)
x5+ 3320 =5

xS+x$I§=J§
xJ§+2xJ§=\B- LJE

x+2x=1
3x=1 23

1
X=—
3

162
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b) Tapa 1.
x\/§+\/§:1+x
J2x—x=1-2
(V2-1)x=1-+2 ‘:(\/5—1)
-2

[

X=—F
2-1

~(-1+2)

X =

x=-1

Tapa 2.
N2 +42=1+x
\/§(x+1):x+1 ‘:(x+1);t0 x#—1
J2=1
eiratkaisua
Kun x =-1
—lx/§+\/§=1+(—1)

0=0
tosi eli x =—1 toteuttaa yhtalon

1
Vastaus: a) x :§ b) x=-1
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40.

41.

42.

43.

44,

1 21

1

2

1

1
B iz B 2B

23

\/ \/125+91
125 125

b) 40 =385 =327 .5 =3/2* - Y5=235

c) V432 =38 =
a)g/g.i/%:%.zt
1 1

a) 16 —(24)§ =2

5 5

b) 254 =(5°)*

) 12
kE ) k§ k??

C) 5 = e
k_g k_E

2

4. 4
8

0| —

=2

5

85-3+1

1

2

1
25

203

2

164

\3)

I3 \3

23 23

216 \/673
125 5?

:ygi/% 4{/ 26 _ 4256 -4

1
— 255

SEE RPN | 1
=54=52=5 2=5".5?

6
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45.

46.

47.

48.

a)
3 ¥ f(x)=—2x—1
2 -2 | f(-2)=-2-(-2)-1=3
SN 1) -1 | f(-1)==2-(-1)-1=1
3 |-2 T-1?\n 12 3 0 f(O):—Z-O—lz—
i L f)=-21-1=-3
_Q_'
b)
)| ¥ f(x) =—x” +3x
| ()= () 3 () =4
- 0| 7(0)=-0*+3-0=0
] Ll f()=-1+3-1=2
7 g
3 21 f(2)=-2"+3-2=2
A 31 /(3)=-3"+3-3=0
a)f(l)z—
b) f(-1)~-
C)f(Z)z—
a) x=~0 tai x~4
b) x= 4,5
a) f(-2)=

(-2)" —4-(-2)-4=4+8-4=8
2-(-2) =2-(-8)=2+8=10

b) f(-2)
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49. a)
4x° +4096 =0
4x° =—4096  |:4
x* =-1024
x=3/-1024 =4
b)
L 4
——x"+40,5=0
2
lx4 =40,5 :l
2 2
x* =81
x =181 =43
50. a)
-3x’ =96 =0
3x" =96 :3
x* =-32
x=3/-32=-2
b)
2x° 2
5 3645
2x°-3645=2-5
7290x° =10 17290
o 10
7290
=
729

6
x =g S U =%
729 729

166
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51.

52.

53.

Merkitadn yhden vuoden korotuksen prosenttikerrointa kirjaimella &
ja palkkoja kirjaimella a.

k*-a=1,056a |:a
k* =1,056
k=3/1,056
k=1,018...

Vuotuinen korotus prosentteina oli siis
1,018...—1=0,018...~1,8%

Merkitdan vuotuisen poiston prosenttikerrointa kirjaimella £.
19000-k* =7782,40 |:19000

k* =0,4096
k=+3%0,4096 =+0,8
Koska kerroin £ >0, vain £ =0,8 kay.

Vuosittainen poisto on siis 1 -0,8=0,2 =20%

a)
E_. 3 X
; SOSEEE
1 2
4] B
3) -1 (ij _2
o |y 2 3
1 015" =1
: _/—//'; | ]
-5 -4 -3 -2 —]1 0 1 2 |3 1 195 :195
1 2
? 2 (2] 2220005
3 2 4
3
3 (3] 22 23375
2 8
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b) 2 *
x)=0,2"=| —
x &) (10)
2
1 | —=0,2
g 10
0
2
el
0 10
-1
- I 10 2
Bl > |3 2 10V 100
-2 10 2 4
-2
54. a) x=0
b) x=2

55. Korko 2,5 % eli pdaoma 1,025-kertaistuu vuodessa.

aika e
(vuosina) padoma (€)
0 a
1 1,025a
2 1,025%a
X 1,025%a

Funktio f(x)=1,025" kuvaa kasvua (x = aika vuosina ).

Kun aikaa kuluu 12 vuotta, pddoma on kasvanut
£(12)=1,025" =1,34488...-kertaiseksi.

Kasvua on siis

(1,34488...— 1)-100% =34,488... % = 34%

Vastaus: f(x)=1,025", 12 vuodessa 34 % kasvua
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Testi 1

1. a) Merkitddn x =0,0454545...

1000x = 45,454545...
10x =0,454545...

990x = 45 | :990
45 1
T990 22

: 1
b) Luvun % kaanteisluku on g Tamaén vastaluku on —g =—1-.

5
O (2 )24 7= -2

<0

291 1 4 3 1 2 1
2 a) _ -t = — = — = —
3 26 6 6 6 6 3
3 1
b)zf 1122-7+4.1-6+1:§.Z:y8/-/:3
76 7 6 76 T8
1 1
1
92429 79 19 9
59 54 54
2

3. a)V912=3-/43=3/4.3=3.2.3=63
b) V50 =~/25-2 =252 =5\2

\/24 \/8-3 38.3/3 233
C) 3 = 3 = =
27 \'27 327 3

6—7+1 0
T =q =1

d)a®-a’a=a
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| —
N | —

—p 2=p

b4 . b2 b4+2 b6 6-5
e) = I = 1 = \/E

3+2—

3 zl 5=
b2 b 2 b2

<2a2b3)4_24-(612)4'([?3)4_24.a2'4.b3‘4_/1,6/.a8./b»‘/_ 86 2

=da

f) (4a3b6)2 42,(a3)2_(b6)2 IV EIPEE X _/1/6.616_%_61

a)
2x—1=-2(8-x)
2x-1=-16+2x  |-2x
~1=-16

Epitosi. Ei ratkaisua milldin x:n arvolla.

b)
2x_x-1_, -10
5 10

1

/1/26-2)( M(x—l)

- =10

g M

1 1
4x—(x-1)=10
4x-x+1=10
4x—-x=9
3x=9 |3
x=3
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a)
) 2 X f(x)=1—3x
4 -1 | f(-1)=1-3-(-1)=
;\ 0 |f(0)=1-3-0=
4 -3 -2 1 12 3 4 1 | f(1)=1-3-1=-2
-2 2 | f(2)=1-3-2=-5
-3
-4 |
b)
f(x)=0
1-3x=0
3x=1 |3
1
y=—
3

171




Kertausosa

a)
Jauhelihaa (g) | Oliiveja (g) | Ruokalijoita
300 150 4
700 a b

Ruoka-aineiden maarat suoraan verrannollisia:
300 150

700 a
300a =150-700
300a =105000 |:300
105000
a= =350
300 (2)

b) Ruoan ja ruokailijoiden méérit suoraan verrannollisia.

Lasketaan ruokailijoiden mééara jauhelihan maédran mukaan:
300 4
700 b

3006 =4-700

30056 =2800 :300

2800
b —

300
h=9,333...~9

Vastaus: a) 350 g b) 9 ruokailijalle
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7. Merkitadan matkapuhelinten kokonaismyyntid vuonna 2007
kirjaimella a.

Vuonna 2007:
Kokonaismyynti a
Yrityksen myynti 0,154

Vuonna 2008:
Kokonaismyynti 1,10a
Yrityksen myynti 1,20-0,15a =0,18a

Yrityksen osuus vuonna 2008 on siten

0,184
1,104

Vastaus: 16 %

=0,1636...~16%

Testi 2

1. a) ‘\/6—2‘:/5—2

b)\3f\( J10)=+i10-3

0) ‘6—3‘—‘1—6‘ =~(V5-3)~(~(1-+5)) =35 +1-5 =4-25

<0

1 3) 1 1-4+3) 1 7
b
3 4) 3 4 3 4

1 3)1 4 21 25 21

3 4 12 12 12 12
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b)
1+(_13j 1+(_1'4+3j "1.77 4 2
a+b 3 4) 3 4 ) 3 4 12 12
a—b_1_(_13j_1_(_1-4+3j_4)1+3)7_4 21
3 4) 3 4 3704 12 12
17 1
T 1712 1717
T 25 12 25 425 25
12 1
c)

- -3 2.(- - —
2) (a Zb) _ a.2(3)-b3 /’b3_b—3—(—4)_b—3+4_b

b)d3hf::d253 J2szz VE;T___ VET_—ZJ_

24° 24° 2

n n n— 3n. 42”. n-1 n Zn n— n n n—
o B167 -2 L (2) (20) 2 ragrgrt g

4612 (22 )611—2 o 22~(6n—2) o 1214

23n+8n+n—1 212n—1
. _ Al2n-1-(12n-4) _ Al2n-1-12n+4 _ A3 _
Hl2n—4 - Hi2n-4 =2 =2 =2"=38
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-3 1\ 1 1
y 3 2| 220 (2)
= — =| — = =
) 3] 3 27

B Va2 a2 22
27

27 27 27

e)
1/(3—J§)2 =[3-vi2|=~(3-V12) =12 -3
=Jﬂ—3=\/1-k—3=2£—3
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a 16 225 V16 /225 23225
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22 osallistujaa

24 osallistujaa

Matkan hinta / henkilo X x—10
Kokonaiskustannukset 22y 24(x-10)
Kokonaiskustannukset

22x = 24(x—10)
—2x =-240
x=120

Matkan hinta / henkil6 lopuksi:
x—10=120-10=110 (€)

Vastaus: 110 €

Etdisyyden nelid

Intensiteetti

120°

/

dZ

100/

Suoraan verrannollisuus:

1200 1
d> 1007
120> =100d°
d? :w
100
d* =144

d =1144 ==£12

&’

| :100

Etaisyys d >0, joten d =12

Vastaus: 12 m
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7. Merkitdan tuntipalkkoja kirjaimella p ja tydaikaa kirjaimella ¢. Talloin
paivdansiot ovat pt.

Palkankorotuksen jidlkeen palkat ovat 1,10p ja tydaika xt, jossa x on
ty0ajan muutoksen prosenttikerroin. Paiviansiot ovat tdlloin 1,10p - xt

Paiviansiot eivat muutu:

pt=110p - xt |:pt
1=1,10x 21,10
1
x=——-=0,909...
1,10

Tyo6aikaa lyhennetiddn 1—-0,909...=0,090...~9%

Vastaus: 9 %
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