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Alkusanat

Olen opiskellut Oulun yliopistossa péaatoimisesti kemian koulutusohjelmassa,
mutta jo pitkdan haaveenani on ollut suorittaa laudaturopinnot kokonaisuu-
dessaan myo6s matemaatiikassa. Tamén tutkielman valmistuttua tuo haave
toteutui. Haluankin kiittad lampimasti kaikkia niita, jotka ovat olleet apuna

ja tukena matematiikan opintojeni eri vaiheissa.



Johdanto

Optimoinnissa pyritdan ratkaisemaan ongelmia parhaalla mahdollisella ta-
valla. Tamaé voi tarkoittaa esimerkiksi voiton maksimointia, tappioiden mini-
mointia, riskin minimointia tai vaikkapa tyomenetelmien tehokkuuden mak-
simointia. Luonnontieteellisissé mittauksissa mittalaitteiden parametrit py-
ritddn optimoimaan siten, ettd saatavat vasteet olisivat mahdollisimman luo-
tettavia. Teollisuudessa taas koko toimintaa pyritddan ohjaamaan siten, etté
saataisiin tyokoneet mahdollisimman tehokkaasti kiayttoon ja voitot maksi-
maalisiksi. Ongelmien optimaalista ratkaisua tarvitaankin ldhes kaikilla so-

vellutusaloilla.

Optimoinnin historia alkaa jo antiikin Kreikasta, jossa matemaatikot ratkoi-
vat joitakin geometrisia optimointiongelmia. Eukleides esimerkiksi osoitti jo
300 eaa, ettd nelio on suurin sellaisista suorakulmoista, joiden sédrmien yh-

teenlaskettu pituus on kiinnitetty.

Antiikin jélkeen seuraavat edistysaskeleet optimoinnin saralla otettiin vasta
1600-luvulla, kun koko tieteellinen tutkimus kiihtyi huimasti. Taman tut-
kielman kannalta mielenkiintoisen havainnon teki Fermat vuonna 1646. Han
ehdotti, ettd funktion dariarvoja tulee etsid gradientin nollakohdista. Newton
ja Leibniz puolestaan laativat analyysin, jonka pohjalta onnistuttiin kehitta-
méan variaatiolaskenta. Alkanut kehitys johti siihen, ettd ensimmaéiset varsi-

naiset optimointialgoritmit julkaisiin viimein 1800-luvulla.

1900-luvun alussa luotiin optimoinnin kannalta keskeiset konveksisuuska-

siteet ja vuonna 1917 julkaistiin ensimméinen alan varsinainen oppikirja,



Johdanto 2

Harris Hancockin Theory of Minima and Maxima. Toisen maailmasodan jél-
keen optimointia alettiin jo soveltaa taloustieteessa ja operaatiotutkimukses-
sa. Suuri lapimurto oli Simplex-menetelmé, jonka Danzig kehitti lineaaristen
optimointitehtévien ratkaisemiseen. Viimeisten 70 vuoden aikana optimoin-
tialgoritmien tutkimusta on kiihdyttanyt erityisesti elektronisten laskenta-

menetelmien nopea kehittyminen. [1]

Optimointitehtavia luokitellaan nykyaéan optimoitavien kohdefunktioiden maa-
rén ja laadun seké rajoitefunktioiden madrén ja laadun mukaan. Lineaarises-
sa optimoinnissa esimerkiksi kohdefunktioita on yksi ja kohdefunktio seka ra-
joitteet ovat kaikki lineaarisia. Epélineaarisessa optimoinnissa taas téllaisia

funktioiden lineaarisuuteen liittyvid rajoitteita ei ole. |2]

Téssé tutkielmassa keskitytdan epélineaarisen optimoinnin perusteisiin. En-
simmaisessé luvussa tarkastellaan klassista rajoittamatonta optimointia. Teo-
rian kehittdminen aloitetaan yhden muuttujan funktioista, mutta péapaino
on useamman muuttujan funktioiden optimoinnissa. Toisessa luvussa taas
késitelladn konveksia optimointia ja kolmannessa luvussa keskitytdan vie-
1& konveksin optimoinnin mielenkiintoiseen sovellukseen, geometriseen opti-
mointiin. Optimointimenetelmia, jotka perustuvat optimointitehtavien itera-
tiiviseen ratkaisemiseen, ei sen sijaan tdmén tutkielman puitteissa késitella.

Padasiallisena ldhteend on kiytetty teosta [3].
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Klassinen rajoittamaton

optimointi

Aloitetaan tdma luku tarkastelemalla yhden muuttujan funktioiden opti-
mointia ja laajennetaan sen jéalkeen kasittely koskemaan myos useamman
muuttujan funktioita. Selvitetddn, kuinka optimoinnin kannalta mielenkiin-

toiset pisteet voidaan 16ytaa ja kuinka niiden laatu saadaan varmistettua.

1.1 Yhden muuttujan funktiot

Esitetdan ensin tarpeelliset funktioiden optimointiin liittyvéit peruskasitteet.
Tarkastellaan ainoastaan minimiin liittyvia késitteita, silla maksimille ne ovat

vastaavanlaiset.

Maaritelma 1.1.1. Oletetaan, ettd funktio f(x) on reaaliarvoinen ja etté
se on maaritelty valilla 1. V&li I voi olla nyt joko ddreton tai darellinen seké
joko avoin, puoliavoin tai suljettu. Talloin kyseisella valilld sijaitseva piste z*

on valin:

(a) globaali minimi, jos f(z*) < f(z) aina, kun z € I,
")

(b) aito globaali minimi, jos f(z*) < f(z) aina, kun x € [ ja x # z*;
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(c) paikallinen minimi, jos on olemassa sellainen positiivinen luku ¢, etta
f(z*) < f(x) aina, kun z* — 6 < = < * 4 ¢;

(d) aito paikallinen minimi, jos on olemassa sellainen positiivinen luku ¢, et-
ta f(z*) < f(z) aina, kun z* — 0 < x < 2" + 0 ja x # x*;

(e) kriittinen piste, jos derivaattafunktio f’(z*) = 0.

Aletaan nyt tutkimaan yhden muuttujan funktion optimointia. Ensin tulee
selvittda, mista funktion dériarvokohtia eli minimeita ja maksimeita kannat-

taa etsi.

Lause 1.1.1. Oletetaan, etti funktio f(x) on derivoituva vdlilla I ja ettd
x* e 1. Jos x* on funktion paikallinen minimi tai maksimi, nisn ™ on joko

védlin I padtepiste tai f'(x*) = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd «* on funktion f(x) paikallinen minimi ja ettd z*
ei ole véalin [ péaatepiste. Koska funktio on derivoituva valilla I, f'(z*) on

olemassa. Nyt taytyy osoittaa, etta f'(z*) = 0.

Derivaatta f'(z*) on erotusosamédrin raja-arvon avulla ilmaistuna

. f(2) = f=T)

"(*) = lim ——————~=, 1.1

fi@®) = lim ———= (1.1)

Koska z* on paikallinen minimi, niin mééritelmén (1.1.1) nojalla f(z*) < f(x)

aina, kun x on riitdvin ldhelld minimikohtaa z*. Téll6in kaavassa (1.1) on
osoittaja f(z) — f(z*) > 0. Jos nyt 2* < z, niin x — 2* > 0 ja saadaan

f(z) = f(z%)

x —x* =

Jos taas z* > x, niin x — z* < 0 ja saadaan

[ - ) _
r—x*

Kaava (1.1) siis johtaa tulokseen f’(z*) > 0 tai f'(2*) < 0 riippuen siitd, mis-

td suunnasta x lahestyy pistettd x*. Raja-arvoksi saadaan taten valttaméatta,

ettd f'(z*) = 0. O
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Esimerkki 1.1.1. Tutkitaan funktiota f(z) = 22® — 222 + 1, joka on mé-

ritelty aina, kun x € R. Funktiolla ei ole globaaleja dariarvoja, silla

lim f(z) =400 ja lim f(z)= —ooc.

T——+400 T——00

Kriittiset pisteet eli derivaattafunktion
fl(z) =22 — 4o = 2(2x — 4)

nollakohdat ovat puolestaan x = 0 ja z = 2. Jos funktion kiyttaytymistéa
kriittisten pisteiden ldheisyydesséa tutkittaisiin tarkemmin, nahtéisiin, etté
pisteen z = 0 ldhelld funktio f(z) < f(0) = 1. Siis piste z = 0 on aito
paikallinen maksimi. Piste x = 2 osoittautuisi puolestaan aidoksi paikalliseksi
minimiksi, silld 1&helld sitéd funktio f(x) > f(2) = —3.

Kun yhden muuttujan funktiota aletaan optimoimaan, tulee siis ensin etsia
funktion krittiset pisteet ja tutkia sitten niiden laatu. On myos tutkittava
maéadrittelyvilin paatepisteiden laatu. Edellisessa esimerkisséa olisi voitu ko-
keilemalla tutkia, ovatko kriittiset pisteet minimeitd tai maksimeita. Kriit-
tisten pisteiden laatu voidaan kuitenkin selvittdda myos optimoitavan funk-
tion toiseen derivaattaan perustuvalla menetelmallé, joka esitetdan lauseessa
(1.1.3). Lauseen todistamisessa tarvitaan apuna Taylorin kehitelméé, joka on

todistettu kokonaisuudessaan ldhdeteoksessa [4].

Lause 1.1.2 (Taylorin kehitelmai). Oletetaan, etti f(x), f'(x) ja f"(x)
ovat olemassa suljetulla vdlilli [a,b] = {z € R : a < z < b}. Oletetaan
lisikst, ettd x ja x* ovat kaksi eri pistettd kyseiselld valilla. Tédlloin pisteiden
x ja x* viliselld janalla on olemassa sellainen piste z, etti

')

5 (z — %)%

f@) = f@") + (@) (x —27) +

Esitetdan seuraavaksi optimoitavan funktion toiseen derivaattaan perustuva

menetelma, jolla kriittisten pisteiden laatu saadaan selville.
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Lause 1.1.3. Oletetaan, ettd f(x), f'(z) ja f"(x) ovat kaikki jatkuvia vililla
I ja ettd piste z* € I. Oletetaan lisiksi, ettd x* on funktion f(x) kriittinen
piste.

(a) Jos f"(x) > 0 aina, kun x € I, niin x* on funktion f(z) globaali minimi;
(b) Jos f"(x) > 0 aina, kun x € I ja x # x*, niin x* on funktion f(x) aito
globaali minima;

(c) Jos f"(x*) > 0, niin x* on funktion f(z) aito lokaali minimi.

Todistus. Oletuksen perusteella f'(z*) = 0. Jos nyt piste z € I ja x # z*,

niin Taylorin kehitelmén nojalla

fo) = £ty + L a2 (12)

Téssé 2z on piste, joka sijaitsee pisteiden x ja x* viliselld janalla.

(a) Jos f"(x) > 0 aina, kun = € I, niin my6s f”(z) > 0. Talloin kaavan (1.2)
termi f”(z)(z — 2*)?/2 > 0 ja saadaan tulokseksi, etti f(z) > f(z*). Siis x*
on globaali minimi.

(b) Todistus menee kuten edelld kohdassa (a). Nyt vain f”(z) > 0, joten
tulokseksi saadaan epayhtalo f(z) > f(2*). Téten 2* on aito globaali minimi.
(c) Funktio f”(z) on oletuksen nojalla jatkuva ja nyt f”(z*) > 0. Télléin on
olemassa sellainen positiivinen luku ¢, ettd f”(z) > 0 aina, kun tarkastellaan
valid o* — § < x < x* + §. Siis, jos piste z on riittdvin ldhelld pistetta
r* mutta kuitenkin z # x*, niin termi f”(z)(z — 2*)*/2 > 0. Niin ollen
pisteen z* valittomassa laheisyydessé f(x) > f(2*) ja kyseessd on aito lokaali
minimi. 0
Huomautus. Edellisen lauseen (1.1.3) tulokset patevat luonnolliseti myos mak-
simeille. Korvataan vain kohtien (a), (b) ja (c¢) merkinnét f”(z) > 0, f”(z) > 0
ja f"(x*) > 0 merkinnoilla f”(x) <0, f"(x) < 0ja f"(z*) < 0.

Lisdksi on huomattava tilanne, jossa z* on funktion f(x) kriittinen piste,

mutta f”(z*) = 0. T4lloin lause (1.1.3) ei anna tietoa kyseisen kriittisen pis-



Luku 1. Klassinen rajoittamaton optimointi 7

teen laadusta, vaan funktion kiyttaytymista téllaisen pisteen laheisyydessé

tulee tutkia muulla tavalla.

Esimerkki 1.1.2. Tarkastellaan funktiota f(z) = 22% — 222 + 1, jota tut-
kittiin jo esimerkissd (1.1.1). T&lloin jo todettiin, ettd funktiolla ei ole glo-
baaleja dériarvoja. Sen sijaan piste = 0 on funktion aito lokaali maksimi
ja piste x = 2 taas aito lokaali minimi. Varmistetaan viela kriittisten pistei-
den x = 0 ja z = 2 laatu lauseessa (1.1.3) esitetylld optimoitavan funktion

toiseen derivaattaan perustuvalla menetelmallé.

Funktion toinen derivaatta on
f'(z) =4z — 4,

joten f”(0) = —4 < 0 ja f”(2) = 4 > 0. Néin ollen piste z = 0 on funk-
tion aito lokaali maksimi ja piste x = 2 taas aito lokaali minimi. Paadyttiin
siis samaan tulokseen kuin esimerkissé (1.1.1); nyt vain kriittisten pisteiden

laadun selvittdminen kévi helpommin.

1.2 Useamman muuttujan funktiot

Aloitetaan tarkastelu médritteleméalld useamman muuttujan funktion f(x)
optimointiin liittyvat peruskasitteet. Merkinnélla x tarkoitetaan tulevissa
tarkasteluissa vektoriavaruuden R™ vektoria (z1,xs,...,x,). Nyt esitetdan
taas ainoastaan minimiin liittyvat kasitteet, mutta maksimille voitaisiin laa-
tia vastaavat. Maaritelmé (1.2.1) on analoginen edelld yhden muuttujan funk-

tiolle esitetyn méaaritelméan (1.1.1) kanssa.

Maaritelma 1.2.1. Oletetaan, etté joukko D on vektoriavaruuden R"™ osa-
joukko ja ettd funktio f(x) on reaaliarvoinen ja méaéritelty joukossa D. Liséksi

ilmaistaan avointa x* keskeisté palloa merkinnallé
B(x*,0) ={xeR"| |x—x"|<d}, 6>0.

Télloin joukossa D sijaitseva piste x* on:
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(a) globaali minimi, jos f(x*) < f(x) aina, kun x € D;

(b) aito globaali minimi, jos f(x*) < f(x) aina, kun x € D ja x # x*;

(c) paikallinen minimi, jos on olemassa sellainen positiivinen luku ¢, etta
f(x*) < f(x) aina, kun x € D ja x € B(x*,0);

(d) aito paikallinen minimi, jos on olemassa sellainen positiivinen luku ¢, etta
f(x*) < f(x) aina, kun x € D, x # x* ja x € B(x",0);

(e) kriittinen piste, jos gradientti V f(x*) = 0. Siis, jos

of
8155

(x)=0, i=1,2,...,n.

Lauseessa (1.1.1) osoitettiin, ettd yhden muuttujan funktioiden &ériarvot
ovat joko médrittelyjoukon péédtepisteissa tai kriittisissd pisteissd. Osoite-
taan seuraavassa lauseessa, ettd useamman muutujan funktioiden kohdalla

tilanne on vastaavanlainen.

Lause 1.2.1. Oletetaan, ettd joukko D on vektoriavaruuden R™ osajoukko ja
ettd funktion f(x) kaikki ensimmdiset osittaisderivaatat ovat olemassa jou-
kossa D. Oletetaan myds, ettd piste x* on kyseisen joukon sisdpiste. Tdlloin,
jos X* on funktion f(x) paikallinen minimi, niin X* on myds funktion f(x)

kriittinen piste.

Todistus. Piste x* on sisépiste, joten on olemassa sellainen positiivinen luku
J, etta avoin pallo B(x*, ) sisdltyy joukkoon D. Koska x* on liséksi paikalli-

nen minimi, niin
f(x") < f(x) (1.3)
aina, kun x € B(x*,J).
Maaritelladn nyt yhden muuttujan funktio
g(x1) = f(x1, 25,235, ...,2,).

Koska funktion f(x) kaikki ensimméiset osittaisderivaatat ovat olemassa, niin

funktio g(z1) on derivoituva. Ehdon (1.3) perusteella taas g(z7) < g(z1)
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valilla 27 — 0 < o1 < 2] + d. Piste x7 el ole kyseisen vélin padtepiste, joten

lauseen (1.1.1) nojalla g'(x7) = 0. Toisaalta

=20

g’(xf) - a—xl(ff@;@sa s ,:L’n) - Oz, (X*>7

joten on osoitettu, ettd (0f/0x)(x*) = 0. Vastaavalla tavalla voidaan osoit-
taa, ettd (0f/0z;)(x*) = 0 aina, kun ¢ = 2,3, ..., n. Siis gradientti V f(x*) = 0

ja x* on funktion f(x) kriittinen piste. O

Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, ettd jos piste x* on maéaarittelyjoukon
sisépiste ja funktion f(x) paikallinen maksimi, niin se on my6s kyseisen funk-
tion kriittinen piste. Tarkastellaan kriittisten pisteiden méarittamista vield

esimerkin avulla.

Esimerkki 1.2.1. Tutkitaan funktiota f(x) = z? — 4z; + 273 + 7, joka on

médritelty aina, kun x € R2. Funktiolla ei ole globaalia maksimia, silli

lim f(x) = +o0.
[[x/[ =00

Otetaan selville funktion kriittiset pisteet.

0f(x)
8%1

0f(x)
81’2

= 2(131 —4 ja - 4$2,

joten kriittiset pisteet toteuttavat yhtalot
2]}1—4:0 ja 433’2:()

Koska tdma yhtalopari toteutuu ainoastaan, jos x1 = 2 ja x5 = 0, niin piste
(2,0) on funktion ainoa kriittinen piste. Kriittisen pisteen laatu voitaisiin nyt
selvittdd tutkimalla funktion kiyttaytymista kyseisen pisteen laheisyydessé,
miké voi olla tyolasta. Seuraavana tarkastellaankin tehokkaampia menetelmia
kriittsten pisteiden laadun maééaritykseen, joten palataan tdhédn esimerkkiin

vield myShemmin uudelleen.

Yhden muuttujan funktion tapauksessa kriittisten pisteiden laadun mééaritys

perustui optimoitavan funktion toisen derivaatan tutkimiseen. Useamman
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muuttujan funktioiden kohdalla tilanne on periaatteessa analoginen. Tarkas-
telussa tarvitaan apuna Taylorin kehitelméi, joka lauseessa (1.1.2) jo esitet-
tiin yhden muuttujan funktiolle. Nyt tarvitaan useamman muuttujan funk-
tiolle laadittua kehitelmé&é, joka on todistettu ldhdeteoksessa [3]. Ennen kuin
kyseinen lause esitetddn, on viela huomautettava seuraavista tarkasteluissa

kiytettavistd merkinnoista ja kasitteista:

(1) Matriisi A € R,,x, on m X n-matriisi, jonka vaakarivien lukumééra on
m, pystyrivien lukumé&érd n ja kaikki alkiot (a;;) ovat reaalisia;

(2) Olkoon matriisi A m x n-matriisi, jonka (i,j)-alkio on (a;;). Talloin sen
transpoosi A7 on n x m-matriisi, jonka (i,j)-alkio on (aj;);

(3) Matriisi A on symmetrinen, jos se on n x n-matriisi, jonka alkiot (a;;) ja

(aji) ovat samat. Tallsin A = AT,

Lause 1.2.2 (Taylorin kehitelmi useamman muuttujan funktiolle).
Oletetaan, ettd pisteet x* ja x ovat vektoriavaruuden R™ kaksi eri pistetti
ja ettd niiden vdlinen jana [x*,x] sisaltyy vektoriavaruuden R™ avoimeen
osajoukkoon D. Oletetaan lisiksi, ettd funktion f(x) kaikki ensimmdiset ja
toiset osittaisderivaatat ovat olemassa joukossa D. Talloin pisterden xX* ja x

vdliselld janalla [x*,x| on olemassa sellainen piste z, ettd
* * * 1 * *
Fx) = fx) + V) (x - x7) + 5 (x —x )P H f(z)(x —x).

Nyt gradientti V f on vektor:
Vf= ( of of . ﬁ) (1.4)

Oxy Oxs’ 7 Oz,

ja merkinndlld H f tarkoitetaan symmetristd n X n-matriisia, Hessin matrii-

s1a,
2f 2f
8I% Ox10x2 CTt Ox10xn
2 & 02/
Hf _ Ox20x1 az% T Ox20xn ) (15)
Y, oy
Oxndr1  Ozndra " ox2

Taylorin kehitelmén avulla saadaan tietoa kriittisten pisteiden laadusta, ku-

ten seuraava lause osoittaa.
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Lause 1.2.3. Oletetaan, ettd funktion f(x) kaikki ensimmdiset ja toiset osit-
taisderivaatat ovat jatkuvia vektoriavaruudessa R™ ja ettd piste X* on funk-
tion f(x) kriittinen piste.

(a) Piste x* on globaali minimi, jos (x —x*)TH f(z)(x — x*) > 0 aina, kun
x € R" ja z € [x*,x];

(b) Piste x* on aito globaali minimi, jos (x — x*)TH f(z)(x — x*) > 0 aina,
kun x € R", x # x* ja z € [x*,x];

(c) Piste x* on globaali maksimi, jos (x —x*)TH f(z)(x — x*) < 0 aina, kun
x € R" ja z € [x*,x];

(d) Piste x* on aito globaali maksimi, jos (x —x*)TH f(z)(x — x*) < 0 aina,
kun x € R", x # x* ja z € [x*,X].

Todistus. Piste x* on oletuksen mukaan funktion f(x) kriittinen piste, joten
ensimmaéinen osittaisderivaatta (0f/0z;)(x*) = 0, kun ¢ = 1,2,...,n. Siis
gradientti V f(x*) = 0. Jos nyt myos piste x € R” ja x # x*, niin Taylorin

kehitelmé useamman muuttujan funktiolle saadaan muotoon
* 1 * *
Fx) = F(x7) + 5 (x =x) " H f (2)(x = x7). (1.6)

Téssé piste z kuulu pisteiden x* ja x viliselle janalle [x*,x].

Tutkitaan lauseen viitetti (a). Viitteen mukaan (x —x*)T H f(z)(x—x*) > 0.
Télloin kaavan (1.6) perusteella f(x) > f(x*) aina, kun x € R". Téaten piste

x* on funktion f(x) globaali minimi ja véite on todistettu.

Loput lauseen viitteet (b)-(d) saadaankin nyt todistettua vastaavalla tavalla.
O

Lause (1.2.3) antaa siis useita sdéntoja sille, kuinka tekijan
(x —x")"H f(2)(x — x)

merkista voidaan pééatelld, millainen globaali dériarvo tarkasteltava kriitti-

nen piste on. Kyseisen merkin selvittdminen kokeilemalla eri arvoyhdistel-
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mia pisteille x, x* ja z on kuitenkin tyolasta, joten tarvitaan tehokkaampia

menetelmid. Naitd menetelmis kasitelldan tutkielmassa seuraavana.

1.3 Hessin matriisin definiittisyyden yhteys op-
timointiin

Tarkastellaan ensin matriisiin liittyvéa kvadraattista muotoa. Jos matriisi A

on symmetrinen n X n-matriisi, niin siihen liittyy kvadraattinen muoto

Qaly) =y Ay, (1.7)

missa vektori y € R".Méaritelladn seuraavaksi kvadraattisen muodon merk-

kiin liittyvat késitteet.

Maéritelma 1.3.1. Olkoon A symmetrinen nxn-matriisi ja Q) 4(y) kyseiseen

matriisiin liittyva kvadraattinen muoto. Talléin A ja Q4(y) ovat:

a) positiivisesti semidefiniittejd, jos Qa(y) = y' Ay > 0 aina, kun y € R";
(a) jé, y)=y'Ay y

(b) positiivisesti definiitteji, jos Qa(y) = y' Ay > 0 aina, kun y € R" ja
y #0;

(c) negatiivisesti semidefiniitteji, jos Qa(y) = y* Ay < 0 aina, kun y € R™;
(d) negatiivisesti definiittejd, jos Q4(y) = y' Ay < 0 aina, kun y € R" ja
y #0;

(e) indefiniittejd, jos on olemassa sellaiset kaksi eri vektoria y; € R”" ja

y2 € R™, ettd Qa(y1) = y17Ay1 > 0 ja Qa(y2) = y2' Ays < 0.

Lauseessa (1.2.2) todettiin, ettd jos funktion f(x) kaikki ensimmaéiset ja toiset
osittaisderivaatat ovat jatkuvia, niin Hessin matriisi H f(x) on symmetrinen
n x n-matriisi. Kun vield sijoitetaan kaavaan (1.7) vektorin y paikalle vektori

x — x*, voidaan Hessin matriisille kirjoittaa kvadraattinen muoto

Qux —x*) = (x —x")THf(z)(x — x¥). (1.8)
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Verrataan nyt kaavaa (1.8) lauseen (1.2.3) viitteisiin. Nahd&én, ettd opti-
moitavan funktion f(x) kriittisten pisteiden laatu riippuu itse asiassa Hessin
matriisin kvadraattisen muodon Qg (x — x*) merkistd. Téten lause (1.2.3)

voidaan madritelmén (1.3.1) perusteella kirjoittaa seuraavaan muotoon.

Lause 1.3.1. Oletetaan, ettd funktion f(x) kaikki ensimmdiset ja toiset osit-
taisderivaatat ovat jatkuvia vektoriavaruudessa R™ ja ettd sen Hessin mat-
riisi on H f(x). Oletetaan lisiksi, ettd piste X* on funktion f(x) kriittinen

piste.

(a) Piste x* on globaali minimi, jos H f(X) on positiivisesti semidefiniitti
vektoriavaruudessa R™;
(b) Piste x* on aito globaali minimi, jos H f(x) on positiivisesti definiitti
vektoriavaruudessa R™;
(c¢) Piste x* on globaali maksimi, jos H f(x) on negatiivisesti semidefiniitti
vektoriavaruudessa R™;
(d) Piste x* on aito globaali maksimi, jos H f(x) on negatiivisesti definiitti

vektoriavaruudessa R™.

Esimerkki 1.3.1. Tarkastellaan funktiota
1 1 1
flx) = Edlx% + Edﬁ% 4+ §dnxi,

missé kertoimet d; ovat kaikki reaalisia ja nollasta eroavia. Talloin funktion
gradientti
Vf(X> = (dll'l, dQIEQ, N ,dnl'n) =0

ainoastaan, jos x = 0. Siis piste x = 0 on funktion ainoa kriittinen piste.
Kriittisen pisteen laatu saadaan nyt péiteltyd lauseen (1.3.1) perusteella,
kunhan Hessin matriisin definiittisyys on saatu selville. Funktion f(x) Hessin
matriisi on kaavan (1.5) perusteella diagonaalimatriisi
d 0 ... 0
0 do ... O
Hix)=| . = .

0 0 ... d,
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ja kvadraattinen muoto puolestaan

Qu(y) =y Hf(X)y = di? + doy? + - - + dny?.

Kvadraattisessa muodossa kaikki nelidtermit y7 > 0. Néin ollen Hessin mat-

riisin H f(x) definiittisyys riippuu kertoimien d; arvoista seuraavalla tavalla:

(1) Hf(x) on positiivisesti semidefiniitti, jos d; > 0, kun i = 1,2,...,n;

(2) H f(x) on positiivisesti definiitti, jos d; > 0, kun i =1,2,...,n;

(3) H f(x) on negatiivisesti semidefiniitti, jos d; < 0, kun ¢t =1,2,... n;

(4) H f(x) on negatiivisesti definiitti, jos d; < 0, kuni =1,2,....n

(5) H f(x) on indefiniitti, jos ainakin yksi d; < 0 ja ainakin yksi d; > 0, kun
1=1,2,...,n

Kuten edellisen esimerkin perusteella ndhtiin, tarkasteltavan Hessin matriisin
definiittisyys voi olla toisinaan helppo méarittaéd ilman erityisempié apukei-

noja. Yleensa apukeinoja kuitenkin tarvitaan, joten késitelladn nyt niita.

1.3.1 Matriisin definiittisyyden selvittaminen determi-

nanttien avulla

Maaritelladn ensin johtavan padminorin késite.

Maaritelma 1.3.2. Oletetaan, ettd A on symmetrinen n X n-matriisi. Esi-
tetddn matriisin A vasemmassa ylidkulmassa olevaa k x k-alimatriisia mer-
kinnélla A, kun 1 < k£ < n. Talloin determinantti A, on matriisin A kokoa

k oleva johtava padminori. Siis, jos symmetrinen matriisi

a1y a2 ... Qip

Q12 Q22 ... Q2q
A= . . . )

A1y, A2p ... App

niin johtavat pdaminorit ovat

Al = a1y, AQ = det ( du iz ) yee ey An = detA.
a

12 A22
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Matriisin johtavat padminorit ja matriisin definiittisyys liittyvét toisiinsa seu-

raavassa lauseessa esitetylld tavalla.

Lause 1.3.2. Olkoon A symmetrinen n X n-matriisi ja 2 sen kokoa k oleva
johtava pdaaminori, kun 1 < k <n. Talloin:

(a) A on positivisesti definiitti matriisi, jos ja vain jos Ax > 0 aina, kun
1<k<n;

(b) A on negatiivisesti definiitti matriisi, jos ja vain jos (—1)*Ap > 0, kun
1<k <n.

Todistus. Lauseen todistaminen voitaisiin tehdd matemaattisen induktion
avulla. Ensin todistettaisiin, ettd viitteet pitéavait paikkansa kun n = 1. Sitten
tehtaisiin oletus, etta véaitteet ovat totta, kun n = k. Lopuksi suoritettaisiin
todistuksen varsinainen induktioaskel eli nédytettaisiin véitteiden paikkansa-
pitavyys, kun n = k + 1. Induktioaskeleen todistus on talla ketaa kuitenkin
niin vaivalloinen, ettd lauseen todistaminen matemaattisen induktion avul-
la, sivutetaan. Sen sijaan nyt todistetaan esimerkkiné, etta viite (b) pitaa

paikkansa kun n = 2.

Olkoon A symmetrinen 2 X 2-matriisi

Talloin sen kvadraattinen muoto on
QA(X) = XTAX = anx% -+ 2&121’11’2 + 0/221.%,
missd x = (x1,2) # 0. On siis kaksi mahdollisuutta:

(1) X = (‘Tlao)a T ?é 07
(2) X = ($1,$2), i) 7é 0.

Tarkastellaan tapauksia erikseen.

(1) X = (5131,0), 1 7é 0.

Viitteen (b) mukaisesti matriisi A on negatiivisesti definiitti, joten aina
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Qa(x) < 0. Nyt Qa(x) = ajz?, joten Qa(x) < 0 tdsmilleen silloin, kun
alkio a; < 0. Tédméan mukaan matriisin A positiiviselle definiittisyydelle on
siis olemassa ainakin sellainen ehto, ettd a; < 0.

(2) x = (z1,22), x2 #0.

Merkitaan nyt ;1 = txo, missa luku ¢ € R. Téalloin matriisin A kvadraattinen

muoto voidaan kirjoittaa muodossa
Qa(x) = [a11t® + 2a15t + a]al = @(t)23.

Nyt zo # 0, joten nelidllinen termi x3 > 0. Tiaten Q4(x) < 0 tésmaélleen sil-
loin, jos funktio ¢(t) = [a11t*+2a1a2t+ags] < 0 aina, kun ¢ € R. Tarkastellaan

funktiota ¢(t) seuraavaksi tarkemmin. Sen derivaatta on
gOl(t) = 2(1,11t + 2(1,12.

Derivaattafunktio ¢'(¢) = 0 tdsmaélleen silloin, kun t = —aj9/ay;. Siis funk-
tion ¢(t) ainoa kriittinen piste t* = —aj2/a1;. Funktion ¢(¢) toinen derivaatta

puolestaan on

QOH(t> = 2&11 .

Lauseen (1.1.3) nojalla tamé piste on siis aito globaali minimi, jos a;; > 0 ja
aito globaali maksimi, jos a;; < 0. Tapauksen (1) perusteella matriisi A on
kuitenkin negatiivisesti definiitti, jos ja vain jos alkio a;; < 0, joten kyseinen

kriittinen piste on nyt aito globaali maksimi. Siis ndhdaén, ettéa

2 1 a a
g0<t)§g0<t*):(p(_@):_@+a]22:_det( 11 12>

a1y a1 a1 a19 (99

aina, kun ¢t € R. Koska nyt alkio a;; < 0, niin funktio ¢(¢) < 0, jos ja vain

jos determinantti

det ( i ) =det4 > 0.

A2 a2
Nyt on siis todistettu, ettd symmetrinen 2 x 2-matriisi A on negatiivisesti de-
finiitti, jos ja vain jos sen johtavat pddminori A; = a;; < 0ja Ay = detA > 0.
O
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Huomautus. Vaikka matriisi A olisi symmetrinen n X n-matriisi, niin lauseen
(1.3.2) perusteella ei tule tehdé péételmid sen semidefiniittisyydesté. Jos esi-
merkiksi matriisin kaikki johtavat paaminorit A, ovat epénegatiivisia, niin

matriisi ei silti valttdmaéatta ole positiivisesti semidefiniitti.

Havainnollistetaan edeltévin lauseen kiyttod optimoinnissa vield yhden esi-

merkin avulla.

Esimerkki 1.3.2. Tutkitaan funktiota f(x) = 2? — 4z + 222 + 7, joka
on médritelty aina, kun x € R?. Jo aiemmin esimerkissi (1.2.1) todettiin,
ettd kyseisen funktion ainoa kriittinen piste x* on piste (2,0). Talléin ei
kuitenkaan viela osattu paatella taman kriittisen pisteen laatua. Funktio on
esitetty kuvassa 1.1, josta nahdaan kylla heti, ettd kriittinen piste on aito

globaali minimi.

Kuva 1.1: f(x) = 22 — 4x; + 223 + 7.

Jatketaan nyt tarkastelua ja osoitetaan vield matemaattisesti, ettd kriitti-
nen piste on todella aito globaali minimi. Funktion f(x) Hessin matriisi on

symmetrinen 2 X 2-matriisi

Hf(X)—<§Z>,
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jonka johtavat padminorit A; =2 > 0 ja Ay =det Hf(x) =2x4=8>0.
Lauseen (1.3.2) nojalla Hessin matriisi on siten positiivisesti definiitti ja
lauseen (1.3.1) perusteella kriittinen piste x* = (2,0) on funktion f(x) aito

globaali minimi.

1.3.2 Matriisin definiittisyyden selvittiminen ominaisar-

vojen avulla

Edelld esimerkissd (1.3.2) piti selvittdd 2 x 2-matriisin definiittisyys. De-
terminanttien avulla téllaisen pienen matriisin definiittisyys saatiin selville
pienella vaivalla. Sen sijaan, jos tarkasteltava matriisi on suuri, tarvitaan te-
hokkaampi menetelmé. Tassé osiossa késitelladnkin matriisin definiittisyyden

madrittamista ominaisarvoihin perustuen.

Kasitelladn ensin lyhyesti sitd, mitd matriisin ominaisarvoilla tarkoitetaan.
Oletetaan, ettd matriisi A on C,,«,-matriisi. Luku A € C on matriisin A
ominaisarvo, jos on olemassa sellainen nollavektorista eroava vektori x € C",
ettd Ax = Ax. Sanotaan, ettd vektori x on télldin ominaisarvoa A\ vastaava

ominaisvektori.

Helpoin tapa matriisin A ominaisarvojen selvittdmiseksi, on tutkia, koska
det(A — ) =0.

Toisin sanoen ominaisarvot ovat astetta n olevan yhtalon pa(A) = det (A —
Al) = 0 nollakohdat. Yhtaloa pa(A) kutsutaan matriisin A karakteristiseksi

polynomiksi.

Mainittakoon vield, etta jos A on karakteristisen polynomin k-kertainen nol-
lakohta, niin silloin kyseisen ominaisarvon kertaluku on k. Jos kukin ominai-
sarvo huomioidaan kertalukunsa verran, on n X n-matriisin ominaisarvojen

kokonaislukuméaara n.

Tarkastellaan seuraavaksi joitakin teorian kannalta tarpeellisia matriiseihin
ja ominaisarvoihin liittyvid ominaisuuksia. Apulauseiden véittaméat on todis-

tettu 1ldhdeteoksessa [5].
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Apulause 1.3.1. Olkoon A symmetrinen reaalinen n X n-matriisi. Talloin

patevdt seuraavat vaitteet:

(a) Matriisin A kaikki ominaisarvot ovat reaalisia;

(b) On olemassa n kappaletta sellaisia erilaisia ominaisvektoreita u; € R™,
ettd Au; = Mu;, kun 1 < i < n, ja ettd nimd ominaisvektorit ovat orto-
normaaleja eli ortogonaalisia yksikkovektoreita. Siis kyseiset ominaisvektorit
ovat kohtisuorassa toisiaan vasten ja normi || u; ||= 1, kun 1 <i < n;

(¢) Matriisi A voidaan kirjoittaa muodossa A = CDCT | missi matriisi D

on matriisin A ominaisarvoista koostuva diagonaalimatriisi
D = dl(l,g ()\1, )\2, P )\n)

Matriisi C' puolestaan koostuu matriisin A ominaisvektoreista, jotka kohdan

(b) nojalla ovat reaalisia ja ortogonaalisia ja joita on n kappaletta. Siis

C = (Ul,UQ,...,Un),

missd uj on matriisin C pystyrivi [uij, uaj, . . ., U] "
Apulause 1.3.2. Olkoon C reaalinen ja ortogonaalinen n x n-matriisi. Tdl-

loin CTC = CCT =T eli matriisin C kddnteismatriisi C~1 = CT .

Néiden kahden apulauseen avulla matriisin ominaisarvot saadaan nyt liitet-
tya matriisin definiittisyyden maarittamiseen. Esitetddn seuraavassa vain po-
sitiiviseen definiittisyyteen liittyvat véitteet, silld negatiiviseen definiittisyy-

teen liittyvat ovat vastaavanlaiset.

Lause 1.3.3. Olkoon A symmetrinen reaalinen matriisi. Tdllgin:

(a) matriisi A on positiivisesti definiitti tasmdlleen silloin, jos sen kaikki
ominaisarvot A\; > 0, kun 1 <1 <n;
(b) matriisi A on positiivisesti semidefiniitti tasmdalleen silloin, jos sen kaikki
ominaisarvot A\; > 0, kun 1 <i <mn;
(c) matriisi A on indefiniitti tasmdalleen silloin, jos ainakin yksi \; < 0 ja

ainakin yksi \; > 0, kun 1 < i < n.
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Todistus. Matriisi A on symmetrinen ja reaalinen n X n-matriisi, joten apu-

lauseen (1.3.1) kohdan (c) perusteella
A=C0DCT, (1.9)

missd D on matriisin A ominaisarvoista koostuva diagonaalimatriisi ja C
puolestaan matriisin A ortonormaaleista ominaisvektoreista koostuva mat-
riisi. Apulauseen (1.3.2) perusteella kiidinteismatriisi C~1 = C7 joten kaava

(1.9) saadaan mutoon
CTAC =C*CDC*C = D. (1.10)
Matriisin A kvadraattinen muoto on
Qa(x) = X" Ax, (L.11)

missd vektori x € R™ ja x # 0. Valitaan nyt vektori y € R" silld tavalla,
ettd vektori x = C'y. Matriisi C' on sdannollinen ja kdantyva, joten yhtalolla
Cy = 0 on vain triviaaliratkaisu y = 0. Koska kuitenkin vektori x # 0, niin
myos vektori y # 0. Sijoitetaan kaavaan (1.11) vektoriksi x = Cy, jolloin

matriisin A kvadraattinen muoto saa esityksen
Qa(x) =xTAx = (Cy)TACy = y"CTACy = y"Dy. (1.12)
Edelleen, kertomalla auki kaavan (1.12) oikea puoli, saadaan
Qa(x) = Myi + Aoyl + -+ + Ay, (1.13)

Tarkastellaan nyt sitd, millainen on kunkin ominaisarvon vaikutus kaavan
(1.12) nojalla kvadraattisen muodon merkkiin. Tété& varten valitaan vekto-
ri yO silld tavalla, ettd sen komponentti i saa arvon yksi ja muut n — 1
kappaletta komponentteja puolestaan arvon nolla. Kuten aiemmin jo todet-
tiin, vektori y # 0, joten kaikkien komponenttien arvo ei voi olla nolla. Nyt

vektori x = CyW ja kvadraattiseksi muodoksi tulee

Qa(x") = Ny = A, (1.14)
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kun 1 < < n. Siten ehto Q 4(x) > 0 pétee aina, jos ja vain jos kaikki ominai-
sarvot ovat positiivisia. TAmé todistaa lauseen véitteen (a). Ehto Q4(x) > 0
pétee taas aina, jos ja vain jos kaikki ominaisarvot ovat epanegatiivisia. Té-
ten viite (b) on todistettu oikeaksi. Jos on olemassa ainakin yksi positiivinen
ja yksi negatiivinen ominaisarvo, saa myos kvadraattinen muoto @ 4(x) seka

positiivisia ettd negatiivisia arvoja. Tdmaé todistaa kohdan (c). O

My6hemmin téssd tutkielmassa on esimerkki (1.4.1), jossa ominaisarvoja kéy-

tetddn apuna matriisin definiittisyyden méaarityksessa.

1.4 Paikalliset aariarvot ja satulapiste

Tahén astisessa tarkastelussa on useamman muuttujan funktioista pyritty
l6ytdméaan vain globaalit dédriarvot. Keskityttdan nyt tutkimaan funktion

muita huomion arvoisia pisteitd. Aloitetaan paikallisista dériarvokohdista.

Lause 1.4.1. Olkoon joukko D vektoriavaruuden R™ osajoukko ja oletetaan,
etti funktion f(x) kaikki ensimmdaiset ja toiset osittaisderivaatat ovat jat-
kuvia joukossa D. Oletetaan lisiksi, ettd piste x* on joukon D sisdpiste ja

funktion f(x) kriittinen piste.

(a) Piste x* on funktion f(x) aito paikallinen minimi, jos H f(x*) on posi-
titvisesti definiitti.
(b) Piste x* on funktion f(x) aito paikallinen maksimsi, jos H f(x*) on nega-

tiwvisesti definiitti.

Todistus. Véitteiden (a) ja (b) todistukset ovat samanlaiset, joten todiste-
taan ainoastaan kohta (b). Kéytetain todistuksessa apuna Hessin matriisin

H f(x) johtavia pddminoreita A;(x).

Viitteen (b) mukaan matriisi H f(x*) on negatiivisesti definiitti, joten lauseen
(1.3.2) perusteella (—1)*A;(x*) > 0, kun i = 1,2,...,n. Toisaalta funktion
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f(x) toiset osittaisderivaatat ovat nyt jatkuvia. Taten kaavan (1.5) perus-
teella myos Hessin matriisin H f(x) kaikki johtavat pddminorit A;(x) ovat

jatkuvia funktioita muutujan x suhteen.

Edeltivin perusteella siis funktiot (—1)"A;(x) ovat aina jatkuvia ja pisteessi
x* positiivisia. Talloin jokaista lukua ¢ kohti on olemassa sellainen positiivi-

nen reaaliluku r;, etta
(—1)'Ai(x) >0 (1.15)

aina, kun || x — x* ||< r;. Valitaan nyt luku r silld tavalla, ettd se on pienin
luvuista r;. Siis luku 7 = min{ry, re,..., 7, }. Tamén jélkeen epéyhtélo (1.15)
pétee aina, kun || x — x* ||< r. Lauseesta (1.3.2) seuraa tlloin, ettd Hessin

matriisi H f(x) on negatiivisesti definiitti, kun || x — x* ||< r.

Tarkastellaan seuraavaksi useamman muuttujan funktioille tarkoitettua Tay-
lorin kehitelméd eli lausetta (1.2.2). Koska x* on kriittinen piste niin kehi-

telmén mukaan
F6) = )+ =XV Hf () (x — ). (1.16)

Téssé piste z kuulu pisteiden x* ja x viliselle janalle [x*, x]. Koska nyt on
valittu, ettd || x — x* ||< 7, niin my6s || z — x* ||< r. Siis matriisi H f(z) on

negatiivisesti definiitti ja kaavassa (1.16) on termi
1
§(X —x"THf(z)(x —x*) < 0.

Taten f(x) < f(x*), kun || x — x* ||< 7 ja x # x*. f(x*) on funktion f(x)

aito paikallinen maksimi. O

Huomautus. Jos piste x* on funktion f(x) kriittinen piste ja Hessin mat-
riisi H f(x*) on semidefiniitti, ei edeltavéé lausetta voida kiyttaé kriittisen
pisteen laadun selvittdmiseen. Funktion kiyttaytymista kyseisen pisteen la-

heisyydessa on tutkittava muulla tavalla.

Paitsi, etté kriittinen piste voi olla funktion dariarvo eli maksimi tai minimi,

niin se voi olla myos funktion satulapiste. Maaritelldan satulapiste.
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Maaritelma 1.4.1. Oletetaan, ettd avoin joukko D on vektoriavaruuden R"
osajoukko ja ettd funktio f(x) on reaaliarvoinen ja mééritelty joukossa D.
Oletetaan lisiksi, etta piste x* on funktion f(x) sisdpiste ja kriittinen piste
joukossa D. Talloin piste x* on satulapiste, jos sen mielivaltaisen pienessa

ympéristossa 16ytyy sellaiset pisteet x ja y, ettd f(x) < f(x*) < f(y).

Optimoitavan funktion Hessin matriisin definiittisyyttd voidaan kiyttaa sa-

tulapisteiden 16ytédmiseen seuraavan lauseen avulla.

Lause 1.4.2. Oletetaan edelleen, ettd avoin joukko D on vektoriavaruuden
R"™ osajoukko. Oletetaan lisiksi, etti funktion f(x) kaikki ensimmdiset ja
toiset osittaisderivaatat ovat jatkuvia joukossa D ja ettd piste x* on kyseisen
joukon sisdpiste. Jos piste X* on funktion f(x) kriittinen piste ja Hessin

matriisi H f(x*) on indefiniitti, niin piste X* on funktion f(x) satulapiste.

Todistus. Oletuksen nojalla Hessin matriisi H f(x*) on indefiniitti. Talloin

on siis olemassa sellaiset nollasta eroavat vektorit y € R™ ja w € R", etta
Yy Hf(x )y >0 ja w Hf(x*)w <0. (1.17)

Oletuksena oli my6s, ettd funktion f(x) toiset osittaisderivaatat ovat jat-
kuvia, joten kaavan (1.17) epdyhtélot pateviat myos pisteen x* valittoméssa

lahiympéristossd. On siis olemassa sellainen positiivinen reaaliluku e, etta
Yy Hf(x* +ty)y >0 ja w! Hf(x*+tw)w <0 (1.18)
aina, kun | ¢ |< e. Méadritelldén nyt kaksi uutta funktiota
Y(t)=f(x"+ty) ja W(t) =[x +tw),

jotka on esitetty kuvassa 1.2.
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W)

Kuva 1.2: Satulapiste [3].

Piste x* on funktion f(x) kriittinen piste. Téten funktioiden Y'(t) ja W (t)

ensimmaisille derivaatoille
Y(t) = Vf(x" +ty)y ja W(t)=Vf(x +tw)w

pétee, ettd Y'(0) = W'(0) = 0. Siis piste t = 0 on funktioiden Y () ja W (t)

kriittinen piste. Kyseisten funktioiden toiset derivaatat ovat puolestaan
Y't) =y T Hf(x* +ty)y ja W'(t) =w! Hf(x* +tw)w.

Nyt ehtojen (1.18) perusteella Y”(0) = y"Hf(x*)y > 0 ja vastaavasti
W"(0) = wlH f(x*)w < 0. Titen, lauseen (1.1.3) mukaisesti, piste t = 0
on funktion Y'(¢) aito paikallinen minimi ja funktion W (t) aito paikallinen
maksimi. Jos siis siirrytéddn pisteestd x* vihénkin vektorin y suuntaan, funk-
tion f(x) arvot kasvavat. Vastaavasti, jos siirrytdén vahankin vektorin w
suuntaan, funktion f(x) arvot pienenevit. Piste x* ei siis ole maksimi eiké

minimi, vaan se on satulapiste. 0

Esitetdan tdmaéan osion lopuun vield yksi esimerkki funktiosta, jolla on seké
paikallisia ddriarvoja ettd satulapisteitd. Esimerkissd Hessin matriisien defi-
niittisyys ratkaistaan aiemmin esitetylld, matriisien ominaisarvoihin perus-

tuvalla menetelmalla.

Esimerkki 1.4.1. Tutkitaan reaaliarvoista funktiota f(xy,xs) = a3 + 23 —

321 — 1225+ 20, joka on jatkuva vektoriavaruudessa R2. Esimerkiksi raja-arvo

lim f(x1,0) = lim (2% —3z;) = +o0,

r1——+00 r1——+00
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koska termi z3 on dominoiva termiin 3z, verrattuna. Siis funktiolla f(z1, zs)

ei ole globaalia maksimia. Vastaavasti raja-arvo

lim f(z1,0) = lim (25 — 3z;) = —o0,

T1——00 T1——00
joten funktiolla f(x1,z5) ei ole myoskiédn globaalia minimié.

Otetaan sitten selville funktion kriittiset pisteet.

Of (w1, 72) Of (w1, 72)
81:1 ax2

joten kriittiset pisteet toteuttavat yhtalot

=322 -3 ja = 322 — 12,

3712 —3=0 ja 3x5—12=0.

Ensimmaéinen yhtalo toteutuu, jos x1 = £1 ja toinen, jos o = +2. Kriittisia
pisteité on siis nelja kappaletta: (1,2), (1,—2), (—1,2) ja (=1, —2). Tutkitaan
seuraavaksi, ovatko nama kriittiset pisteet paikallisia dariarvoja vai satula-

pisteitd. Funktion f(z1,x2) Hessin matriisi on symmetrinen 2 x 2-matriisi

6£L‘1 0
2

Tutkitaan ominaisarvomenetelmalld, mik& on kriittisen pisteen (1,2) laatu.
Nyt

Hf(1,2) = ( g 102 > : (1.20)

joten determinantti

det (Hf(1,2)—)\l> — det <6;A 120 A )

Karakteristiseksi polynomiksi saadaan p(A) = (6—\)(12—X) = A2 —18\+72,
ja sen nollakohdat ovat ominaisarvot \; = 6 ja Ay = 12. Koska molemmat
ominaisarvot ovat positiivisia, on matriisi (1.20) lauseen (1.3.3) nojalla posi-
tiivisesti definiitti. Lauseesta (1.4.1) seuraa nyt, etta piste (1,2) on funktion

f(x1,z5) aito paikallinen minimi.
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Vastaavalla tavalla saadaan ratkaistua, ettd pisteiden (1,—2) ja (—1,2) ta-
pauksessa ominaisarvot ovat 6 ja —12 ja pisteen (—1,—2) tapauksessa —6
ja —12. Samanlainen pééttely kuin pisteelle (1,2) antaa nyt ratkaisuksi, etta
piste (—1, —2) on funktion aito paikallinen maksimi. Pisteet (1, —2) ja (—1,2)
ovat puolestaan lauseen (1.4.2) nojalla funktion satulapisteitid. Optimoitava

funktio on vield esitetty kuvassa 1.3.

{224
II ,
SIS '4" \\

R
ORZ ,, Z //41, n \\
Q }'Z,',,?/%: RN
Il

Kuva 1.3: f(x1,79) = 23 + 23 — 32, — 1229 + 20.

1.5 Globaalit aariarvot ja koersiiviset funktiot

1.5.1 Lisatietoa globaaleista aariarvoista

Yleenséa optimointitehtévissd ei olla niinkddn kiinnostuneita funktion pai-
kallisista dariarvoista, vaan ennemminkin globaaleista dariarvoista. T&lloin
halutaan 16ytaé juuri ne optimaaliset olosuhteet, jotka esimerkiksi takaavat
tehtaalle mahdollisimman pienet tuotantokustannukset. Edellisten osioiden
perusteella optimoitavan funktion globaalit minimit ja maksimit 16ytyvét jo-

ko méaarittelyalueen reunapisteisté tai funktion kriittisisté pisteista.



Luku 1. Klassinen rajoittamaton optimointi 27

Lauseessa (1.3.1) tarkasteltiin optimoitavan funktion kriittisen pisteen laatua
siind tapauksessa, ettd maéritteyalueena on koko vektoriavaruus R”. Lauseen
perusteella kriittinen piste on funktion aito globaali maksimi, jos funktion
Hessin matriisi on aina negatiivisesti definiitti. Aito globaali minimi kriittinen

piste on puolestaan silloin, kun Hessin matriisi on aina positiivisesti definiitti.

Yleensa todellisissa optimointitehtavissd méarittelyalueelle on asetettu suu-
ria rajoituksia. Talloin funktion arvo méaritteyalueella olevissa kriittisissa
pisteissa seké alueen reunapisteissa on selvitettéava tarkemmin, jotta globaalit
aariarvot saataisiin selville. Kriittisten pisteiden tutkimisessa voidaan kayt-
tad téalloin apuna lauseen (1.4.1) antamaa tietoa paikallisten dériarvojen laa-
dusta. Jos maéarittelyalue erityisesti on kompakti eli suljettu ja rajoitettu,

kannattaa globaaleja dériarvoja aina etsid, kuten seuraava lause osoittaa.

Lause 1.5.1. Olkoon joukko D wvektoriavaruuden R™ suljettu ja rajoitettu
epatyhja osajoukko. Oletetaan lisiksi , ettd funktio f(x) on jatkuva mdadrit-
telyalueessa D. Talloin f(x) saavuttaa pienimmdn ja suurimman arvonsa
joukossa D. Toisin sanoen joukossa D on olemassa sellaiset pisteet X, in ja

Ximaz, €4 f(Xmin) < f(X) < f(Xmaz) aina, kun x € R,,.

Tama lause on yksi analyysin perustuloksista ja nyt sen todistus sivutetaan.

Todistus on esitetty kokonaisuudessaan lahdeteoksessa [6].

1.5.2 Koersiiviset funktiot

Téahan asti luvussa 1 esitetyt menetelmét funktion dériarvojen laadun tut-
kimiseksi ovat perustuneet pitkéilti optimoitavan funktion Hessin matriisin
definiittisyyden selvittdmiseen. Aina definiittisyytta ei kuitenkaan saada sel-
ville tai funktiolla voi olla globaali minimi, vaikka Hessin matriisi ei olisikaan
positiivisesti definiitti. Optimointia varten tarvitaan siis muita keinoja. Tar-
kastellaan nyt koersiivisuutta, yhta térkeda funktioihin liittyvda ominaisuut-

ta, jota voidaan kidyttda apuna optimoinnissa.
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Maaritelma 1.5.1. Oletetaan, ettd funktio f(x) on jatkuva koko avaruu-
dessa R"™. Télloin funktio on koersiivinen, jos

f(x) = 4o0.

l[x¢f| =00

Siis kaikkia reaalisia vakioita M > 0 kohti on olemassa sellainen positiivinen
luku 7y, ettd f(x) > M, kun || x ||> 7.

Koersiivisuuden yhdistdé optimointiin seuraava lause.

Lause 1.5.2. Olkoon funktio f(x) jatkuva koko vektoriavaruudessa R™. Jos
funktio f(x) on koersiivinen, niin talldin silla on ainakin yksi globaali mini-
mi. Jos lisiksi funktion f(x) kaikki ensimmdiset osittaisderivaatat ovat ole-
massa avaruudessa R™, niin globaalit minimit kuuluvat funktion kriittisiin

pisteisiin.

Todistus. Funktio f(x) on koersiivinen, joten raja-arvo limjx|—je f(X) =
+00. Koska funktion arvo kasvaa nyt rajatta liikuttaessa pisteestd x = 0
poispéin, niin funktio f(x) saa suuria arvoja normin || x || ollessa suuri.

Téten on olemassa sellainen positiivinen luku r, etta

f(x) > £(0) (1.21)

aina, kun || x ||> r.

Tutkitaan seuraavaksi origokeskeisté ja r-siteistd joukkoa
B(0,r)={xeR"| [ x]|<r},

joka on suljettu ja rajoitettu. Muistetaan myos oletus, ettd funktio f(x)
on jatkuva koko avaruudessa R". Télloin funktiolla lauseen (1.5.1) nojalla
on minimi joukossa B(0,r). Merkitd#in titd minimipistettd x*. Koska tidméi

piste on joukon minimi, niin

fx) < f(x) (1.22)
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aina, kun x kuuluu joukkoon B(0,r). Piste x = 0 kuuluu joukkoon B(0, ),

joten nyt patee myos ehto

f(x7) < f(0). (1.23)

Yhdistamaéllda ehdot (1.21) ja (1.23) ndhdéén siten, etta

f(x) < £(0) < f(x) (1.24)

aina, kun piste x ei kuulu joukkoon B(0, 7). Edelleen ehtojen (1.22) ja (1.24)
perusteella ndhddén nyt, ettd f(x*) < f(x) aina, kun x € R". Néin ollen on

osoitettu, ettd piste x* on funktion f(x) globaali minimi.

Jos vield lisdksi funktion f(x) kaikki ensimmaéiset osittaisderivaatat ovat jat-
kuvia avaruudessa R™, niin gradientti V f(x*) on olemassa kaikkialla. Koska
piste x* on minimi ja méérittelyalueen R™ sisépiste, niin lauseen (1.2.1) no-

jalla V f(x*) = 0. Siis kyseessé on funktion f(x) kriittinen piste. O

Esimerkki 1.5.1. Tehtdvina on nyt selvittda funktion
f(zy,z9) = 2 + 25 — 3223

globaali minimi. Funktio on mééritelty koko avaruudessa R2. Otetaan ensin

selville funktion kriittiset pisteet.

af(xla xQ)
8371

af(xlv 132)
8x2

=42° ja = 43 — 64xs,

joten kriittiset pisteet toteuttavat yhtalot
423 =0 ja dag(r; —16) = 0.

Molemmat yhtdlot toteuttavia pisteité eli funktion f(xq,x9) kriittisia pistei-
td on kolme kappaletta: (0,0), (0,4) ja (0,—4). Funktion f(zq,x2) Hessin

matriisi on puolestaan symmetrinen 2 X 2-matriisi

1222 0
Hf(xy,29) = ( 0 ! - ) .
2
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Lauseen (1.3.1) avulla ei voida nyt tehdé johtopadtoksia globaalin minimin
olemassaolosta, silld Hessin matriisi ei ole aina positiivisesti definiitti. Esi-
merkiksi pisteessd (1,2) matriisin johtava pddminori A; = 12 > 0, mutta
sitd vastoin Ay = 12 % (12 x4 — 64) = —192 < 0.

Tutkitaan seuraavaksi, onko funktio f(z1,x2) koersiivinen. Funktio voidaan

kirjoittaa muodossa

Flansas) = (o + o) (1 _ 32 )

m‘ll + x%
Nyt termi 3223/(z] + x3) — 0, kun normi || @, 25 ||= /22 + 23 — +oo.
Téten funktio f(z1,z9) on koersiivinen, silla

lim  f(zy,29) = (2] + 23)(1 — 0) = +o0.

lz1,22||—+00

Lauseen (1.5.2) nojalla, joku koersiivisen funktion kriittisistd pisteistd on glo-
baali minimi. Kokeilemalla ndhddén, etta f(0,0) = 0ja f(0,4) = f(0,—4) =
—256, joten pisteet (0,4) ja (0,—4) ovat molemmat funktion globaaleja mi-

nimeita.



Luku 2
Konveksi optimointi

Luku 1 lopetettiin tarkastelemalla koersiivisten funktioiden optimointia. T4&-
mé koko luku késittelee toista erikoistapausta, konvekseja funktioita, jotka
ovat térkeitd esimerkiksi monissa taloustieteen optimointiongelmissa. Myo-
hemmin luvussa 3 tullaan tutustumaan yhteen konvekseihin funktioihin liit-
tyvistd mielenkiintoisista sovelluksista, geometriseen optimointiin. Aloitetaan

aiheen késittely konveksisuuteen liittyvista peruskasitteista.

2.1 Konveksit joukot ja funktiot

Maaritelma 2.1.1. Olkoon joukko C' vektoriavaruuden R"™ osajoukko. Téal-

16in C' on konveksi joukko, jos pisteitd x; ja x yhdistdva jana
[x1,%0] = {x1 + A(x2 — %) : 0 <A< 1}

sisdltyy joukkoon C' aina, kun pisteet x; ja x5 ovat joukon C' pisteita.

Pisteitd x; ja xo yhdistdva jana voidaan esittdd myos muodossa
[x1, %] ={Ax2+ (1 = A)x3 : 0 < A < 1},

Téata esitysta kiyttden méaaritellddn seuraavaksi konveksi funktio.
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Maaritelma 2.1.2. Olkoon C' vektoriavaruuden R™ konveksi osajoukko ja

f(x) reaaliarvoinen funktio, joka on mééritelty joukossa C'. Télloin:

(a) funktio f(x) on konveksi joukossa C, jos
JOX+[1 = Alx2) < Af(x1) + (1= A)f(x2)

aina, kun x; ja x5 ovat joukon C pisteitd ja 0 < A < 1;

(b) funktio f(x) on aidosti konveksi joukossa C jos
FOx+[1 =A%) <Af(x1) + (1= A) f(x2)
aina, kun x; ja xy ovat joukon C kaksi eri pistettd ja 0 < A < 1.

Huomautus. Jos konveksin funktion méaritelméssid merkinnit < ja < korva-
taan merkinnoilld > ja >, saadaan konkaavin funktion maéritelma. Tulevissa
tarkasteluissa konkaaveita funktioita ei silti tarkastella, koska niitd koskevat
tulokset saadaan johdettua helposti konvekseja funktioita koskevista tulok-

sista. Jos néet funktio f(x) on konkaavi, niin — f(x) on silloin konveksi.

Tarkastellaan viela lyhyesti, millaisia konveksit funktiot oikeastaan ovat. Teh-
ddan tarkastelut selkeyden vuoksi yhden muuttujan funktiolle. Kuva 2.1 ha-

vainnollistaa selitysta.

y4

(1, f(x1))
(u, Af(x)) + (1 = D) f(xp)

(u, f(u))
~
A/(

X u >~ X

(x2, f(x2))

Kuva 2.1: Aidosti konveksi funktio [3].

Olkoon f(z) reaaliarvoinen funktio ja méaéritelty vélilla I. Olkoot liséksi pis-

teet x1 ja xo valin I kaksi satunnaisesti valittua pistettd. Télloin méaritel-
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mén (2.1.2) perusteella f(z) on konveksi funktio valilld 7, jos kyseiselld vélil-
14 funtion kuvaaja ei ole koskaan funktion pisteitd (x1, f(z1)) ja (z9, f(x2))
yhdistéavan janan ylapuollella. Jos lisdksi z; ja x5 ovat vélin [ eri pisteitd ja
funktion f(z) kuvaaja on koko jana funktion pisteité (z1, f(x1)) ja (z9, f(x2))

yhdistévan janan alapuolella, funktio on aidosti konveksi.

Oletetaan vield, ettéd konveksi funktio on derivoituva vélilla I. Jos téalloin tar-
kasteltaisiin pisteeseen (u, f(u)) piirretyn tangentin kuvaajaa, néhtéisiin, etta
saatu tangenttisuora ei ole koskaan funktion kuvaajan ylapuolella. Tangent-
tisuora on puolestaan koko ajan funktion kuvaajan alapuolella, jos funktio

on aidosti konveksi.

2.2 Konveksisuuden yhteys optimointiin

Seuraava lause osoittaa, ettd funktioiden konveksisuutta voidaan kayttaa

apuna optimoinnissa.
Lause 2.2.1. Olkoon C' avaruuden R"™ konveksi osajoukko ja f(x) mddritelty
ja konveksi funktio joukossa C'. Olkoon lisiksi x* joukon C piste. Tdlloin:

(a) jos piste x* on funktion f(x) paikallinen minimi, niin se on myds globaali
minimi joukossa C';
(b) jos piste x* on funktion f(x) aito paikallinen minimi, niin se on myds

atto globaali minimi joukossa C'.

Todistus. Todistetaan ainoastaan kohta (a), koska kohdan (b) todistus menee

samalla tavalla.

Nyt konveksin joukon C' piste x* on funktion f(x) paikallinen minimikohta

kyseisesséd joukossa. Téten on olemassa sellainen positiivinen luku r, etta

fx) < f(x) (2.1)

aina, kun || x —x* ||[<rjax € C.
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Tarkastellaan seuraavaksi joukosta C' satunnaisesti valittua pistettd y. Yh-

distetdan pisteet x* ja y janalla
Xyl ={Ay+ (1 -A)x":0< A< 1},

Koska pisteet x* ja y ovat molemmat konveksin joukon C' pisteitd, niin myo6s
janan pisteet kuuluvat joukkoon C'. Huomataan myos, ettd mitd pienempi
arvo luvulle A valitaan, sitd lahempéané janalla ollaan pistetta x*. Kun luvulle
A siten valitaan tapeeksi pieni arvo A,, paddytaéin joukon C pisteeseen z, jolle

pétee || z — x* ||< r. Siis ehdon (2.1) nojalla

fxX) < fz) = FOuy +[1 = Ax7). (2.2)

Koska oletuksen nojalla funktio f(x) on konveksi, niin ep#yhtélosté (2.2)

seuraa

JE) SAfy) + L= Alf(x) = A f(y) + F(xT) = A f(x7). (23)

Nyt, kun vdhennetédén tekija f(x*) epayhtdlon (2.3) molemmilta puolilta ja

jaetaan epayhtalo vield positiivisella vakiolla A, saadaan tulokseksi

fx) < f(y).

Piste y oli nyt valittu satunnaisesti joukosta C', joten saatu tulos pétee kaikil-
le joukon C' pisteille. Siis piste x* on funktion f(x) globaali minimi joukossa

C. O

Ennen kuin voidaan esittaé lisdéd konveksien funktioiden optimointia helpot-
tavia apukeinoja, taytyy tarkastella seuraavaa lausetta. Lauseen todistus pe-

rustuu lahdeteokseen [7].

Lause 2.2.2. Oletetaan, ettd joukko C' on avaruuden R" konveksi osajoukko.
Oletetaan lisiksi, etti funktion f(x) kaikki ensimmdiset osittaisderivaatat

ovat jatkuvia joukossa C'. Tdlloin:

(a) funktio f(x) on konveksi joukossa C, jos ja vain jos

fx)+Vix)(y —x) < f(y)
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aina, kun pisteet x ja y kuuluvat joukkoon C';

(b) funktio f(x) on aidosti konveksi joukossa C, jos ja vain jos

fx)+Vfx)(y —x) < f(y)

aina, kun pisteet x ja 'y kuuluvat joukkoon C' ja x #y.

Todistus. Todistetaan lauseesta kohta (a).

Oletetaan ensin, ettd funktio f(x) on konveksi joukossa C' ja ettd pisteet x
ja'y kuuluvat joukkoon C'. Talloin piste Ay + (1 — \)x kuuluu my6s joukkoon
C, kun 0 < A < 1. Koska funktio on konveksi, niin

Oy +[1=Ax) < Af(y) + (1= ) f(x),

mikd saadaan esitettyd termeja uudelleen jéarjestelemélld muodossa

FH+Aly =x]) = f(x) < Alf(y) = F(x)]. (2.4)

Tarkastellaan sitten epéyhtélon (2.4) vasenta puolta. Funktion f(x) kaikki
ensimmaiset osittaisderivaatat ovat lauseen oletusten nojalla olemassa jou-
kossa C'. Téaten analyysin perustuloksiin kuuluvan véliarvolauseen nojalla on

valilla [x,x 4+ Ay — x)| olemassa sellainen piste z, etti
fxH+Aly =x)) = f(x) = VF(@z)(x+ Ay -x]-x)
— Vi@Ay - x). (25)

Sijoitetaan nyt kaava (2.5) epayhtéaloon (2.4). Télloin saadaan, etté

Viz)Ay —x) < A[f(y) — f(x)].

Jaetaan tdma epayhtalo seuraavaksi positiivisella luvulla A ja siirretdén termi

f(x) vasemmalle puolelle. Néin on saatu, etta

fx)+Vfz)(y —x) < f(y)

Huomioidaan vield, ettd kun luku A — 0 niin piste z — x. Tulokseksi

saadaan lauseen kohdan (a) viite eli

f(x)+ VIix)(y —x) < f(y)
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Puolet kohdan (a) todistuksesta on nyt tehty. Vield pitédé tutkia, pitd&ko
kohta (a) paikkansa myos silloin, kun tarkastelu tehdéén toiseen suuntaan.
Oletetaan siis nyt, ettd f(x) + Vf(x)(y —x) < f(y) aina, kun pisteet x ja

y kuuluvat konveksiin joukkoon C.

Joukko C' on konveksi joten piste z = A\x + (1 — \)y kuuluu myo6s joukkoon

C, kun 0 < A < 1. Piste y voidaan taten esittdd muodossa

Z — AX
y = 1\
josta edelleen seuraa, etta
Z — X
A S W
—ANx—12z
- %A) (2.6)

Tarkastellaan nyt pisteparia (y,z). Oletuksen nojalla pétee epayhtalod

f(2)+Vf(z)(y —2z) < f(y).
Sijoitetaan tdhén epayhtdloon kaava (2.6), jolloin

1@+ Vi@ (5 ) -9 < £

Kerrotaan tama epayhtalo puolittain positiivisella luvulla 1—A ja jérjestetdan

sitten epayhtédlon vasemman puolen termejé hieman toisin. Saadaan, etta

f(2) = Alf(2) + V[(z)(x = 2)] < (1 =N [f(y)-

Téasta seuraa edelleen, etta

f(2) S A[f(2) + Vf(z)(x = 2)] + (1 = M) f(y). (2.7)

Tarkastellaan vield pisteparia (x,z). Oletuksen nojalla patee epéyhtélo

f(2) +V[(z)(x —2) < f(x). (2.8)

Sijoitetaan tdmé epéayhtilo (2.8) edelld johdettuun epéyhtéloon (2.7). Télloin

f(z) = FOx+[1 = Ay) < Af(x) + (1 =) f(y).
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Né&in on osoitettu, ettd funktio f(x) on konveksi ja lauseen viite (a) on

todistettu myo6s toiseen suuntaan.

Lauseen kohdan (b) todistus menee periaatteessa samalla tavalla kuin kohdan
(a). O

Tarkastellaan vield lyhyesti edellisen lauseen (2.2.2) ideaa. Funktion f(x)
pistettd (x, f(x)) sivuava tangenttitaso on Py = {(y,y) € R"™ . y =
f(x) + Vf(x)(y — x)}. Lauseen kohdan (a) mukaan tdmén tangenttitason
pisteet (y,y) eivét ole koskaan funktion pisteiden (y, f(y)) yldpuolella, jos
funktio on konveksi. Jos funktio taas on aidosti konveksi, niin lauseen koh-
dan (b) nojalla pisteet (y,y) ovat ehdottomasti funktion pisteiden (y, f(y))
alapuolella, kunhan y # x.

Lauseesta (2.2.2) saadaan nyt yksinkertaisesti johdettua seuraava, optimoin-

nin kannalta mielenkiintoinen tulos.

Lause 2.2.3. Oletetaan, ettd joukko C' on avaruuden R™ konveksi osajoukko
ja ettd funktion f(x) kaikki ensimmdiset osittaisderivaatat ovat jatkuvia jou-
kossa C. Oletetaan lisiksi, ettd joukon C' piste x* on funktion f(x) kriittinen

piste. Tdlloin:

(a) piste x* on globaali minimi, jos funktio f(x) on konveksi joukossa C;
(b) piste x* on aito globaali minimi, jos funktio f(x) on aidosti konveksi

joukossa C'.

Todistus. Olkoon piste x satunnaisesti valittu joukon C' piste ja lisdksi x*
funktion f(x) kriittinen piste joukossa C. Luvun 1 perusteella téllin gra-
dientti V f(x*) = 0 ja lauseen (2.2.2) nojalla

JX)+ V) x-x) = f(x7) < f(x)

Koska piste x oli nyt satunnaisesti valittu, niin piste x* on globaali mini-
mi. Vastaavalla tavalla saataisiin osoitettua, ettd aidosti konveksin funktion

kriittinen piste on aito globaali minimi. O
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Témén osion alussa lauseessa (2.2.1) osoitettiin siis, ettd konveksin funktion
paikalliset minimit ovat my6s globaaleja minimeitd. Nyt lause (2.2.3) osoitti,
ettd itse asiassa konveksin funktion kaikki kriittiset pisteet ovat globaaleja
minimeita.

Jotta funktion konveksisuutta voitaisiin kdyttdd apuna optimoinnissa, pitda
funktion konveksisuus tietysti pystya osoittamaan. Konveksisuuden osoitta-
minen mééritelmiin (2.1.2) perustuen voi kuitenkin olla ty6lédsti. Seuraavana
aletaan siksi tutkimaan konveksien funktioiden tunnistamiseen liittyvia apu-

keinoja.

2.3 Konveksien funktioiden tunnistaminen

Luvun 1 lauseessa (1.3.1) osoitettiin yleisesti, ettd funktion f(x) kriittiset
pisteet ovat globaaleja minimeité, jos funktion Hessin matriisi on positiivi-
sesti semidefiniitti. Edellisen osion lause (2.2.3) taas osoitti, etté jos funktio
on konveksi, niin sen kaikki kriittiset pisteet ovat globaaleja minimeita. On
siis odotettua, ettd funktion konveksisuuden maarittdminen saadaan liitettyé

funktion Hessin matriisin definiittisyyteen.

Lause 2.3.1. Olkoon avoin joukko C' taas vektoriavaruuden R™ konveks:
osajoukko ja funktio f(x) konveksi joukossa C. Olkoon lisiksi funktion kaikki

toiset osittaisderivaatat jatkuvia kyseisessd joukossa. Tdlloin:

(a) funktio f(x) on konveksi, jos sen Hessin matriisi H f(x) on positiivisesti
semidefiniitti aina, kun x € C;
(b) funktio f(x) on aidosti konveksi, jos sen Hessin matriisi H f(x) on posi-

tiivisesti definiitti aina, kun x € C.

Todistus. Olkoot x ja y kaksi joukon C' satunnaisesti valittua pistetta. Kos-
ka joukko C' on konveksi, niin se sisaltdd myos pisteiden x ja y vélisen janan

[x,y]. Lauseessa (1.2.2) taas esitettiin Taylorin kehitelmé useamman muut-
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tujan funktiolle, jonka mukaan

Fly) = FO) + VIR =)+ 5y — ) H )y ).

Koska téssé kehitelméssé piste z kuuluu vélille [x, y], niin se kuuluu nyt myos
joukkoon C. Jos funktio f(x) on positiivisesti semidefiniitti, niin luvun 1

perusteella termi (y — x)"H f(z)(y — x)/2 > 0. T&lloin saadaan, etti

fly) 2 f(x) + Vf(x)(y — x).

Lauseen (2.2.2) nojalla funktio on néin ollen konveksi.

Vastaavasti, jos termi (y — x)TH f(z)(y —x)/2 > 0 ja y # x, niin

fy) > f(x) + Vix)(y —x)
ja kyseessa on aidosti konveksi funktio. O

Huomautus. Tarkastellaan erikoistapauksena yhden muuttujan funktiota f(x).
Funktio on lauseen (2.3.1) perusteella konveksi, jos sen toinen derivaatta
f"(xz) > 0. Jos taas f”(x) > 0, niin funktio on aidosti konveksi. Néiden tu-
losten todistaminen tapahtuu juuri kuten edelldkin, mutta nyt apuna kan-
nattaa kiyttaa lauseessa (1.1.2) esitettyd yhden muuttujan funktion Taylorin

kehitelméaa.

Esimerkki 2.3.1. Jo aiemmin esimerkeissé (1.2.1) ja (1.3.2) tutkittiin funk-
tiota f(x) = 23 — 4xy + 223 + 7. T&lloin funktion Hessin matriisin definiit-
tisyys selvitettiin sen determinanttien avulla. Matriisi on positiivisesti defi-
niitti. Néin ollen kyseinen funktio kiy lauseen (2.3.1) perusteella esimerkkiné
my0s aidosti konveksista funktiosta. Lisdksi aiemmissa esimerkeisséa todettiin,
ettéd kyseisen funktion ainoa kriittinen piste on aito globaali minimi. Koska

funktio on konveksi, niin lause (2.2.3) antaa nyt saman tuloksen.

Edellisessa esimerkissa tarkateltiin funktiota, jonka definiittisyyden ja siten
my0s konveksisuuden mééarittdminen on helppoa. Usein matriisin definiitti-

syyden maarittaminen voi olla kuitenkin vaikeaa, vaikka apuna kaytettaisiin
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luvussa 1 esiteltyja matriisin determinantteihin ja ominaisarvoihin perustu-
via menetelmii. Seuraavassa lauseessa esitellidn muutamia hyvid apukeinoja,
jotka helpottavat funktioiden konveksisuuden toteamista ja siten myos niiden

optimointia.
Lause 2.3.2. Olkoon joukko C' taas avaruuden R"™ konveksi osajoukko.

(a) Jos funktiot fi(x), fa(X),..., fn(X) ovat kaikki konvekseja joukossa C,
niin myos summafunktio f(x) = f1(x) + fa(x) +- - -+ fn(x) on konveksi. Jos
taas yksikin funktioista f;(x) on aidosti konveksi, niin sitd on myds summa-
funktio.

(b) Jos funktio f(x) on konveksi joukossa C' ja o on positiwvinen luku, niin
myds funktio af(x) on konveksi. Vastaava tulos pdtee aidosti konveksille
funktiolle.

(¢) Olkoon funktio f(x) konveksi joukossa C' ja olkoon sen arvojoukko D € R.
Oletetaan lisiksi, ettd funktio g(y) on konveksi ja kasvava funktion f(x) arvo-
joukossa D. Tdlloin yhdistetty funktio g(f(x)) on konveksi. Jos taas funktio
f(x) on aidosti konveksi ja funktio g(y) konveksi sekd aidosti kasvava, niin

yhdistetty funktio on aidosti konveksi.

Todistus. Oletetaan todistuksessa, ettd pisteet x ja y kuuluvat konveksiin
joukkoon C'. Tdten myos janan Ax + (1 — \)y pisteet sisdltyvit joukkoon C
aina, kun 0 < A < 1.

(a) Tarkastellaan nyt joukossa C' konvekseja funktioita fi(x), fo(x),. .., fo(X).

Talloin summafunktio

fOx+[1=Ay) = (fi+-+f)Ax+[1-Ay)
= fAx+[1=ANy)+ -+ fu(Ax+[1 = Ay)
< M)+ L= Af(y) + 4 Afa(x) + [1 = Alfa(y)
= AMfit- A+ L)E) L= A4+ ) ().
Summafunktio f(x) on siis osoitettu konveksiksi. Jos sen sijaan yksikin funk-

tioista f;(x) on aidosti konveksi, niin edellisesti paittelysta tulee aito epdyh-

talo. Tama tekee summafunktiosta aidosti konveksin.
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(b) Funktio f(x) on nyt konveksi ja « on positiivinen luku. Téalloin

af(Ax+[1=Ay) < a(Af(x)+[1-Af(y))
= Adaf(x)+[1 = Aaf(y)

ja funktio o f(x) on konveksi. Jos taas funktio f(x) on aidosti konveksi, niin
edellisesté padttelystd tulee aito epéyhtdlo ja funktiosta af(x) néin ollen

aidosti konveksi.

(c) Olkoon funktio f(x) konveksi, joten

SO+ [1=Ay) <Af(x)+[1=Af(y). (2.9)

Koska oletettiin, ettd funktio g(y) on kasvava funktion f(x) arvojoukossa,

niin epdyhtélon (2.9) nojalla

g(fAx+[1 = Ay)) < g(Af(x) +[1 = Alf(y))- (2.10)

Koska oletuksen nojalla funktio ¢g(y) on myos konveksi funktion f(x) arvo-

joukossa, niin
g f(x) +[1 = A f(y) < Ag(f(x)) +[1 = Ng(f(¥))- (2.11)
Epéayhtaloistd (2.10) ja (2.11) seuraa siis, etté
g(f(Ax+[1 = Aly)) < Ag(f(x)) + [L = Ng(f(¥))-

Niin ollen yhdistetty funktio g(f(x)) on konveksi. Jos taas edelld funktio
f(x) on aidosti konveksi ja funktio g(y) puolestaan aidosti kasvava, tulee
epayhtéloista (2.9) ja (2.10) aitoja. Téll6in yhdistetty funktiokin on aidosti
konveksi. O

Padtetadn tdmé luku yhteen laajempaan esimerkkiin konveksin funktion op-

timoinnista.

Esimerkki 2.3.2. Etsitddn minimi funktiolle

fx) = af + af + e,
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joka on médéritelty avaruudessa R2. Otetaan ensin selville funktion kriittiset

pisteet.

833'1 83:2

joten kriittiset pisteet toteuttavat yhtalot

. :c2+x2
= 229 + 2x9e"17 "2,

221 (14 €"1%3) =0 ja 2my(1+ €"1H73) = 0.

Termi e*i+72 > 0, joten ainoa edelliset yhtalot toteuttava piste eli kriittinen
piste on (0,0). Funktion f(x) Hessin matriisi olisi erittdin monimutkainen,
joten on tutkittava jollain muulla tavalla, onko piste (0,0) funktion globaali
minimi. Tutkitaan nyt, onko funktio f(x) konveksi. Jos se on, niin lauseen

(2.2.3) perusteella kriittinen piste on globaali minimi.

Tarkasteltava funktio voidaan kirjoittaa my6s muodossa
f(x) = h(x) + g(h(x)),
missa
h(x) =i +a5 ja g(y) =e.

Funktio ¢g(y) on aidosti kasvava, silla derivaatta ¢'(y) = e¥ > 0 aina, kun
y € R. Siis luonnollisesti g(y) on aidosti kasvava myos funktion h(x) arvo-
joukossa. Vastaavasti toinen derivaatta ¢”(y) = e¥ > 0, joten lauseen (2.3.1)

huomautuksen perusteella funktio g(y) on aina aidosti konveksi.

Funktion h(x) Hessin matriisi on puolestaan

Hf<x>:(§g).

Esimerkiksi luvussa 1 esitetyn determinanttikriteerin avulla, voidaan nopeas-
ti todeta, ettd matriisi on positiivisesti definiitti. Lauseen (2.3.1) nojalla funk-

tio h(x) on siis aidosti konveksi.

Kéytetddn seuraavaksi apuna lauseen (2.3.2) tuloksia. Kohdan (c) perusteel-

la yhdistetty funktio g(h(x)) on aidosti konveksi. Néin on siksi, ettd funktio
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h(x) todettiin aidosti konveksiksi ja funktio g(y) puolestaan aidosti konvek-
siksi seké aidosti kasvavaksi funktion h(x) arvojoukossa. Itse asiassa yhdiste-
tyn funktion aito konveksisuus olisi toteutunut, vaikka g(y) ei olisikaan ollu

aldosti konveksi vaan ainoastaan konveksi.

Lauseen kohdan (a) perusteella funktio f(x) on siis nyt aidosti konveksi,
silld summan h(x) + g(h(x)) molemmat termit ovat konvekseja ja vahintaan
toinen termeistd on aidosti konveksi. Nythén perati molemmat termit ovat

aidosti konvekseja.

Néin ollen kriittinen piste (0,0) on osoittautunut funktion f(x) aidoksi glo-
baaliksi minimiksi. Mainittakoon vield, ettd tarkasteltu funktio f(x) on koer-
siivinen, joten kriittinen piste on myos lauseen (1.5.2) perusteella aito glo-
baali minimi. Optimoitu funktio on vield esitetty kuvassa 2.2. Funktion arvo

kasvaa jyrkésti, kun || x ||[— +oo.

Kuva 2.2: f(x) = 22 + 22 + eri e



Luku 3
(Geometrinen optimointi

Téassa luvussa keskitytddan geometriseen optimointiin, joka on térked mene-
telma monien kiytdnnon optimointiongelmien ratkaisemisessa. Periaatteessa
geometrinen optimointi on edellisessé luvussa esitetyn konveksin optimoinnin
sovellus, silla menetelmédn matemaattinen johtaminen perustuu pohjimmil-

taan juuri tiettyihin konveksien funktioiden ominaisuuksiin.

3.1 Optimointi aritmeettis-geometrisen keskiar-

voepayhtalon avulla

Ennen kuin siirrytddn varsinaiseen geometriseen optimointiin, kasitellddn
aritmeettis-geometrista keskiarvoepayhtaloé. Sen avulla kyetédan ratkaisemaan
joitakin epélineaarisia optimointiongelmia, niin rajoitettuja kuin rajoitta-
mattomiakin. Ennen tdmén tarkean epayhtélon esittamisté tarkastellaan kui-
tenkin sen todistamisessa tarvitavaa apulausetta (3.1.1). Apulause liittyy
konvekseihin funktioihin ja sen todistaminen perustuu osittain lahdeteok-

seen [7].

Apulause 3.1.1. (a) Oletetaan, etti joukko C on avaruuden R™ konveksi

osajoukko ja ettd funktio f(x) on konveksi joukossa C. Oletetaan lisiksi,
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ettd 01,09, ...,0, ovat epdnegatiivisia lukuja, joiden summa on 1. Tdlloin ,

jos pisteet X1, Xa, ..., X, kuuluvat kaikki joukkon C, niin

f(§5x> < g@f(xi). (3.1)

(b) Tarkennetaan vield (a) kohdan oletuksia siten, ettd funktio f(x) on nyt
aidosti konveksi joukossa C' ja kaikki luvut 0; ovat posititvisia. Tdlloin epdyh-

talossa (3.1) patee yhtasuuruus, jos ja vain jos kaikki pisteet x; ovat samoja.

Todistus. Tehdaan todistus induktiolla.

Perusaskel.

Tarkastellaan ensin tilannetta n = 2. Tutkitaan siis funktion kayttaytymista
pisteessd d1X; + d9Xs, joka on kahden pisteen konveksi kombinaatio. T&ll6in
lauseen (a)-kohta yksinkertaistuu suoraan konveksin funktion mééritelméksi
(2.1.2)(a) ja on siten totta. Lauseen kohta (b) seuraa puolestaan aidosti kon-
veksin funktion méaritelmésté (2.1.2)(b). Oletetaan, etté lauseen (b)-kohdan

oletukset ovat voimassa. Télloin maaritelman nojalla valttamatta

f(61x1 + 69Xa) < 1 f(x1) + 02 f (x2),

jos X3 ja Xg ovat eri pisteitd . Yhtdsuuruus on siis epayhtélossa (3.1) voimassa

vain silloin, kun x; = x».

Induktioaskel.
Tehdéén nyt induktio-oletus eli oletetaan, etté lause on konaisuudessaan tot-
ta, kun n = k — 1. Lauseen todistamiseksi riittaa osoittaa, etta lause on totta

my6s arvolla n = k.

Olkoon n = k. Jos luku é; = 0, niin tarkastelu yksinkertaistuu vastaamaan
tilannetta n = k — 1. Talloin naet konveksissa kombinaatiossa d;x; + d9Xo +
<o 4 0pxy termi 01x; = 0. Induktio-oletuksen nojalla lause on totta, kun
n = k — 1. Siten se on kokonaisuudessaan totta myos silloin, kun n = k ja
01 = 0.

Olkoon nyt luku d; # 0 ja lauseen (a)-kohdan oletukset voimassa. Siis tarkas-

telussa oletetaan ensin, ettd luvut dq,d, ..., 0 ovat epénegatiivisia ja niiden
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summa 1 ja ettd lisdksi funktio f(x) on konveksi. Méadritelladn konveksin

joukon C piste z siten, etté

01 Ok—1
Z= X+ -+ Xk—1,
5. 1 5. k—1

missé 0, = 0y + - -+ + dp_1. Siis summa 6, + 0 = 1 ja koska lauseen kohdan

(a) todettiin edelld pitdvin paikkansa arvolla k = 2, niin

k k-1
f ( Z 5ixi> = f ( Z 0iX; + 5kxk>
) = f(5z;+ Ok Xr)
< 0.f(2) + O f(xk)- (3.2)

Toisaalta summa g—i o B2 o (01 4 -+ + 0k_1)/0, = 0,/d. = 1, joten
induktio-oletuksen nojalla
k-1
@ = of(
1

1=
k—1

522
=1

= Z 8 f (x:). (3.3)

c9’|~°”
\_/

VAN

flx

N°“|§>*

Sijoitetaan seuraavaksi tamé epéyhtélo (3.3) edelld johdettuun epédyhtaloon

(3.2), jolloin saadaan, ettéa

k
f(zfsixi) Z5f X;) + Op f (%) Z5f X;). (3.4)
i=1

Siis lauseen kohta (a) on osoitettu nyt todeksi, myos silloin, kun n = k ja
5 # 0.

Viela pitdé osoittaa todeksi lauseesta kohta (b) siind tapauksessa, ettd n = k
ja 01 # 0. Oletetaan siis nyt, ettd funktio f(x) on aidosti konveksi joukossa
C ja ettd kaikki luvut d; ovat positiivisia. Olkoon piste z maéritelty, kuten
edelld kohtaa (a) todistettaessa.
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Kohdan (b) todettiin edelld pitavin paikkansa, kun k = 2. Téten

k
/ ( 3 @xi) = f(5z+ Gexe) = 0. () + 0 (xs), (3.5)
i=1
jos ja vain jos z = Xj. Induktio-oletuksen nojalla taas
el s k—1
5.1(2) = 0.1 ( 3 5—’xz-) =Y f(x). (3.6)
i=1 i=1
jos ja vain jos pisteet xy,...,X;_; ovat samoja. Sijoitetaan yhtélo (3.6) yh-

taloon (3.5). Saadaan ehdoksi, etté

f ( Zz; 5in‘) = g&f(xi),

jos ja vain jos pisteet x1,. .., X ovat kaikki samoja. Ndin myos lauseen kohta
(b) tuli todistetuksi. O]
Esitetddn nyt viimein aritmeettis-geometrinen keskiarvoepayhtalo.

Lause 3.1.1 (A-G-keskiarvoepayhtild). Oletetaan, ettd luvut x4, ..., x,
ovat posititvisia ja ettd oy, ...,0, ovat posititvisia lukuja, joiden summa on

yksi. Tdlloin

[ < Z 8. (3.7)

i=1
Epdyhtalossa (3.7) pdtee yhtdsuuruus, jos ja vain jos r1 = ... = X,.
Todistus. Kaytetdan todistuksessa apuna funktiota f(z) = —In x, joka on

mééritelty, kun « > 0. Lauseen (2.3.1) huomautuksen perusteella funktio

f(x) on aidosti konveksi méirittelyjoukossaan, silli f”(x) = 1/22 > 0.

Kéytetaan seuraavaksi apulausetta (3.1.1) ja muistetaan tdmén todistettavan
lauseen oletukset. Nythén luvut xy,...,x, ja d1,...,0, ovat positiivisia ja
summa 01 + --- 4+ 9, = 1. Koska lisdksi funktio —In x on aidosti konveksi,

niin apulauseen nojalla

=1 i=1 i=1 =1
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Jaetaan seuraavaksi epayhtélo (3.8) puolittain negatiivisella luvulla —1 ja
muokataan sitd sitten perinteisten logaritmin laskusdantojen avulla. Epéyh-

talo saadaan nain muotoon

ln(i(Sﬂi) > jzléiln x; = iln (2%) = ln(lixf> (3.9)

Logaritmifunktio g(x) = In x on mééritelty, kun = > 0, joten sen derivaatta
¢'(z) = 1/x > 0 koko méérittelyjoukossa. g(z) on siis aidosti kasvava funktio

ja taten epayhtdlo (3.9) saadaan kirjoitettua tavoitellussa muodossa

i=1 =1

Apulauseen (3.1.1) perusteella epayhtélossé (3.8) ja siten myos epayhtalossé
(3.10) pétee yhtasuuruus, jos ja vain jos luvut z1, ..., x, ovat kaikki samoja.
O

Seuraavana yksi esimerkki A-G-keskiarvoepayhtalon kidytosta optimoinnissa.

Esimerkki 3.1.1. Tarkastellaan rajoitettua optimointiongelmaa. Tehtavana
on télla kertaa maksimoida funktio f(x, 9, x3) = xlav%x% silla tavalla, etta
rajoitefunktio g(x1, zq, 23) = @3 + a3 + x3 = 39 toteutuu. Ehtona on myds,

ettd luvut x1, 9, x3 ovat positiivisia reaalilukuja.

Ratkaistaan ongelma soveltamalla rajoitefunktioon A-G-keskiarvoepéyhtaloa.
Titéd varten rajoitefunktion termeji x3, 22 ja x3 on ensin muotoiltava sopi-
vasti. Nyt ndmé kolme termia jaetaan 13 osaan niin, etta
v} +3(323) + 9($x3)>

13 '

39:m§’+x§+x3=13<

Téllaiseen termien pilkkomiseen paddyttiin nyt intuitiivisesti ja erilaisia ko-

keiluja tekemalld. Mitdan erityista kaavaa termien pilkkomista varten ei ole
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kiytossa. A-G-keskiarvoepéyhtdlon nojalla

59 — 13(5{’—!—3(%1:3)—1—9(%@))

13

3 9

13_3 1\ 13 % 1\ 13 %
> 13z 3 Ty 9 T3
NB S
3
= 13(§> <§> (z12523)13. (3.11)
Tehtéavini oli maksimoida funktio f(x1,29,73) = zix323, joten epéyhtild

(3.11) auttaa ratkaisun 19ytdmisessa. Optimoitava funktio maksimoituu, kun
epéayhtélossd patee yhtdsuuruus. A-G-epayhtéalon nojalla taas yhtdsuuruus
toteutuu, jos ja vain jos kaikki summan pilkotut 13 termié ovat yhta suuria.

Siis talloin

—_

1 39
3—— 2:— = — =
Ty = ST Z3 13

3. 3.12

Koska kaikkien lukujen z; piti olla positiivisia, niin yhtélén (3.12) ainoa rat-
kaisu ja siten myos funktion f(zq,x2,23) maksimi on piste (xq,z9,23) =

(33,3,27).

Mainittakoon vield, ettd tdmén tyyppisiin optimointiongelmiin liittyy aina
niin sanottu duaaliongelma. Nyt duaaliongelmassa pyrittaisiin minimoimaan
funktiota g(z1, e, r3) = a3 + 23 + x3 ehdolla 12323 = Syurio > 0. Lisiksi

kaikkien lukujen x; tulisi edelleen olla positiivisia.

Edellisessé esimerkissi funktion g(x1, z2, x3) = 23 + 23 + x5 termit pilkottiin
pienemmiksi, jotta A-G-keskiarvoepayhtalod pystyttiin kiyttaméaan tehtavian
ratkaisemisessa. Pilkkominen perustui talloin puhtaasti intuitioon ja kokeile-
miseen. Jos tarkasteltava funktio sen sijaan olisi ollut monimutkaisempi, niin
termien sopiva pilkkominen olisi varmasti tuottanut vaikeuksia. Tarvittaisiin

siis rutiinimenetelmé pilkkomista varten.

Toinen huomion arvoinen asia liittyy tarkasteltavan funktion optimipisteen
olemassaoloon. Oletetaan, ettd funktion termejé ei kovastakaan yrityksesta

huolimatta saada pilkottua sopivasti eli A-G-keskiarvoepayhtalod ei voida
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kiayttaa. Talloin on kaksi mahdollisuutta. Joko optimia ei edes ole olemassa
tai sitten optimi on olemassa, vaikka sité ei nyt saatukaan selville. Tarvittai-
siin siis myo6s sellainen menetelmé, joka paljastaisi, onko funktion optimoi-
minen ylipaddatddn mahdollista. Seuraavana aletaan késittelemédn varsinaista
geometrista optimointia, joka ratkaisee namé A-G-keskiarvoepayhtélon kayt-

toon liittyvat ongelmat.

3.2 Varsinainen geometrinen optimointi

Téssé osiossa johdetaan yksi téarkeista ja kdaytannollisisté epélineaarisen op-

timoinnin algoritmeista, Geometrisen optimoinnin menetelma.

3.2.1 Geometrisen optimoinnin kehittelya

Geometrisen optimoinnin perustehtédvanéd on minimoida funktio

n m

g(x) = Z ¢ H . (3.13)

Téssa luvut ¢; ovat positiivisia vakioita ja eksponentit a;; puolestaan reaa-
lilukuja. Funktio g(x) on mééritelty aina, kun vektorin x* = (xy,...,x,)
kaikki komponentit z; ovat positiivisia. Perustehtévassd pyritdan siis 1oyté-
méaén se vektori x*, jonka kaikki komponentit ;7 ovat positiivisia ja joka
siis minimoi funktion g(x). Muun muassa edelld esimerkissa (3.12) esiintynyt
funktio g(z1, T2, v3) = @3 + 23+ 3 tiyttidd muotonsa puolesta perustehtiville

asetetut kriteerit.

Maaritelladn seuraavaksi geometrisen optimoinnin perustehtavian eli funk-
tion (3.13) minimointiin liittyvé duaalitehtévi. Duaalitehtévissa tulee etsia

funktion

v(8) = ﬁ (g—)(S (3.14)

=1
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arvon maksimoiva vektori 8*, joka toteuttaa vektorille § asetettavat ehdot:

9; >0, kuni=1,...,n, (3.15)
S s =1, (3.16)
Ym0, =0, kun j=1,...,m. (3.17)

Néméa kolme ehtoa ovat jéarjestyksessd ylhaaltd alaspiin edettiessad positii-
visuusehto, normitusehto ja ortogonaalisuusehto. Vektori §, joka toteuttaa
nama ehdot, on duaalitehtavin kiaypéa ratkaisu. Jos duaalitehtavélla ei ole
ainuttakaan kdypéaé ratkaisua, ei silla silloin ole myoskdan optimiratkaisua.

Duaalitehtéavaa sanotaan konsistentiksi, jos kiiypia ratkaisuja on ainakin yksi.

Funktioiden g(x) ja v(d) mééritysjoukoissaan saamia arvoja yhdistda seu-

raavassa lauseessa esitettava tarkea tulos.

Lause 3.2.1. Olkoon funktion g(x) minimointi geometrisen optimoinnin pe-
rustehtiva ja funktion v(8) maksimointi sitd vastaava duaalitehtiva. Talloin

patee aina, etta
9(x) > v(8). (3.18)

Todistus. Kirjoitetaan funktio g(x) muodossa
" a [T, «5”
=Y 5 2EL ), 3.19
909 =S5 3.19)

Positiivisuusehdon (3.15) nojalla kaikkien komponenttien §; on oltava posi-
tiivisia ja normitusehdon (3.16) perusteella taas summa &; + -+ + 4§, = 1.

Yhtéaloon (3.19) voidaan nyt soveltaa lauseessa (3.1.1) esitettyd aritmeettis-
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geometrista keskiarvoepayhtaloa. Talloin

1x Qi n CiHm:1$%j 5
SIECES (S

n 6 m
_ H(%) [Tz (3.20)

Otetaan seuraavaksi huomioon ortogonaalisuusehto (3.17). Sen mukaanhan

Yo a0, =0 aina, kun j = 1,...,m. Siis epayhtélossi (3.20)

ﬁ iyl ﬁ z) =1 (3.21)
j=1 j=1

ja nain on osoitettu, etta

n ¢ Hzn: . x;“u n ¢; i

AR e
i=1 i=1

Verrataan epéyhtélon (3.22) oikeaa puolta yhtéaloon (3.14). Ndhdédédn, etté

kyseessé on duaalitehtévan funktio v(d) ja siten g(x) > v(d). O

Tarkastellaan viela lausetta (3.2.1). Oletetaan, ettd perustehtavin optimirat-
kaisu on x* ja duaalitehtdvan 6*. Talloin kyseisen lauseen perusteella péatee
erityisesti, ettd g(x*) > v(6*). My6hemmin tullaan itse asiassa havaitsemaan,
ettéd g(x*) = v(d*). Osoitetaan kuitenkin seuraavana, etté jos perustehtavilla
on optimiratkaisu x*, niin télla ratkaisulla on téalloin vastineensa duaaliteh-

tavan kiypien ratkaisujen joukossa.

Lause 3.2.2. Oletetaan, ettd vektori x* = (x3,...,x}) on geometrisen op-

timoinnin perustehtdvdn ratkaisu. Tdalloin vastaava duaalitehtdvd on konsis-

tentti eli silld on jokin kiypd ratkaisu, vektori 8% = ((5@, . ,(5( )) Tdamdn
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vektorin kaikille komponenteille 51('5) pdtee, ettd

b _ wi(x") :
3
55) = -, missi u(x | | ),

Todistus. Tulee osoittaa, ettd duaalitehtévd on konsistentti. Siis toisin sa-
noen pitéd osoittaa, ettd on olemassa ainakin yksi sellainen vektori §, joka
tayttda asetetut positiivisuus-, normitus- ja ortogonaalisuusehdot. Aletaan

kokeilemaan, josko vektori

60 = (0, 0 = (l;&*)) o l;éf)))

todella toteuttaisi ndmé ehdot.

Tutkitaan ensin positiivisuusehtoa. Luvut ¢; ovat kaikki positiivisia ja myos
perustehtavan ratkaisun x* kaikki komponentit x} ovat positiivisia. Tama
seuraa jo suoraan geometrisen optimoinnin perustehtéavin oletuksista. Taten
positiivisten lukujen tuloina kaikki funktiot

m

wi(x*) = ¢ [[ ()™ >0, (3.23)

j=1
kun ¢ = 1,...,n. Siten myos

m

Z Ci H )Y = Z wi(x*) >0 (3.24)

ja positiivisten lukujen osaméarana

5O = M >0 (3.25)
9(x*)
aina, kun ¢ = 1, ..., n. Siis positiivisuusehto toetutuu.

Tutkitaan seuraavaksi normitusehtoa. Summa

Z o - Tou) o)

(x*) 9(x*)

joten myos normitusehto toteutuu.
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Viimeisenéa ehtona tarkastellaan vield ortogonaalisuusehtoa. Vektori x* on pe-
rustehtévin ratkaisu ja siten funktion g(x) maksimi, joten gradientti Vg(x*) =

0. Néin ollen

dg(x*) _ 0 iy ui(x")

=0 3.26
al’j al'j ( )
aina, kun j = 1,...,m. Lauseesta (3.26) saadaan edelleen, etté
J0g(x*) "L Oui(x)
0=2ua7 = p . 3.27
g Z " (3.27)
Toisaalta
aul(x) a(cixail o _:L-%im) i1 Q-1 a;i—1 Qi+l a;
Ox; N 181:j = Gy ey gt T
joten
Ou; (x)
ZEjW = aijui(x). (328)
J

Sijoitetaan nyt tamé lause (3.28) lauseeseen (3.27) jolloin ndhddén, etté

0= Z&ijui(x*) = g(x") Zaijdz@.
i=1 i=1

Koska lauseen (3.24) mukaan g(x*) > 0, niin vilttdmatta » ", aijéi(t) =0.
Ortogonaalisuusehtokin siis tayttyy ja vektori & ®) on niin todella duaaliteh-

tavan kiaypa ratkaisu. Duaalitehtédvé on siten konsistentti. O

Yhdistetdén seuraavaksi edellisten lauseiden (3.2.1) ja (3.2.2) tulokset mie-

lenkiintoisella tavalla.

*

Lause 3.2.3. Oletetaan, ettd vektori x* = (x3,...,z}) on geometrisen op-

timoinnin perustehtdvdn optimaalinen ratkaisu ja vektor:

60 = (@,....80) = (l;l&*)) o ug&()))

puolestaan sitd vastaava duaalitehtdvan kaypd ratkaisu. Tdlloin vektor: o)
on duaalitehtivin optimaalinen ratkaisu eli voidaan merkitid 8Y = &*. Li-

saksi patee, etti g(x*) = v(6*).
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Todistus. Vektori 6 = (5?), o ,57(«Lt)) on duaalitehtédvan kiypa ratkaisu, jo-
ten se toteuttaa asetetut positiivisuus-, normitus- ja ortogonaalisuusehdot.
Normitusehdon nojalla summa 5@—1—- .46 = 1. Siten funktio g(x*) voidaan

kirjoittaa muodossa

g(x") = g(x
(

= == 3.29)
®) (
T (017)"
Tutkitaan seuraavaksi tarkemmin yhtdlon (3.29) osoittajaa. Koska

m

u;i(x) = ¢ H(@f)a“,

J=1

niin patee, etta osoittaja

o)™ = T4

n
=1 =1

n m
H(a:’f)o‘iﬁg”)
J
—1j=1

)

)

N L L )
= [[& [[@p==es. (3.30)

Vektori 8 toteuttaa ortogonaalisuusehdon, joten yhtalossé (3.30) potenssi

> a;;0; =0 aina, kun j = 1,...,m. Siispd
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Lauseen (3.2.1) perusteella kaikille duaalitehtévin kédyville ratkaisuille d pé-
tee, ettéd g(x*) > v(8). Vektori 8® on yksi niisté kilyvisté vektoreista ja nyt
on osoitettu, etti g(x*) = v(8"). Vektori 8 on siis kiiypien vektoreiden jou-
kossa funktion v(d) maksimi. Siten se on my6s duaalitehtévian optimiratkaisu

ja voidaan merkité, ettd 8 = 8* ja etté titen g(x*) = v(6*). O

Tutkitaan vield edellisen lauseen merkitysta optimoinnin kannalta. Lauseen
perusteella geometrisen optimoinnin perustehtéivaé ratkaistaessa voidaan kayt-
tda apuna vastaavaa duaalitehtdvad. Oletetaan, ettd duaalitehtavd saadaan
ratkaistua eli 16ydetdéan vektori 8*, joka on duaalitehtdvin maksimi. Lauseen
mukaan perustehtévin minimiarvo g(x*) = v(4*), joten minimiarvon selvit-
tamiseksi ei nédin ollen edes vaadita minimipisteen x* ratkaisemista. Tarvit-
taessa myos vektori x* voidaan kylla selvittaa, silld 0f = wu;(x*)/v(d*) aina,
kuni =1,...,n. Ndin saadaan n kappaletta yhtaloita, joiden avulla padstaan

késiksi komponentteihin 7.

3.2.2 Geometrisen optimoinnin menetelméa

Edell4, osiossa (3.2.1) tehtyjen tarkastelujen yhteenvedoksi voidaan nyt muo-
toilla kdyttokelpoinen algoritmi geometristen optimointiongelmien ratkaise-

miseen.

Algoritmi 3.2.1 (Geometrisen optimoinnin menetelmé). Geometrisen

optimoinnin perustehtavani on minimoida funktio

o) = 3 wi(x),

missa u;(X) = ¢ H;n:l :B?J Luvut ¢; > 0 aina, kun 7 = 1, ..., n. Vastaavasti
myos luvut z; > 0 aina, kun j = 1,...,m. Tehtava ratkaistaan seraavalla
tavalla:
Vaihe 1.

Maaritetdaan duaalitehtavan kiaypa joukko. Etsitdéan siis talloin kaikki ne ava-
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ruuden R™ vektorit 8, jotka toteuttavat positiivisuus-, normitus- ja ortogo-

naalisuusehdot. Talloin

0; >0, kini=1,...,n,

Z?:l 51 = 17
S a6 =0 kan j=1,...,m.

Vaihe 2.

(a) Jos duaalitehtévan kiypé joukko on tyhjé, ei perustehtévilla ole ratkaisua.
(b) Jos duaalitehtavilla on tdsmélleen yksi kiypé ratkaisu, niin se on myos
duaalitehtévin optimiratkaisu *. Siirrytdén vaiheeseen 4.

(c¢) Jos duaalitehtévéllda on enemmén kuin yksi kdypé ratkaisu, siirrytéén

vaiheeseen 3.

Vaihe 3.

Etsitdan duaalitehtévan kiypistd vektoreista se, joka maksimoi funktion

o-11(;)

7

arvon. Tama vektori on duaalitehtévén optimiratkaisu §*. Siirrytédén vaihee-
seen 4.

Vaihe 4.

Vektori §* on nyt duaalitehtévén ratkaisu. Perustehtévin minimiarvo g(x*) =
v(0*). Perustehtdvin minimoiva vektori x* saadaan puolestaan selville rat-

kaisemalla yhtéaloryhma

Havainnollistetaan tdméan algoritmin kayttoa esimerkin avulla.

Esimerkki 3.2.1. Geometrisen optimoinnin perustehtdvind on nyt mini-

moida funktio

1
g(x) = + 21 + X2,
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missa luvut x; ja xo ovat positiivisia.

Aloitetaan ongelman ratkaiseminen algoritmin (3.2.1) avulla laatimalla pe-

rustehtiavai vastaava duaalitehtavi. Duaalitehtavani on maksimoida funktio

5 5 5
IN"/1\?/1\7
v(d) = — — — .
01 02 03
Suoritetaan algoritmin vaihe 1 eli etsitdan nyt kaikki ne vektorit §, jotka

toteuttavat positiivisuus-, normitus- ja ortogonaalisuusehdot:

01 >0, 0y>0, 035>0, (3.31)
5 40y + 05 =1, (3.32)

—01 40, =0, (3.33)

—01 + 93 = 0. (3.34)

Ehdoista (3.33) ja (3.34) seuraa, ettd §; = 0 = d3. Téten ehdon (3.32)
perusteella 0; = 6y = 3 = % Kaikki luvut 9; ovat siis nyt positiivisia ja
vektori § = (%, %, %) on duaalitehtavan ainoa kiypa ratkaisu.

Siirrytdan algoritmin vaiheeseen 2. Nyt duaalitehtavilla on tasmélleen yksi
kiypéd ratkaisu, joten vaiheen 2 kohdan (b) nojalla tdmé ratkaisu on myos

duaalitehtévin optimiratkaisu &*.

Algoritmissa voidaan siirtyd suoraan vaiheeseen 4. Olkoon vektori x* perus-

tehtavan optimiratkaisu. Talloin

oo - () ) ()

— 33333

W=
Wl

Siis perustehtédvin minimiarvo on g(x*) = 3. Vield pitdd selvittdd, mikd on

optimipiste x*. Se saadaan selville seuraavien kolmen yhtalon avulla:

(w3a3)! 1 (ztas)™t
g G o AN [ o .
9] (0% eli 3 3 (3.35)
* 1 3
5F = 1 i == 1 .
2 v(6*) e 3 37 (3.36)
. x5 1 x5
- - =2 .
53 (6% eli 2= (3.37)
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Yhtalo (3.36) toteutuu ainoastaan silloin, kun 2 = 1 ja vastaavasti yht&lo

(3.37) toteutuu vain silloin, kun z5 = 1. Myos yhtélo (3.35) toteutuu néilla

*

j
vin optimiratkaisu on piste x* = (1,1). Funktion minimiarvo ¢(1,1) = 3.

komponenttien x*% arvoilla. Siispd funktion g(x) minimi ja siten perustehté-

Funktion g(x) kiyttaytymisté origon laheisyydessé on vield havainnollistettu

kuvassa 3.1.

/

w w
(@) (3]
LIt i1l

[\
T

N
(@]

NEENEENE RN AN NN AEN)

[EnY
a1

[EnY
(@]

()]

Kuva 3.1: g(x) = — + 1 + 5.

xr1T2

Edellisessa esimerkissa tarkasteltiin funktiota, jonka optimoiminen luvussa 1
esitetyin menetelmin olisi erittdin tyolastéd. Kriittisten pisteiden paikantami-
nen eli gradientin nollakohtien loytdminen olisi jo sindnsd vaikeaa. Mahdot-
tomaksi tehtéva menisi kuitenkin viimeistédan silloin, kun kriittisten pisteiden

laatua alettaisiin selvittdméaén funktion Hessin matriisiin perustuen.

Myés kiytannon sovellutuksissa epélineaariset optimointiongelmat ovat usein
monimutkaisia. Nyt esitelty Geometrisen optimoinnin menetelmé onkin siksi
vain yksi monista kehitetyistd optimointimenetelmisté, joilla véltetdan gra-
dientin nollakohtien ja Hessin matriisien tutkiminen. Erityisen tarkeita ovat

iteratiiviset optimointimenetelmét. Niissa tehddan ensin arvio todellisen op-
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timipisteen sijainnista ja kehitetyn algoritmin avulla aletaan sitten numee-
risesti askel askeleelta parantamaan tehtyéd arviota. Optimointi lopetetaan,
kun paranneltu arvio vastaa riittavalla tarkkuudella todellista optimipistet-
td. Taméan tutkielman puitteissa ei kuitenkaan puututa néihin iteratiivisiin

optimointimenetelmiin.
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