Maarittelyjoukot
Muista tutkia ihan aluksi maarittelyjoukot, kun térmaat seuraaviin funktioihin:

i X #=0; logx ,x>0; Vx,x >0 (parilliset juuret) ;

T
tan x ,x¢5+n7r

Potenssisaannot

Ole tarkkana kantaluvun kanssa
32=3-3=9
—32=-3:-3=-9
(-3)?=-3-(-3) =9

Negatiivinen eksponentti

1 . . —
== 372 yleisesti a™"=—

Juurifunktiot kannattaa yleensa muuttaa potenssimuotoon. Esim. derivoitaessa ja
integroitaessa.

1 1
Ja=az Ya = an an = ‘am
MiinusmerkKki

Miinusmerkin kanssa taytyy olla tarkkana
- kayta sulkuja (ylimaaraiset sulut eivat haittaa, mutta niiden puute kylla)

Esim.
2 x-3 2-(x—-3) 2-x+3 —x+5
x x x B x T x

Supistaminen

Tulo hyva, summa huono eli ndin,

x*+2x  x(x+2)
x ox

x+ 2

(yhteisen tekijan avulla tulomuoto ja siita supistus)

ei ndin

x% + 2x
x

=x2+2



Prosenttilaskut

- Taulukoi tiedot
- Valitse jokin tiedoista X:ksi ja yrita esittdd muut tiedot sen avulla.

Esim.

Rakennuksen kokonaisbudjetti on X
Materiaalikulut 70% =0,7X
Tyokustannukset 30% =0,3X

- Monesti taytyy taulukoida seka alkuperainen tilanne ja muutoksen jalkeinen tilanne.
Esim. Materiaalikustannukset nousivat 6% jolloin uusi materiaalikustannus

1,06 0,7X

Alkuperdinen Uusi (tilanne)
Materiaalikustannus 0,7x 1,06-0,7x
Tyokustannus 0,3x

Binomikaavat

Binomikaavoja voi kdyttda molempiin suuntiin (oikealta vasemmalle ja vasemmalta

oikealle)

(a + b)? = a? + 2ab + b? (voidaan kiyttdd mm. nelioksi tiydentimisessa
ympyran yhtdlon ja kddnteisfunktion yhteydessa)
Esim.x?+2x=x2+2x+1-1=(x+1)?-1

(a+ b)(a—b) = a® — b? (toimii erityisen hyvin neli6juuren kanssa)

Esim.

2 |1 V3+1
avennus
V3-1
_ 2(V3+1) _2(\/§+1)_2(\/§+1)_\/§+1
(V3-1)(¥V3+1) 3—-1 2

Yhtalonratkaiseminen

Muista nelionkorotuslause (maaZ2). Sitd saa kdyttaa aina, mutta lopputulos kannattaa tarkistaa
sijoittamalla alkuperdiseen yhtaloon, silld menetelma voi antaa sellaisia ratkaisuja, jotka eivat
kelpaakaan vastauksiksi. Menetelma on erittdin toimiva nelidjuuri- ja itseisarvoyhtaloéiden
ratkaisussa.

Esim.

Vx+1=[2x—-1| [()?
x+1=2x—1)?%jne.



Vektorit

- Hahmottele kuvaaja
- Yksikasitteisyyslause (erittdin tarked)
Esim. Onko pisteet A=(2,2,2) , B=(10,12,18) ja C=(120,110,118) samalla suoralla?

Jos ovat niin AB = rAC ,missar € R. B B
Nytﬁ:(10—2)r+(12—2)j+(18—2)kf8z+ 10j + 16k B
jaAC = (120 — 2)i + (110 — 2)] + (118 — 2)k = 1187 + 108] + 116k

Siis
87+ 10] + 16k = r (1187 + 1087 + 116k)
87+ 10j + 16k = 118rT + 108rj + 1167k)

Koska vektorit 7, ja k ovat kantavektoreita, kiytetdin kantavektoreiden
yksikéasitteisyyslausetta (saadaan yhtdloryhma)

( 8=118r =>r = 8 —4
' = T 2T =118 T 59
410 108 o_»>_4
= = — e— T — —
L TP =108 54 59
16 = 1167

Koska saatiin eri r:n arvot, voidaan paatella, ettd pisteet eivat ole samalla suoralla.

- Yksikkovektorin saat kun jaat vektorin omalla pituudellaan
- Tarppinad vield suoran yhtalé vektoreiden avulla ja tason yhtdl6 (vaikeita)

Raja-arvo

Raja-arvoa paasee harvoin ottamaan suoraan (nimittidja menee nollaksi) vaan lause on
ensin supistettava. Keinot:

- Yhteinen tekija (huom. voidaan ottaa useamman kerran)

- Binomikaavat

- Tekijoihin jako nollakohtien avulla, siis (x - nollakohta)

Esim. (Tassa suora sijoitus x=-1 antaa nimittajaksi kielletyn tilanteen jako nollalla)

CoxZ4+2x+1 . (x+1)? _
im —— = lim ———=limx+1=-14+1=0
x--1 x+1 --1 x+1 x—>—-1



Derivaatta

Derivaatta ilmaisee funktion f(x) tangentin kulmakertoimen kohdassa xao.
Siis f'(xo) =k

Niin ollen suoran yhtalo y — y, = k(x — x,)
voidaan muuttaa muotoon
Yy = Yo = f'(x0)(x — %)

Muista lisdksi kulmakertoimen ja suuntakulman valinen yhteys k = tan «

Derivaattafunktion avulla tutkitaan mm.

Funktion suurin / pienin arvo

Funktion paikalliset maksimit/minimit

Funktion kasvamista / vihenemista (derivaatta positiivinen / negatiivinen)
Funktion hetkellistd kasvunopeutta. Esim. f’(2) antaa funktion f hetkellisen
kasvunopeuden kohdassa x=2

Kuinka monta nollakohtaa funktiolla on

Onko funktiolla kddnteisfunktiota (funktion oltava aidosti kasvava / vdheneva)

Kaytannon toteutus:

Muodosta funktio f, jossa vain yksi muuttuja (jos sanallinen tehtdva)
Derivoi funktio

Laske derivaatan nollakohdat eli milloin f’(x)=0

Laske testipisteet derivaatan nollakohtien molemmin puolin

Tee kulkukaavio

ffe) | o+ | - | 4+
fx | 2~ [~ [ 7

Loppuanalyysi



Trigonometriset yhtalot

Muuta yhtalo ns. perusmuotoon kayttamalla yhtalonratkaisukeinoja
tai taulukkokirjasta l16ytyvid muuntokaavoja. Perusmuotoja on kahta eri tyyppia:

10 T(x)=a
(, missd a on luku ja T sin, cos tai tan)
Esim.
2sinx=1 [:2
sinx== | taulukkokirja s.58

2

=in2m vi=m——+ 2—5n+2
x—6 n-4Lm X =T 3 n 7'[—6 n-4m

Huom! Muista sin ja cos tapauksessa kaksi eri vaihtoehtoa
Huom! Muista jakso sin ja cos 2mjatan nt

2° TC)=T(y)
Esim.
sin 2x - sin 120°=0 | perusmuotoon

sin 2x = sin 120°

2x = 120° +n-360° v 2x =180° — 120° +n-360°
x = 60° +n-180° vV x=30°+n-180°

Muista (tunnista) ainakin seuraavat kaavat:

sin’x + cos’x =1

coSsx
sin2x = 2sinxcosx

Huom! Kaavoja voidaan kayttda molempiin suuntiin.



Integraalilaskenta
Yleinen integraali
Esim.
1 1 2 5
f2x2+5x—6dx=2-§x3+5-§x2—6x+(]=§x3+5x2—6x+C=F(x)
Muistathan yleisessa integraalissa integroimisvakio C:n (Constant)

Tehtdvassa voi olla jokin ehto, jonka avulla integroimisvakio C:n arvo voidaan ratkaista.

Esim. Méaariti edelliselle funktiolle f(x) = 2x? + 5x — 6 dx se integraalifunktio, joka kulkee
pisteen (1, 5) kautta.

Tassa x=1 ja y=F(x)=5, joten saadaan

2 13+5 12-6-1+C=5
3 2 B

,mista

C=—.
6

Maaratty integraali

Maaratyn integraalin avulla voidaan laskea pinta-ala, joka jaa funktion ja x/y -akselin valiin.
Huom! Otettava huomioon onko funktio x-akselin yla- vai alapuolella. Ks. Taulukkokirja s.50.

Esim1. Funktion f(x) = —x? + 2 ja x-akselin véliin jd4vi ala saadaan seuraavasti

- piirra kuva (tarkista ollaanko x-akselin yla- vai alapuolella.)

2 / 0 \ 2
- ratkaise funktion f(x) nollakohdat (saat integroimisrajat)
- —x242=0 © x=+V2

- integroi
V2

f—x2+2x

vz



Esim2. Kahden funktion valiin jadava pinta-ala.

- piirrd molemmat funktiot samaan kuvaan.

g(x)

fix)

VA

Tassa f(x) = —x?2 +2jag(x) =x?> +1

- laske funktioiden laikkauskohdat (x-arvot riittavat) yhtalosta
f(x)=g(x) siis—x2+2 =x*+1 o x = i% saat integroimisrajat.
- varmista kuvasta tai laskemalla testipisteet kumpi funktioista on ylempana

- integroi

1
V2
f ylempi — alempi dx =
1

V2

x2+2—-(x%?+1)dx

- -

Huom! Joskus voit joutua integroimaan osissa. Ks. taulukkokirja s.50 kuva 34.

Muut tarpit

Maall
- jakoyhtalo
- kongruenssi
- eukleideen algoritmi

- jakoalgoritmi

- Newtonin menetelma tk. s.51

- numeerinen derivointi

- pinta-alan arviointi (puolisuunnikasmenetelma ja Simpsonin sdanto) tk. s.51

Maal3
- geometrinen sarja
- adrettoman kasitteleminen (yhteinen tekija)



