Tekija e Pitkd matematiikka7 o 14.8.2017

K1
a)
(uos)(=2) =u(s(-2)) s(x) = x> +7
=u((-2)’ +7)
=u(-1) u(x) =2x’
=2(-1y’
=2
b)
(10 5)(=2) = u(s(~2)) ()= ——
x+3
=
=u
(-2)+3
=u(4) u(x) = |1 — x|

=[1-4|=3

Vastaus a)—2
b) 3



K2
a) On maédritettdvd (uos)(x)=u(s(x)), kun s(x)=3x+1 ja

u(x)=4x>—x.

(10 8)(x) = u(s(x)) s(x)=3x+1
=u(3x+1) u(x)=4x>—x
=4(3x+1)’~(3x+1) (a+b)’ =a’*+2ab+b’
=4((3x)* +2-3x-1+1*)=3x -1
=36x>+24x+4-3x-1

=36x"+21x+3



b) On méadritettdvd (uos)(x)=u(s(x)), kun s(x)=

2
=.

u(x) =

(uos)(x) = u(s(x))

#‘N -

Il

N - =
=
|
W

=
I
)

Vastaus  a) 36x° +21x+3

x—5
b
) 2

s(x)

u(x)

x-5

x—5

ja



K3

a) Kun lasketaan funktion /(x)=(-3x”+1)" arvo, voidaan ensin
laskea funktion s(x)=-3x"+1 arvo, minki jilkeen lasketaan
(s(x))>. Talldin u(x)=x".

Siis sisifunktio on s(x)=-3x"+1 ja ulkofunktio u(x)=x".

b) Kun lasketaan funktion A(x)= |x2 - 9| arvo, voidaan ensin

laskea funktion s(x)= |x2 -9 | arvo, minka jilkeen lasketaan

Js(x) . Tallsin u(x)=+/x.

Siis sisfunktio on s(x)=|x’ -9| ja ulkofunktio u(x)=~/x.

Vastaus  a) u(x)=x" ja s(x)=-3x"+1

b) u(x)=+x ja s(x)=|x"-9]



K4
a) Sisifunktio s(x)=x"—7 on miiritelty kaikilla x.

X

Ulkofunktio u(x)=

on madritelty, kun nimittdja

x—2%#0 elikun x#2.

Yhdistetty funktio (uos)(x)=u(s(x)) on siis médritelty niilld
muuttujan x arvoilla, joilla sisdfunktion arvo s(x) on eri suuri
kuin 2.

s(x)#2
X' —-T7#2
x> #9
x#313

Funktion uos médrittelyehto on x = +3.



b) Sisdfunktio s(x)=4x+5 on mairitelty kaikilla x.

Ulkofunktio u(x)=+/x+1 on maédritelty, kun juurrettava
x+1>20 elikun x>-1.

Yhdistetty funktio (uos)(x)=u(s(x)) on siis médritelty niilld
muuttujan x arvoilla, joilla sisdfunktion arvo s(x) on suurempi
tai yht suuri kuin —1.

s(x)=-1
4x+5>-1

4x > -6 |:4

=
\%
|

=
v
|

N | W

Funktion uos mddrittelyehto on siten x> 5

Vastaus a) x#23

3
b) x>-2
) x 5



KS

Muodostetaan yhdistettyjen funktioiden go f ja fog
lausekkeet, kun f{x)=2—-x ja g(x)=x>—09.

(go fXx)=g(f(x)) (feg)(x)=f(g(x))
=g(2-x) = f(x*-9)
=(2-x)"-9 =2—(x*-9)
—4—4x+x7 -9 =—x>+11
=x’—4x-5

Yhdistettyjen funktioiden lausekkeet voidaan muodostaa myds
laskimella.

Muodostetaan ja ratkaistaan yhtalo.

(g f)(x)=(f-g)x)
x'—4x-5=—x>+11 Ratkaistaan yhtilo laskimella.

x=-2 tai x=4

Vastaus x=-2 tai x=4



Ké
a) Funktio f{x)=(-3x*+x)* voidaan tulkita yhdistetyksi
funktioksi f(x)=u(s(x)), missd u(x)=x" ja s(x)=-3x"+x.

Derivoidaan ketjusdannolla.

f1(x)=4(=3x>+x) -D(-3x*+x)  Ketjusaiantd Du(s(x))=u'(s(x))-s'(x)
u'(s(x)) s'(x)

=4(=3x" +x)’ - (=6x +1)

= 4(=6x +1)(-3x* + x)’



X —

5
b) Funktio g(x)= (3 ! 7) voidaan tulkita yhdistetyksi

funktioksi g(x)=u(s(x)), missi u(x)=x" ja

s(x)= 1 madrittelyehto: 3x-7#0< x # 1
3x-7 3

Derivoidaan ketjusdannolla.

g'(x)= S(ﬁ) -D ( 3 ! 7) Ketjusdantd Du(s(x))=u'(s(x))-s'(x)
X - xX—

u'(s(x)) s'(x)

Y y
—S(E;:7J D(Bx-7)"

1y 5
= S(Wj (—1) (3)(—7) : D(3X—7)

5. ! . !
(Bx-7)" (3x—-7)

I
(3x-7)°

Vastaus a) 4(=6x +1)(-3x" +x)’

15

b) CGx-7)°

kun x;tz
3



K7

a) Derivoidaan funktio f(x)=2x*(x*+2)’ kiyttimilli tulon
derivointisdént6a ja ketjusdantoa.

f'(x)=D(2x*(x* +2)") D(f-g)=/f"g+fg
=D2x") - (x* +2)’ +2x* - D((x* +2)°) Du(s(x)) = u'(s(x)) - s'(x)

=8x’(x* +2)’ +2x* - 3(x* +2)° - D(x* +2)
u'(s(x)) s'(x)

=8x°(x* +2) +2x* - 3(x +2)" - 2x

Q302 3 5.2 2 :
=8x"(x"+2) +12x°(x" +2) Erotetaan yhteinen tekija.
=4x (x* +2)7 2. (X" +2)+4x(x” +2)” - 3x7

=4x° (x> +2)*(2(x* +2) +3x%)

=4x°(x* +2)*(2x* +4+3x%)

=4x (x> +2)*(5x° +4)

=4x’ (55" +4)(x* +2)°



2x+1)°

b) Selvitetdin funktion g(x)="2"D" masrittelyehto
X

ratkaisemalla nimittijan nollakohdat.

Ei ratkaisua.
Funktio on mééritelty kaikilla x.

Derivoidaan funktio g kdyttden ketjusddntdd ja osamadrén

derivointisdantoa.
, (2x+1)° f_ fle-f&
gx)=D——7 D—==——F—
x +1 g g

_D(2x+1)°)-(x* +1)—(2x+1)°-D(x* +1)
- (x* +1)

Du(s(x)) =u'(s(x))-s'(x)

C6(2x+1)7-2-(x" +1) - 2x(2x +1)°
- (x* +1)

Erotetaan yhteinen tekija.

C20Q2x+1)" - (6x" +6)=2(2x +1)" - (2x" + x)
- (x> +1)°

_2(2x+1)°(6x" +6—2x" — x)
()c2 + 1)2

_2(4x" —x+6)(2x +1)°
- (% + 1)




2
2)
4)(x2 +
St
a) 4x°(5x
taus
Vas

1)°
x+6)2x+
2(4x” —

b)

(x*+1)



K8

Derivoidaan funktio flx) = (x’ — 6x%)*. Derivointi voidaan suorittaa
myos laskimella.

J(x)=D((x" - 6x7)") Du{s(x))=u"{s(x))-s"(x)
= ‘4(}.:3 —6x7) - D(x” —6x7)

w{s(xN &{x)

= 4(x’—6x7)(3x" —12x)
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat laskimella..
4(x’ —6x)’(3x* —12x)=0

x=0 tai x=4 tai x=6

Laaditaan funktion f* kulkukaavio.

X "(x merkki
0 46 -1 {2(05)80 -
A N
1 | 4500 +
NN 5 | =937500 —
7 | 29647548 +

Kulkukaavion perusteella funktiolla f on maksimiarvo
f(4)=1048576 sekd minimiarvot f(0)=0 ja f(6)=0.

Vastaus minimiarvot f(0)=0 ja f(6)=0, maksimiarvo
f(4)=1048576



K9

a) 456°=360°+96°
Kulman loppukylki on II neljdnneksessa.

b) Kulman loppukylki on II neljinneksessa.

7 T
c) —6—n=-3-2n)——
) 15 (2m) 15

Kulman loppukylki on IV neljanneksessa.
Vastaus a) II neljanneksessa

b) II neljinneksessé
¢) IV neljanneksessa



K10

180° = &t rad, joten 1°= L rad
180

1
a) 15°:15-1°:)/5/-L rad:% rad

180

12

-5
b) —75°=-75-1°= 75—~ rad:—i—; rad

180

12

o) 21,7° =21,7-1°=21,7-%rad=0,3787... rad ~ 0,379 rad

T
Vastaus a) —



K11

nrad =180° ja lrad =

b)

180°
T

12—“ radzz-n rad:2-180°:240°
9 9 9

—3nt rad = -3 -7 rad = -3-180° = -540°

180°

T

5,290 rad =5,290-1 rad = 5,290 -

Vastaus a) 240°

b) —540°

c) 303,1°

=303,009..

L2=~303,1°



K12

Piirretdédn yksikkdympyrd geometriaohjelmalla ja mééritetdén
annettujen kulmien kehépisteiden koordinaatit 2 desimaalin
tarkkuudella.

AY

-0.31, 0.95)
(0.89, 0.45)
T
SRS ° .94\ 0.34)
-1 5 27 7 1 =
W 9

B

-1

a) Kulman 27° kehépiste on (0,89; 0,45)
b) Kulman g kehépiste on (0,94; 0,34)

¢) Kulman % kehépiste on (—0,31; 0,95)



K13
a) cos (—gj = COS % cos (—a) =cos o

V3
2

b) cos%{:cos (n—gj cos(m—a)=—cosa

T
=—C0S —
6



cosm—n:cos(—%+2-2n) cos(a+n-2m)=cosa

St

= COs —?j cos (—a) =cos
SRJ

=Ccos| —
6

T
= COS n—g] cos(mM—a)=—-cosa

Vastaus a)



K14

a) Muokataan lauseke muotoon, jossa esiintyy vain sinid tai

kosinia.

sin 20° _ sin (90°—70%) . (90° — @) = cos &

cos 70° cos 70°
_cos70° 1
cos 70°
b) Muokataan lauseke muotoon, jossa esiintyy vain sinid tai

kosinia.

cos s COS — .

“r i sin(——a)=cos a
sin —— sin| ——| ———
10 2 5

cos (—a) =cos a

cos(mM—a)=—-cosa

Vastaus a) 1 b) -1



K15

a) Valitaan kaksinkertaisen kosinin kaavasta muoto, jossa esiintyy
ainoastaan kosini.

cos2a=2cos’a—1

2
:Z(EJ -1 cosoz:i
5 5

=2.——1
25

_2
25

_7
25



b) Ratkaistaan sina trigonometrian peruskaavan avulla.
s 2 2
sin“a+cos”a =1

sina=1-cos’«

sin” @ =1—(cos a)z cos & =%

2
sina =1 —(ij
5

sinzozzl—E
25

. ) 9
sin“a =—
25

) /9 3 .. 9 3
smag=,—=— ta sing=—,|—=——
25 5 25 5

Koska ei tiedetd, missd neljinneksesséd kulma sijaitsee, saadaan
kaksi mahdollista arvoa sin 2« :lle.

sin 2¢ = 2sin ¢ cos & sin 2a = 2sina cosa
_,3.4 :2.(3).&
55 5)5
_24 24
25 Y3
24

Vastaus a) cos2a = T’ b) sin2a=+—
18 25



K16

Ratkaistaan kaksinkertaisen kosinin kaavasta sini.
cos2a =1-2sin*a
2sin*a =1-cos 2a

1-cos 2
2

. 1- 2
sma:i,/$

3n .. .
Koska nSaST,mm sina <0.

) /1—c052a 5
simg=—,—— cos 2 = ——
2 9

sin’ o =

__ |14
18
__[1__
9 3
Vastaus sin @ = —ﬁ



K17

a) Selvitetddn, kuinka monta 360° :n jaksoa kulma siséltaa.
1455°=15°+1440° =15°+4-360°

Kulmien 1455° ja 15° kehépisteet ovat samat.

b) Selvitetdédn, kuinka monta 2m :n jaksoa kulma sisdltda.
2017t =n+2016m =n+1008-2n

Kulmien 20177 ja m kehdpisteet ovat samat.

c) Selvitetddn, kuinka monta 2m :n jaksoa kulma siséltéa.

38 _ —4£n = —(675—1171) = En—3-2n
13 13 13 13
Kulmien _38m ja % kehipisteet ovat samat.

Vastaus a) 15°
b) n

207
C [EE—
) 13



K18

Lausekkeen sieventdmisessd hyodynnetddn taulukkokirjassa olevia
trigonometristen funktioiden tarkkoja arvoja sekéd kosinin
ominaisuuksia.

.55t . om .55t . om
sin — —sin — sin — —sin —
3 6 _ 3 6

n 5 n 5
cos —-cos(—=) COS—-COS—
6 3 6 3

Vastaus i+2=—+2
V3



K19

a

s)in x=0,34 Laskimella saadaan x, = sin' 0,34 =0,346....
x=0,346...+n-27n Kulmaan x, lisdtddn tdyden kulman monikerta.
x~0,35+n-2xn

tai
x=m-0,346...+n-2n Suplementtikulmaan = — x, lisdtddn

tayden kulman monikerta.

x=2,794...+n-2m
x~2,79+n-2m, missd n on kokonaisluku.

b)

cos x =—0,12 Laskimella saadaan x, = cos™'(=0,12)=1,691....
x=1691...+n-2mn Kulmaan x, lisdtddn tdyden kulman monikerta.

x=~1,69+n-2n
tai

x=-1,691...+n-2n Vastakulmaan - x, lisitdan

tdyden kulman monikerta.

x~—-1,69+n-2n, missd n on kokonaisluku.



¢) Yhtdlon médrittelyehtoon x#—+n-m.

tan x =7 Laskimella saadaan x, = tan™' 7 =1,428....
x=1428...+n -7 Kulmaan x, lisdtdan kulman ©= monikerta.
x~=1,43+n-m,

missd n on kokonaisluku.

Ratkaisu toteuttaa mééarittelyehdon.

Vastaus a) x~0,35+n-2n tai x=2,79+n-2m,
missd neZ
b) x=1,69+n-2n tai x=~—-1,69+n-2m,
missid neZ
c) x=1,43+n-m, missi nelZ



K20

a)
\/Ecosx—lzo

1
COS X =—=
V2
x=Ztn2mn
4
tai

T
X=——+n-2m,
4

missd n on kokonaisluku.

. 1
Taulukkokirjasta ndhdddn, ettd cos % =—.

2

Kulmaan ) lisdtdédn tdyden kulman monikerta.

Vastakulmaan _Z lisataan

tadyden kulman monikerta.



b)

2sinx+1=0
. iy a1 . . I 1
sin x = Y Taulukkokirjasta ndhddén, ettd sin — = 5
T T e .
X = r3 +n-2m Kulmaan r3 lisdtddn tdyden kulman monikerta.
tai

ks
X=T——+n-2n

Suplementtikulmaan 7 — % lisdtddn

tdyden kulman monikerta.

i - .
X = % +n-2m, missd n on kokonaisluku.
c)
tanx+1=0
. 1 e , 3n
tan x = —1 Taulukkokirjasta ndhddén, ettd tan — =—1.
i 3T o )
x= " +n-m, Kulmaan v lisdtdan m:n monikerta.

missd n on kokonaisluku.

T . T -~
Vastaus a) x:z+n-2n tai x:—z+n-2n,mlssa nel
T . T -
b) x=?+n-2n tai x=—g+n-2n,m1ssa nel

3n -
C) x=7+n-n,mlssa neZl



K21
a)

sin2x=1

2x:£+n-2n 12
2

x= 2 +n-m, missd n on kokonaisluku.

b)
cosbx—-1=0

cos 6x =1

6x=n-2n |6
6:n-£,
3

missd n on kokonaisluku.

T -
Vastaus a) x:Z+n-n, missd neZ

b) x:n-g, missd neZ



K22
Muokataan yhtdloa.

sinx—5cosx=0

sin x =5cos x |: cosx (#0)
sin x sin x

=5 =tan x
COS X COS X
tan x =5

Yhtélon médrittelyehto on x # ) +n-7

Ratkaistaan yht&lo.
tan x =5
x=1373..+n-m

x=1,37+n-m,

missd n on kokonaisluku.
Ratkaisu toteuttaa mééarittelyehdon.

Vastaus x=1,37+n-n, missi neZ.



K23

2 cos(3x +§) = \/g |: 2

> 3
cos (3x + Ej = £ Taulukkokirjasta ndhdéén, ettd cos r_N2
’ ? 6 2
i T T © ee eses . .
3x+—=—+n-2n Kulmaan g lisdtddn tdyden kulman monikerta.

T 2)7'5

3x=———+n-2n
6

3x=——+n-2n |3
6

b 27
X=——+n-—
18 3
tai
Ix+—=-—+n-2n
Vastakulmaan — T lisdtdadn
tdyden kulman monikerta.
2)
3x=—— L pon
6
3x=——+n-2n |3
T 2n - .
X = —g +n -?, missd n on kokonaisluku.

2 . 2 -
Vastaus x:—£+n-—7c tai x:—£+n-—n, missd neZ.
18 3 6 3



K24

Kulmalla 2x —g jakulmalla x on yhtd suuri sini tismélleen

silloin, kun kulman 2x —g kehipiste on sama kuin kulman x

kehipiste tai sen suplementtikulman n—x kehépiste.

sin (Zx - Ej =sin x
2

2x—£=x+n~2n tai 2x—£=n—x+n-2n
2 2
2x—x:£+n-2n 2x+x:n+£+n-2n
2 2
x:£+n-2n 3x:3—n+n-2n |:3
2 2
T 21
X=—+n-—,
2 3

missa n on kokonaisluku.

Vastaukset voidaan yhdistdd yhdeksi
lausekkeeksi x = §+ n 2?71 , misséd

n on kokonaisluku.

Vastaus X :£+n-2—7c
2 3

missid neZ.

2




K25

Kulmalla 2x ja kulmalla 4x on yhtd suuri kosini tdsmélleen silloin,
kun kulman 2x kehépiste on sama kuin kulman 4x kehédpiste tai sen
vastakulman —4x kehépiste.

cos2x =cos 4x

2x=4x+n-2m tai 2x=-4x+n-2x
2x—4x=n-2n 2x+4x=n-2m
—2x=n-2mn |:(—2) 6x=n-2m |:6
o
X=—n-m xX=n-—,
3
X=n-m

missa n on kokonaisluku.

Ratkaisut voidaan yhdistda lausekkeeksi x=n~§, missd n on

kokonaisluku.



Etsitddn juuret, jotka ovat vililld [—m, 0].

Vastaus

_Tc,

T
n | x=n-—
3
4| x=a B 3T
3 3
3| x=-32=g
3
3 3
_1 .X:—E
3
0 | x=0
1 x:E>O
3
_2_75’ _E Jao
3 3




K26

Ratkaistaan yhtdlon méérittelyehto.

T . T T
2x#—+n-m ja ——X#*—+n'm
2 2 2
T T
X#—+n-— X#n T
4 2 -1
Ratkaistaan yht&lo.

tan 2x = tan (E - xj
2

T
2x=——-x+n-m
2

3x=£+n‘n |:3
2

T T
X=—+n-—,

6 3

missd n on kokonaisluku.

Ratkaisut toteuttavat médrittelyehdon.

08 T
Vastaus X=—+n-—

6

, missd nelZ.




K27
a)

cosxsinx+cos x =0  Erotetaan yhteinen tekiji.

cos x(sinx+1)=0

cosx=0
T
X=—+n-m
2
tai
sinx+1=0
sin x =-—1
3n -
x=7+n-2n, missd n € Z.

Kulmien kehépisteet sijaitsevat m:n vilein. Siten ratkaisuparvet
voidaan yhdistida yhdeksi Y
lausekkeeksi

T -
x:5+n-n,mlssa n on

kokonaisluku. -1 1

|




b)
2cos’x+3cosx+1=0

2(cos x)> +3cos x+1=0 Sijoitetaan cos x = 1.
22 +3t+1=0 Ratkaistaan muuttuja z.
_T3ENF 421 BV 3l
2-2 4 4
3+1 . 3-1 1
=———2=-1 tal t=-———=——
4 2

Koska cos x =¢, saadaan kaksi yhtdlo4. Ratkaistaan x.

cos x =-—1

X=T+n-2n, missd neZ
tai

1
COS X =——

2
x=—n+n-2n’
3
tai

21 -
x:—?+n-2n, missd n € Z.



T -
Vastaus a) x:5+n-n,mlssa nel.
. 21
b) x=n+n-2n tai x:7+n-2n

. 2n .
tai x=—7+n~2n,mlssa nel.



a)
y
—
Ax=si L \\\
\\
)
X
>
0,2
\\\
\\L
b)
sinl =0

X

—=n-n Kerrotaan ristiin.
X

x-n-n=1 |:(n-7t) (n#0)

x=—— missd neZ, n=0
n-m



¢) Ratkaistaan kaksoisepayhtalo.

0,001 SLS 0,01
n-m

31,830...<n <318,30...

Vililla olevat nollakohdat ovat n:n kokonaislukuarvojen 32 ja 318
vilissa.

Nollakohtia on siten 318 — 32 + 1 =287 kappaletta.

1 -
Vastaus b) x=——, missd neZ, n#0.
n-m

¢) 287 nollakohtaa



K29

Huomaa, ettd tehtdvdssd ei vaadittu perusteluja.

a)

Ay

V2L 1)\

AU

/
[V
VW 7 A

_

\ A

Funktion cos3x arvojoukko on [-1, 1].

Funktion cos3x perusjakso on kolmasosa cos x

. . 2m
perusjaksoon verrattuna eli 3

Funktion cos3x kuvaajaon 2.



b)

Ay

\2 L N
AN VA /Y
W\ ¢ &7
\ A

<

Funktion 3cos x arvojoukko on
—-1<cosx<1 |3

—3<2cos x <3.

Eli funktion arvot ovat vélilla [-3, 3 ].

Funktion 3cos x perusjakso on sama kuin funktiolla cos x eli
27.

Funktion 3cos x kuvaajaon 1.



Ay

\2 o [

iy VA L[V
A % &7

<

\ LA

Funktion cos %x arvojoukko on [-1, 1].

: 1 : : . .
Funktion cos Ex perusjakso on kolminkertainen funktioon

cos x verrattuna eli 6.

Funktion cos%x kuvaaja on 3.

Vastaus a) 2 b) 1 c) 3



K30

AY 1
N / N
N >< N L ?
N N

|

a) Funktion sin(x—2) vaakasuuntainen siirto on 2 yksikkod

oikealle.

Funktion sin(x—2) kuvaajaon 2.

b) Funktion sin (x+2) vaakasuuntainen siirto on 2 yksikkoa
vasemmalle.

Funktion sin (x+2) kuvaajaon 3.

c) Funktion sinx+2 pystysuuntainen siirto on 2 yksikkoa
ylospéin.

Funktion sin x+2 kuvaaja on 1

d) Funktion sin x—2 pystysuuntainen siirto on 2 yksikkoa
alaspdin.

Funktion sin x—2 kuvaaja on 4

Vastaus a) 2 b) 3 c) 1 d) 4



15

10

-m/2 " flo 2,

-10

-15

Funktion 6tan x arvojoukko on R.

Funktion 6tan x arvot kdyvit ldpi yhden jakson vililld

T oW : : :
]——,—[, joten sen perusjakso on sama kuin funktion tan x

2
perusjakso eli .



b)

15

10

== “m/2 o |o

-10

-15

Funktion tan%x arvojoukko on R.

Funktion tan %x arvot kiyvit 1dpi yhden jakson vililld

]1-3m, 3n[, joten sen perusjakso on 6.

Vastaus a) arvojoukko R, perusjakso w
b) arvojoukko R, perusjakso 6m



K32

Funktion sin 6x arvojoukko on sama kuin funktion sin x eli

[-1,1].

Maéiritetddn funktion f arvojoukko.
—1<sin 6x <1 |8
—8 < 8sin 6x <8-5

-13<-5+8sin 6x <3
Funktion /" arvojoukko on [-13,3].

Selvitetddn funktion sin 6x perusjakso, eli pienin mahdollinen

positiivinen jakso, joka muuttujaan x tulee liséta, jotta funktio
sin 6x saa uudestaan saman arvon.

sin 6x = sin (6x + 27) Erotetaan 6 yhteiseksi tekijaksi.

won{e(=+3)
oegpon(e)

= —5+8sin(6x +2m)

=-5+8sin 6x = f(x)
kaikilla x.

Funktion f perusjakso on g



Vastaus arvojoukko [-13, 3], perusjakso g



K33

Funktion cos %x arvojoukko on sama kuin funktion cos x eli
[-1,1].

Maédritetddn funktion f arvojoukko.
1
—-1<cos—x <1 |-(—5)
2
1
5>-5cos—x >=-5 |+l
1
6>1-5cos—x >—4
2
1
—-4<1 —SCossz 6

Funktio f saa kaikki arvot vililtd [—4, 6]. Funktion suurin arvo on
6 ja pienin arvo on —4.

Vastaus suurin arvo 6, pienin arvo —4



K34
Kirjoitetaan funktion f lauseke muotoon asin(b(x—c))+d.

f(x)=4sin (2x-7)-1 =4sin(2(x—§jj+(—l)

a) Amplitudia muuttaa kerroin 4. Funktiolla f on sama amplitudi
kuin funktiolla 4sin x. Koska funktion sin x amplitudi on 1,

niin funktion 4sin x amplitudi on 4.

Funktion f amplitudi on 4.

Perusjaksoa muuttaa kerroin 2. Funktiolla /" on sama
perusjakso kuin funktiolla sin 2x. Koska

sin 2x = sin (2x +27) = sin (2(x + 1)),

niin muuttujaan x pitdd lisdtd =, jotta funktio sin2x saa
uudelleen saman arvon.

Funktion f perusjakso on .



b) Tarkastellaan ensin vaakasuuntaista siirtoa. Siirtoon vaikuttaa

vakio T )
2

Funktion f kuvaajan vaakasuuntainen siirto on ) yksikkoa

oikealle.
Tarkastellaan seuraavaksi pystysuuntaista siirtoa. Siirtoon
vaikuttaa vakio —1.

Funktion f kuvaajan pystysuuntainen siirto on 1 yksikkoa
alaspdin.

Funktion f kuvaaja saadaan siirtdmélld funktion 2sin 4x

kuvaajaa g yksikkod oikealle ja 1 yksikkod alaspédin.



Vastaus a) amplitudi 4, perusjakso w

b) g yksikkoa oikealle, 1 yksikkod alaspédin



K35

a) Mairitetddn funktion f(f)=asin(b(t—c))+d vakioiden a,
b, ¢ ja d arvot.

Vakio a muuttaa sinifunktion amplitudia. Sinifunktion
amplitudi on puolet suurimman ja pienimmaén arvon erotuksesta.

%-(37,6—36,5) =0,55

Koska funktion amplitudi on 0,55, niin a =0,55.

Vakio b muuttaa sinifunktion perusjaksoa. Koska

sin bx = sin (bx + 21) = sin [b(x + %D , niin funktion sin bx
. 2n
perusjakso on 5

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan vakio b.

2771 =24 Funktion f(#) perusjakso on 24.

b _im 0,2617...~0,262
24



Vakio d siirtdd funktion kuvaajaa ylospdin.

Funktion asin bx =0,55sin (0,262x) suurin arvo 0,55.

Funktion 0,55sin (0,262x)+d suurimman arvon tulee olla
37,6.

Funktion 0,55sin (0,262x) kuvaajaa on siirrettava
37,6 —0,55=37,05 yksikkod ylospdin, joten d =37,05.

On médritetty vakioiden a, b ja d arvot. Funktion f lauseke
on f(r)=0,55sin(0,262(¢-c))+37,05.

Vakio c siirtdd kuvaajaa vaakasuunnassa.

Vakio ¢ voidaan maérittdd, kun tiedetdén yksi muuttujan ¢ arvo
ja sitd vastaava funktion arvo. Kello 4.30 on vuorokauden
alusta kulunut 4,5 tuntia ja ruumiinldmpd on 36,5 °C . Siis

£(4,5)=36,5.

Ratkaistaan yhtélo laskimella ja rajataan ratkaisu vilille
0<c<24.

f(4,5)=36,5
0,55sin(0,262(4,5-c))+37,05=36,5

¢ =10,49...~10,5

Saadaan f() =0,55sin(0,262(7—10,5))+37,05.



b)

Pilvin heritessd kello 7.45 on kulunut 7,75 tuntia keskiyOsta.
Ruumiinldmpd on
£(7,75)=0,55sin(0,262(7,75-10,5))+37,05

=36,68...=36,7 (°C)

c) Piirretdén funktion f kuvaaja y =f(f) jasuora y=37,2.
Y y = [f(t)
37.5
S (11.55, 37.2) ™~
36.5
36 | X
0o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Kuvaajan perustella Pilvin ruumiinldmp6 nousee yli 37,2 °C, kun
keskiyostd on kulunut aikaa 11,55 tuntia. Muutetaan aika tunneiksi
ja minuuteiksi.

11,55h=11h+0,55-60 min =11 h+ 33 min

Kellonaika on siis 11.33.

Vastaus a) f(1)=0,55sin(0,262(¢—10,5))+37,05

b) 36,7 °C
c) kello 11.33



K36
a) D(3cos x+2)=-3sinx

b)
D3cos 2x =3-(—sin 2x)-D 2x Du(s(x)) =u'(s(x))-s'(x)
u'(s(x)) s'(x)

=—6sin 2x

c)
D3cos’x =3-2cos x-Dcos x Du(s(x)) =u'(s(x))-s'(x)
u'(s(x)) s'(x)

=—6¢c0s xsin x = —3sin2x

Vastaus a) —3sinx
b) —6sin 2x
c) —6cosxsin x =—-3sin2x



K37

f'(x)=3cosx+cos3x- 3 +3sin’x- cosx Du(s(x)) = u'(s(x))-s'(x)
— o
Wis(x) s W) g

=3cosx +3cos3x + 3sin’ xcos x

Vastaus f'(x) =3cosx +3cos3x +3sin’ xcos x



K38

a) Mairittelyehto on x # ) +n-m, missd neZ.

l(1 +tan’ x)

b) Madirittelyehto on

X T
“#—+n-m |2

2 2

X#T+n-2n, missi n e Z.

1

2 X
N S
2 s
[—
W(5(x))

1

X
Dtan — =

DI Du(s(x))=u(s(x))-5'(x)
COS 2

x
2cos” =
2

tai

Dtan % = (1+ tan® g) D % Du(s(x)) = u'(s(x)) - 5'(x)

—
u'(s(x)) s'(x)

1 X
=—(1+tan* =
2( 2)



1
9
2cos’ x

Vastaus  a) f'(x)= %(1 +tan’ x) =

T
kun x¢5+n~7c, nel

b) f’(x):%(l+tan2£: L

2cos? >
2

kin x#n+n-2n, neZ



K39

Maiiritetddn kuvaajan y = f(x) piste, johon normaali piirretdin.

T T T
= — | = 2-— = —:O
y f(4j cos( 4) 0052

Normaali piirretdédn pisteeseen (Z,Oj .

Funktion f kuvaajalle kohtaan x piirretty tangentti ja normaali ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan, joten niiden kulmakertoimien tulo on
—1.

Ratkaistaan ensin funktion f kuvaajalle kohtaan x = % piirretyn

tangentin kulmakerroin &, = f '(Ej.

4

Derivoidaan funktio.

f'(x) =D(cos2x)
=(—sin2x)-2
=-2sin2x

Ratkaistaan tangentin kulmakerroin.

k, =f’(ﬁ)z—z-sin(z-ﬁj:—2-1:—2
4 4



Ratkaistaan normaalin kulmakerroin.

kok =1
2k =-1
oL

2

Muodostetaan normaalin yhtéld, kun normaali kulkee pisteen

(%,0) kautta ja sen kulmakerroin on % .

Normaalin yhtédlo voidaan ilmoittaa myos muodossa
4x-8y—-n=0.

Vastaus y=%x—% eli 4x-8y—n=0



K40

a) Derivoidaan funktio.
f'(x)=-2sinx—1

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

f(x)=0
—2sinx—-1=0
sinx =——
2
x=7—n+n~2n tai x:n—7—n+n~2n
6 6

missa neZ



b) Derivoidaan funktio.
f'(x)=2cos2x+1

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

f(x)=0
2cos2x+1=0
cos2x:—l
2
T ) 27
2x=?+n-2n tai 2x=——+n-27
o T
x=§+n-n X=——+n-m,

missd neZ

T . n -
Vastaus a) x=—g+n-2n tal x=—+4n-2n, missd neZ

T : T -
b) x:§+n-n tai x:—§+n-n, missd neZ



K41

Funktion f kulku péétellddn derivaattafunktion merkista.
Derivoidaan funktio f-
f'(x)=—sinx+1.
Selvitetdén derivaattafunktion arvojoukko.
~1<sinx<1 |-(-1) (<0)
1> —sinx>-1 [+1
2>2—-sinx+120
0<—-sinx+1<2

Derivaattafunktion arvojoukko on [0, 2] eli f'(x)>0 kaikilla
xeR.

Tutkitaan derivaatan nollakohdat.
—sinx+1=0
sinx =1
o -
x=5+n~2n, missa n € Z
Derivaattafunktio on 0 vain yksittéisissd kohdissa.
Koska derivaattafunktio f'(x)>0 kaikilla xeR ja f'(x)=0

vain yksittdisissd kohdissa, niin funktio f* on kaikkialla aidosti
kasvava. o



K42

Funktioiden sinx ja cos x perusjakso on 2w

Derivoidaan funktio f. Derivointi voidaan suorittaa myos laskimella.

f'(x)=6sinxcosx —4sinxcosx
=2sinxcos x

=sin2x
Madritetdan derivaattafunktion nollakohdat.

sin2x=0

Vilille 10, 2a[ kuuluu derivaattafunktion nollakohdat g

nm=1), n (n=2) ja 3771 (n=73).



Lasketaan funktion f arvot vélin paitepisteissd ja vilille kuuluvassa
derivaattafunktion nollakohdassa.

£(0)=3sin’0+2cos’0=2= f(2m) pienin
T ., ) T .
—)=3sin"—+2cos"—=3 suurin
f(z) 5 5
f(m)=3sin’mt+2cos’ T =2 pienin
f(3—n) =~ 3sin?F 4 2008?28 = 3 suurin
2 2 2

Funktion f suurin arvo on 3 ja pienin arvo on 2.

Vastaus suurin arvo 3, pienin arvo 2



K43
Funktion f mairittelyehto on

i
3x#—+n-m
2

T T -
x¢g+n-§, missi n € Z.

Funktio on siten mééritelty tutkittavalla valilld |- g,%[ .

Funktion kulku pédtelldén derivaattafunktion merkkien avulla.
Madritetdan derivaattafunktio. (Voidaan derivoida laskimella).

f'(x)=D(tan3x —4x)
=3(1+tan’3x)—4

=3tan’3x—1



Derivaattafunktio on méérittelyvalilld jatkuva, joten sen arvo voi
vaihtua vain nollakohdissa. Ratkaistaan derivaattafunktion
nollakohdat. (Voidaan ratkaista laskimella).

3tan’3x—1=0
tan’ 3x = 1
3
1 )
tan3x =— tai tan3x=——

V3



Vilille ]‘%’%[ nollakohdista kuuluvat — ja ——

18

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Pditelldén derivaattafunktion
merkit testaamalla.

_r_ T T T
x £'(x) | merkki 6 18 18 6
1 15955... | + VA e B s
2
0 11 - f i 0N S
1 15955... | + N
2

Funktiolla f on vililli maksimikohta —— ja minimikohta —

. s . o
Vastaus  maksimikohta ——, minimikohta —.



K44

a) Funktion f muutosnopeuden ilmaisee sen derivaattafunktio f”.
Derivoidaan funktio f.
f'(t)=9,5-co0s(0,262¢ —1,703)- 0,262
=2,489c0s(0,262¢ —1,703)
Kello 9.30 veden syvyyden muutosnopeus on f'(9,5).
f'(9,5)=2,489¢0s(0,262-9,5-1,703) =1,758... # 1,8 (°C/h)
Lampdotila muuttui 1,8 °C/h.

b) Derivaattafunktio saa suurimman arvonsa, kun kosinin arvo on
1.

f'(t)=2,489-1=2,489...2,5 (°C/h)
Suurin muutosnopeus on 2,5 °C/h.

Vastaus a) 1,8 °C/h
b) 2,5 °C/h



K45

) 4
sinx=—
a
4
a=—
sin x
CcosSXx =
20—a

d=(20-a)-cosx

Etdisyyden d ilmaisee siis funktio

4 )
f(x)=(20—-a)cosx =20cosx — cosx, missa 0<x<£.

sin x

Tehtdvéna on etsid funktion f suurin arvo.

Derivoidaan. (Voidaan derivoida laskimella).

) —4sinx-sinx —4cosx-cosx
f'(x)=-20sinx —

sin’ x

—20sin’ x + 4(sin® x + cos” x)

sin’ x
—20sin’ x + 4
sin’ x



Madritetdan derivaattafunktion nollakohdat valillda 0 < x < %

(Voidaan ratkaista laskimella).

—20sin*x+4=0

L4
sin® x = —
20
sin’ x =—
5
-t
sinx = 3|—
5
x=0,6246
T
Laaditaan kulkukaavio. 0 0,6246... B
- +
£1(0,5)=7,81...>0 /
£'(0,7)=-3,24...<0 fi/ N

max

Lasketaan funktion suurin arvo

£(0,6246...)=10,675... 10,68

Tikkaat jadvat 12-10,675...=1,324... 1,3 metrin pddhén seinésta.
180°

T

Kulma on tll6in asteina 0,6246...- =35,78..°~36°.



Vastaus 36°, jaavat 1,3 m padhin



Tekija e Pitkd matematiikka7 o 14.8.2017

M1
(uos)(1) =u(s(1)) s(x)=3x-5
=u(3-1-5)
=u(-2) u(x) =2x’
=2(-2)°
-8

Vastaus a



M2

Kun lasketaan funktion f(x)=(4x”+1)" arvo, voidaan ensin
laskea funktion s(x)=x" arvo, minki jilkeen lasketaan
(4-s(x)+1)". Talldin u(x)=(4x+1)".

Siis sisdfunktio on s(x)=x" ja ulkofunktio u(x)=(4x+1).

Tai voidaan ensin laskea funktion s(x)=4x’+1 arvo, minki

jilkeen lasketaan (s(x))’. Talldin u(x)=x’.
Siis sisifunktio on s(x)=4x"+1 jaulkofunktio u(x)=x".
(Vaihtoehto b tuottaa viidrin lausekkeen 4(x’)’ +1=4x""+1.)

Vastaus a ja c



M3

Muodostetaan yhdistettyjen funktioiden go f ja fog
lausekkeet, kun f{x)=x" ja g(x)=x+ 1.

(go /)x)=g(f(x)) (feg)(x)= f(g(x))
=g(x?) =f(x+1
=x’+1 =(x+1)°

=x"+2x+1

Muodostetaan ja ratkaistaan yhtilo.

(go /)x)=(f°2)(x)
X Hl=x+2x+1

x=0
Funktiot saavat saman arvon kohdassa x = 0.

Vastaus b



M4
Funktio f{x) = (2x* — 3)*. Derivoidaan funktio f.

f'(x)=4(2x> -3)’-D(2x* - 3) Ketjusdanto Du(s(x)) =u'(s(x))-s'(x)
u'(s(x)) s'(x)

=4(2x* -3)’ -4x

=16x(2x* -3)’

Vastaus b



MS
Derivoidaan funktio g(x) = (x’ — 12x)’.

g'(x)=3(x-12x)*-D(x’ —=12x) Ketjusdiantd Du(s(x)) =u'(s(x))-s'(x)
u'(s(x)) s'(x)

=3(x’ —12x)*-(3x* =12)

=9(x* —4)(x’ —12x)

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.
9(x* —4)(x’ -12x)=0

x'—4=0 tai X —12x=0
xt=4 x(x*=12)=0
x=-2 tai x=2 x=0 tai x’ =12
x=-2y3 tai x=23
Nollakohtia on 5 kappaletta.

Vastaus C



M6
Derivoidaan funktio flx) = (o +4).

f1(x)=5(x"+4)"-D(x* +4) Ketjusdintd Du(s(x)) =u'(s(x))-s'(x)
u'(s(x)) s'(x)

=5(x+4)* 2x

=10x(x* +4)*

Tutkitaan derivaattafunktiota.

Koska 10x>0, kun x>0 ja (x*+4)*>0 Kkaikilla x,
derivaattafunktio on positiivinen valilld x> 0.

Kun x =0, niin myo6s f'(x)=0.

Kun x <0, niin 10x <0. Koska (x2 + 4)4 >0 myds, kun x <0, niin
talloin f'(x) <O0.

Vastaus b



M7

Kulman —191° kehépiste on II neljinneksessa.

Vastaus b



M8

Selvitetddn kulman suuruus.

Vastaus b



M9

Selvitetddn kulman suuruus asteina.

1t rad = 180°
T rad = 180 =18°
10 10

Vastaus a



M10

Selvitetddn kulman suuruus radiaaneina.
) T
180° = & rad, joten 1°=—— rad

3
270°=270-1° = 270 - —~

3n
—— rad =— rad
180 2

2

Vastaus C



M11

Koska kulma o on terdvd, sen sini, kosini ja tangentti ovat
positiivisia.

Siis
tana >0,

cos(m—a)=—cosa<0 ja

N
s1n(5—aj:cosa>0.

Vastaus b jac



M12

Koska kulma o on tylppi, sen kehépiste sijaitsee 11
neljanneksessé eli kulman kosini on negatiivinen.

sina+cos’a =1

cosa = ++/1-sin’ & |sina=0,1
cosa =—+/0,99
Lisiksi

sin(m+ a) = sin(n — (-ar))
= sin(—a)
=-—sina

=-0,1.

Oikea vaihtoehto on siten c.

Vastaus C



M13

Kulman « kehipisteen x-koordinaatti vastaa kulman kosinin arvoa
ja y-koordinaatti kulman sinin arvoa.

Koska kosinin arvo on negatiivinen ja sinin positiivinen, kulma
sijaitsee II neljanneksessé eli kulma on tylppa.

sin o .. 0,84
Koska tana = , niin tano = — .
cosa 0,4

(T e . (m
Koska sin (E - aj =coSa, niin sin (E - aj =-0,4.
Kaikki vaihtoehdot ovat siten oikeita.

Vastaus a, bjac



M14

Koska kulma o on terdvé sen kehépiste sijaitsee I neljanneksessi
eli kulman sini on positiivinen.

sina+cos’a =1

sina = £/1-cos’ «

1
cosa =—
6

Lisaksi

sin2a =2sinacosa

_, 33501
6 6
NeS

18

Oikeat vaihtoehdot ovat siten a ja b.

Vastaus ajab



M15

sina ..
Koska tana = , niin tana =
cosa

Oikea vaihtoehto on siten a

Vastaus a

WA w

W | W
A

Alw



M16

Kulman « tangentin arvo on kulma tangenttipisteen
y-koordinaatti. Kulman « tangentti on 2.

7

‘ /
/

/

/

2

/
/
/
7/
ya
/
/
/
1/
) h
(04

Oikea vaihtoehto on siten b

Vastaus b



M17

Yhtidlon sinx =-—1 toteuttavat
kulmat 3n ja I
2 2

Oikeat vaihtoehdot ovat siten b
ja c.

Vastaus b jac




M18

Ratkaistaan yhtdlo.

cos2x=0

2x=£+n-n 22
2

Y=

Yhtélon toteuttaa kulma

Oikea vaihtoehto on siten c.

Vastaus C




M19

Ratkaistaan yhtdlo.

tanx =—1

Oikeat vaihtoehdot ovat siten a ja c.

Vastaus ajac

| v

\B




M20

Tutkitaan ratkaisuparven kulmia vililla [—%T,g] .

T yis
n|x=—+n-—
4 2
3| g g E__Om
4 2 4
| x=R . E_TT
4 2 4
T T T
1| x=—-—=——
4 2 4
0| x==
4
T T 3n_ =W
1 [ x=—F+—=—>—
4 2 4 2
. o St s
Ratkaisuparveen sisdltyvit kulmat _T ja e

Oikeat vaihtoehdot ovat siten b ja c.

Vastaus b jac



M21
Ratkaistaan yhtdlo.

sinx =0,5

T ) 5w
X=—+n-2mn tai x=—+n-2m,

missid neZ

Oikea vaihtoehto on siten c.

Vastaus C



M22

Ratkaistaan yhtdlo.

tanx = -3
x=-1,249...+n-m
x~-1,25+n-m,

missd neZ

Oikea vaihtoehto on siten b.

Vastaus b



M23

Kirjan 1. painoksen kuva on virheellinen. Oikea kuva alla.

<N

y = f(x)
0,5

Funktion arvojoukko on sama kuin funktion sinx eli [-1, 1]ja
jakso on kaksinkertainen funktioon sinx verrattuna.

Siten kuvaa vastaava funktio vaihtoehto a.

Vastaus a



M24

Funktion sin 2x arvojoukko on sama kuin funktion sin x eli

[-1.1].

Maéiritetddn funktion f arvojoukko.
—1<sin2x <1 |-(—4)
4>-4sin2x =-4 |+8

12>8—-4sin2x>4

4<8—-4sin2x <12
Funktio f arvojoukko on [4,12].
Selvitetddn funktion sin 2x perusjakso, eli pienin mahdollinen
positiivinen jakso, joka muuttujaan x tulee liséta, jotta funktio
sin 2x saa uudestaan saman arvon.

sin 2x = sin (2x +27) Erotetaan 2 yhteiseksi tekijiksi.

=sin (2(x+7))

Funktion f perusjakso on .

Oikeat vaihtoehdot ovat siten a ja c.

Vastaus ajac



M25

Funktion f vaakasuuntainen siirto on 2 yksikkdd oikealle
verrattuna funktioon sin x ja funktion arvojoukko on sama kuin
funktiolla sin x.

Funktio f onsiten sin (x —2). Oikea vaihtoehto on vaihtoehto c.

Vastaus C



M26
Kirjoitetaan funktion f lauseke muotoon asin(b(x—c))+d.

£(x) =4sin (2x—1)+2 :4sin[2(x—gn+2

Vaakasuuntaiseen siirtoon vaikuttaa vakio 5 Funktion f kuvaajan

vaakasuuntainen siirto on B} yksikkoa oikealle.

Pystysuuntaiseen siirtoon vaikuttaa vakio 2. Funktion f kuvaajan
pystysuuntainen siirto on 2 yksikkdd ylospéin.

Eli funktion f kuvaaja saadaan siirtdmélld funktion 4sin 2x

kuvaajaa g yksikkod oikealle ja 2 yksikkod ylospéin.

Oikeat vastausvaihtoehdot ovat siten a ja b.

Vastaus ajab



M27

Derivoidaan funktio.
D(sinx*) =cosx”* -Dx* = cosx” - 2x = 2xcos x

Oikea vastausvaihtoehto on c.

Vastaus C



M28

Derivoidaan funktio.

D(cos(1-2x)) =—sin(1-2x)-D(1-2x)
=—sin(1—2x)-(-2) =2sin(1-2x)

Oikea vastausvaihtoehto on a.

Vastaus a



M29

Funktio f saa suurimman arvonsa, kun sin(6x+99)=1.

Suurin arvoon siten 7-1-3=4.
Oikea vastausvaihtoehto on a.

Vastaus a



M30

Funktio f(x) =4 + 3sin (2x + 1) on jatkuva ja derivoituva.
Derivoidaan funktio f.
f'(x)=6cos(2x+1)

Koska derivaattafunktion arvojoukko on [-6, 6], funktio f ei ole
aidosti kasvava.

Funktio f saa pienimmén arvonsa, kun sin(2x +1) = —1. Funktion
pienin arvo on siten 4+ 3-(—1)=1. Funktio saa siis vain positiivisia
arvoja.

Oikeat vastausvaihtoehdot ovat b ja c.

Vastaus b jac



M31

Funktiolla f(x)=23 cos(% +3)—7 on sama perusjakso kuin

funktiolla cos % Koska
cos > = cos (i +21) = cos l(x +4m)
2 2 2 ’

niin muuttujaan x pitdd lisitd 4m, jotta funktio COSE saa

uudelleen saman arvon.

Funktion f perusjakso on 4, jolloin funktio saa kaikki arvonsa
milld hyvinsd timén pituisella tai titd pidemmalld valilla.

Kaikkien annettujen vélien pituus on vdhintdén 4mr, joten funktio saa
kaikki arvonsa kaikilla vileill4.

Vastaus a, b jac



M32

Derivoidaan.
D(tan4x) = (1+ tan* 4x)-4 =4 + 4tan” 4x
tai toisin

1 4

4=
cos’4x

D(tan4x) = .
( ) cos’4x

Oikea vastausvaihtoehto on c.

Vastaus C



M33

Derivoidaan.
D(tan® x) =2 -tanx - (1+ tan” x) = 2 tan x(1 + tan” x)
tai

1 2t
D(tan’ x) =2-tanx-—— = anx

cos’x cos’x

Oikeat vastausvaihtoehdot ovat b ja c.

Vastaus b jac



M34

N . )
Funktio Esm 2x saa suurimman arvonsa, kun sin2x=1.

) ) 1 1
Suurin arvo on siten —-1=—.
2 2

Oikea vastausvaihtoehto on a.

Vastaus a



M35

N . )
Funktio Esm 2x saa suurimman arvonsa, kun sin2x=1.

Suurin arvo on siten l 1= l
Ratkaistaan yhtilo

l sin2x = l

2 2

sin2x =1

2x:£+n-2n 22
2

T
X=—+n-n
4

) ) T
Funktio saa suurimman arvonsa kohdassa —.

Vastaus b



Tekija e Pitkd matematiikka7 o 14.8.2017

Al
a) f'(x)=D(2sin3x)=2cos3x-3=6cos3x

b) A'(x)=D(4x- cos%} =4 cosg on vakio.

c) g'(x)=D(6-tan(l-2x))
=—(1+tan’(1-2x))-(-2)

=2+2tan’(1-2x)
Huomaa: funktion voi derivoida myds toisin:

g'(x) =D(6—tan(1—2x))
1
S

B 2
cos’(1—2x)

Vastaus a) f'(x)=6cos3x
b) A'(x)=4

C) g’(X) =2+2 tanz(l - 2)6) (: m}



A2
a) f'(x)=D(2(4-3x)")
=2-3(4-3x%)"-(=6x)

= —36x(4-3x>)

b) g'(x)= D(%(sin 3x-7)"

- % -4(sin3x —7)’ - (cos3x-3)

= 6cos3x(sin3x —7)’

Vastaus

a) f'(x)=-36x(4-3x")
b) g'(x) = 6¢cos3x(sin3x —7)’



A3

a) Ratkaistaan yhtdlon tan 2x = tan 5x médrittelyehto.
T ) T
2x#—+n-m ja 5x¢5+n-n

T T
X#E—+n-— :
4 2 10 5

Ratkaistaan yht&lo.

tan 2x = tan 5x
2x=5x+n-=w
-3x=n-m |: (-3)

T
X=-n-—

3

T
X:n-_
3

Ratkaisut toteuttavat méadrittelyehdon.



b)
2sin2x +4)=+/3 |:2

N

sin(2x +4) =—
( ) 5

2x+4=§+nan

2x:§—4+n2n 2

x=2-24n-m
6

tai
2x+4=n—§+n-2n
2x=2?n—4+n-2n 12
x=224n-m
3
Vastaus

T -
a) x=n~§, missd neZ

s ) T -
b) x=g—2+n-n tai x=§—2+n-n, missd neZ



A4

a) Ratkaistaan yhtdlon méérittelyehto.

T
2X#—+n 7
2

T T
X#*—+n-—
4 2
Ratkaistaan yhtdlo.
tan 2x =sin 2x tana = S
cosa
sin2x =sin2x | -cos2x (#0)
CcoS2x
sin2x =sin2xcos2x
sin2x —sin2xcos2x =0
sin2x(1—cos2x)=0
sin2x=0 tal 1-cos2x=0
2x=n-m |:2 cos2x =1
x:n-E 2x=n-2m |:2
2
X=n-m

Ratkaisut toteuttavat médrittelyehdon.

Ratkaisut voidaan yhdistda: x =n X missd neZ.



b)
4cos(3x+15%) =2 4

cos(3x +15°) = %

3x+15°=60°+n-360°
3x =45°+n-360° |:3

x=15°+n-120°

tai
3x+15°=-60°+n-360°
3x=-75°4+n-360° |:3
x=-25°+n-120°
Vastaus
a) x=n~§, missd neZ

b) x=15°+n-120° tai x=-25°+n-120°, missd neZ



AS
a) Ratkaistaan yhtilo.

cos’x=1
cosx =1 tai cosx =—1
X=n-2m X=T+n-27

Ratkaisut voidaan yhdistdd: x=n-7,missd neZ.



b)

2cos’x =1

cos® x _1
2

1 1
COSX =,|—=—F
(%

i
X=—+n-2n
tai

T
X=——+n-2n

Ratkaisut voidaan yhdistaa:

T T ..
X=—+n-—,missi nelr.
4 2

tai

x=—3—n+n‘2n

|-

Y-




ccos’x  (#0)
cos’ x =sin’ x

Tapauksessa cos’x = 0 yhtilolli ei ratkaisua.

sinzx_1

cos’x

tan” x =1

tanx =1 tai tanx =—1
x:§+n-n x=4nm

. . e T T
Ratkaisut voidaan yhdistdd: x = 2 +n B missd neZ.

Vastaus a) x=n-m, missi neZ

b) x=£+n-£, missd neZ
4 2

T T -~
c)x:Z+n-E, missd neZ



A6

Derivoidaan.
f'(x)=—-sin2x-2—-2cosx-(—sin x)
=—2sin2x+2sin xcosx
=—2sin2x +sin2x
=—sin2x
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.
—sin2x =0
sin2x =0

2x=n-7 |:2

o
xX=n-—,
2
missd neZ.
T -
Vastaus x=n-5, missd neZ

2sinxcosx =sin2x



AT

Funktioiden sinx ja cos x perusjakso on 2m. Koska myos
funktion f perusjakso on 2m, se saa kaikki arvonsa esimerkiksi

suljetulla vililla [0, 2x], joko vilin paitepisteessa tai vélille
kuuluvassa derivaatan nollakohdassa.
Derivoidaan.
f'(x)=2sinxcosx—2-(—sinx)
=2sinx +2sin xcosx

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

2sinx+2sinxcosx =0

2sinx(1+cosx)=0

2sinx=0 tai l+cosx=0
sinx =0 cosx =—1
3n

X=n-m x=7+n-21t,

missd neZ

Vilille 10, 2n[ kuuluvat derivaattafunktion nollakohdat n ja 3771



Lasketaan funktion f arvot vélin paitepisteissd ja vilille kuuluvassa
derivaattafunktion nollakohdassa.

f(0)=sin*0—2cos0=-2= f(2n) pienin
f(m)=sin’t—2cosm =2 suurin

3n . 23T 3n
—)=smn"—-2cos—=1
f(2) 2 2

Vastaus suurin arvo 2, pienin arvo —2



A8

Ratkaistaan kaksinkertaisen kosinin kaavasta sini.

cos2a =1-2sin’ &
2sin’ @ =1—cos 2a

1-cos 2«
2

sin @ =+, /—1 _0(2)8 2a

3m ...
Koska n<a<7,nun sina <0.

) 1-cos2a 13
s1na:—,/— cos2a=——
2 19

sin®a =




3x ..
Koska n<a<7,nun cosa<0.

Ratkaistaan cos« .

=2 2
sin“a+cos” =1

cosa = +1—sin’a

P

Vastaus sin @ = _ﬁ’ tan o =



A9

a) Sievennetdén lauseke.

3(sina +cosa)’ —3sin2a (a+b)Y =a’*+2ab+ b’
=3(sin” @ + 2sina cosa + cos” ) — 3sin 2 sin” a + cos” o = 1
=3(1+sin2a)—3sin2«x sin2a =2sinacosa
=3-14+3sin2a —3sin2«

=3

b) Sievennetdin lauseke taulukkokirjasta 16ytyvien
trigonometristen funktioiden tarkkojen arvojen avulla.

. 11
\/§SIH§+ \/Ecos§+ tan—n-coszg

2
=x/§-?+ 2-L+tan(%+2-nj-(§J tan(a +n-m) =tana

Vastaus a) 3 b)

ENN N



Al10
a) Osoitetaan, ettd funktion sin 4x perusjakso on g

sin 4x = sin (4x +2m) Erotetaan 4 yhteiseksi tekijaksi.

onli(=+3)
Sf(5)3(4(5jj5

=3sin(4x+2m)+5

=3sin4x+5= f(x)
kaikilla x.

Joten funktion f perusjakso on g i



b) Funktion sin 4x arvojoukko on sama kuin funktion sin x eli

[-1,1].

Madritetdén funktion f arvojoukko.
—~1<sin4x<1 |3 (>0)

—3<3sin4x<3 |+5

2<3sin4x+5<8

Funktio f saa kaikki arvot valiltd [2,8].
Funktion f suurin arvo on 8 ja pienin 2.

Vastaus b) pienin arvo 2, suurin arvo 8



All
Muokataan yhtdloa.

Tapaus a = 0:
asin®x=1+2a |a:()
0=1

epatosi, yhtilolld ei ratkaisua

Tapaus a #0:

asin’x=1+2a |:a (#0)

1+2a

sin’ x =
a

. 1
sinx=—+2
a

Funktion sin®x arvojoukko [0, 1]. T#sti saadaan kaksoisepdyhtilo.

0<sin’x<1

0£l+2£1
a

l+220 ja l+2£1
a a

Tapaus a >0:

l2—2 ja lS—l
a

a
—2a<1 ja  —azx1
I .
az—— ja a<-1
2

Ei ratkaisua, kun a > 0.

Tapaus a<0:

1 . 1
—2>-2 ja —<-1
a a
—2a 21 ja -a <1
|
as<—-— J]a a=-1
2
—1<a£—l



Yhtélolld on ratkaisuja, kun —1<a < —%.

Vastaus —-1<a< —%



B1

(gD =g(f(D)

4
= g(ﬁ)

Vastaus i
4

4
f(x)—ﬁ
g(x)_ 6)6;2

X



B2

(f 02)(=5) = f(g(-5)) g(x)=|x|V4-x
= f(=51\4=(=5))
= £(549)
= £(15) F(x) = 22" +6x

=-2-(15°+6-15
=-360

Vastaus  —360



B3
Tutkittavat leikkauspisteet ovat funktion f nollakohdissa.

S(x)=0
sinx =0
xX=n-7, missd neZ

Perdkkdiset nollakohdat ovat x, =n-m ja x,=(n+1) -7, missa
n € Z . Lasketaan tangentin kulmakertoimet tutkittavissa kohdissa.

f'(x)=cosx

k,=f'(x))=cos(n-m) ja k,=f"(x,)=cos((n+1)-m)
Lasketaan kulmakertoimien tulo.

k, -k, =cos(n-m)-cos((n+1)-m)

e cosnm on aina joko 1 tai —1.

e Jos cos(n-m)=1,niin
cos((n+1)-m)=-1

e Jos cos(n-m)=-—1,niin
cos((n+1)-m)=1

Perdkkdisiin leikkauspisteisiin piirrettyjen tangenttien
kulmakertoimien tulo on siis aina 1-(—1)=—1, joten tangentit ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan. O



B4

On madritettdvd (uos)(x) =u(s(x)), kun s(x)= iz ja
X+

u(x)=|x|.

(uos)(x) =u(s(x)) s(x) =

x+2

) u(x) = |x|

4
x+2

4
_|x+2|

Sisdfunktio s(x) =

on madritelty, kun nimittdja x+2 #0 eli

x#-2.
Ulkofunktio u(x) = |x| on madritelty kaikilla x.

Yhdistetty funktio (uos)(x)=wu(s(x)) on siis médritelty, kun
x#-2.

Vastaus (uos)(x)= |i2, kun x # -2
X+




B5
Kayri leikkaa y-akselin kohdassa x = 0.

Selvitetddn kdyrille piirretyn tangenttisuoran kulmakerroin.

Tangenttisuoran kulmakerroin %4 on funktion f derivaatta kohdassa
x=0.

Derivoidaan funktio.
f'(x)=5-(=sin(7-2x))-(-2) =10sin(7 — 2x)
Lasketaan derivaattafunktion arvo kohdassa 0.
k= f'(0)=10sin(7—2-0) =10sin7 = 6,569...
Tangenttisuoran kulmakerroin on k= 6,569....
Lasketaan tangenttisuoran suuntakulma (eli suoran ja x-akselin
vélinen kulma).
tana = 6,569...

a=tan"' 6,569...=1,419...(rad)

Kysytty leikkauskulma radiaaneina
on

,B=§—1,419...z0,15.

Kulma on asteina 8,65°.

Vastaus 0,15 rad eli 8,65°



B6

f(x)=2-3cos3x+5cos’ 3x
=5c0s” 3x —3cos3x +2 | sijoitetaan cos3x =¢
=5t -3t+2

cos3x saa kaikki arvot véliltd [-1, 1], joten myds —1 <z <1.

Funktion f pienin arvo on sama kuin funktion g(¢)=5¢>—3t+2,
missd —1 <t <1, pienin arvo.

Funktio g saa pienimmin arvonsa vilin [—1, 1] péétepisteessi tai
télle vélille kuuluvassa derivaatan nollakohdassa.
Madritetddn vilille ] —1, 1] kuuluvat derivaatan nollakohdat.

g'(t) =10t -3
g'(#)=0
10£-3=0
3
t=—
10

Saatu nollakohta kuuluu vilille ] -1, 1].



Lasketaan funktion g arvo vilin pédtepisteissd ja derivaatan
nollakohdassa.

g(-1)=5-(-1)"=3-(-1)+2=13
g()=5-1-3-1+1=3

2
g(ij=5(ij _3.i+2 =£= 1,55 pienin arvo
10 10 10 20

Siis myos funktion f pienin arvo on 1,55.

Vastaus
Pienin arvo on 1,55.

(huomaa, ettd sadasosan tarkkuudella ilmoitettu vastaus 1,55 on itse
asiassa tuloksen tarkka arvo)

Tehtivi voidaan ratkaista myos derivoimalla tutkittava funktio
f suoraan (katso seuraava sivu.)



Ratkaisu toisin.

Funktion cos x perusjakso on 2m.

Koska cos3x =cos (3x+2m)=cos (3(x+ 2?n)) , niin funktion

cos 3x perusjakso on 2?71 .
. . . 2n
Funktion perusjakso on siten 3

Funktio f saavuttaa vélilld [0, 2?71 ] suurimman ja pienimméan

arvonsa vilin péétepisteessa tai vilille ]0, Z?TE [ kuuluvassa
derivaattafunktion nollakohdassa.

Derivoidaan funktio f.
f'(x)=-3-(-sin3x)-3+5-2cos3x-(—sin3x)-3

=9sin3x —30sin3xcos3x



Mairitetddn derivaattafunktion nollakohdat.

9sin3x —30sin3xcos3x =0  Erotetaan yhteinen tekija.
3sin3x(3—10cos3x) =0  Kéytetdan tulon nollasaéntoa.

3sin3x =0 tai 3—-10cos3x=0

sin3x=0 cos3x =i
3x=n-m |3 3x=1,266...+n-2n |3
xzn-E )c:0,422...+n~2—7T
3 3
tai

x=-0,422..+n 2%

missd neZ

Vilille ]0, 2?71[ kuuluvat derivaattafunktion nollakohdat E,
0,422... ja 1,672....



Lasketaan funktion f arvot vélin paitepisteissd ja vilille kuuluvassa
derivaattafunktion nollakohdassa.

f(O)=2—3cos(3-0)+500s2(3-0):2—3+5:4=f(%c)

f(g)=2—3008(3-§j+5cosz(3-gj=2+3+5:10

£(0,422..)=2—-3cos (3-0,422...)+ 5cos’ (3-0,422...) = 1,55

£(1,672...) =2 —3cos (3-1,672...)+ 5cos’ (3-1,672...) = 1,55

Funktion pienin arvo on 1,55.

Vastaus pienin arvo 1,55



B7

a) Lauseke on médritelty, kun

. . . T
tanx # 0 ja sinx # 0 ja x¢5+l’l-ﬂ;,

XFN- T X*FNn-T

Yhdistetddn saadut méadrittelyehdot yhdeksi lausekkeeksi.

T -
x¢5~n, missa neZ.

b) Muokataan lauseketta.

tanx —1 COS X
+1+

tan x sin x

tan x 1 CcOS X
= - +1+

tanx tanx sin x

1
_1- | 4 So8X

sin x sin x
COS X

COSX COSX
+ =

=2- 2

sinx sinx

Koska lausekkeen arvoksi saatiin 2, lausekkeen arvo on vakio. O

T -
Vastaus a) x# 3 n, missi neZ

b) Lausekkeen arvo on aina 2.



B8

Maiiritetddn kuvaajan y = f(x) piste, johon tangentti piirretdan.
. 0
y=/f(0)=3tan (2-0)—2s1n5:0

Tangentti piirretdén pisteeseen (0,0).

Funktion f kuvaajalle kohtaan x =0 piirretyn tangentin
kulmakerroin & = f'(0).

Derivoidaan funktio.

Fix)=3—

> -2—-2-c0s
cos” 2x

1
2

N | =

Ratkaistaan tangentin kulmakerroin.

6 0
7(0) cos’(2-0) COSZ

Muodostetaan tangentin yhtild, kun tangentti kulkee pisteen (0,0)
kautta ja sen kulmakerroin on 5.

y-0=5-(x-0)
y=5x

Vastaus y=5x



B9
a) Muodostetaan yhdistettyjen funktioiden go f ja fog

lausekkeet.

(go fH(x)=g(f(x)) (feg)x)=f(gx))
=g(ax—4) = f(3x +36a)
=3(ax—4)+36a =a(3x+36a)-4
=3ax +36a—12 =3ax +36a> -4

Funktioilla go f ja fog onsama miirittelyjoukko.

Polynomifunktiot (go f)(x)=3ax+36a—-12 ja
(f o g)(x)=3ax+36a” —4 saavat saman arvon jokaisella x,

mikali polynomien saman asteluvun termien kertoimet ovat
samat. Muodostetaan yhtélopari.

3a =3a
36a—-12=36a’ -4
36a—12=36a’ -4
36a° —36a+8=0 Ratkaistaan yhtélo laskimella.

. 2
a= tar a=—
3

1
3



b) Muodostetaan yhdistettyjen funktioiden go f ja fog

lausekkeet.

(go f)(x)=g(f(x)) (feg)(x)=f(g(x))
=g(ax+3) =f(5x—a)
=5(ax+3)—a =a(5x—a)+3
=S5ax—a+15 =Sax—a’+3

Funktioilla go f ja fog on sama miirittelyjoukko.

Polynomifunktiot go f ja f o g ovat samat, jos ne saavat
saman arvon jokaisella x.

(gof)0)=5a-0—a+15=15-a

(fog)0)=5a-0-a*+3=3-a"

15-a=3-a
a’—a+12=0 Ratkaistaan yhtélo laskimella.
Ei ratkaisua

Siis (go f)(0) # (f o g)(0) kaikilla luvun a arvoilla, joten
lukua a ei voi valita siten, funktiot olisivat samat.

Vastaus a) Voi. a:% tai a:l

3
b) Ei voi.



B10

) a b
smazz cosqa =—

a=2sinx b=2cosa

Suorakulmion piirin ilmaisee funktio
. . - T
f(a)=2-2sina+2-2cosa=4sina+4cosa, missi O0<a<—.

Tehtdvind on etsid funktion f* suurin arvo.

Derivoidaan.

f'(a)=4cosa—4sina



Mairitetddn derivaattafunktion nollakohdat vilillda 0 < a < % .
dcosa—4sina =0

4cosa=4sina

4sin o 1
4dcosa
tana =1

T
a=—+n-n

Vialilla O0<a < % on nollakohta g

Laaditaan kulkukaavio.

~|a
| a

£1(0,5)=1,592...> 0

£'(0,8) =—0,082...<0 f +

max

Lasketaan funktion suurin arvo eli suorakulmion piirin suurin pituus.

(e

Vastaus 4\/5



B11
a) Madritetddn funktion f(¢)=asin (b (t- c)) +d vakioiden a,
b, ¢ ja d arvot.

Vakio a muuttaa sinifunktion amplitudia. Sinifunktion
amplitudi on puolet suurimman ja pienimmaén arvon erotuksesta.

22,4-8,0 _72
2
Siten a=7,2.

Vakio b muuttaa sinifunktion perusjaksoa.

Koska sin bx = sin (bx +2m) = sin (b(x + %D , niin funktion
. . 2n
sin bx perusjakso on 5

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan vakio b.

27

5 =24 Funktion f(¢#) perusjakso on 24 (tuntia).

b _im 0,2617...~0,262
24

Vakio d siirtdéd funktion kuvaajaa ylospdin.

Funktion asin bx =7,2sin 0,262x suurin arvo 7,2. Funktion
7,2sin 0,262x +d suurimman arvon tulee olla 22.,4.

Funktion 7,2sin 0,262x kuvaajaa on siirrettavé
22,4-7,2=15,2 yksikkoa ylospdin, joten d =15,2.



On médritetty vakioiden a, b ja d arvot. Funktion f lauseke
on f(r)=7,2sin(0,262(¢t—c))+15,2.

Vakio ¢ siirtdd kuvaajaa vaakasuunnassa.

Vakio ¢ voidaan maérittdd, kun tiedetdén yksi muuttujan ¢ arvo
ja sitd vastaava funktion arvo.

Kello 12.30 on vuorokauden alusta kulunut 12,5 tuntia ja
lampétila on 22,4° . Siis  f(12,5)=22,4.

Ratkaistaan yhtélo laskimella ja rajataan ratkaisu vélille
0<c<24.

f£(12,5)=22,4
7,25in(0,262(12,5-c))+15,2=22,4

c=6,504...~ 6,50

Saadaan f(r) =7,2sin(0,262(¢—6,50))+15,2.



b) Lampdtilan muutosnopeuden kertoo funktion derivaattafunktion
arvo.

Derivoidaan funktio.
f'(t)=17,2¢0s(0,262(—6,5))- 0,262

=1,8864cos(0,262(7-6,5))
Lasketaan derivaattafunktion arvo, kun =28 ja t=18.

/'(8) =1,8864c0s(0,262(8 - 6,5)) =1,74... (°C/h)

£'(18) =1,8864co0s(0,262(18-6,5)) = —1,87... (°C/h)

Klo 8.00 1ampdétila nousee nopeudella 1,7 °C/h ja
klo 18.00 lampétila laskee nopeudella 1,9 °C/h.

Vastaus
a) f(t)=7,2sin(0,262(1-6,5))+15,2

b) klo 8.00 lampdotila nousee nopeudella 1,7 °C/h,
klo 18.00 lampdtila laskee nopeudella 1,9 °C/h
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