16.1

Sijoitetaan teltta koordinaatistoon niin, ettd x-akseli on kohtisuorassa
yhdensuuntaisia pohjia vastaan.

Kohtisuoran poikkileikkauksen pinta-ala on
A(X) = (N7 —5x)? =7 —5x, missd 0< x <1,4.

Lasketaan teltan tilavuus.

Kappale on kohtien
x=0 ja x=14 vélissa.

1,4
V= f A(X)dx
0

1,4

= f (7 —5x)dx Lasketaan CAS-laskimella.
0

=4,9 (md)

Teltan tilavuus on 4,9 m3 = 4900 dm?3 = 4900 L.

Vastaus
4,9 m3 = 4900 L



16.2

Sijoitetaan kuutio koordinaatistoon niin, ettd kuutiosta pois leikattava karki
on origossa ja x-akseli kulkee pitkin pystysarmaa.

Tarkastellaan poisleikattavaa kappaletta. Sen jokainen x-akselia vastaan
kohtisuora poikkileikkaus on tasakylkinen suorakulmainen kolmio. Kun
poikkileikkauskolmion kylkien pituutta merkitdan kirjaimella a, niin

kolmion pinta-alaon A= %az. Tama pinta-ala pitéa pystya lausumaan
muuttujan x avulla.
xT
A
A(z)
Va a
a L
T
197 e
0

Tarkastellaan sivutahkoa, jolle ympyrén kaari on piirretty. Muodostetaan
yhtéld Pythagoraan lauseen avulla ja ratkaistaan a.

X2 +a2 =122 Ratkaistaan CAS-laskimella.

a=+144—x2 tai a=—144—x2

Koska 0 <a <12 kaikilla 0< x <12, niinvain a = 144 — x?
kelpaa ratkaisuksi.



Poikkileikkauksen pinta-ala on

A(X) = %aZ = %(\/144— x2)2 = %(144— x2) = 72 —%xz.

Lasketaan poikkileikattavan kappaleen tilavuus.

Kappale on kohtien

12
V = | A(x)dx
{ ) X =0 ja x =12 vélissa.

12
= f(72 — % x2)dx Lasketaan CAS-laskimella.
0
=576 (cm3)
Vastaus

576 cm3



16.3

Sijoitetaan taideteos koordinaatistoon niin, etta
x-akseli on kohtisuorassa pohjan suuntaisia
poikkileikkauksia vastaan.

Kohtisuoran poikkileikkauksen pinta-ala
on A(X) =2r(1—0,4x)2, missd 0< x <1,7.

Lasketaan taideteoksen tilavuus.

Vv — LfYA(x)dx Kappalfe on kohtien -
0 Xx=0 ja x=17 valissa.
17
= f21r(1—0,4x)2dx Lasketaan CAS-laskimella.
0
=5,064... (m3)

Taideteoksen tiheys on 680 kg/m3.
Taideteoksen massa on tilavuuden ja tiheyden tulo.

5,064... m3 - 680 kg/m? = 3443,802... kg ~ 3400 kg

Vastaus
3400 kg



16.4

Sijoitetaan torni koordinaatistoon niin, ettd tornin
huippu on origossa ja x-akseli on kohtisuorassa
pohjan suuntaisia poikkileikkauksia vastaan.

Tasasivuisen poikkileikkauskolmion sivun

pituus on JX. Médritetaan poikkileikkaus-
kolmion korkeus Pythagoraan lauseella.

Vv Vi
h
1 X
Jz
2
h? + (%)2 = (Wx)? Ratkaistaan CAS-laskimella.
h= N3x tai h= B
2 2

3%

Koska h >0 kaikilla 0 < x <24, niinvain h= o kelpaa

ratkaisuksi.

Lasketaan poikkileikkauskolmion pinta-ala.

A =X PN B
2 4

2 4




Lasketaan tornin tilavuus.
24
V = f A(X)dx
0
24
— f@dx
4
0
=124,707... ~ 125 (m3)

Vastaus
125 m3

Kappale on kohtien
Xx=0 ja x =24 vélissa.

Lasketaan CAS-laskimella.



16.5

Sijoitetaan hallin paaty
koordinaatistoon niin, etta
tornin huippu on Yy -akselilla ik

ja paadyn alareuna on
x -akselilla.

(—12, 0) (—12,0)

Hallin poikkileikkaus on paraabeli, jonka yht&lé on muotoa
ax? +bx + ¢ = 0. Paraabelin yhtalon toteuttavat pisteet (—12, 0),
(0, 13) ja (12, 0). Muodostetaan yhtaloryhma ja ratkaistaan vakiot a, b

ja c.
a-(-12)2+b-(-12)+c=0
a-02+b-0+c=13 Ratkaistaan CAS-laskimella.
a-122+b-12+¢c=0

__ 1B y_o0iac=
a= 144,b_OJac_13

Paraabelin yhtalo on siis y = 1143; x? +13.

Hallin kaikki paatyjen suuntaiset poikkileikkaukset ovat pinta-alaltaan yhté
suuria. Lasketaan pdadyn pinta-ala.

f (—mx2 +13)dx Integroidaan CAS-laskimella.
-12

= 208 (m?)



Halli on suora lierig, jonka pohjan pinta-alaon A, = 208 m? ja korkeus
42,0 m. Lasketaan hallin tilavuus.

V = Ajh =208 m? 42,0 m = 8736 m® ~ 8740 m?

Vastaus
8740 m3



16.6

Sijoitetaan kappale koordinaatistoon niin, ettd sen pohja on Xy -tason
suuntainen ja sen pohjan keskipiste on origossa.

\ (z, y)

Kappaleen pohja on origokeskinen ympyré, jonka yhtalé on
X2 +y2 =62

Kappaleen poikkileikkaukset ovat tasasivuisia kolmioita, joiden sivun
pituus on 2|y| ja kaikki kulmat ovat 60°. Maaritet&an
poikkileikkauskolmion pinta-ala.

1 A:%absinq
A(x) = —(Z\y\)zsin 60°
2
sin60°:§
_ 14248
=245

Ympyrén yhtalostda x% + y2 = 62 saadaan, ettd y2 = 36 — x°.

Nain ollen A(X) = +/3y2 = /3(36 — x2).



Lasketaan kappaleen tilavuus.

6
V= f A(X)dx
-6

6
= f\/§(36—x2)dx
—6

— 288/3 (=~ 498,8)

Vastaus

2883

Integroidaan CAS-laskimella.



16.7

Sorvaamisen jalkeen jokainen pohjan suuntainen poikkileikkaus on
ympyra, jonka side on

r=0,1x%+1, missi —2 < x <3.

Kappaletta hiotaan niiin, ettd jokaisen a

ympyran sisaan jad mahdollisimman suuri
nelio.

Pythagoraan lauseen mukaan )
r=0,1z"4+1

a2 =r2+r2=2r2

Kohtisuoran poikkileikkauksen pinta-ala
on siis

A(X) = 2(0,1x? +1)2, missda —2 < x < 3.



Lasketaan kappaleen tilavuus.

3
V = f A(x)dx
-2

3
- f 2(0,1x2+1)2dx
-2
— 15,766... ~ 15,8 (cm?)

Vastaus
15,8 cm?

Integroidaan CAS-laskimella.



16.8

Sijoitetaan teltta koordinaatistoon niin, ettd pohjan keskipiste on origossa ja
korkeusjana positiivisella Yy -akselilla.

4
2

(0;1,3)

/\‘\LO—' 2 3 4 5
y = -0.45x% + 1.3

Teltan korkein kohta on siis kohdassa x = 0. Lasketaan teltan korkeus.
y =—0,45.02+1,3=1,3 (m)

Korkeudelle y piirretyn poikkileikkausnelion sivu on s ja lavistdjan
puolikas on 2x, missd 0 <y <1, 3. Korkeudella y

poikkileikkausnelion pinta-alaon A(y) = s2.

Pythagoraan lauseen mukaan x2 + x2 =s? eli s = 2x2.

y—13

Paraabelin yhtalostda y = —0,45x2 +1,3 saadaan, ettd x2 = " 0.45"

Nainollen A(y)=s2=2x2=2. {5153 missa 0 <y <1,3.



Lasketaan teltan tilavuus.

13
V= f A(y)dy

Integroidaan CAS-laskimella.



16.9

Sijoitetaan museorakennuksen pohjaympyra koordinaatiston Xy -tasoon

niin, ettd pohjan keskipiste on origossa ja poikkileikkaussuorakulmiot ovat
y -akselin suuntaisia.

yAa

19,7

Pohjaympyran séde on r =

5+ = 9,85 (m).

Pohjaympyran yhtalé on x? + y? = 9,852,

Poikkileikkaussuorakulmion kanta on |2y| ja korkeus %-\Zy\:\y\.

Kohdassa x poikkileikkaussuorakulmion pinta-ala on siis
A(X) =2y |yl = 2y2

Pohjaympyran yhtalésta x? 4 y2 = 9,852 saadaan, ettd

y2 = 9,852 — x2. Nainollen A(x) = 2y? = 2(9,85% — x?), missa
—9,85 < x <£9,85.



Lasketaan rakennuksen tilavuus.

9,85
V = f A(x)dx
—9,85
9,85
- f (2(9,852 — x2))dx
—9,85
— 2548,457...

~ 2550 (m3)

Vastaus
2550 m3

Integroidaan CAS-laskimella.



16.10

Tyhjén sisdosan poikkileikkaus on ympyra, jonka pinta-ala kohdassa x on
Az (X) = 7r? = 1y? = w(e%?¥)? = 04X,

Puisen kappaleen poikkileikkaus on sdé&nnéllinen kuusikulmio, jonka
pinta-ala kohdassa x on

Apuu(x)=6'%|"r-5in60°

2

y2

(e0,2X)2

w w
N N
1 Ne

— ﬂeo,llx
2



Lasketaan onton sisdosan tilavuus seka sisdosan puukappaleen tilavuus.
4

Vsisa = fAs,isa (x)dx
0

4
= fwe0'4xdx Integroidaan CAS-laskimella.

0
4

= f—eo"‘xdx Integroidaan CAS-laskimella.
0

Lasketaan tyhjén tilan osuus taideteoksen sisdosasta.

Vsisé _Vpuu .100 %
Vsisé
57T( - 15[ (e5
=2 .100 % Lasketaan CAS-laskimella.

57 (65 1)
=17,3006... % ~ 17,3 %

Vastaus
17,3 %



16.11

Kartio syntyy, kun huipusta alkava puolisuora rajaa avaruuskappaleen
kiertaméall& kartion pohjan reunaa pitkin. Kartion kaikki pohjain suuntaiset
poikkileikkauskuviot ovat yhdenmuotoisia.

Sijoitetaan kartio koordinaatistoon niin,
ettd kartion huippu on kohdassa x =0
ja x-akseli on kohtisuorassa pohjaa
A, vastaan. Merkitaan kartion
korkeutta kirjaimella h ja kohtaan x

piirretyn kohtisuoran poikkileikkauksen
pinta-alaa A(X).

Sisékkaiset kartiot, joiden pohjat ovat
A(X) ja A, jakorkeudet x ja h, ovat keskenaan yhdenmuotoiset.

Muodostetaan verrantoyhtald ja ratkaistaan A(X).

A(X) _ x ? A
S

Ay o
A(X):hTXZ* missd 0 < x<h



16.12

Sijoitetaan konserttilava

koordinaatistoon niin, ett4 pohjana

olevan puoliympyran kaskipiste on
origossa ja puoliympyrén halkaisija Y
x -akselilla.

Pohjaa rajaavan puoliympyran yhtalo L
on x%+y? =282 missa y>D0. A’\<L 7

Katon ja pohjan leikkaussuoraa
vastaan kohtisuorat poikkileikkaukset ovat suorakulmaisia kolmioita,
joiden toinen teréva kulma on 60°.

Kohtaan x piirretyn poikkileikkauskolmion kanta on |y|. Ratkaistaan
poikkileikkauskolmion korkeus.

tan 60° = ‘ ‘ Ratkaistaan CAS-laskimella.
h = V/3]yl.
Kohdassa x poikkileikkauskolmion pinta-ala on siis
h f
A(X) = \y\ _ IylBlyl _ 33 32

Pohjan yhtalosta x2 +y2 =82 saadaan, ettd y? =82 — x2. Nain ollen

A(x) = *é_y = \/_(82 x?), missd —8,0 < x < 8,0.

Lasketaan kappaleen tilavuus.
8,0

V = f A(X)dx

—-8,0

8,0

= f %(82 — x?2)dx Integroidaan CAS-laskimella.
8,0

= 591, 206...

~ 590 (m3)

Vastaus
590 m3



16.13

h

Leikatun palan pohja on Xy -tason puoliympyrd, jonka yhtal6 on

X2 +y2 =r? missd x> 0.

Pohjaa vastaan kohtaan x piirretty kohtisuora poikkileikkaus on
suorakulmainen kolmio, jonka Xy -tasossa olevan sivun pituuson x ja Yy

-akselilla oleva terava kulma on «. Lisdksi tana = % on vakio.

Ratkaistaan kohtaan y piirretyn poikkileikkauskolmion korkeus hy.

hy

|-x>0

hk: X

s|T ==

Kohtaan Yy piirretyn poikkileikkauskolmion pinta-ala on siis

h
x-h X=X
Ay = =T =D

Pohjan yhtéléstda x? + y? = r? saadaan, ettd x? = r? — y2. Nin ollen

_ho_h, 2 2
A(y)_zrx _Zr(r y)



Lasketaan palan tilavuus.

V= ]A(y)dy

;

= [ =y
—r

2 2p

3

Vastaus
% r2h

Integroidaan CAS-laskimella.



16.14

Leikataan ellipsoidi kohdassa z tasolla, joka on kohtisuorassa z-akselia
vastaan. Syntynyt leikkauskayra on

2
x2+y _ o) 2%

b2 c?
xz_i_y2 c? — 72 I c?
b2 2 2 _ 52
X2 c? ¥: e -1
a2 c2—z2 b2 c?2-z2
x?2 NG _
a?-(c2—1z%) a?.(c? )
c? c2
2 2
X + y 1




L - AJc2 — 72
Saadun ellipsin pinta-ala on  A(z) = mmn, missa m= &N =2

C 12

_ b\ —7% 50 i
n=-=—"—=—_ Sievennetdén pinta-alan A(z) lauseke.
A(z) = m™mn

_ aVc? —z2  byc? — 72
c c
2 _ 52

:ﬂ.ab(c z°)
o2

Lasketaan ellipsoidin tilavuus.
c

V = f A(2)dz
—C

¢ 2 _ 52
:fﬂ'ab(c z )OIZ

5 Integroidaan CAS-laskimella.
c
—C

4
= §w&b(: O



16.15

Poikkileikkaus korkeudella y on tasasivuinen kolmio, jonka kérjen
etaisyys kolmion painopisteestd on x.

Kolmion painopiste on mediaanien leikkauspiste, joka jakaa mediaanit
2:1 kérjesta lukien. Tasasivuisen kolmion kaikki kulmat ovat 60°.
Merkitaan kolmion sivua Kirjaimella a.

Korkeudelle y piirretyn poikkileikkauskolmion pinta-ala on

A(y) = %a~a~sin 60° sin60° = %
_ 1,248
2 2

Ratkaistaan a? Pythagoraan lauseen avulla.

2 X2
+ Xty

a? =3x?

% — a2 Ratkaistaan CAS-laskimella.



Ratkaistaan x paraabelin yhtalostd y = 2x?> —8x +6, missd x <1.

y =2x2—-8x+6 Ratkaistaan CAS-laskimella.

_ 4E\2y+4
o 2
Koska x <1, vain ratkaisu x = A-y2y+4 “§y+4 kelpaa.

Néin ollen korkeudelle y piirretyn poikkileikkauskolmion pinta-ala on

Aly) = 33 a2

:3‘/§x2
4

2
- 3*45-[4_ “2y+4] , missa 0<vy<4.

2

Lasketaan pylvdan tilavuus.

4
vV = [ A(y)dy
0
A 2
_ f 3\4{5 ‘[4 - \/éy +4 ] dy Integroidaan CAS-laskimella.
0
= 2,105...
~ 2,1 (md)
Vastaus

21m3



16.16

Sijoitetaan putket xz -tasoon niin, etté putkien poikkileikkausympyroiden
keskipisteet ovat x-ja z-akseleilla.

Putkien ristedvén alueen jokainen xz -tason (kuvassa vaakasuora taso)
suuntainen poikkileikkaus on nelio. Leikataan putkien yhteinen osa
Xy -tasolla (kuvassa pystysuora taso), jolloin leikkauskuvio on sama kuin

putken poikkileikkaus eli ympyra x? + y2 = 202,

/A:\(w,y)

L A(V) 2x

5 10 15 0 25

2x

Poikkileikkausnelion sivun pituus on 2x. Nelion pinta-ala on
A(Y) = (2x)% = 4x2.

Ympyran yhtalostda x2 + y2 = 202 saadaan, ettd x2 = 202 — y2. Nain
ollen poikkileikkausnelion pinta-ala on  A(y) = 4x? = 4(202 — y?).



Lasketaan putkien yhteisen osan tilavuus.

20
V= [ A(y)dy
~20
20
= f 4(202 — y2)dy Integroidaan CAS-laskimella.
—20

= 42 666,66... (cm°)

Yhteisen osan tilavuus on 42 666,66... cm3 ~ 42 700 cm?3 = 42,7 L.

Vastaus
42 700 cm® = 42,7 L



