15.1

Kayrien y; = x> +4 ja y, = —x +10 seka koordinaattiakselien

rajaama alue pydrahtad x-akselin ympéri. Hahmotellaan tilannetta
piirtdmalla kdyrat ja pyoréhtava alue.

Tilavuus on laskettava
kahdessa osassa, koska
pyorahdyskappaleen
rajaava kayra vaihtuu.

Ratkaistaan integroimisrajoja varten kayrien leikkauskohta.

Y1=1Y2
X2 +4=—x+10 Ratkaistaan CAS-laskimella.
X=2 fa x=-3

Koska alue sijaitsee Y -akselin oikealla puolella, niin x = 2.

Ratkaistaan integroimisrajoja varten kdyran y, ja x-akselin
leikkauskohta

Yy, =0
—X+10=0
x =10



Piirretddn pyorédhdyskappale geometriaohjelmalla.

Lasketaan pyorahdyskappaleen tilavuus.

V=V +V,
2 10
=7 [ (00)2 e+ 7 [ (y2()20x
0 2

2 10
- wf(x2 + 4)2dx +ﬂf(—x +10)2dx
0 2

_ 1152

Do (~723,82)

Vastaus

11552 -

Rajataan kayra

y; = X%+ 4 vilille 0 < x <2
jakayra

y, = —x+10 vélille 2 < x <10.

Vililla [0, 2] pyorahtaa
kayrd y;(x) = x2 +4 ja
valilla [2, 10] pyorahtaa
kayréa y,(x) = —x+10.

Lasketaan CAS-laskimella.



15.2

Funktioiden f(x) =x ja g(x) = x? kuvaajien rajaama alue pydrahtaa
x-akselin ympéri. Hahmotellaan tilannetta piirtamélla funktioiden f ja
g kuvaajat ja pyoréhtava alue.

yy = g(z)

y = f(x)

Integroimisrajat saadaan selville ratkaisemalla kéyrien leikkauskohdat.

f(x) =g(x)
X = x2 Ratkaistaan CAS-laskimella.
Xx=0 tai x=1

Kuvaajien rajaaman alueen pyoréhtaessa muodostuu kappale, jonka
ulkopinta muodostuu kéyrdan y = f(x) ja sisapinta kdyran y = g(x)
pyoOréhtdessd x-akselin ympéri vélilla [0, 1].



Piirretddn pyorédhdyskappale geometriaohjelmalla.

[}

1

Rajataan funktioiden f(x) ja g(x)
kuvaajat valille 0 < x <1.
Lasketaan py6rahdyskappaleen tilavuus.

V =Viiko — Vsisa Ulkokuori muodostuu kayréan

1 1 e
= f ht
o [( )2 [ (goopeax ) [0 Puorenessa ja sisaosa
5 0 kayran y = g(x) pyorahtéessa.
1 1
= ﬂf(X)ZdX +7vf(x2)2dx Lasketaan CAS-laskimella.
0 0

2
=27 (~0,419)

Vastaus

2
5"



15.3

Hahmotellaan tilannetta piirtaméalla kéayréat ja pyorahtava alue.

Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=0jay=0 tai x=-ljay=-1

Leikkauspisteet ovat (—1,—1) ja (0, 0).



a) Kadyrien rajaama alue pyorahtdd x-akselin ympari.

Kuvaajien rajaaman alueen pyoréhtdessa muodostuu kappale, jonka
ulkopinta muodostuu kdyrdn x = —y? ja sisapinta kdyran y = —x
pyoOréhtdessa x-akselin ympdri valilla —1<x <0.

2

Piirretaan pyoréhdyskappale geometriaohjelmalla.

Ay

1

f(x)=Jos (-1<x<0, -x?
g(x)=Jos(-1<x<0, -~-x)

Pinta (f, 2mm, xAkseli)
Pinta (g, 21, xAkseli)

Pydréhdyskappaleen tilavuutta laskettaessa integroitava funktio on
b b

poikkileikkausympyran siteen nelio. V = TYf rdx = Tif(f (x))2dx
a

a



Kohdassa x poikkileikkausympyrén séde on kdyran pisteen
y -koordinaatin itseisarvo. Ratkaistaan poikkileikkausympyroiden

sateen neliot.

X = —y? y = —x2

y? = —x 2 2 2\2 _ 4
lGisa = Y =(=x9)° =x

2 _ y2 _

Miko = Y™ = =X

Lasketaan pydrahdyskappaleen tilavuus.

V =V o — Vsisa Ulkopinta muodostuu kayran
) ) kéyran y = —x= pyorahtaessé.
0 0
= TYf—XdX — ”Kf x4dx Lasketaan CAS-laskimella.
-1 -1
=35

10



b) Kayrien rajaama alue pyoréhtdd y -akselin ympari.

Kuvaajien rajaaman alueen pyodrahtdessa muodostuu kappale, jonka
ulkopinta muodostuu kdyrdn y = —x? jasisapinta kdyran x = —y?
pyorahtdessa Y -akselin ympari vélilla —1 <y <O0.

Kéyrien rajaaman alueen symmetrian vuoksi pyérahdyskappale on yhté
suuri kuin kappale, joka muodostuu alueen pyoréhtdessa x-akselin
3

ympari. Siis kappaleen tilavuus V = 0™

Vastaus

a)

b)

3
0"
3
0"



15.4

Kayrat v = x° +3 ja y = %xz +6 ovat ylospain aukeavia paraabeleja.

Kayra y = x? +3 leikkaa Yy -akselin kohdassa y =3 ja
kayra y = %xz +6 kohdassa y = 6.
Ratkaistaan kayrien leikkauskohdat muodostamalla yhtal6pari ja
ratkaisemalla muuttuja x.

y=x%+3

y = %xz +6

2,9_12 _l.2
X +3_4x +6]| R 3

3.2 _ A4
2 X =3 '3



Hahmotellaan tilannetta piirtamalla kuva.

Kéyrien rajaaman alueen pydrahtdessa muodostuu kappale, jonka ulkopinta
muodostuu kdyran y = %xz +6 jasisapinta kayran y = x> +3

pyoréahtéessa x-akselin ympdri vélilla —2 < x < 2.




Lasketaan pyoréahdyskappaleen tilavuus.

\Y :Vulko _Vsisé
2 2
- wf(%XZ +6)%dx— 7 [ (x? +3)2dlx
) )
- f (1 x2 +6)2dx — f (x2 +3)2dx Yhteinen tekija .
)
= f(%xz + 6)2dx — f(x2 +3)2dx] Potenssiin korotus.

2
2 x4 4 3x2 + 36)dx — f (x* + 62 + 9)dx
-2

Yhdistetdén
integraalit.

= x* +3x% 436 — (x* 4+ 6x2 4+ 9))dx| Avataan sulut.

o1
!;(16
o1
1;(16

2

_ 1 4 2 Cvh _Ay2 _
_wj;(lex +3x2 4+ 36— x4 — 6x 9)dx]

2

_ 154 a2 Integroidaan termit
_wf( 1o X* =31 4 27)dx

erikseen.

3
=7 /2(—E ;xf’ Z-;l{x3+27x)
2

=x| [ (- ix5 x3+27x)]

—2

_ 3
=7 (15 2523 4.27. 2)—(—7( 2)° —(=2)3 + 27 (— 2)))

= Q—(-40) D
=80~

Vastaus
80~



15.5

Hahmotellaan tilannetta piirtamalla paraabeli y = —x? +2, suora y =1
seka niiden rajaama alue.

~

y
y:—a:2—|—2

AN\ ...
[\
T

Ratkaistaan paraabelin ja suoran leikkauskohdat muodostamalla yhtélopari.

. Ratkaistaan CAS-laskimella.
y e

x=-1 ta x=1

{y:x2+2

Kayrien rajaaman alueen pydréhtaessa muodostuu kappale, jonka ulkopinta
muodostuu kdyrdn vy = —x? +2 jasisapinta kdyran y =1 pyorahtéessa
x -akselin ympari valilla —1 < x <1.



Piirretddn pyorédhdyskappale geometriaohjelmalla.

Lasketaan pydrahdyskappaleen tilavuus.
V' =Vuiko — Vsisa

1 1

=7 f (—x2+2)%x—= f 12dx Lasketaan CAS-laskimella.
-1 -1

_ 56

T

Vastaus
56
15"



15.6

Hahmotellaan tilannetta piirtamalla paraabelit y = x> +1 ja

y = 1y2 + 7 seké niiden rajaama alue.

3

Integroidaan muuttujan y suhteen.

Paraabeli y = x? +1 leikkaa Yy -akselin kohdassa y = 1.

Paraabeli y = 1y + 7 leikkaa Yy -akselin kohdassa y = 7.

3
Integroinnin yléraja saadaan selville ratkaisemalla paraabelien
leikkauspisteet.

y=x%+1
1., Ratkaistaan CAS-laskimella.
y = 3 Xs 47

x=-3jay=10 tai x=3 jay=10

Poikkileikkausympyran sade kohdassa Yy on paraabelin pisteen etéisyys
y -akselista, eli pisteen x-koordinaatin itseisarvo.

Koska integroidaan muuttujan y suhteen, on sdde r ilmaistava
muuttujan y avulla. Ratkaistaan CAS-laskimella paraabelien yhtaloista
muuttujat  x.



y=x%+1 y=1x24+7

3
X=—y-1 ta x=4y-1 x=—3y—21 tai x=,3y—21
paraabelin paraabelin T T T
vasen puoli oikea puoli 5:srgﬁb§lmi giakrg:%‘ﬂg;i

Py6rahdyskappaleen ulkopinta muodostuu, kun paraabelin y = x* +1
oikea puoli, eli kdyra x = ./y —1 pyorahtaa y -akselin ympari
valilla 1 <y <10.

Sisdpinta muodostuu, kun paraabelin y = %xz + 7 oikea puoli, eli

kayra x = ./3y —21 pyorahtdaa y -akselin ympari valilla 7 <y <10.

Y,

Piirretadn pyoréhdyskappale
geometriaohjelmalla.

Lasketaan pydrahdyskappaleen tilavuus.

V' =Viiko — Vsisa
10 5 10 5
:ﬂf Jy—1 dy—ﬁf J3y—21 dy
1 7
= 27w
Vastaus

27T



15.7

Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla suora
y = x+3, kdyra y =3—x% ja niiden
rajaama alue.

Integroimisrajat saadaan selville
ratkaisemalla k&yrien leikkauskohdat.

y=Xx+3 Ratkaistaan
{y =3-x? CAS-laskimella. -2/ T ! \
Xx=-1 tai x=0
Kéyrien rajaaman alueen pydrahtaessa muodostuu kappale, jonka ulkopinta
muodostuu kayran y = 3—x? jasisapintasuoran y = x +3
pyorahtdessa x-akselin ympari vélilla —1 < x <0.

Piirretdadn pyorahdyskappale
geometriaohjelmalla.
Lasketaan pyoréahdyskappaleen tilavuus.

\% =Vulko _Vsisé
0 0
= ﬂf(S—xz)zdx—ﬂf(x+3)2dx
-1 -1

_13
~15"

Vastaus

13
57"




15.8

Hahmotellaan tilannetta piirtaméalla kdyrdt y = sinx, y = cosx,

x=0 ja x= 72T sekd niiden rajaama alue.
y
Yy = cosT y =sinzx
/ vi V% \
i x
™ m
4
—o z=T
= 2

Kayrien rajaaman alueen pydréhtdessa muodostuu kaksiosainen ontto
kappale.

Ratkaistaan kayrien leikkauskohta.

y = sinx Ratkaistaan CAS-laskimella.
y = COS X Rajataan ratkaisut valille [0, %].
- T

=3

Kappaleen vasemmanpuoleisen osan V; ulkopinta muodostuu kayréan

y = cosx jasisdpinta kdyran y = sinx pyorahtdessa x-akselin ympaéri

valilla 0 <x < % Alue on symmetrinen, joten V; =V,.



Piirretddn pyorédhdyskappale geometriaohjelmalla.

Lasketaan pyoréahdyskappaleen tilavuus.

V = Vl +V2 Vl - V2
- 2 ‘V]_
1 T Integraalia voi muokata
=2 wf(cos x)zdx—wf(sin x)2dx ennen laskemista CAS-
0 0 laskimella.
ulkopinta sisapinta
s
4
=27 f (cos? x —sin? x)dx Lasketaan CAS-laskimella.
0
=T
Vastaus

™



15.9

Paraabeli y = 0,05x? +10 leikkaa Y -akselin kohdassa y = 10.

Integroidaan muuttujan y suhteen, joten ratkaistaan paraabelin yht&losta
muuttuja  X.

y = 0,05x% +10 Ratkaistaan CAS-laskimella.
Huom. Laskin voi antaa
X= —~/20 —200 tai x= ,/20 — 200
y_ J : tuloksen eri muodossa.
paraabelin paraabelin
vasen puoli oikea puoli

Pydréhdyskappaleen ulkopinta muodostuu, kun suora x = 30 pydrahtaa
y -akselin ympdri valilla 0 <y <40.

Pyérahdyskappaleen sisapinta muodostuu paraabelin y = 0,05x? +10

oikeanpuoleisen osan eli kdyran x — ./20y — 200 pyorahtaessa Y -
akselin ympéri vélilla 10 <y <40.



Lasketaan pyoréahdyskappaleen tilavuus.

V' =Viko — Vsisa
40 40
. f 302dy — [ J20y —200 dy Lasketaan CAS-laskimella.
0 10

= 360001 — 90007
= 27000 (mm?3)

Munakupin tilavuus on
27000 mm?3 ~ 8,42...-10°m3,

Lasketaan munakupin massa kertomalla koivuvanerin tiheys
pyorahdyskappaleen tilavuudella.

m = 680k—%-8,42...-10‘5m3
m
1000 g
m3
— 57,679... g
~ 580

= 680- .8,42...-107°m?

Yhden munakupin massa on 58 g.

Vastaus
589



15.10

Hahmotellaan tilannetta piirtamalla kayra y? = x(x +1)(x —1)(2 — x).

2

<

y
=x(x|4+ 1)(x — 1)(xz — 2)

Ratkaistaan integroimisrajoja varten kéyrédn ja x-akselin leikkauskohdat.
y2 = x(x +1)(x —1)(2 — x) Sijoitetaan y = 0.

0=x(Xx+D(x—-1(2—-x) Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=0 tai x=-1 tai x=1 tai x=2

Vasemmanpuoleinen pyérahdyskappale muodostuu, kun kdyra pyorahtaa
x -akselin ympari valilla —1 < x <0.

Oikeanpuoleinen pyodrahdyskappale muodostuu, kun kédyra pyorahtaa x-
akselin ympadri vélilla 1< x < 2.

Lasketaan syntyvien pyoréhdyskappaleiden tilavuudet.
0

0
Vi =7 [ yZdx =7 [ X(x+ D(x —(x - 2)dx = %n
-1 —1

2 2
Vy = [ y2x = 7 [ X(x+ D)(x ~1)(x — 2)dx = 9.

30
1 1
Kummankin kappaleen tilavuus on %’K. Kappaleet ovat siis yhta suuret.
Vastaus

Kappaleet ovat yhta suuret.



15.11

X

Hahmotellaan tilannetta piirtamalla kayrat y; =sinx ja y, =sin 5

sekd niiden ja x-akselin vélilla [0, ~] rajaama alue.

. T
y2 = sin—
2
1
I
I
I
I
I
I
] X,
-
1y = sinx

Ratkaistaan integroimisrajoja varten kéayrien leikkauskohta.

Yi=1Y2
. Y Ratkaistaan CAS-laskimella.
sinx =sin4 _ ) -
2 Rajataan ratkaisut valille [0, =]
X=2nr

3



Piirretddn pyorédhdyskappale geometriaohjelmalla.

A

1Y

El

Rajataan kéyra
y; = sinx valille
%1‘( <Xx<m7
ja kéyra

Yo = sin% valille

T

3T

Lasketaan syntyvan pyorahdyskappaleen tilavuus.

0<x<

V=V, +V, Valilla [0, §’N] pyorahtad
; X

2
valilla [%'n, 7] pyérahtaa

3™ . kayrd y,(x) = sin
=7 [ (y200)%dx +7 [ (y2())?dx
0 2

-7

3

ja

kayra y;(x) = sinx.

2
ER w
_ in Xy2 i y)2
_ﬂf(sm 2) dx+ﬂf(smx) dx
0 2.
3
_1 2 33
—2’TY 3 T ~ 2,89
Vastaus

l”ﬁz — 3\/5 T ~2,89

2 8



15.12

Hahmotellaan tilannetta piirtamalla kayrat vy = Jx ja y= %xz seké

niiden rajaama alue.

¥

Ratkaistaan integroimisrajoja varten kayrien leikkauskohdat.

y=x
1 Ratkaistaan CAS-laskimella.
y= §X2

Xx=0 tai x=4



Piirretddn pyoréhdyskappale geometriaohjelmalla.

|

y

Kéyrien rajaaman alueen pydrahtaessa muodostuu kappale, jonka ulkopinta
1

5 x? pyorahtaessé

muodostuu kayran y = Jx ja sisapinta kayran y =

x-akselin ympari valilla 0 < x < 4.
Lasketaan pydrahdyskappaleen tilavuus.
V = Vo — Vsisa

4 4
2
= wf Jx Tdx —TYf (% x2)2dx Ratkaistaan CAS-laskimella.
0 0
— 24 (~1508)
5
Vastaus

2



15.13

Kayrda y = x? +1 on yléspain aukeava
paraabeli.

Pydréhdyskappale muodostuu, kun kayra
y = x? +1 pyorahtaa x-akselin ympari valilla
0<x<1

Lasketaan py6rahdyskappaleen tilavuus.
V= wf(x2 +1)2dx Avataan sulut.
- wf(x4 +2x2 4 1)dx

11 5 1.3

%ﬁ+m

;1
ZTYO/(§X5+
.15_1_2

_ 1 31 (L. 5.2 03
—1T5 gL+l (50+ 0% +0)

3
(
(— £ 4+1-0)
3
E+E
28
15

+1)

Vastaus
28
E ™

s




15.14

yZ

Hahmotellaan tilannetta piirtamalld kayrat x = o ja y=—2x> seka

niiden rajaama alue.

-2 -1 1 2

=2

Ratkaistaan integroimisrajoja varten kayrien leikkauspisteet.

2
_ Yy

X= 4 Ratkaistaan CAS-laskimella.

y = —2x2

x=0jay=0 ta x=1ljay=-2

a) Kayrien rajaama alue pyorahtdd x-akselin ympéri. Integroidaan

2
muuttujan x suhteen, joten ratkaistaan k&yrén x:yT yhtélosta

muuttuja Y.



2
X = yT Ratkaistaan CAS-laskimella.

y= it y=-ix

A
x-akselin x-akselin
alapuolella ylapuolella

Pydréhdyskappaleen ulkopinta muodostuu
2
kéyran x = yT alaosan, eli kdyréan
y = —Jax pyorahtdessa x-akselin ympéri

valilla 0 <x <1.

Pydréhdyskappaleen sisépinta muodostuu kéyran
y = —2x? pyorahtiessd x-akselin ympari
samalla vélilla.

Piirretddn pyoréhdyskappale
geometriaohjelmalla.

Lasketaan pydrahdyskappaleen tilavuus.
= Viiko — Vsisa

1 1
2
- | _ _9v2)2
_wf 4x dx ’Kf( 2X4)=dx
0 0

Lasketaan

_ 5,

CAS-laskimella.



b) Kayrien rajaama alue py6réhtdd vy -akselin ympdri. Integroidaan

muuttujan y suhteen, joten ratkaistaan kdyran y = —2x? yhtalosta
muuttuja  X.

y = —2x2 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x:—JL2 tai x:JL2
[ S N

y-akselin y-akselin

vasen puoli oikea puoli

Py6rahdyskappaleen ulkopinta muodostuu kdyran y = —2x?

oikeanpuoleisen osan, eli kdyrdn x = ,f_iz pyorahtdessa Y -akselin
ympdri valilla —2 <y <0.

2
Pyoréhdyskappaleen sisapinta muodostuu kdyran x = yT

pyo6rahtdessa Y -akselin ympari samalla valilla.
Piirretaan pyorahdyskappale geometriaohjelmalla.

Lasketaan pyorahdyskappaleen tilavuus.

\Y :Vulko _Vsisé
0 y 2 0 2 2
=2 av=rJ 2]
-2 -2
=§fn
Vastaus

2) gﬂ b)

[$21[N)
3



15.15

Hahmotellaan tilannetta piirtamélla kuva.

Kayra y=+1—x2 onympyran x%+4y2 =1 ylempi puolikas.
Paraabelista y = —2x° + 2 tutkitaan vain osaa, jossa y > 0.

Ratkaistaan integroimisrajoja varten kayrien leikkauspisteet.

y=—-2x242

y =1-x?

X = -1, x:—ﬁ x:\/z§ tai x=1

Ratkaistaan CAS-laskimella.

2 1
Koska y = —2x? +2 >0, niin leikkauskohdat ovat x = _\/2§ ja
VE]
X - 7.

Kayrien rajaama alue muodostaa pyoréhdyskappaleen, jonka ulkopinta
muodostuu kdyran y = —2x? + 2 jasisapinta kdyran y = /1 — x2



pyoréahtéessa x-akselin ympdri vélilla  — 73 X< 73

Piirretddn pyodrahdyskappale geometriaohjelmalla.

Lasketaan py6rahdyskappaleen tilavuus.

V= Vulko _Vsisé
B B
2 2
2
=7 f (—2x%2 +2)%2dx — = f J1—x dx Lasketaan CAS-laskimella.
_\B _B
2 2
_173
=10 T ~93
Vastaus

173
10 T =93



15.16

Hahmotellaan tilannetta piirtamalla funktion f(x) = v/x kuvaaja,
suora x = 4 japyorahtava alue.

v x=4

y = f(=)

f(x)=Jos (0<x<2, Jx)
Pinta (f, 21, x =4)

Funktion f(x) = +/x kuvaaja ja suora x = 4 leikkaavat pisteesséa
(4, T(4)) = (4, 2). Lasketaan pyorahdyskappaleen tilavuus integroimalla
muuttujan y suhteen. Integroimisrajatovat y =0 ja y = 2.



Poikkileikkausympyran sade kohdassa y on funktion f kuvaajan
pisteen (X, y) etéisyyssuorasta x =4 eli r =|4 —x|. Koska
integroidaan muuttujan y suhteen, on sade r ilmaistava muuttujan y

avulla. Ratkaistaan kdyran y = Jx yhtalostd muuttuja  x.

y=+x 1)

X = y?2
Siis poikkileikkausympyran séateen neli6 on
2= 4% " =(4—x2=(4-y2)2

Lasketaan pydrahdyskappaleen tilavuus.

2
V= f (4 — y?)2dy Lasketaan CAS-laskimella.
0

_ 256 (.
=297 (~536)

Vastaus

256
15 "



15.17

Hahmotellaan tilannetta piirtdaméalla funktion f(x) =sinx kuvaaja, suora
y =2 japyorahtavé alue.

v

y=f(z),

m

Piirretdadn pyorahdyskappale geometriaohjelmalla.

f(x)=Jos(0<x<1m, sin (x))
Pinta (£, 2o, y=2)

Lasketaan pydrahdyskappaleen tilavuus integroimalla muuttujan x
suhteen. Integroimisrajatovat x =0 ja X = .



Poikkileikkausympyran séde kohdassa x on funktion f kuvaajan
pisteen (x, y) etdisyyssuorasta y =2 eli r=[2—y|.

Poikkileikkausympyran sdteen neli on
r2=|2—y| 2 (2—y)? = (2—sinx)?.

Lasketaan pyorahdyskappaleen tilavuus.

V = TYf(Z —sin x)2dx Lasketaan CAS-laskimella.
0
— %WZ _8n (~19,3)
Vastaus
gﬁz — 87

2



15.18

Hahmotellaan tilannetta piirtamalla funktion f(x) = 3x%2 —3 kuvaaja,
suora x =1 japyorahtava alue.

[y
\ y=f(z)

2

x=1

Piirretdadn pyoréhdyskappale geometriaohjelmalla.

f(x)=Jos(-1<x<1, 3x2-3)
Pinta(f, 2o, x=1)



Lasketaan pyoréhdyskappaleen tilavuus integroimalla muuttujan
y suhteen, joten ratkaistaan kayran y = 3x? —3 yhtal6sta muuttuja  x.
Ratkaistaan muuttuja x

y=23x2-3 _
CAS-laskimella.
__ |y i - ¥
X = 3 +1 tai X 3 +1
Paraabelin Paraabelin
vasen puoli oikea puoli
Paraabelin y = 3x? —3 huippu sijaitsee kohdassa y = —3.
Pyo6rahdyskappaleen ulkopinta muodostuu kdyran x = — %Jrl ja

sisapinta kdyran x = 4% +1 pyorahtéessd suoran x =1 ympaéri

vélilla —3<y<0.
Poikkileikkausympyrén sade kohdassa y on funktion f kuvaajan
pisteen (x, y) etdisyyssuorasta x =1 eli r =[1—x|.

Ulkopinnan poikkileikkausympyran séteen nelid on

Sisdpinnan poikkileikkausympyrén sateen nelié on

2
> = [1—x| 2:(1—x)2= 1—4/g+1] .

Lasketaan pyorahdyskappaleen tilavuus.

V= Vulko _Vsisé
0 0
= rfruzdy—wfrszdy
-3 -3
0 2 0 2
Lasketaan
- 1+ﬂ/y+1] dy — [1— y+1] d _
ﬂj;[ 3 y ng 3 y CAS-laskimella.
= 8r
Vastaus

8n



15.19

Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla kuvat.

y y:a\/_/

A

Médritetaddn pyorahdyskappaleen tilavuus.

1
V= f (f (x))2dx Sijoitetaan f (x) = av/x.
0

Lasketaan CAS-laskimella.

1
2
:’le avx ~dx
0

= %ﬂaz

Tiedetaan, ettd pyorahdyskappaleen tilavuus on 2« Muodostetaan yhtélod
ja ratkaistaan vakio a.

Sijoitetaan V = %waz.

V =2x
%waz =27 Ratkaistaan CAS-laskimella.
a=-2 tai a=2

Koska a >0, niin a = 2. Siis f(x) = avx = 24/x.



Pyorahdyskappaleen vaipan pinta-alan kaava on

1
A= zwf\ f(x)[y1+ F/(x)2dx.
0

Derivoidaan funktio f (x) = 2+/x.

/() = D(2¥X) Ja—az
:D(ZX%)
:Z.;x_i
1 1
=X 2 a*p—i’ \/g:af
aP
1
Jx

Lasketaan py6rahdyskappaleen vaipan pinta-ala.

Sijoitetaan f (x) = 2Jx

1
— 27 ! 2
A=2 {f(x)«/1+f (x)2dx i 10—

1
NS
1 2
=27 | |2dX]|, [1+|——=]| dx Lasketaan CAS-laskimella.
2] \/1; d k laskimell

0
_ %“(2\5—1) (~15,3)

Vastaus

Br(2v2 -1



15.20

Sijoitetaan pallo koordinaatistoon niin, ettd sen
keskipiste on origossa.

Pallon tilavuus on Vi, = At =205

3 3

Palloa rajaavan ympyran yhtalé on x2 +y2 = 25,
(x=0)2+(y—0)2 =r?

Reiéllinen pallo on pydrahdyskappale, joka muodostuu kun ympyrén ja
suoran y =1 x-akselin ylapuolella rajaama alue pyorahtad x-akselin

ympéri.
Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla kuva.

i

Lasketaan pyorahdyskappaleen tilavuus integroimalla.

Ratkaistaan integroimisrajoja varten ympyran ja suoran leikkauskohdat.
X2 +y2 =25
y=1

x=-26 tai x=2J6

Ratkaistaan CAS-laskimella.



Ratkaistaan integrointia varten ympyran yhtalostd muuttuja y.

Ratkaistaan muuttuja x

x? +y2 =25
y CAS-laskimella.
y=+25—-x2 tai y=—/25—x2
Ylempi Alempi
puolisko puolisko

Pydrahdyskappaleen ulkopinta muodostuu kdyran y =+/25—x2 ja
sisépinta kdyrdn y =1 pyorahtdessd x-akselin ympéri

valilla —24/6 < x < 24/6.

Lasketaan reidllisen pyérédhdyskappaleen tilavuus.

Vreiké\pallo = Viiko — Vsisa
26 2 26
=T / V25— x2 dx—m 12dx Lasketaan CAS-laskimella.
206 206
= 64\/611

Pallon massa ja tilavuus ovat suoraan verrannolliset.

Lasketaan massan muutos vertaamalla reidllisen pallon tilavuutta
reiattdman pallon tilavuuteen.

Vreikapallo _ 64+/67 = 0.94060... = 94.060... %
VpaIIo 4 53 , |

3"
Pallon massa kevenee 100 % — 94,060... % = 5,939... % ~ 5,9 %

Vastaus
59 %



15.21

a) Sijoitetaan sisdarengas koordinaatistoon niin, ettd sen keskipiste on
origossa. Koordinaatiston yksikkona on senttimetri. Sisarenkaan
muotoinen pyodrahdyskappale syntyy, kun renkaan poikkileikkausta
vastaava ympyran muotoinen alue pyorahtad x-akselin ympéri.

¢
(0, 29)

# =2 jakeskipiste on

(0, 25+ 2) = (0, 27). Muodostetaan ympyran yhtalo.

Rengasta rajaavan ympyrén séde r =

(x=0)* +(y—27)* = 2° (X—=%0)* +(y —yo)> =r?
X2+ (y—27)2=4
Ratkaistaan integrointia varten ympyran yhtélosta muuttuja .

X2+ (y—27)?% =4
y=27+V4—x* tai y=27—+4—x?

ylempi alempi
puoliympyra puoliympyra

Pyorahdyskappaleen ulkopinta muodostuu ylemman puoliympyrén, eli
kdyran y = 27 ++/4 —x2, ja sisapinta alemman puoliympyran, eli

kdyran y = 27 —+4—x2 pyorahtaessa x -akselin
ympéri valilla —2 < x < 2.



Lasketaan pyorahdyskappaleen tilavuus.

V= Vulko _Vsisé
[ 274G e [ 274 S LS
=T — — T —
7, 2, CAS-laskimella.

= 2131,83... (cm?)
Sisdrenkaan tilavuus on

2131,83...cm3 ~ 2130 cm® = 2,13 dm3 = 2,13 L.

b) Sijoitetaan kultasormus koordinaatistoon niin, etta sen keskipiste on
origossa. Koordinaatiston yksikkdna on millimetri. Sormuksen
muotoinen pyodrahdyskappale syntyy, kun sen poikkileikkausta vastaava
puoliympyrén muotoinen alue pydéréhtda x-akselin ympari.

l"‘.—--~.\“ \
gt 4 ) }0, 75
' 0, 9) B
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
i h X
—0,75 | 0,75 18,0 ~19,5
S

Sormusta rajaavan ympyran sade r = 192’5 — % = 0,75 ja keskipiste

on (0, %) = (0, 9). Muodostetaan ympyran yhtalo.

(x—0)%+(y—9)? =0,75? (X—X0)2 +(y —yp)? =r?
X2 +(y—9)2 = 0,752



Ratkaistaan integrointia varten ympyran yhtélosta muuttuja y.

x2 4+ (y—9)? = 0,75

y=9+440,752 —x2 tai y=9—4/0,752 — x?

ylempi alempi
puoliympyré puoliympyré

Pyorahdyskappaleen ulkopinta muodostuu ylemman puoliympyrén, eli

kayran 9+ /0,752 — x?, jasisapintasuoran y =9 pyorahtiessé
x -akselin ympari valilld —0,75 < x <0,75.

Lasketaan pyorahdyskappaleen tilavuus.

V= Vulko _Vsis'al
0,75 0,75
' 2 " Lasketaan
= 9+4+4/0,752 —x2 dx— 92dx
T f f CAS-laskimella.
-0,75 —0,75

=51,732... (mm?3)

Sormuksen tilavuus on 51,732... mm3 ~ 51,7 mm3.

Sormuksessa kaytetyn kultaseoksen tiheys on 17,3 kg/dm?.
Lasketaan sormuksen massa.
m = pV

—17.3 K9 51730, mm?
dm3

1000 g
(100 mm)3
—0,8949... g ~ 0,89 g

Vastaus
a) 2,13L

b) 51,7 mm3; 0,89 g

=17,3 -51,732... mm?3



