10.1

a) f%dx
:fS-%dx

:5f%dx f%dx:ln\xHC

=5In|x|+C Koska x > 0, niin |x| = x.
=5Inx+C

b) fzidx
de
fldx f%dx: In|x|+C
=%In\x\+c Koska x > 0, niin x| = x.

:%Inx+c

c) f 4
-3
:%f%dx f%dx:ln\xHC

:gln\xHC Koska x > 0, niin [x = x.

_4
= 9Inx+C

Vastaus
a) 5Inx+C kun x>0

b) Inx+C kun x >0

C) %Inx+C, kun x >0



10.2

FO) = [ f(x)dx
:f(x2+§+%)dx
:fxzdx+f%dx+fx—12dx

:fXZdX—i-Zf%dX—i-fX_de

:%x3+2In\x\—x—1+C Koska x < 0, niin [x| = —x.
_ 1.3 1
_3x + 2In(—x) X+C

Vastaus

F(x)%x3+2ln(—x)—%+c, kun x < 0



10.3

a)

b)

Nimittdja x+3 >0, kun x > 0.

fx—li-BdX

=In|x+3+C

=In(x+3)+C

Nimittdja 3x +1> 0, kun x > 0.

1
3x+1dx

_1 3
“3f3x+1dx
:%MBX+H+C

=§mw+n+c

Nimittajan tulee olla eri suuri kuin
nolla.

£/(x)
f Fix )dx_ln\f(x)H—C

Koska x+3> 0, niin
IX+3 =x+3.

Nimittdjan tulee olla eri suuri kuin
nolla.

Nimittajan 3x +1 derivaatta-
funktio on 3.

Lisataan kertoimeksi é 3=1.

ff(”dw_muuﬂ+c

Koska 3x+1> 0, niin
13x +1 = 3x +1.



c¢) Nimittdja x2 +4 >0, kun x > 0.

f X24J)i , dx

=2 dx

x2+4
=2In|x2 +4/+cC

=2In(x> +4)+C

Vastaus
a) In(x+3)+C, kun x>0

b) %In(3x+1)+C, kun x >0

¢) 2In(x?2 +4)+C, kun x>0

Nimittdjan tulee olla eri suuri kuin
nolla.

Nimittajan x2 44 derivaatta-
funktio on 2x.

Kirjoitetaan osoittaja 4x
muodossa 2- 2X.

f . (X) dx = In| f ()| +C

Koska x2 +4>0, niin
X2 + 4| = x2 + 4.



10.4

!
a) Funktio 22x on muotoa F(x) , joten se voidaan integroida.
X2 +1 f(x)

Integroidaan funktio.

T - Nimittajan tulee olla eri suuri kuin
Nimittaja x<+1> 0 kaikilla x.

nolla.
2X f (X)
dx dx =In|f(x)|+C
e S5 1)
5 Koska x2+l> 0, niin
:In\x +1\+C
X2 +1] = x2 1.
=In(x>+1)+C

b) Funktiota ei voida integroida, silla osoittajaksi ei saada

x2 41
muodostettua nimittdjan x2 41 derivaattaa 2x.

/
c¢) Funktio % saadaan muotoon F(x) , joten se voidaan
x2 +1 f(x)

integroida. Integroidaan funktio.

L o . Nimittajan tulee olla eri suuri kuin
Nimittdja x< 41> 0 kaikilla x.

nolla.
X
dx
fx2+1
= L[ 2X g ff(x)dx_ln\f(x)\+c
2J x2 44
Koska x2 41> 0, niin

:%ln\x2+1\+c

x2 +1 = x2 +1.
:%In(xz +1)+C



. 2X 2 _2 . . . .
d) Funktio —5>— = 2x(x° +1 voidaan integroida yhdistetyn
) (@ +1)2 ( ) groida y y

funktion integrointisadnnolla. Integroidaan funktio.

2X
fi(xz D)2 dx
:jémﬂ44r%x f§@)MN@NX:U@U»+C
— (2 +1lyC

1

—_ +C
X2 4+1

Vastaus

a) In(x>+1)+C
b) ei voi
c)%mu2+n+c

1
d) — +C
) x2 +1




10.5

Selvitetddn funktion f maérittelyjoukko ratkaisemalla nimittdjan
nollakohdat.

2x—1=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
1
X=2
Funktio f on madritelty, kun x = %
Madrittelyjoukko koostuu kahdesta erillisesta valistd: x < % ja x> %
1) Maaritetaan integraalifunktio valilla x < %
f(x) = ﬁ Integroidaan CAS-laskimella.

F(x):%ln\2x—1\+c

Poistetaan itseisarvomerkit.

Kun x<l, niin 2x -1 <0.

F(x)=%ln\2x—1\+c 2
Siis [2x -1 = —(2x —1).
- %In(—(Zx —1)+C

- %In(—Zx +)+C

Piste (0,—1) kuuluu alueeseen x < %
Maéritetédan vakio C.
F()=-1
%In(—Z-O +)+C=-1 Ratkaistaan CAS-laskimella.
C=-1
" 1 1
Siis F(x) = EIn(—2x +1) -1 kun x< 5



2) Madritetéan integraalifunktio valilla x > %
1 Kun x>l,niin 2Xx—1>0.
F(x):gln\Zx—lH—D 2

Siis [2x -1 = 2x —1.
- %In(Zx—l)Jr D

Piste (1, 4) kuuluu alueeseen x > %
Médritetadn vakio D.
FO) =14
%In(z‘l—l) +D=4 Ratkaistaan CAS-laskimella.
D=4
. _1 1
Siis F(x) = 5In(2x—1) +4, kun x> 5
Linax+ -1 kun x < &
2 ' 2

Integraalifunktio on F(x) =
%In(Zx—l) +4, kun x > %
Piirretadn funktion F kuvaaja.

y

Vastaus



Iin2ax+)-1  kunx<li
2 2
F(x) =
%In(Zx—1)+4, kun x>%



10.6

Funktio f(x) = 1+% on médritelty, kun x < 0. Mé&éritetdan funktion

f integraalifunktio.

F(x) = f f (x)dx

= f(1+%)dx Integroidaan CAS-laskimella.
=x+In[x|+C Kun x <0, niin |x| = —x.
=In(—x)+x+C

Suora y = 2 on vaakasuora, joten myds funktion F tangentti
sivuamispisteessa on vaakasuora. Talléin F’(x) = 0.

Ratkaistaan sivuamispisteen x-koordinaatti.

F'(x)=0 F'(x) = f(x)
1+% =0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
Xx=-1

Suoran y =2 jafunktion F sivuamispisteen Y -koordinaatti on 2,
joten funktio F kulkee pisteen (—1, 2) kautta. Méaaritetdan vakio C.

F(-1)=2
In(—(-1)+(-1)+C=2 Ratkaistaan CAS-laskimella.
c=3

Integraalifunktio on siis F(Xx) = In(—x) +x+3, kun x < 0.

Vastaus
F(X) =In(—x) +x+3, kun x<0



10.7

a) Nimittgjd 2x —6 > 0, kun x > 3.

dx
2X—6
_1lr_2 f/(x) .
_2f2x—6dx , f(x)dx_ln\f(x)\JrC
1 Koska 2x —6 > 0, niin
= =In[2x—6/4+C
2 12X — 6] = 2x — 6.

:%mQx—®+C
b) Nimittdja (2x —6)% > 0, kun x > 3.
f44@;7
(2x —6)3
= %IZ(ZX — 6)—3dX ‘fs'(x) . U(S(X))dX —-U (S(X)) +C

1 1 _
=5 (-5 @x=6)?)+C

-1
4(2x — 6)2

C) Nlmlttaja J2Xx—6 >0, kun x> 3.
dx
=
f%dx
(2x—6)2
— %IZ(ZX— 6)_%dx fs'(x) . U(S(X))dX =U (S(X)) +C

1
= Z(2x-6)2+C

4
=J2x=6 +C

Vastaus
a)%h&x—®+C,an>3 b)——+ _4C, kun x>3

 4(2x—6)2
¢) v2x—6 +C, kun x >3



= g(In6—|n1)

«2
2 f x3 +1dx

1x+1

1 0 3
_—/In\x +1
31

- %(In\03 +1— I3 +1)

:%(Inl—an)

—In|5-0+1))

5x+1>0, kun 0<x<1

ff (X)dx:ln\f(x)HC

x34+1>0, kun 0<x<1

fff(x)dx_ln\f(x)HC



eX+1>0, kun 0<x<1

1
) fexe+1dx f f (x)

0 dx_In\f(x)HC

1
= /InleX +1
0

= Inle! +1 — In|e® +1

=In(e+1)—In2
|ne-2|-1
Vastaus
a) Ir156
D -5
0) e+l

2



10.9

a) Nimittdja cosx >0, kun 0 < x < =

2
—25sin X dx
COS X
sin x f'(x)
= [=sinx SN X f $ox =In[f (9] +C
Koska cosx > 0, niin
= 2In|cosx|+C
lcos x| = cos x.
= 2In(cosx) +C
b) Nimittdja 2cosx >0, kun 0 < x < %
3sin x
2C0S X
3 sinx
2 COSX
_ 3 [ =sinx f'(x)
S | e f jox=1In|f ()| +C
3 Koska cosx >0, niin
= —2In|cosx| +C
2 lcos x| = cos x.

= —%In(cos X)+C



¢) Nimittdja 6sinx >0, kun 0 < x < I

2
COS X
6sin x
_ [1 cosx
6 sinx
_ 1 [cosx (%) 4y
=5 ) Giny 9 J T dx = In|f(x)|+C
1 . Koska sinx > 0, niin
= =Inlsinx|+C ) .
6 lsin x| = sin x.

=%m@mm+c

Vastaus
a) 2In(cosx)+C, kun 0 < x <X

2
m—%m@mm+c,mn0<x<

J
2
Y

c) %In(sinx)+c, kun 0 < x < 5



10.10

Nimittajd 5cosx >0, kun 0 < x <~

4
X
4
f 28|nx
5COSX

|
O\bl:{
GIN)
<2
=
>
o
>

alro

—sinx ) gy
X dx | fog X =nlfeol+c

In|cos x|

U'I\I\J a1lno

o\-lklﬁ o%blj

(In ‘cos In|cosO0l)

i
= —5(|n{ - |n0\1\)

= _g|n£

57 2
Vastausta voidaan sieventdd myos vield pidemmélle:

__2 1
= —£:(-3)In2

_1
_5In2

Vastaus

202 1
5In2 5In2



10.11

a) f 1 ax
-3

3

:%In\xH—C

- %In(—x) tC

I
:f—S-%dx
:—3f%dx

= —3In|x|+C
= -3In(—x)+C

C) f 1 dx
= fx‘3dx

= —%x‘z +C
1

= e e

Vastaus

a) %In(—x)+C, kun x <0
b) —3In(—x)+C, kun x <0

1

c) ——+C, kun x<0
) 2x2

f%dx: In|x|+C

Koska x < 0, niin |x|=—

[%dx = In|x|+C

Koska x < 0, niin |x| = —

n _ 1 n+1
fXdX*7n+lx +C



10.12

a) Nimittajd (x —1)2 >0, kun x > 1.

f(x_11)2 dx

- f (x —1)~2dx

=—(x-D14cC

_ 1
=—-17C

b) Nimittaja x> —1>0, kun x > 1.

f x3X2— 1 dx

3J x3-1

2
1 3X dx

_ 13
_3In\x 1\+C

:%In(x3—1)+C

Nimittajan tulee olla eri suuri kuin
nolla.

fs'(x) ~u(s(x))dx =U(s(x)) +C

Nimittajan tulee olla eri suuri kuin
nolla.

Nimittajan x3 +1 derivaatta-
funktio on 3x2.

Lisataan kertoimeksi % 3—1.

f';((;))dx:lnf(ch

Koska x3—1> 0, niin

X3 —1 = x3 1.




c)

Nimittdja 1—x <0, kun x > 1.

Sty

= [

=—Inl—x/+C
=—In(x-1)+C
Vastaus
_ 1
a) X_1+C, kun x>1

b) %In(x3—1)+C, kun x >1
c) —In(x—1)+C, kun x>1

Nimittajan tulee olla eri suuri kuin
nolla.

Nimittdjan 1— x derivaatta-
funktioon —1.

Lisataan kertoimeksi (—1)-(—1) =1.

Il ];((;(())dx:lnf(x)JrC

Koska 1—x < 0, niin
l—xl=—-1-x%)=x-1.



10.13

a) Maéritetdan funktion f(x) = x—% integraalifunktiot, kun x > 0.
_ _1 1y
F(x)_f(x X)dx jxdxfln\xHC
Koska x > 0, niin
— 1 mixtc
2 x| = x.
= %xz —Inx+C

Madritetdan vakio C.

F) =2

112 hijc=2
2 0

+C

1
2

N[

C

2
3
2

Siis F(x):%xz—lner%, kun x> 0.

1

== integraalifunktiot, kun x > 0.
X

b) Maaritetaan funktion f(x) = x? +

F(x):f(x2+é)dx

= f(xz + x72)dx fx”dx = %Hx”*“rc

=%x3—x*1+c
1y 1
X

=3 +C

x3



Maaritetdan vakio C.

FQ =2
lp_ 1, c_
31 1—|—C 2
_2.c- 2
g+C=2 |+%
_8
C_S
i _ 1l 1 8
Siis F(x)_3 3 kun x> 0.
Vastaus
a) F(X) = 5 —Inx+%, kun x>0
1 1,8
b) F(x) = § —+§ kun x>0



10.14

X
x2 +1

Funktio f(x)= on kaikkialla maaritelty, silla nimittaja

x2 +1>0 kaikilla muuttujan x arvoilla. Maaritetaan funktion f
integraalifunktiot.

f(x) = 2X Integroidaan CAS-laskimella.
X411

F(x) = %In(xz +1)+C

Integraalifunktio kulkee pisteen (0,—1) kautta, joten F(0) = —1.
Méaéritetdan vakio C.

F(0)=—1
%In(o2 +h)+C=-1 Ratkaistaan CAS-laskimella.
C=-1

Siis F(x) = L In(x2 +1) —1. Piirretddn funktion F kuvaaja.
2

Vastaus
F(x) = %In(xz +1)-1



10.15

a) Nimittdja 3x+3 >0, kun x> —1.

dx
3Xx+3
3J 3x+3 x)
1 Koska 3x 43> 0, niin
==In3x+3+C
3 3x + 3] = 3x + 3.

= %In(3x+3)+c

b) Nimittaja (3x+3)2 >0, kun x > —1.
IL
(3x+3)2

= %f3(3x +3)—2dx fs'(x) . U(S(X))dx —U (S(X)) +C

= % (—Bx+3) ) +cC

__1 1
=3 3537 C

1

=~oxt9 €

c) Nimitt4ja 3x+3 >0, kun x > —1.

dx
f\/BX+3
:f%dx

(3x+3)2

= %f3(3x +3)_%dx ‘fs'(x) . U(S(X))dx U (S(X)) +C

1 1
:§‘2(3X+3)2 +C

:%\/3x+3+c



Vastaus
a) %In(3x+3)+C, kun x > -1

_ 1 _
b) 9X+9+C, kun x > —1

c) %«/3x+3 +C, kun x> -1



10.16

4 1 1 ax i
132 " 24X + - maarittelyehto.

Yhtilon vasen puoli on maaritelty, kun 4 —x2 =0 elikun x2 = 4.

a) Tarkistetaan yhtalon

x2=4 |
X =44
X==+2

Siis yhtalon vasen puoli on méaritelty, kun x = +2.

Yhtalon oikea puoli on méadritelty, kun 2+ x =0 eli x=—2 jakun
2—x=0 eli x= 2. Siis yhtdlon oikea puoli on maaritelty myos, kun
X = £2.

Sievennetdan yhtalon vasen puoli laventamalla murtolausekkeet
samannimisiksi.

2
0 1 IX) 1 ___ 2-x . 24X
2+ X 2—X (2—-x02+x)  (2—x)(2+Xx)
_2—X+2+X
(2—x)(2+x)
__ 4
4 — x?
" - 4 1 1 . -
Siis yhtalo + on voimassa kaikilla x = +2.




b)

Nimittdjd 2+ x>0, kun —1<x <1

f/
12J1rxdx | f(()’(‘))dxlnf(x)+c

1
= [ In]2+ x|
1

=In[2+1=In|2+ (=)

= In(3[—In[
0
=1In3
¢) Hyddynnetdan integraalin laskemiseksi a-kohdan tietoa, etta
4 _ 1 n 1
4—x2 2+Xx 2—-X
r 1 1 r 4
f4—x2 dX:Zf4—x2 dx
-1 -1
1 r 1
- 4];(2 X

Kohdan b perusteella
1 1 -1 1
== dx — dx .
4f2 fz jzixdx:ln&

1 1
= Z(In3—_/1 In|2 — x|)

- %(InS— (Inl2—1 —1In|2 — (—1)]))
1

- Z(|n3—(|n0\1\—ln\3\)

_1

= 7 (n3+1n3)

=%In3

Vastaus

a) ks. ratkaisu b) In3 c) %InS



10.17

a) Nimittdgja sinx >0, kun 0 < x < %
COoS X f/(x) 4 _
oS X dx Il fog X =mlfl+c
. Koska sinx > 0, niin
= Inlsinx|+C _ .
lsin x| = sin x.
=In(sinx) +C
b) Nimittaja 4cosx >0, kun 0 < x < %
sin X
4cos X
_ 1 sinx
4 cosx
_ 1 [=sinxgy, ff/(x)dx:ln\f(x)HC
4J cosx J f(x)
1 Koska cosx > 0, niin
= —=Inlcos x|+ C
4 \cos x| = cos x.

= —% In(cosx) +C

C) Nimittagjd sin®x >0, kun 0 < x < %
2_c023x dx
sin“ x
— o [_cosX
(sin x)2
= 2fcos x(sin x)~2dx fs'(x) -u(s(x))dx = U (s(x)) +C
=2-(—sinx)"14+C
sin x
Vastaus
a) In(sinx)+C, kun 0 < x < % b) —%ln(COSX)—I—C, kun 0 <x < %
c) ~_2 4C kun 0O<x<ZX
sinx 2



10.18

x>0, kun 1<x<e

—_—o
x
|

1

i 1)
— [(X_1
_f(x x
1
e £}
=f1——)dx f%dx:ln\ch
) .
1
= [(x—Inx))
0
—e— In\e\ —Inl1))
=0
:e—2
1 . eX4+2>0, kun 0<x<1
) & dx f/(x
{euz [ f()dxfln\f(x)HC
1
:/In\ex+2\

0

= In\e1+2\—ln\ei—L2\
=3

=In(e+2)—1In3

e+2
3

=In

Vastauksen voi myos sieventdd muotoon

=In(e+2)—In3.



c)

Vastaus
a) e—2

e+2
b) In 3

_2
c) 3 o

=In(e+2)—1In3

eX >0, kun 1<x<e

fs'(x) u(s(x))dx = U (s(x)) +C



10.19

a) Nimittdja xInx >0, kun x > 1.

fxlnxdx
—flx dx

f(x)=Ix f'(x)=21

f'(x)
| fog & =Inlfo)/+C

Koska Inx > 0, niin

=Inllnx/+C
lInx| = Inx.
=In(Inx)+C
b) Nimittgja x > 0.
fln—xdx
X
_ ! 1
s(x) = Inx s'(x) = Y
= f%ln xdx u(x) = x U(x) = l
[s'(x) -u(s(x))dx = U (s(x)) +C
_1 2
= 2(Inx) +C
Vastaus

a) In(lnx)+C, kun x>1
b) %(Inx)z +C, kun x>0



10.20

a) Selvitetddn funktion f maarittelyjoukko ratkaisemalla nimittajan

nollakohdat.
e2X —1=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=0

Funktio f on mééritelty, kun x = 0.
Mééarittelyjoukko koostuu kahdesta erillisestd valistd: x <0 ja x> 0.

1) Médritetddn integraalifunktio valilld x < 0.

Integroidaan CAS-laskimella.

zeZX
e2x —1
F(x)=Inle2x -1+ D

f(x) =

Poistetaan itseisarvomerkit.
) Kun x < 0, niin e2X —1< 0.
F(x) = Inle* —1/4+ D
Siis [e2x—1  (e2x 1).

=In(—(e?* -1))+D
=In(l—e?*)+D

Siis F(x) =In(l—e®)+D, kun x < 0.

2) Mééritetdan integraalifunktio valilla x > 0.
5 Kun x > 0, niin e2X —1> 0.
F(x) = Inle? —1/+C
Siis |e2x —1| = e2x —1.

=In(e?*-1)+C

Piste (In2, 0) kuuluu alueeseen x > 0.



Maaritetdan vakio C.

F(n2) =0
In(e?"2 —1)+C =0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
C=-In3

Siis F(x) =In(e?* —1) —In3, kun x > 0.

Inl—e?*)+ D, kun x <0

Integraalifunktio on F(x) =
In(e?* —1) —In3, kun x > 0.

b) Piirretddn geometriaohjelmalla funktioparven F kuvaaja
hyddyntdamélla liukusaadintd, jolla vakion D arvoa voidaan muuttaa.

D=2 Y
2
D1 y = F(x)
D=0
X
—4 -3 1 2 3
Vastaus

Inl—e?*)+D, kun x<0
In(e?* —1) —In3, kun x>0
b) ks. ratkaisu

a) F(x)=



10.21

Olkoon funktion f(x) = 1 integraalifunktio F(x), kun x > 0,

X
jafunktion g(x) = —x integraalifunktio G(x).

Oletetaan, etté integraalifunktioiden kuvaajat leikkaavat toisensa kohdassa
Xo > 0.

Kuvaajat leikkaavat toisensa kohtisuorassa, jos leikkauskohtaan funktioille
piirretyt tangentit ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa eli niiden

kulmakertoimien k; = F'(xy) ja k, = G’(Xy) tuloon —1. Tutkitaan
kulmakertoimien tuloa.

kiky = F/(X0)G' (%) = T (X)g(Xo) = X—lo (=xg) = —1

Koska leikkauskohdassa funktioiden tangenttien kulmakertoimien tulo on
—1, funktioiden kuvaajat leikkaavat toisensa kohtisuorasti. O



10.22

/
Koska funktiot F(x) ja x ovat yhtd suuret kaikilla méarittelyjoukkoon

f(x)
kuuluvilla muuttujan x arvoilla, niin myos niiden integraalifunktiot ovat
yhté suuret kaikilla maarittelyjoukkoon kuuluvilla muuttujan x arvoilla.

Ratkaistaan funktion f (x) lauseke.

f'(x) _
f ~~
f/(x) . 100 4y
il 00 dx = [ xdx | fog X =nlfeol+c
In\ ‘ (x)\ _ 1y ‘D Koska f(x) > 0, niin
2 [£(x)| = f(x).
Inf(x)=%x2+D a*=b & x=log,b
1.
1.
f(x)=e2 -eP Merkitaan C = eP.
lxz
f(x) =Ce2

Ratkaistaan vakio C ehdon f(0) =2 avulla.

£(0) =2
1

c.e2” =2
=1

C=2

1.
Ehdot tayttéva funktio on siis f(x) = 2e2" .

Vastaus

1.
f(x)=2e2"
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Koska populaation suuruus f(x) >0 ja sen kasvunopeus f’(x) ovat
f'(x)
f(x)
ovat yhtd suuret kaikilla x > 0, myos niiden integraalit ovat yht& suuret
kaikilla x > 0.

suoraan verrannollisia, niiden osamé&aré on vakio k. Koska ja k

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan funktion f(x) lauseke.

G

f(x) =k

f/ f’
ff(())(())dx:fkdx ff((;())dxlnf(x)JrC

Koska f (x) > 0, niin

In|f (x)| = kx+C 00l = ().
Inf(x)=kx+C a*=b < x=log,b

f(X):ekx+C

On osoitettu, ettd funktio f on eksponenttifunktio. 0



