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a) Tarkistetaan yhtälön  
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2

4 1 1
.

2 24 x xx
 

 

1 1

2 2

1 1

1

1

1 1

1 1

1

1

1

1

0

Kohdan b perust

3

eella

1
d l

1
d d

4 4

1 1 1
( )d

4 2 2

1 1 1
d d

4 2 2

1
(ln 3 ln 2 )

4

1
(ln 3 (ln 2 1 ln 2 ( 1) ))

4

1
(ln 3 (ln 1 l 3

1 4
4

n )
4

1
(ln 3 ln 3)

4

2
n 3

1
ln

2

.

/

x x
x x

x
x x

x x
x x

x

x
x

 

Vastaus 

a) ks. ratkaisu  b) ln 3  c) 
1

ln3
2
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a) 

n

N

( )
d l ( )

( )

Koska  sin 0,  

m

 niin

sin

i ittäjä  sin 0,   kun  0 .
2

c

s

s

i

o
d

sin

ln sin

ln(s

n .

in )

x x

x
x

x

x C

x C

f x
x f x C

f x

x

x x

 

b) Nimittäjä  4cos 0,   kun  0 .
2

si

n ( )
d ln

n
d

4cos

1 sin
d

4 cos

1 si
d

s
( )

4 co ( )

f x
x f x C

x x

x x
x

x x
x

x
x f

x
x

 

 1
ln cos

4

1
ln(cos

Koska  cos 0,   niin

cos c .

)

os

4

x C

x C

x

x x
 

c) 2

2

2

2

Nimittäjä  sin 0,   kun  0 .
2

2cos d
sin

cos
2 d

(sin )

2 cos ( )i '( )s n ) ( ( ) d ( ( ))d s x u s x x U s x C

x x

x x
x

x
x

x

x x x

 

 12 ( sin )

2
sin

x C

C
x

 

Vastaus 

a) ln(sin ) ,   kun  0
2

x C x   b) 
1

ln(cos ) ,   kun  0
4 2

x C x  

c) 
2 ,   kun  0

sin 2
C x

x
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a) 

e

1

e

1

e

1

1

0

1
d

1
( )d

1
(1 )d

( ln )

0,   kun  1 e

1
d ln

/

x

x

x
x

x x
x

x

x

x
x

x

x

x

x

x C

 

 

1 0

e ln e (1 ln 1)

e 2

 

 

b) 

1

0

1

0

e
d

e 2

ln e 2

e 2 0,   kun  0 1

( )
d ln ( )

( )

/

x
x

x

x

x

f x
x f x C

x

f x

 

 0

3

1ln e 2 ln e 2

ln(e 2) ln 3

e 2
ln  

3

Vastauksen voi myös sieventää muotoon

ln(e 2) ln 3.

 

  



c) 

 
1

0

1

0

1

0

1 1

0 0

e 2
d

e

e

1

e 0,   kun  1 e

'( ) ( ( ))d ( (

2
( )d
e e

(1 2e

)d e )

)d

2

x

x

x

x x

x

x

x x

s x u s x x U s x C

x

x

x

x
 

 
1 1

0 0

1 0

1

1

2 e

1 0 2(e e )

1 2e 2

2
3

e

/ / xx  

  

 

Vastaus 

a) e 2  

b) 
e 2ln ln(e 2) ln3

3
 

c) 
23
e
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a) Nimittäjä  ln 0,   kun  1.

1
d

ln

1

d
ln

1
( ) ln ( )

( )
d ln ( )

( )

f x x f x
x

f x
x f x C

x x x

x
x x

x

f

x

x

x

 

 ln ln

ln(ln

Koska  ln 0,   niin

ln ln .

)

x C

x C

x

x x
 

 

b) Nimittäjä  0.

ln
d

x

x
x

x

 

 

2

2

(

1
ln d

1

1
( ) ln ( )

1
( ) ( )

2

'( ) ( (

l

))d ( )

( n )

)

2

s x x s x
x

u x x U x x

C

s x u s x x U

x

x

s

x

x

x

C

 

   

  

Vastaus 

a) ln(ln ) ,   kun  1x C x  

b) 21
(ln ) ,   kun  0

2
x C x  
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a) Selvitetään funktion  f   määrittelyjoukko ratkaisemalla nimittäjän 

nollakohdat. 

 
2 Ratkaistaan 

0

e CAS-las0 kime a1 ll .x

x
 

 

Funktio  f   on määritelty, kun  0.x  

Määrittelyjoukko koostuu kahdesta erillisestä välistä:  0x   ja  0.x  

 

1) Määritetään integraalifunktio välillä  0.x  

  

  

2

2

2

I

l

ntegroidaan CAS-
1

lask) ime el
e

la2(

( ) n e 1

.
x

x

x

f x

F x D

 

 

  Poistetaan itseisarvomerkit. 

 

  

2
2

2

2

2 2

Kun  0,  niin  e

(

1 0.

Siis  
( ) ln e 1

ln( e 1))

ln(1 e )

e 1 (e 1).

x

x

x

x

x x
F x D

D

x

D  

 

  Siis  2( ) ln(1 e ) ,xF x D  kun  0.x  

 

2) Määritetään integraalifunktio välillä  0.x  

  

  

2
2

2 2

2

Kun  0,  niin  e 1
( ) ln e 1

ln

.

s

(e 1

0

Sii   1

)

e 1 e . 

x

x x

x

x

F x C

C

x

 

 

  Piste  (ln 2,  0)   kuuluu alueeseen  0.x  

 



  Määritetään vakio  .C  

 

  2 ln 2 Ratka

3

(ln 2) 0

ln( aista n CAS-laskimelle 1) 0

ln

a.

F

C

C

 

 

  Siis  2( ) ln(e 1) ln 3,xF x  kun  0.x  

 

Integraalifunktio on  
2

2

ln(1 e ) , kun  0
( )

ln(e 1) ln 3, kun  0.

x

x

D x
F x

x
 

 

b) Piirretään geometriaohjelmalla funktioparven  F   kuvaaja 

hyödyntämällä liukusäädintä, jolla vakion  D   arvoa voidaan muuttaa. 

 

 
 

 

Vastaus 

a) 
2

2

ln(1 e ) , kun  0
( )

ln(e 1) ln 3, kun  0

x

x

D x
F x

x
 

b) ks. ratkaisu 
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Olkoon funktion  1( )f x
x

  integraalifunktio  ( ),F x  kun  0,x   

ja funktion  ( )g x x   integraalifunktio  ( ).G x  

 

Oletetaan, että integraalifunktioiden kuvaajat leikkaavat toisensa kohdassa  

0 0.x  

 

Kuvaajat leikkaavat toisensa kohtisuorassa, jos leikkauskohtaan funktioille 

piirretyt tangentit ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa eli niiden 

kulmakertoimien 1 0( )k F x   ja  2 0( )k G x   tulo on  1.  Tutkitaan 

kulmakertoimien tuloa. 

 

1 2 0 0 0 0 0
0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1k k F x G x f x g x x
x

 

 

Koska leikkauskohdassa funktioiden tangenttien kulmakertoimien tulo on  

1,  funktioiden kuvaajat leikkaavat toisensa kohtisuorasti.                       
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Koska funktiot  
( )

( )

f x

f x
  ja  x   ovat yhtä suuret kaikilla määrittelyjoukkoon 

kuuluvilla muuttujan  x   arvoilla, niin myös niiden integraalifunktiot ovat 

yhtä suuret kaikilla määrittelyjoukkoon kuuluvilla muuttujan  x   arvoilla. 

 

Ratkaistaan funktion  ( )f x   lauseke. 

 

2

2

2

2

2

1
2

1
2

1
2

( )
d ln ( )

( )

Koska  ( ) 0,   

( )

( )

( )
d d

( )

1
ln ( )

2

1
ln

ä

niin

( ) ( ).

    log

Merkitä n  

( )
2

( )

.

e

( ) e e

e

e

( )

x
a

x D

x D

x

D

f x
x f x C

f x

f x

f x f x

a b

x

f x
x

f x

f x
x x x

f x

f x D

f x x D

f x

f

x

x

f x C

b

C

 

 

Ratkaistaan vakio  C   ehdon  (0) 2f   avulla. 

 

20

1

1
2

(0) 2

e 2

2

f

C

C

 

 

Ehdot täyttävä funktio on siis  
21

2( ) 2e .
x

f x  

 

Vastaus 

21
2( ) 2e

x
f x  
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Koska populaation suuruus  ( ) 0f x   ja sen kasvunopeus  ( )f x   ovat 

suoraan verrannollisia, niiden osamäärä on vakio  .k  Koska  
( )

( )

f x

f x
  ja  k   

ovat yhtä suuret kaikilla  0,x  myös niiden integraalit ovat yhtä suuret 

kaikilla  0.x  

 

Muodostetaan yhtälö ja ratkaistaan funktion  ( )f x   lauseke. 

 

( )
d ln ( )

( )

Kosk

)

( )

( )

(

a  ( ) 0,   

)

niin

( ( ).

    l

)

)
d d

(

ln ( )

ln ( )

( e

og

kx C

x
a

f x
k

f x

f x
x k x

f x

f x kx C

f x

f

kx C

f

f x
x x C

f x

f x

f x f x

a

x

b x b

 

   

On osoitettu, että funktio  f   on eksponenttifunktio.                      

 


