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K1 
 
a) Ratkaistaan nimittäjien nollakohdat. 

 
1 0

1
x

x
− =

=
  ja 0x =   

 
Funktion f määrittelyehto on  1x ≠   ja  0x ≠ . 
 
Funktion f määrittelyjoukko on   R \ {0, 1}. 
 

b) 
2( 1) ( 1) 1 2( 1) 1 1 1 21 1 1 2f − − −− = + = − = − − = −

− − − −
 

  
(1)f  ei ole määritelty 

 
c)  

 
 
Vastaus a) R \ {0, 1} 
  b) ( 1) 2f − = − ,  (1)f   ei määritelty 
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a) Nimittäjän nollakohta on  0x = .  

Murtolausekkeen määrittelyehto on  0x ≠ . 
 

2 3 (2 5)6 15 2 53 3
x xx x xx x

−− = = −   

 
b) Lasketaan nimittäjän nollakohta.  

 
8 4 0

8 4
1
2

x
x

x

− =
=

=

  

Murtolausekkeen määrittelyehto on  1
2x ≠ . 

 
5 (2 1)10 5 5

8 4 4 (2 1) 4
xx

x x
⋅ −− = =

− ⋅ −
  

 
c) Nimittäjän nollakohta on  7x = .  

Murtolausekkeen määrittelyehto on  7x ≠ . 
 

7 7 1 17 ( 7) 1
x x

x x
− −= = = −
− − − −

  

 
d) Nimittäjän nollakohta on  7x = − .  

Murtolausekkeen määrittelyehto on  7x ≠ − . 
 

2 ( 7)( 7)49 77 7
x xx xx x

− +− = = −
+ +
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Vastaus a) 2 5x − , kun  0x ≠   
 
  b) 5

4 , kun  1
2x ≠   

 
  c) 1− , kun  7x ≠   
 
  d) 7x − , kun  7x ≠ −   



Tekijä   •   Pitkä matematiikka 6   •   29.5.2017 
 
K3 
 
a) Ratkaistaan nimittäjien nollakohdat. 

 

1 0
1

x
x

+ =
= −

   

2 0
( 1) 0

0  tai  1 0
0  tai  1

x x
x x

x x
x x

+ =
+ =

= + =
= = −

  

 
Funktion f määrittelyehto on  1x ≠ −   ja  0x ≠ . 
 

b) Sievennetään funktio lauseke. 
 

)

2 2 2

2

22( ) 1
2 1

( 1) 1

x x x xf x x x x x x x x
xx x

x x xx x

= − = −
+ + + +

−= = =
+ ++

  

 
Lasketaan funktion arvo. 
 

2 1 1( ) 33 2 113 3

f − = = =
− +

  

 
 
Vastaus a) 1x ≠ −   ja  0x ≠  
 
  b) 1( ) 1f x x=

+
,  2( ) 33f − =   
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a)  Selvitetään ensin funktion  f  määrittelyehto. 

 
 Ratkaistaan nimittäjän nollakohta. 
  

 
3 6 0

3 6
2

x
x
x

− =
=
=

   

 
 Funktion  f  määrittelyehto on  2x ≠  . 

 
 Ratkaistaan funktion  f  nollakohdat. 
 

 

2

2

2

4 0 | (3 6)3 6

4 0

4
2  tai  2

0x xx

x

x
x x

− = ⋅ −−

− =

=
= = −

≠

  

 
 Ratkaisu  2x =   ei toteuta määrittelyehtoa  2x ≠  . 

 
 Funktion nollakohta on  2x = − . 
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b) Nimittäjän nollakohta on  0x = .  

Funktion f määrittelyehto on  0x ≠ . 
 

 Ratkaistaan funktion  f  nollakohdat. 
 

 

2

2

12 4 | 505

12 4 0
4 (3 1)

0

0

x x x
x

x x
x x

− ⋅=

− =
− =

≠

   

 
 4 0

0
x
x

=
=

   tai   3 1 0
1
3

x

x

− =

=

  

 
 Ratkaisu  0x =   ei toteuta määrittelyehtoa  0x ≠ . 

 
 Funktion nollakohta on  1

3x = . 

 
 
Vastaus a) 2x = −   
 
  b) 1

3x =   
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a) Nimittäjien nollakohta on  0x = . 

  
Yhtälön määrittelyehto on  0x ≠ . 
 
Ratkaistaan yhtälö. 
 

2
2

2 2 2
2

2

2

04 1 5 |

4 5

4 5

5 4 0

xxx

x x xxx
x x

x x

≠− = ⋅

− =

− =

− − + =

   

 
2( 1) ( 1) 4 ( 5) 4 1 9

2 ( 5) 10x
− − ± − − ⋅ − ⋅ ±= =

⋅ − −
  

 
1 9 110x += = −
−

   tai   1 9 8 4
10 10 5x − −= = =

− −
 

 
Ratkaisut toteuttavat määrittelyehdon.  
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b) Ratkaistaan nimittäjien nollakohdat. 

 
2 1 0

1
2

x

x

− =

=

  ja 1 0
1

x
x

+ =
= −

 

 
Yhtälön määrittelyehto on  1

2x ≠   ja  1x ≠ − . 

 
Ratkaistaan yhtälö. 
 

4 1 1 | ( 1)(2 1)1 1 02 x xx x− = ⋅ + −+
≠

−
 

 
4( 1)(2 1) ( 1)(2 1) ( 1)(2 1)2 1 1

x x x x x xx x
+ − + −− = + −

− +
  

 

2

2

4( 1) (2 1) ( 1)(2 1)

4 4 2 1 2 1

2 6 0

x x x x

x x x x

x x

+ − − = + −

+ − + = + −

− + + =

 

 
21 1 4 ( 2) 6 1 7
2 ( 2) 4x

− ± − ⋅ − ⋅ − ±= =
⋅ − −

  

 
1 7 6 3

4 4 2x − += = = −
− −

   tai   1 7 8 24 4x − − −= = =
− −

 

 
Ratkaisut toteuttavat määrittelyehdon. 
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Vastaus a) 1x = −   tai  4

5x =   

 
  b) 3

2x = −   tai  2x =   
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a) Ratkaistaan nimittäjän nollakohta. 

 
3 6 0

3 6
2

x
x
x

− =
=
=

  

 
Määrittelyehto on  2x ≠ . 
 
Merkitään  ( ) 3 6

xf x x=
−

  ja ratkaistaan funktion nollakohta. 

 
0 | (3 06)3 6
0

x xx
x

= ⋅ − ≠
−

=
   

 
Funktio voi vaihtaa merkkiään ainoastaan nollakohdassa  0x =  
tai kohdassa  2x = , jossa funktio ei ole määritelty. 
 

1 1( 1) 03 ( 1) 6 9f −− = = >
⋅ − −

  

1 1(1) 03 1 6 3f = = <
⋅ − −

  

3 3(3) 03 3 6 3f = = >
⋅ −
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Kirjataan merkit merkkikaavioon 
 
  0   2  
f(x) + −   + 

 
 

( ) 0f x ≥ , kun  0x ≤   tai  2x > .  
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b) Määrittelyehto on  2x ≠ . 

 
13 6

1 03 6

x
x

x
x

<
−

− <
−

  

 
Merkitään  ( ) 13 6

xf x x= −
−

  ja ratkaistaan funktion 

nollakohdat. 
 

1 0 | (3 6)3 6
(3 6) (3 6) 03 6

3 6 0
2 6

3

0x xx
x x xx

x x
x
x

− = ⋅ −−

− − − =
−

− + =
− = −

=

≠

    

 
Funktio voi vaihtaa merkkiään ainoastaan nollakohdassa  3x =  
tai kohdassa  2x = , jossa funktio ei ole määritelty. 
 

1 4(1) 1 03 1 6 3f = − = − <
⋅ −

  

5
5 2 2( ) 1 02 5 33 62

f = − = >
⋅ −

  

4 1(4) 1 03 4 6 3f = − = − <
⋅ −
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Kirjataan merkit merkkikaavioon 
 
  2   3  
f(x) −  + −  

 
 

( ) 0f x < , kun  2x <   tai  3x > .  
 
 
Vastaus a) 0x ≤   tai  2x >  
 
  b) 2x <   tai  3x >  
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2 1 3
3 2

2 1 3 03 2

x x
x

x x
x

−<
−

−− <
−

  

 
Merkitään 2 1 3( ) 3 2

x xf x x
−= −
−

  ja selvitetään, millä muuttujan  x 

arvoilla  ( ) 0f x < . 
 

Nimittäjän  2x −   nollakohta on  2x = . 
  
Funktion määrittelyehto on  2x ≠ . 
 
Ratkaistaan funktion  f  nollakohta 

 
                             2 1 3 03 2

x x
x
−− =
−

     0| 3( 2)x⋅ − ≠   

 
2 3( 2) 3(1 3 )( 2) 03 2

x x x x
x

⋅ − − −− =
−

  

                2

2

2 ( 2) 3(1 3 ) 0

2 3 6 0

2 5 3 0

x x x

x x x

x x

− − − =

− − + =

+ − =

  

 
25 5 4 2 ( 3) 5 7
2 2 4x

− ± − ⋅ ⋅ − − ±= =
⋅

  

5 7 2 1
4 4 2x − += = =    tai  5 7 12 34 4x − − −= = = −   

 
Ratkaisut toteuttavat määrittelyehdon. 
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Funktion  f  arvot voivat vaihtaa merkkiään vain kohdissa  3− ,  1

2   

ja  2. Lasketaan jokaiselta osaväliltä yksi funktion arvo. 
 

2 1 3( ) 3 2
x xf x x

−= −
−

  

1( 4) 02f − = − <  

1(0) 02f = >  

4(1) 03f = − <   

(3) 10 0f = >   
 

Laaditaan merkkikaavio. 
 
  3−     1

2            2  

f(x) −   + −   + 
 

 
Epäyhtälö  2 1 3 03 2

x x
x
−− <
−

  toteutuu, kun  3x < −   tai  1 22 x< < . 

 
 
Vastaus  3x < −   tai  1 22 x< <  
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3
2

3
2

11

011

x x x
xx

x x x
xx

+ ≤
−−

+ − ≤
−−

  

 

Merkitään  
3
2( ) 11

x x xf x xx
+= −

−−
  ja selvitetään, millä muuttujan  x 

arvoilla  ( ) 0f x < . 
 

Nimittäjän  1x −   nollakohta on  1x = ,   
ja nimittäjän  2 1x −  nollakohdat ovat  1x = −   ja  x = 1.  
 
Funktion määrittelyehto on  1x ≠ −   ja  1x ≠ . 
 
Ratkaistaan funktion  f  nollakohta. 

 

                                    
3
2 011

x x x
xx

+ − =
−−

      | ( 1)( 01)x x⋅ + − ≠   

 
3( )( 1)( 1) ( 1)( 1) 0( 1)( 1) 1

x x x x x x x
x x x

+ + − + −− =
+ − −

  

                                 

3

3 2

3 2

2

( 1) 0

0

0

( 1) 0

x x x x

x x x x

x x

x x

+ − + =

+ − − =

− =

− =

  

 
                               2 0

0
x

x
=
=

  tai   1 0
1

x
x

− =
=
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Ratkaisuista  0x =   toteuttaa määrittelyehdon. 
 
Funktion f arvot voivat vaihtaa merkkiään vain kohdissa  1− , 0  ja  1. 
Lasketaan jokaiselta osaväliltä yksi funktion arvo. 

 
3
2( ) 11

x x xf x xx
+= −

−−
  

( 2) 4 0f − = − <  
1 1( ) 02 2f − = >  

1 1( ) 02 6f = >   

4(2) 03f = >   

 
Laaditaan merkkikaavio. 

 
  1−     0            1  
f(x) −   + + + 

 
 

Epäyhtälö  
3
2 011

x x x
xx

+ − ≤
−−

  toteutuu, kun  1x < −   tai  0x = . 

 
 
Vastaus  1x < −   tai  0x =  



Tekijä   •   Pitkä matematiikka 6   •   29.5.2017 
 
K9 
 
Lasketaan nimittäjän nollakohta. 
 

24 11 3 0x x+ − =  
  

211 11 4 4 ( 3) 11 13
2 4 8x

− ± − ⋅ ⋅ − − ±= =
⋅

  

 
11 13 2 1

8 8 4x − += = =      tai    11 13 24 38 8x − − −= = = −   

 
Funktion määrittelyehto on  1

4x ≠   ja  3x ≠ − . 

  
Määrittelyjoukko on 1R \ { 3, }4− . 

 
Supistetaan lauseke. 
 

23 2
2

2

( 6 9) ( 3)( 3)6 9( ) 1 14 11 3 4( 3)( ) 4( 3)( )4 4
( 3) 3

1 4 14( )4

x x x x x xx x xf x
x x x x x x

x x x x
xx

+ + + ++ += = =
+ − + − + −

+ += =
−−

  

 

Vastaus määrittelyehto 1R \ { 3, }4− ,  
2 3( ) 4 1

x xf x x
+=
−
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Olkoon osallistujien lukumäärä  x.  
 
Ilmoittautuneiden määrä oli  5x − .  
 
Siten muuttuja  x > 5.  
 
Muodostetaan ja ratkaistaan yhtälö. 
 
702 702155x x− =

−
   Voidaan ratkaista laskimella. 

 
13x = −     tai    18x =   

 
 
Luku  18x =   toteuttaa määrittelyehdon  x > 5. 
 
 
Matkalle osallistui 18 henkilöä. 
 
Matkan hinnaksi tuli  702€ 39€18 =   

 
 
Vastaus osallistujia  18, hinta  39€ 
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Lasketaan nimittäjän nollakohta. 
 
5 35 0

7
x

x
− =

=
  

 
Funktion määrittelyehto on  7x ≠   ja määrittelyjoukko R \ {7} . 
 

2 22 12 2 12( ) 5 35 5( 7)
x x c x x cf x x x

− + − += =
− −

  

 
Lauseketta voidaan supistaa vain, kun  7x −   on osoittajan tekijä.  
 
Tällöin osoittajan toinen nollakohta on oltava 7x = . 
 

22 7 12 7 0
14

c
c

⋅ − ⋅ + =
= −

 

 
Ratkaistaan osoittajan nollakohdat. 
 

22 12 14 0
7  tai  1

x x
x x

− − =
= = −

 

 
Supistetaan lauseke. 
 

2 2( 7)( 1)2 12 14 2 2( ) 5( 7) 5( 7) 5
x xx x xf x x x

− +− − += = =
− −

  

 
Vastaus R \ {7} ,  14c = − ,  2 2( ) 5

xf x +=   
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Tarkastellaan murtolauseketta  
23 2

2 2
( )

( ) ( )
x x ax ax

x b x b
−− =

+ +
. 

 
Murtolauseke on määritelty, kun  x  ≠ –b. 
 
Koska nimittäjä  2( ) 0x b+ >   kaikilla  x  ≠ –b, niin osoittajan 
merkki määrää murtolausekkeen merkin. 
 
Tutkitaan osoittajan  2 ( )x x a−   merkkiä. 
 
Tekijä  x2 ≥ 0  kaikilla  x. 
 
Tekijä  x – a ≤ 0  vain, kun  x ≤ a. 
 

Näin ollen  
2

2
( ) 0

( )
x x a

x b
− ≤

+
,  kun  x  ≠ –b  ja  x ≤ a. 

 
Verrataan tätä ehtoon  x < –4  tai  –4 ≤ x ≤ 3. 
 
Siis on oltava  4b =   ja  3a = . 
 
 
Vastaus  3a =   ja  4b =   
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a) Kohdassa  −4  ei ole kuvaajan pistettä, joten arvoa  ( 4)f −   ei 

olemassa. 
 

Kohdassa  −2  kuvaajan pisteen  y-koordinaatti on 1, joten  
( 2) 1f − = . 

 
Kohdassa  3  ei ole kuvaajan pistettä, joten arvoa  (3)f   ei 
olemassa. 
 

b) Kun  x  lähestyy kohtaa  −4  kummalta puolelta tahansa, funktion 
arvot lähestyvät lukua  1. On siis  

4
lim ( ) 1

x
f x

→−
= . 

 
Kun  x  lähestyy kohtaa  −2  vasemmalta, funktion arvot 
lähestyvät lukua  2. Kun  x  lähestyy kohtaa  −2  oikealta, 
funktion arvot lähestyvät lukua  1. Raja-arvoa  

2
lim ( )

x
f x

→−
  ei ole 

olemassa. 
 



Tekijä   •   Pitkä matematiikka 6   •   29.5.2017 
 

Kun  x  lähestyy kohtaa  3  vasemmalta, funktion arvot eivät 
lähesty mitään reaalilukua. Raja-arvoa  

3
lim ( )
x

f x
→

  ei tällöin ole 

olemassa. 
 
Vastaus 
a) ( 4)f −  ei ole olemassa,  ( 2) 1f − = , (3)f  ei ole olemassa 
b) 

4
lim ( ) 1

x
f x

→−
= , 

2
lim ( )

x
f x

→−
 ei olemassa, 

3
lim ( )
x

f x
→

 ei olemassa 
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a) Taulukoidaan funktion  
2
2

5 23 10( )
4 5

x xf x
x x
− −=
− −

  arvoja kohdan  

5  molemmilla puolilla. 
 

x f(x) x f(x) 
5,1 4,50819… 4,9 4,49152… 
5,01 4,50083… 4,99 4,49916… 
5,001 4,50008… 4,999 4,49991… 
5,0001 4,50000… 4,9999 4,49999… 
 

Funktion arvot näyttävät lähestyvän lukua 4,5, kun muuttujan 
arvot lähestyvät lukua 5. Taulukon tietojen perusteella 

5
lim ( ) 4,5
x

f x
→

= . 

 
b) Taulukoidaan funktion arvoja kohdan  −1  molemmilla puolilla. 

 
x f(x) x f(x) 

−1,1 35 −0,9 −25 
−1,01 305 −0,99 −295 
−1,001 3005 −0,999 −2995 
 

Funktion arvot eivät näytä lähestyvän mitään tiettyä lukua, kun 
muuttujan arvot lähestyvä kohtaa −1. Funktiolla ei siis ole raja-
arvoa kohdassa −1. 
 

Vastaus a) 4,5 
  b) ei ole olemassa 
 



Tekijä   •   Pitkä matematiikka 6   •   29.5.2017 
 
K15 
 
a) Lasketaan osoittajan ja nimittäjän raja-arvot.  

 
2 2

1
lim ( ) ( 1) ( 1) 0

x
x x

→−
+ = − + − =  

1
lim (3 3) 3 ( 1) 3 0

x
x

→−
+ = ⋅ − + =   

 
Lauseketta voidaan sieventää. 
 

2

1 1 1

( 1) 1 1lim lim lim3 3 3( 1) 3 3 3x x x

x xx x x
x x→− →− →−

++ −= = = = −
+ +

 

 
b) Lasketaan osoittajan ja nimittäjän raja-arvot. 

 

( ) ( )3 2
3 2

1
2

1 1lim (6 3 ) 6 3 02 2x
x x

→
− = ⋅ − ⋅ =  

1
2

1lim (2 1) 2 1 02x
x

→
− = ⋅ − =  

 
Lauseketta voidaan sieventää. 
 

( )2 23 2 2
1 1 1
2 2 2

3 (2 1)6 3 31lim lim lim 3 32 1 2 1 2 4x x x

x xx x xx x→ → →

−− = = = ⋅ =
− −

  

 
 
Vastaus a) 1

3−   

  b) 3
4   
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a) Funktion  2

2 6, kun 1

( ) 3 6, kun 1 2
8 3 , kun 2

x x

f x x x x
x x

+ < −
= + + − ≤ <
 − >

  lauseke vaihtuu 

kohdassa −1. 
 
Määritetään vasemmanpuoleinen raja-arvo. 
 

( )
1

lim 2 6 2 ( 1) 6 4
x

x
→− −

+ = ⋅ − + =   

 
Määritetään oikeanpuoleinen raja-arvo. 
 

2 2
1

lim ( 3 6) ( 1) 3 ( 1) 6 4
x

x x
→− +

+ + = − + ⋅ − + =   

 
Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhtä suuret, on funktiolla raja-
arvo 

1
lim ( ) 4

x
f x

→−
= . 

 
b) Funktion lauseke vaihtuu kohdassa 2. 

 
Määritetään vasemmanpuoleinen raja-arvo. 
 

2 2
2

lim ( 3 6) 2 3 2 6 16
x

x x
→ −

+ + = + ⋅ + =   

 
Määritetään oikeanpuoleinen raja-arvo. 
 

2
lim (8 3 ) 8 3 2 2

x
x

→ +
− = − ⋅ =   

 
Koska toispuoliset raja-arvot ovat eri suuret, funktiolla ei ole 
raja-arvoa kohdassa 2. 
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Vastaus a) 4 
  b) ei ole olemassa 
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a) Funktion  

2

2

1 1, kun 24
( ) 0, kun 2

4 4, kun 2

x x

f x x

x x x

 − <

= =
 − + >

  arvo kohdassa  2  on  

f(2) = 0. Funktio on jatkuva kohdassa  2, jos sen raja-arvo 
kohdassa  2  on 0. 
 
Koska funktion lauseke vaihtuu kohdassa 2, pitää laskea 
toispuoliset raja-arvot. 
 

2 2
2

1 1lim ( 1) 2 1 04 4x
x

→ −
− = ⋅ − =   

 
2 2

2
lim ( 4 4) 2 4 2 4 0
→ +

− + = − ⋅ + =
x

x x   

 
Funktion toispuoliset raja-arvot ovat yhtä suuret kuin funktion 
arvo, joten funktiolla on raja-arvo kohdassa 2. Funktio f  on siis 
jatkuva kohdassa 2. 
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b) Funktio  
2 20, kun 2

( )
16, kun 2

x x
f x

x
− + ≠

=  =
 

Koska (2) 16f = , niin jotta funktio on jatkuva, on myös sen 
raja-arvon kohdassa  2  oltava 16. 
 
Lasketaan funktion raja-arvo. 
 

2
lim ( 2 20) 2 2 20 16
x

x
→

− + = − ⋅ + =   

 
Koska 

2
(2) lim ( )

x
f f x

→
= , funktio on jatkuva. 

 
Vastaus a) on 
  b) on 
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Funktio  
3 24( ) 2 8

x xg x x
−=
−

  on jatkuva kohdassa 4, jos 

4
lim ( ) (4)
x

g x g
→

= . Määritetään funktion g raja-arvo kohdassa 4. 

 
Lasketaan osoittajan ja nimittäjän raja-arvot. 
 

3 2 3 2
4

lim ( 4 ) 4 4 4 0
x

x x
→

− = − ⋅ =   

 

4
lim (2 8) 2 4 8 0
x

x
→

− = ⋅ − =   

 
Koska osoittajan ja nimittäjän raja-arvo on 0, lauseke voidaan 
sieventää. 
 

22 3 2 2 2

4 4 4 4

( 4)3 12 4 4lim lim lim lim 84 2 8 2( 4) 2 2x x x x

x xx x x x x
x x x→− → → →

−+ −= = = = =
+ − −

  

 
Funktio on jatkuva kohdassa 4, kun määritetään (4) 8g = . 
 
 
Vastaus (4) 8g =  
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Funktio  
2 4, kun 3

( )
, kun 3

x x
f x

x a x
− ≤

= − + >
  on jatkuva kohdassa 3, jos 

3
lim ( ) (3)
x

f x f
→

= . Määritetään toispuoliset raja-arvot ja funktion arvo 

kohdassa 3. 
 
 

3
lim (2 4) 2 3 4 2

x
x

→ −
− = ⋅ − =   

 

3
lim ( ) 3

x
x a a

→ +
− + = − +   

 
(3) 2 3 4 2f = ⋅ − =   

 
Funktio on jatkuva, jos kaikki nämä arvot ovat yhtä suuria. 
Muodostetaan ja ratkaistaan yhtälö. 
 

3 2
5

a
a

− + =
=
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Vastaus 5a =   
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a) Funktio on toispuolisesti jatkuva molemmissa päätepisteissä ja 
jatkuva muissa välin pisteissä. Funktio on siis jatkuva välillä  [1, 4]. 
 
b) Kohdassa  4  on  f(4) = 3  ja  

4
lim ( ) 4

x
f x

→ +
= . Funktio ei siis ole 

oikealta jatkuva kohdassa  4  eikä myöskään jatkuva välillä  [4, 6]. 
 
c) Funktio on vasemmalta jatkuva päätepisteessä  6  ja jatkuva 
muissa välin pisteissä, joten funktio on jatkuva välillä  ]4, 6].   
 
Vastaus 
a)  on b) ei ole c) on 
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Funktio  f(x) = x7 – 3x3 – 5x2 – 20  on polynomifunktio, joten se on 
jatkuva kaikkialla. Piirretään kuva. 
 

  
 
Kuvaajan perusteella funktiolla on nollakohta välillä  [1, 2]. 
Lasketaan funktion arvo välin [1,2] päätepisteissä ja sovelletaan 
Bolzanon lausetta. 

 
7 3 2(1) 1 3 1 5 1 20 27 0f = − ⋅ − ⋅ − = − <   
7 3 2(2) 2 3 2 5 2 20 64 0f = − ⋅ − ⋅ − = >   

 
Funktion arvot välin päätepisteissä ovat erimerkkiset, joten voidaan 
soveltaa Bolzanon lausetta. Funktiolla on ainakin yksi nollakohta 
välillä ]1,2[ . 
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Yhtälö  x2 = x4 – 3x – 2  sievenee muotoon  −x4 + x2 + 3x + 2 = 0.  
Tutkitaan funktiota  f(x) = −x4 + x2 + 3x + 2, joka on polynomi ja 
jatkuva kaikkialla.  
Funktion  f  nollakohdat ovat samat, kuin alkuperäisen yhtälön 
ratkaisut. Piirretään funktion kuvaaja. 
 

 
 

Kuvaajan perusteella funktiolla on nollakohta välillä  [0, 2]. 
Varmistetaan tämä Bolzanon lauseen avulla. 
 
Koska  f(0) = 2  ja  f(2) = −4, niin Bolzanon lauseen nojalla funktiolla  
f  on nollakohta välillä  ]0, 2[. Tämä nollakohta on samalla 
alkuperäisen yhtälön ratkaisu. 
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Funktio  f(x) = x9 – 5x – 2  on polynomifunktio ja siten kaikkialla 
jatkuva. Bolzanon lausetta voidaan soveltaa funktioon. 

 
9( 1) ( 1) 5 ( 1) 2 2 0f − = − − ⋅ − − = >   

9(0) 0 5 0 2 2 0f = − ⋅ − = − <   
9(2) 2 5 2 2 500 0f = − ⋅ − = >   

 
Koska funktion arvot välin [ 1,0]−  päätepisteissä ovat erimerkkiset, 
funktiolla on ainakin yksi nollakohta välillä ] 1,0[− . 
 
Koska funktion arvot välin [0,2]  päätepisteissä ovat erimerkkiset, 
funktiolla on ainakin yksi nollakohta välillä ]0,2[ . 
 
Koska väleillä  ] 1,0[−   ja  ]0,2[   ei ole yhteisiä lukuja, ovat nämä 
nollakohdat eri suuret. 
 
Funktiolla on siis ainakin kaksi nollakohtaa välillä [ 3,3]− . 
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a) Lasketaan osoittajan ja nimittäjän raja-arvot. 

 
2 2

3
lim ( 6 9) 3 6 3 9 0
x

x x
→

− + = − ⋅ + =  

2 2
3

lim (2 18) 2 3 18 0
x

x
→

− = ⋅ − =   

 
Lauseketta voidaan sieventää. 
 

2 22
2 23 3 3 3

( 3) ( 3)6 9 3lim lim lim lim2( 3)( 3) 2( 3)2 18 2( 9)
3 3 0 02(3 3) 12

x x x x

x xx x x
x x xx x→ → → →

− −− + −= = =
− + +− −

−= = =
+
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b) Lasketaan osoittajan ja nimittäjän raja-arvot.  

 

( )22
1
4

1lim (32 2) 32 2 04x
x

→−
− = ⋅ − − =  

( )22
1
4

1 1lim (16 8 1) 16 8 ( ) 1 04 4x
x x

→−
+ + = ⋅ − + ⋅ − + =  

 
Lauseketta voidaan sieventää. 
 

22
2 2 21 1 1

4 4 4

1
4

2(16 1) 2(4 1)(4 1)32 2lim lim lim
16 8 1 (4 1) (4 1)

12(4( ) 1)2(4 1) 4 4lim (4 1) 1 0(4( ) 1)4

x x x

x

x x xx
x x x x

x
x

→− →− →−

→−

− − +− = =
+ + + +

− −− −= = =
+ − +

  
Koska nimittäjän raja-arvo on nolla, mutta osoittajan raja-arvo 

on erisuuri kuin nolla, niin  
2

21
4

32 2lim
16 8 1x

x
x x→−

−
+ +

  ei ole olemassa. 

 
Vastaus a) 0 
  b) ei ole olemassa 
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a) Sievennetään lauseke 

 
2)

2

2 2

3 ( 2)3 12 12
2 ( 2)( 2) ( 2)( 2)4

3 6 12 3 6
( 2)( 2) ( 2)( 2)

3 ( 2) 3
( 2)( 2) 2

x x xx x x
x x x x xx

x x x x x
x x x x

x x x
x x x

+ +− = −
− − + − +−

+ − −= =
− + − +

−= =
− + +

  

Lasketaan raja-arvo. 
 

22 2
3 12 3 3 2 6 3lim lim2 2 2 2 4 24x x

x x x
x xx→ →

  ⋅− = = = = − + +− 
.  

 
b) Sievennetään lauseke 

 

( ) ( ) ( )
2 ) 2 2

3 3 3 3

2 2

3 3

3 2

11 1 1
1 1 1

(1 ) ( 1)
( 1) ( 1)
( 1)( 1) ( 1)

( 1)

xx x x x x
x x x xx x x x

x x x x
x x x x

x x x x
x x x

     −− = − =    − − −    
− − −= =
− −

− − + − += =
−

  

Lasketaan raja-arvo. 
 

( ) 3 2 21 1

( 1) (1 1)1 1 2lim lim 21 11x x

xx
x xx x→ →

− + − +   −− = = = = −  −   
  

 
 
Vastaus a) 3

2    b) 2 
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a) Kohdassa  1  kuvaajan  y-koordinaatti on  3, joten  f(1) = 3. 
 

Kohdassa  3  kuvaajan  y-koordinaatti on  1, joten  f(3) = 1. 
 
 

b) Piirretään funktion kuvaajalle tangentit kohtiin  1  ja  3. 
 

 
 
Kohtaan  1  piirretty tangentti on vaakasuora, joten sen 
kulmakerroin on  0  ja  f ′(1) = 0. 
 
Kohtaan  3  piirretyn tangentin kulmakerroin on  

1 3 4 24 2 2k − − −= = = −
−

, joten  f ′(3) = −2. 

 
Vastaus 
a) (1) 3f =   ja  (3) 1f =   
b) '(1) 0f =   ja  '(3) 2f = −   
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a) Lasketaan funktion  f(x) = 3x2  erotusosamäärän raja-arvo 

kohdassa  2. 
 

0
2 2

0
2

0
2

0
2

0

0

0

(2 ) (2)'(2) lim

3(2 ) 3 2lim

3(4 4 ) 12lim

12 12 3 12lim

12 3lim

(12 3 )lim

lim (12 3 ) 12 3 0

12

h

h

h

h

h

h

h

f h ff h
h

h
h h

h
h h

h
h h

h
h h

h
h

→

→

→

→

→

→

→

+ −=

+ − ⋅=

+ + −=

+ + −=

+=

+=

= + = + ⋅

=
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b) Lasketaan funktion  3( )g x x= −   erotusosamäärän raja-arvo 

kohdassa  2. 
 

0

0
2) 2 )

0

0

0

0

0

(2 ) (2)'( ) lim

3 3( )2 2lim

3 3
2 2lim

3(2 )6
2(2 ) 2(2 )lim

6 6 3
2(2 )lim

3
2(2 )lim

3 3lim 2(2 ) 2(2 0)
3
4

h

h
h

h

h

h

h

h

g h gg x h

h
h

h
h

h
h h

h
h

h
h

h
h

h

h

→

→
+

→

→

→

→

→

+ −=

− − −
+=

− +
+=

+− +
+ +=

− + +
+=

+=

= =
+ +

=

  

 
  

Vastaus a) 12  b) 3
4  
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a) Lasketaan funktion  f(x) = 3x2 + x  erotusosamäärän raja-arvo 

kohdassa  x. 
 

0
2 2

0
2 2 2

0
2 2 2

0
2

0

0

0

( ) ( )'( ) lim

(3( ) ( )) (3 )lim

3( 2 ) 3lim

3 6 3 3lim

6 3lim

(6 3 1)lim

lim (6 3 1)

6 3 0 1
6 1

h

h

h

h

h

h

h

f x h f xf x h
x h x h x x

h
x xh h x h x x

h
x xh h h x

h
xh h h

h
h x h

h
x h

x
x

→

→

→

→

→

→

→

+ −=

+ + + − +=

+ + + + − −=

+ + + −=

+ +=

+ +=

= + +

= + ⋅ +
= +
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b) Lasketaan funktion  7( )g x x=   erotusosamäärän raja-arvo 

kohdassa  x. 
 

0

0
) )

0

0

0 0

20 0

2

2

( ) ( )'( ) lim

7 7
lim

7 7
lim

7( )7
( ) ( )lim

7 7 7 7
( ) ( )lim lim

7 7lim lim( )
7

0
7

h

h
x x h

h

h

h h

h h

g x h g xg x h

x h x
h

x h x
h

x hx
x x h x x h

h
x x h h
x x h x x h

h h

x x h x xh

x x

x

→

→
+

→

→

→ →

→ →

+ −=

−
+=

−
+=

+−
+ +=

− − −
+ += =

− −= =
+ +

−=
+ ⋅

−=   

 
 
 

Vastaus a) 6 1x +   b) 2
7
x

−   
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a) Määritetään funktion  4 2( ) 2 3f x x x x= − +   derivaattafunktio. 

 
4 1 2 1 3( ) 2 4 3 2 1 8 6 1f x x x x x− −′ = ⋅ − ⋅ + = − +   

 
 
Lasketaan derivaattafunktion arvo kohdassa  2. 
 

3(2) 8 2 6 2 1 53f ′ = ⋅ − ⋅ + =   
 
 

b) Määritetään funktion  
4 33( ) 5 1452

xg x x= − −   

derivaattafunktio. 
 

4 1 3 1 3 23( ) 4 5 3 0 6 152g x x x x x− −′ = ⋅ − ⋅ − = −   

 
 
Lasketaan derivaattafunktion arvo kohdassa  2. 
 

3 2(2) 6 2 15 2 12g ′ = ⋅ − ⋅ = −  
 
  
 

Vastaus a) 53 b) 12−   
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Suoran 5y x= +   kulmakerroin on  1. Jotta funktion  

3( ) 2 1f x x x= − +   kuvaajalle piirretty tangentti olisi annetun suoran 
kanssa yhdensuuntaisia, on myös tangentin kulmakertoimen oltava 1. 
 
 
Funktion  f   kuvaajalle kohtaan  x  piirretyn tangentin kulmakerroin 
on  2( ) 3 2k f x x′= = − .  
 
 
Ratkaistaan missä kohdissa  x  tangentin kulmakerroin saa arvon  1.  
 

2

2

2

1

3 2 1

3 3

1
1   tai   1

k

x

x

x
x x

=

− =

=

=
= = −

  

 
Tangentin kulmakerroin on  1, kohdissa  x = –1  ja  x = 1.  
 
 
On siis osoitettu, että funktion  f  kuvaajalla on kaksi pistettä, joihin 
piirretty tangentti on suoran  5y x= +   suuntainen.  ☐ 
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Derivaattafunktion nollakohdat ovat  x = –3,  x = –1,  x = 1  ja   
x = 2. Laaditaan derivaattafunktion kuvaajan avulla funktion  f  
kulkukaavio. 
 

   
 

        –4       –1          1          2 
           f ′(x) – + – + – 

f (x) 
           

  min max min max 
 
 

a) maksimikohdat  1x = −   ja  2x = , 
minimikohdat  4x = −   ja  1x =  
 

b) Funktio  f  on aidosti kasvava välillä  –4 ≤ x ≤ –1, joten 
( 3) ( 2)f f− < − . Siis  f (–2)  on suurempi. 
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Funktion  3 21( ) 3 5 23f x x x x= + + −   kulku päätellään 

derivaattafunktion   f ′  merkeistä. 
 

Funktion  f  derivaattafunktio on  2( ) 6 5f x x x′ = + + .  
 

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 

2

2

6 5 0

6 6 4 1 5 6 4
2 1 2

6 4 6 41   tai   52 2

x x

x

x x

+ + =

− ± − ⋅ ⋅ − ±= =
⋅

− + − −= = − = = −

 

 
 
Laaditaan funktion  f  kulkukaavio. Derivaattafunktio  f ′   on 
polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. Sen merkki voi vaihtua 
vain nollakohdissa. Päätellään derivaattafunktion merkit testaamalla. 
 

x ( )f x′   merkki 
–10 45 + 
–3 –4 – 
0 5 + 

 
   –5           –1 

( )f x′   + – + 
f (x) 

         
  max min  
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a) Kulkukaavion perusteella funktio  f  on kasvava välillä 5x ≤ −  ja 

välillä  1x ≥ − . 
 
Funktio  f  on vähenevä välillä  5 1x− ≤ ≤ − . 
 
 

b) Kulkukaavion perusteella funktion maksimikohta on  5x = −   ja 
maksimiarvo 
 

3 191( 5) ( 5) 3 ( 5) 5 ( 5) 23 3f − = ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − − = . 

 
 
 Minimikohta on 1x = −   minimiarvo 
 

3 131( 1) ( 1) 3 ( 1) 5 ( 1) 23 3f − = ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − − = −  . 

 
 
 
Vastaus  a) kasvava välillä  5x ≤ −   ja välillä  1x ≥ − , 

    vähenevä välillä  5 1x− ≤ ≤ −   
 
  b) maksimikohta 5x = − , maksimiarvo 19

3 ,  

    minimikohta 1x = − , minimiarvo 13
3−   
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Polynomifunktio 3 2( ) 6 15 2f x x x x= − − +   saavuttaa välillä  [2, 6]  
suurimman ja pienimmän arvonsa välille  ]2, 6[  kuuluvassa 
derivaattafunktion nollakohdassa tai välin päätepisteessä.  
 
Funktion  f  derivaattafunktio on  2( ) 3 12 15f x x x′ = − − . 
 
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 

2

2

3

3 12 15 0     : 3

4 5 0

( 4) ( 4) 4 1 ( 5) 4 6
2 1 2

4 6 4 65   tai   12 2

x x

x x

x

x x

− − =

− − =

− − ± − − ⋅ ⋅ − ±= =
⋅

+ −= = = = −

  

 
 
Derivaattafunktion nollakohdista välillä  [2, 6]  on vain  5x = . 
 
Lasketaan funktion  f  arvot välin päätepisteissä sekä välille 
kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa. 

 
3 2(2) 2 6 2 15 2 2 44f = − ⋅ − ⋅ + = −    suurin 
3 2(6) 6 6 6 15 6 2 88f = − ⋅ − ⋅ + = −   
3 2(5) 5 6 5 15 5 2 98f = − ⋅ − ⋅ + = −     pienin 

 
 
Lasketuista arvoista suurin on  (2) 44f = −   ja pienin  (5) 98f = − . 
 
 
Vastaus suurin arvo  (2) 44f = −   ja pienin arvo (5) 98f = −  
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a) Määritetään käyrän  4 32y x x x= − −   se piste, johon tangentti 

piirretään. 
 
Kun  x = 2, niin  4 32 2 2 2 2y = − ⋅ − = − .  
 
Tangentti piirretään pisteeseen  (2, –2). 
 
 
Tangentin kulmakerroin on (2)k y′= . Derivoidaan käyrä  y  ja 
lasketaan kulmakerroin. 
 

3 2( ) 4 6 1y x x x′ = − −   
3 2(2) 4 2 6 2 1 7k y′= = ⋅ − ⋅ − =   

 
 
Tangentti kulkee pisteen (2, 2)−  kautta ja sen kulmakerroin  
on  7. Muodostetaan tangentin yhtälö. 
 

( 2) 7( 2)
2 7 14

7 16

y x
y x

y x

− − = −
+ = −

= −
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b) Normaali on kohtisuorassa tangenttia vastaan, joten sen 

kulmakerroin voidaan ratkaista kohtisuoruusehdosta. 
 

t n

n

n

1
7 1

1
7

k k
k

k

⋅ = −
⋅ = −

= −

  

 
 
Normaali kulkee pisteen  (2, –2)  kautta ja sen kulmakerroin on  

1
7− . Muodostetaan normaalin yhtälö. 

  
1( 2) ( 2)7
1 22 7 7
1 12
7 7

y x

y x

y x

− − = − −

+ = − +

= − −

  

 
 
Vastaus  a) 7 16y x= −   

  b) 1 12
7 7y x= − −  
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Funktion kuvaajan ja  x-akselin leikkauskulma saadaan 
leikkauspisteeseen piirretyn tangentin suuntakulman avulla. 
 
Määritetään funktion  7( ) 1f x x= −   kuvaajan ja  x-akselin 
leikkauskohta eli funktion  f  nollakohta. 
 

7

( ) 0

1 0
1

f x

x
x

=

− =
=

 

  
 
Tangentin kulmakerroin (1)k f ′=  kohdassa 1x = . Derivoidaan 
funktio  f  ja lasketaan kulmakerroin. 
 

6

6

( ) 7

(1) 7 1 7

f x x

k f

′ =

′= = ⋅ =
  

 
 
Lasketaan tangentin suuntakulma. 
 

1

tan 7

tan 7 81,86... 82

a

a −

=

= = ° ≈ °
 

 
Koska leikkauspisteeseen piirretyn tangentin suuntakulma on  82º, 
niin funktion kuvaaja leikkaa  x-akselin  82º  kulmassa. 
 
 
Vastaus  82°  
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Merkitään  3 2( ) 3 24f x x x x= − −   ja määritetään funktion  f  suurin 
ja pienin arvo välillä  [–3, 3]. 
 
 
Polynomifunktio  f  saavuttaa välillä  [–3, 3]  suurimman ja 
pienimmän arvonsa välille  ]–3, 3[  kuuluvassa derivaattafunktion 
nollakohdassa tai välin päätepisteessä.  
 
Funktion  f  derivaattafunktio on  2( ) 3 6 24f x x x′ = − − . 
 
 
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 

2 Ratkai3 6 2 s4 0 ta    an y        htälö la skimel la .x x− − =   
 

2x = −   tai  4x =   
 
Derivaattafunktion nollakohdista välillä  ]–3, 3[  on vain 2x = − . 
 
 
Lasketaan funktion  f  arvot välin päätepisteissä sekä välille 
kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa. 
 

3 2

3 2

3 2

( 3) ( 3) 3 ( 3) 24 ( 3) 18

(3) 3 3 3 24 3 72                    pienin

( 2) ( 2) 3 ( 2) 24 ( 2) 28    suurin

f

f

f

− = − − ⋅ − − ⋅ − =

= − ⋅ − ⋅ = −

− = − − ⋅ − − ⋅ − =
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Lasketuista arvoista suurin on  28  ja  pienin  –72.  
 
Täten kaikilla välillä  [–3, 3]  olevilla muuttujan  x  arvoilla pätee  

72 ( ) 28f x− ≤ ≤ . 
 
On siis osoitettu, että kaikilla välillä  [–3, 3]  olevilla muuttujan 
arvoilla on  3 275 3 24 28x x x− ≤ − − ≤ . ☐ 
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Funktion  5 3( ) 4f x x x= +   kulku päätellään derivaattafunktion  f ′   
merkeistä 
 
Funktion  f  derivaattafunktio on  4 2( ) 5 12f x x x′ = + .  
 
Koska  4 0x ≥   kaikilla  x  ja  2 0x ≥   kaikilla  x, niin  

4 2( ) 5 12 0f x x x′ = + ≥   kaikilla  x. 
 
 
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 

4 2

2 2

2 2

2

         ( ) 0

  5 12 0

(5 12) 0

0    tai    5 12 0
12  0                     5

                                  epätosi

f x

x x

x x

x x

x x

′ =

+ =

+ =

= + =

= = −

  

 
 
On siis osoitettu, että  ( ) 0f x′ ≥   kaikilla  x  ja  ( ) 0f x′ =   vain,  
kun  x = 0. Funktio  f  on täten kaikkialla aidosti kasvava. ☐ 
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Muokataan yhtälö muotoon, jossa oikealla puolella on vain luku  0. 
 

5 3

5 3

2 10 4

2 4 10 0

x x

x x

= −

+ − =
  

 
 
Yhtälön  5 32 4 10 0x x+ − =   ratkaisut ovat samat kuin funktion 

5 3( ) 2 4 10f x x x= + −   nollakohdat. Pitää siis osoittaa, että funktiolla  
f  on täsmälleen yksi nollakohta. 
 
 
1)  Perustellaan ensin, että funktiolla  f  on ainakin yksi nollakohta.  

 
Funktio  f  on polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. Koska 
funktion arvot (0) 10f = −   ja  (2) 86f =   ovat erimerkkiset, niin 
funktiolla  f  on ainakin yksi nollakohta välillä  ]0, 2[. 

 
 
 
2)  Perustellaan seuraavaksi, että funktiolla  f  on korkeintaan yksi 

nollakohta. 
 
Tutkitaan funktion  f  kulkua sen derivaattafunktion 

4 2( ) 10 12f x x x′ = +   avulla. Ratkaistaan derivaattafunktion 
nollakohdat. 
 

4 210 12 0
0

x x
x

+ =
=
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Derivaattafunktio 4 2( ) 10 12f x x x′ = +  on polynomifunktio, ja 
siksi kaikkialla jatkuva. Se voi vaihtaa merkkiään ainoastaan 
nollakohdissa. Päätellään derivaattafunktion merkit testaamalla. 
 

4 2( 1) 10 ( 1) 12 0( 1) 22f ′ − = ⋅ − + − = >⋅  
4 2(1) 10 1 12 01 22f ′ = ⋅ + = >⋅   

 
 

Siis  ( ) 0f x′ ≥   kaikilla  x, ja  ( ) 0f x′ =   vain, kun  x = 0. Funktio  
f  on täten aidosti kasvava ja saa kaikki arvonsa täsmälleen yhden 
kerran. Siten funktiolla  f  voi olla korkeintaan yksi nollakohta. 

 
 
On siis osoitettu, että funktiolla  f  on ainakin yksi nollakohta ja 
korkeintaan yksi nollakohta. Funktiolla  f  on siis täsmälleen yksi 
nollakohta ja yhtälöllä  5 32 10 4x x= −   täsmälleen yksi ratkaisu.  ☐ 
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Funktio  2( ) 2 5f x x x= − +   on polynomifunktio, ja siksi kaikkialla 
jatkuva. Funktio  f  saavuttaa kaikki arvot suurimman ja pienimmän 
arvonsa välillä. 
 
Määritetään funktion  f  suurin ja pienin arvo välillä  [ 1,2]− . 
Funktio  f  saavuttaa välillä  [–1, 2]  suurimman ja pienimmän 
arvonsa välille  ]–1, 2[  kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa 
tai välin päätepisteessä.  
 
Funktion  f  derivaattafunktio on  ( ) 2 2f x x′ = − . 
 
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 
2 2 0

1
x

x
− =

=
  

 
 
Lasketaan funktion  f  arvot välin päätepisteissä sekä välille 
kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa. 

 
2

2

2

( 1) ( 1) 2 ( 1) 5 8    suurin

(2) 2 2 2 5 5

(1) 1 2 1 5 4                 pienin

f

f

f

− = − − ⋅ − + =

= − ⋅ + =

= − ⋅ + =

  

  
 
Välillä  [–1, 2]  funktion suurin arvo on  8  ja pienin  4.  
 
Jatkuva funktio  f  saa kaikki arvot välillä  [4, 8]. 
 
 
Vastaus Funktio arvojoukko on  [4, 8]. 
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Laaditaan funktion  f  kulkukaavio. Funktion  

3 2( ) 6 9f x x x x a= − + +   kulku päätellään derivaattafunktion  f ′   
merkeistä.  
 
Funktion  f  derivaattafunktio on  2( ) 3 12 9f x x x′ = − + . 
 
 
Derivaattafunktio  f ′   on polynomifunktio, ja siksi kaikkialla 
jatkuva. Sen merkki voi vaihtua vain nollakohdissa. Ratkaistaan 
derivaattafunktion nollakohdat. 
 

2 Ratkai3 12 staan yhtälö laskimell9 0               a.x x− + =   
1x =    tai   3x =   

 
 
Laaditaan funktion  f  kulkukaavio. 
Derivaattafunktion kuvaaja on ylöspäin 
aukeava paraabeli, jonka nollakohdat ovat   
x = 1  ja  x = 3. 

 

 
 
 
  1 3 

( )f x′   + – + 
f (x) 

        
  max min  

 
 
Funktion  f  maksimikohta on  x = 1. Siis (1) 5f = . 
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Muodostetaan yhtälö ja ratkaistaan vakion  a  arvo. 
 

3 2

(1) 5

1 6 1 9 1 5
4 5

1

f

a
a
a

=

− ⋅ + ⋅ + =
+ =

=

  

 
 
 
Funktion  f  minimikohta on 3x =  ja minimiarvo 
 

3 2(3) 3 6 3 9 3 1 1f = − ⋅ + ⋅ + = .  
 
 
Vastaus 1a = , minimiarvo 1 
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Jos 0k = , käyrät ovat samat  (y = 0). Tällöin niille piirretyt tangentit 
eivät voi koskaan olla kohtisuorassa toisiaan vastaan. Oletetaan siis, 
että  0k ≠ . 
 
 
Käyrien  2

1y kx=   ja  2 2
2 ( 2) 4 4y k x kx kx k= − = − +   

leikkauspisteisiin piirretyt tangentit leikkaavat kohtisuorasti kun 
niiden kulmakertoimien tulo on  –1. Sivuamispisteessä käyrien 
derivaattojen tulon on siis oltava  –1.  

1 2

2 2 2

( ) ( ) 1
2 (2 4 ) 1

4 8 1

y x y x
kx kx k

k x k x

′ ′⋅ = −
⋅ − = −

− = −

 

 

Koska leikkauskohdassa käyrillä on yhteinen piste, niin niiden   
y-koordinaatit ovat leikkauskohdassa yhtä suuret. 
 

1 2
2 2 4 4

4 4 0   ( 0) : 4  
1 0

1

y y

kx kx kx k
kx k k

x
x

≠

=

= − +

− =

− =
=

  

 
 
Käyrät leikkaavat siis kohdassa  x = 1. 
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Sijoitetaan saatu arvo  x = 1  yhtälöön  2 2 24 8 1k x k x− = −   ja 
ratkaistaan parametrin  k  arvo. 
 

2 2 2

2 2 2

2

2

4 8 1

4 1 8 1 1

4 1
1
4

1 1 1 1tai4 2 4 2

k x k x

k k

k

k

k k

− = −

⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = −

− = −

=

= = = − = −

 

 
 
 
Vastaus 1 1    tai    2 2k k= − =   
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Merkitään varjostimen 
pohjaneliön sivun pituutta 
senttimetreinä kirjaimella  x  ja 
varjostimen korkeutta 
senttimetreinä kirjaimella  y. 

 
 
Rautalankaa on käytettävissä  200 cm  eli särmien pituuksien 
summan pitää olla  200. Muodostetaan yhtälö ja ratkaistaan lauseke 
muuttujalle  y. 
 
8 2 200

2 200 8
100 4

x y
y x
y x

⋅ + ⋅ =
= −
= −

  

 
 
Muodostetaan varjostimen tilavuuden lauseke. 
 

2 2 2 3(100 4 ) 100 4V x y x x x x= ⋅ = − = −   
 
 
Reunojen pituuksien  on oltava positiivisia. Muodostetaan tämän 
perusteella epäyhtälöt, joista voidaan päätellä funktion  V  
määrittelyehto. 
 

0x >   ja 0
100 4 0

25

y
x
x

>
− >

<
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Hyväksymällä mukaan tapaukset, joissa  0x =   ja  25x = , saadaan 
funktion  f   määrittelyjoukoksi suljettu väli  [0,25] . 
 
 
Varjostimen tilavuus muuttujan  x  funktiona on   
 

2 3( ) 100 4V x x x= − , kun  0 ≤ x ≤ 25. 
 
 
Polynomifunktio  V  saavuttaa välillä  [0, 25]  suurimman ja 
pienimmän arvonsa välille  ]0, 25[  kuuluvassa derivaattafunktion 
nollakohdassa tai välin päätepisteessä.  
 
Funktion  V  derivaattafunktio on  2( ) 200 12V x x x′ = − .  
 
Lasketaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 

2 Ratkai200 12 staan0       yhtälö laskimella.         x x− =   

0x =     tai    50
3x =   

 
Derivaattafunktion molemmat nollakohdat kuuluvat välille  ]0, 25[.  
 
 
Lasketaan funktion  V  arvot välin päätepisteissä ja välille kuuluvissa 
derivaattafunktion nollakohdissa. 
 

(0) 0
(25) 0
50( ) 9259,26...    suurin3

V
V

V

=
=

=
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Varjostimen tilavuus on suurin, kun 50 16,666... 16,7 (cm)3x = = ≈ .  

 
Tällöin varjostimen korkeus on 

50 100100 4 100 4 33,333... 33,3 (cm)3 3y x= − = − ⋅ = = ≈ . 

 
 
Varjostimen pohjaneliön sivun pituuden tulee olla 16,7 cm ja 
korkeuden 33,3 cm. 
 
 
Vastaus pohjasärmä  16,7 cm ja korkeus 33,3 cm 
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On selvitettävä, mikä on se kahvikupin hinta, jolla viikon aikana 
saataisiin kassaan mahdollisimman suuri rahamäärä. 
 
Merkitään  0,05  euron korotusten lukumäärää  x.  
 
Jos hintaa korotetaan  0,05€ 0,05  €x x⋅ = , niin uusi myyntihinta on 
0,80 0,05x+  (€/kuppi).  
 
Tällöin myytyjen kupillisten määrä laskee 25x  kappaletta, joten uusi 
viikkomyyntimäärä on  500 25x−   (kupillista). 
 
 
Myyntitulo saadaan kertomalla kappalehinta myyntimäärällä. 
 
Viikon myyntitulon ilmaisee funktio 
 

2( ) (0,80 0,05 )(500 25 ) 1,25 5 400M x x x x x= + − = − + + . 
 
 
Funktion  M  kulku päätellään derivaattafunktion merkeistä. 
 
Funktion  M  derivaattafunktio on  ( ) 2,5 5M x x′ = − + . 
 
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 

2,5 5 0
2

x
x

− + =
=
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Laaditaan funktion  M  kulkukaavio. Derivaattafunktio  M ′   on 
polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. Sen merkki voi vaihtua 
vain nollakohdissa. Päätellään derivaattafunktion merkit testaamalla. 
 

x ( )f x′   merkki 
0 5 + 
4 –5 – 

      
2 

( )M x′   + – 
M(x) 

      
  max 

 
Kulkukaavion perusteella myyntitulo on suurin, kun  x = 2. 
 
 
Lasketaan kahvikupin hinta ja myyntimäärä, kun  x = 2. 
 
 hinta: 0,80 0,05 0,80 0,05 2 0,90  (€/kuppi)x+ = + ⋅ =  
 myyntimäärä: 500 25 500 25 2 450  (kupillista)x− = − ⋅ =  
 
 
Viikon myyntitulot ovat mahdollisimman suuret, kun kahvikupin 
hinta on  0,90 €. Tällöin kahvia myydään  450  kuppia viikossa. 
 
 
Vastaus 0,90 €,  450 kuppia 
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a) Ratkaistaan  4( ) 2 6

xf x x=
−

  nimittäjän nollakohta. 

 
2 6 0

3
x

x
− =

=
  

 
Funktio  f  on määritelty, kun  3x ≠   
 

2

2

2

2

4(2 6) 4 2( )
(2 6)

8 24 8
(2 6)

24
(2 6)

24
4 24 36

24

x xf x
x

x x
x

x

x x

− − ⋅′ =
−

− −=
−

−=
−

 −= − +

−=

6

4

−

2

1

2

2

( 6 9)

6
6 9

6
( 3)

x x

x x

x

− +

−=
− +

−= − 
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b) Funktion  2
5 1( )

4 2
xg x

x
+=
+

  nimittäjä  24 2 0x + >   kaikilla  x. 

 
2

2 2

2

2 2

2
2 2

5(4 2) (5 1) 8( )
(4 2)

5(4 2) (5 1) 8
(4 2)

20 8 10
(4 2)

x x xg x
x

x x x
x

x x
x

+ − + ⋅′ =
+

+ − − ⋅=
+

− − +=
+

  

 
 
 
Vastaus   

a) 2 2
624( )

(2 6) ( 3)
f x

x x
 −−′ = = − − 

, kun 3x ≠   

 

b) 
2

2 2
20 8 10( )
(4 2)

x xg x
x

− − +′ =
+
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Ratkaistaan  funktion 
28( ) 3

xh x x
−=
−

   nimittäjän nollakohta. 

 
3 0

3
x
x

− =
=

  

 
Funktio  h  on määritelty, kun  3x ≠ . 
 
Derivoidaan. 
 

2

2

2 2 2
2 2

2 (3 ) (8 ) ( 1)( )
(3 )

6 2 8 6 8
(3 ) (3 )

x x xh x
x

x x x x x
x x

− − − − ⋅ −′ =
−

− + + − − += =
− −

  

 
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat. 
 

2
2

6 8 0
(3 )

x x
x

− + =
−

  

2 6 8 0x x− + =   
 

2( 6) ( 6) 4 1 8 6 2
2 1 2x

− − ± − − ⋅ ⋅ ±= =
⋅

  

6 2 22x −= =    tai   6 2 42x += =   

 
Molemmat ratkaisut toteuttavat määrittelyehdon. 
 
Vastaus 

2x =   tai  4x =   
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Selvitetään funktion  
3

2( )
12

xf x
x

=
−

 määrittelyehto. 

 
2 12 0

2 3    tai   2 3

x

x x

− =

= − =
  

 
Funktio on määritelty, kun  2 3    ja   2 3x x≠ − ≠ . 
 
Derivoidaan funktio ja päätellään funktion kulku derivaatan 
merkeistä. 
 

3 4 2
2 2 2

36( ) ( )
12 ( 12)

x x xf x D
x x

−′ = =
− −

  

 
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 

4 2
2 2

36 0
( 12)
x x
x
− =
−

  

 
0x =     tai    6x = −     tai   6x =   

 
Saadut nollakohdat toteuttavat määrittelyehdon. 
 
Laaditaan funktion  f  kulkukaavio. Derivaattafunktio on 
rationaalifunktio ja siten jatkuva määrittelyjoukossaan. Sen merkki 
voi vaihtua vain nollakohdissa tai kohdissa, joissa  f ′  ei ole 
määritelty. 
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( 7) 0,4653... 0f ′ − = >   
( 4) 20 0f ′ − = − <   
( 1) 0,2892... 0f ′ − = − <   
(1) 0,2892... 0f ′ = − <   
(4) 20 0f ′ = − <   
(7) 0,4653... 0f ′ = >   

 

max ei määr terassi ei määr min

6 2 3 0 2 3 6
f
f

− −
′ + − − − − +

    

  

 
Kulkukaavion perusteella funktiolla on maksimikohta  6x = −   ja 
minimikohta  6x = . Lasketaan maksimi- ja minimiarvo. 
 
maksimiarvo  ( 6) 9f − = −   
minimiarvo  (6) 9f =   
 
Vastaus  
maksimikohta 6x = − , 
maksimiarvo 9− ,  
 
minimikohta 6x = , 
minimiarvo 9 
 

Graafinen tarkistus:  
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Funktio  3

6 1( )f x x x
= −   on määritelty, kun  0x ≠ . 

 
Derivoidaan funktio ja päätellään funktion kulku derivaattafunktion 
merkeistä. 
 

2 4 2
6 3 61( ) ( )f x D x x x x

′ = − = −   

 
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 

4 2
3 6 0

2 21 1   tai   2 22 2

x x

x x

− =

= − = − = =
  

 
Nollakohdat toteuttavat määrittelyehdon. 
 
Laaditaan funktion  f  kulkukaavio. Derivaattafunktio on 
rationaalifunktio ja siten jatkuva määrittelyjoukossaan. Sen merkki 
voi vaihtua vain nollakohdissa tai kohdassa, joissa  f ′  ei ole 
määritelty. 
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( 1) 3 0f ′ − = − <   
( 0,5) 24 0f ′ − = >   
(0,5) 24 0f ′ = >   
(1) 3 0f ′ = − <   

 
1 10
2 2

min ei määr max

f
f

−

′ − + + −
  

  

 
Kulkukaavion perusteella funktiolla on maksimikohta  1

2
x =  ja 

minimikohta  1
2

x = − . Lasketaan maksimi- ja minimiarvo. 

 
maksimiarvo  1( ) 4 2

2
f =   

minimiarvo  1( ) 4 2
2

f − = −   

 
Vastaus 

minimikohta  21
22

x  = − = − 
 

, minimiarvo  4 2−  

maksimikohta  21
22

x  = = 
 

, maksimiarvo  4 2 , 
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Funktion  
2

( ) ,  missä  6 23
xf x xx= − ≤ ≤
−

, nimittäjän nollakohta   

x = 3 ei kuulu tarkasteluvälille, joten  funktio  f  on määritelty koko 
suljetulla välillä  [ 6,2]− . 
 
Määritetään funktion suurin ja pienin arvo välillä  [ 6,2]− . 
Funktio  f  saavuttaa suurimman ja pienimmän arvonsa välin 
päätepisteessä tai välille kuuluvassa derivaattafunktion 
nollakohdassa.  
 

2

2

2 2
2

2
2

2 ( 3) 1( )
( 3)

2 6
( 3)

6
( 3)

x x xf x
x

x x x
x

x x
x

− − ⋅′ =
−

− −=
−

−=
−

 

 
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat 
 

2
2

2

6 0
( 3)

6 0
( 6) 0

x x
x
x x
x x

− =
−

− =
− =

  

 
0x =     tai  6 0

6
x

x
− =

=
   

 



Tekijä   •   Pitkä matematiikka 6   •   29.5.2017 
 
Derivaatan nollakohdista  0x =   kuuluu välille ] 6,2[− .  
Lasketaan funktion  f  arvo derivaatan nollakohdassa ja välin 
päätepisteissä 

 
2( 6)( 6) 46 3f −− = = −

− −
  pienin 

20(0) 06 3f = =
− −

   suurin 
22 4(2) 6 3 9f = = −

− −
  

 
 
Funktion suurin arvo on 0 ja pienin 4− .  
 
Funktio  f  on suljetulla välillä jatkuva, joten se saa kaikki arvot 
väliltä [ 4,0]− . 
 
 
Vastaus  
a) pienin arvo 4− , suurin arvo 0 
b) arvojoukko  [ 4,0]−  
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Funktio  2

5 8( )
3

xf x
x
−=

−
 on määritelty, kun  23 0x− ≠ .  

Määritetään nimittäjän nollakohdat. 
 

23 0

3    tai   3

x

x x

− =

= − =
. 

 
Funktio  f  on määritelty, kun 3    ja   3x x≠ − ≠ . 
 
Lasketaan mihin käyrän ( )y f x=   pisteeseen normaali piirretään. 
 

2
5 2 8 2(2) 213 2

f ⋅ −= = = −
−−

  

 
Normaali piirretään pisteeseen  (2, −2). 
 
Lasketaan kohtaan  2x =   piirretyn tangentin kulmakerroin 

(2)Tk f= ′ . 
 
Derivoidaan funktio. 
 

2

2 2

2 2
2 2

2
2 2

5(3 ) (5 8) ( 2 )( )
(3 )

15 5 10 16
(3 )

5 16 15
(3 )

x x xf x
x

x x x
x

x x
x

− − − ⋅ −′ =
−

− + −=
−

− +=
−
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2
2 2

5 2 16 2 15(2) 3
(3 2 )Tk f ⋅ − ⋅ += ′ = =
−

  

 
Normaalin kulmakerroin saadaan kohtisuoruusehdon avulla. 
 

1
3 1

1
3

T N

N

N

k k
k

k

⋅ = −
⋅ = −

= −

  

Normaalin kulmakerroin on  1
3Nk = −   ja normaali kulkee pisteen 

(2, 2)−   kautta. Muodostetaan normaalin yhtälö. 
 

0 0( )
1( 2) ( 2)3
1 22 3 3
1 4 33 3

3 4
3 4 0

y y k x x

y x

y x

y x

y x
x y

− = −

− − = − −

+ = − +

= − − ⋅

= − −
+ + =

  

 
 
Vastaus  

1 4
3 3y x= − −    ( 3 4 0x y+ + = ) 
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 K50 
 
Funktio  6

3( ) 2f x
x

= − −   on määritelty, kun  0x ≠ . 

 
Määritetään käyrän piste, johon tangentti piirretään. 
 

6
3( 1) 2 5

( 1)
f − = − − = −

−
  

 
Tangentti piirretään pisteeseen  (−1, −5). 
 
Lasketaan kohtaan  1x = −   piirretyn tangentin kulmakerroin 

( 1)k f= ′ − . 
 
Derivoidaan funktio. 
 

7
18( )f x
x

′ =   

 

7
18( 1) 18

( 1)
k f= ′ − = = −

−
  

 
Tangentin kulmakerroin on  18k = −   ja tangentti kulkee pisteen 
( 1, 5)− −   kautta. Muodostetaan tangentin yhtälö. 
 

0 0( )
( 5) 18( ( 1))

5 18 18
18 23

y y k x x
y x

y x
y x

− = −
− − = − − −

+ = − −
= − −
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Lasketaan tangentin ja koordinaattiakselien leikkauspisteet. 
 
Tangentti leikkaa  y-akselin, kun  0x = . 
 

18 0 23 23y = − ⋅ − = −   
 
Tangentti leikkaa  x-akselin, kun  0y = . 
 
0 18 23

23
18

x

x

= − −

= −
  

 

Kolmion kannaksi saadaan  23 23
18 18− =    ja korkeudeksi  23 23− = . 

 
Lasketaan kolmion pinta-ala. 
 

23 2318 529 ( 14,7)2 36A
⋅

= = ≈   

 
 
Vastaus  

529 ( 14,7)36A = ≈  
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Merkitään akvaarion pituutta  3x, leveyttä  x  ja korkeutta  y.   

 
Akvaarion tilavuus 3 3180 L 180 dm 180 000 cm= = .  
Akvaarion tilavuuden avulla saadaan lauseke korkeudelle. 
 

2 2

180 000
3 180 000

180 000 60 000
3

V
x x y

y
x x

=
⋅ ⋅ =

= =

  

 
Muodostetaan akvaarion pinta-alan lauseke. 
 

2

2 2
2 2

2

2 3 2 3 2 6 6 2
60 000 60 000 360 000 120 0006 6 2 6

480 0006

A x x x y xy x xy xy

x x x x x xx x

x x

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ = + +

= + + = + +

= +

  

 
Akvaarion seinien pituuksian on oltava positiivisia, joten saadaan 
määrittelyehto  0x >   ja  0y > .  
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Akvaarion pinta-alaa kuvaa funktio  

2 480 000( ) 6 ,  kun  0A x x xx= + > .  

 
Tutkitaan funktion  A  kulkua derivaattafunktion merkkien avulla. 
 

2
480 000( ) 12A x x

x
′ = −   

 
Lasketaan derivaatan nollakohta. 
 

2
480 00012 0

34,1995...

x
x

x

− =

=
  

 
Laaditaan pinta-alafunktion  A  kulkukaavio. Derivaattafunktio  A′  
on rationaalifunktio ja siten jatkuva määrittelyjoukossaan. Se voi 
vaihtaa merkkiään ainoastaan nollakohdassa. 
 

(1) 479988 0A′ = − <   
(35) 28,163... 0A′ = >   

 
0 34,1995...

min

A
A
′ − +

 

  

Kulkukaavion mukaan akvaarion pinta-ala on pienin eli lasia kuluu 
vähiten kun  34,1995... 34x = ≈  
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Lasketaan muiden sivujen pituudet. 
 
3 3 34,1995... 102,598... 103x = ⋅ = ≈   
 

2 2
60 000 60 000 51,299... 51

34,1995...
y

x
= = = ≈   

 
Akvaarion  
leveys  x = 34 cm,  
pituus  3x = 103 cm  ja  
korkeus  y = 51 cm. 
 
 
Vastaus  
leveys 34 cm, pituus 103 cm ja korkeus 51 cm 
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K52 
 
Merkitään suoran ympyrälieriön muotoisen rasian pohjan sädettä  r  
ja korkeutta  h.   
 

  
 
Rasian tilavuus on  3 33 L 3 dm 3000 cm= = .  
Rasian tilavuudesta saadaan lauseke korkeudelle. 
 

2

2

3000

3000
3000

V

r h

h
r

=

π =

=
π

  

 
Muodostetaan (kannettoman) rasian pinta-alan lauseke. 
 

2 2
2

2

30002 2

6000

A r rh r r
r

r r

= π + π = π + π ⋅
π

= π +
  

 
Rasian säteen ja korkeuden on oltava positiivisia, joten saadaan 
määrittelyehto  0r >   ja  0h > .  
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Rasian pinta-alaa kuvaa funktio 2 6000( ) ,  kun  0A x r rrπ= + > .  

Tutkitaan funktion  A  kulkua derivaattafunktion merkkien avulla. 
 

2
6000( ) 2A x r

r
′ = π −   

 
Lasketaan derivaattafunktion nollakohta. 
 

2
60002 0

9,84745... 9,8

r
r

r

π − =

= ≈
  

 
Laaditaan pinta-alan funktion kulkukaavio. Derivaattafunktio on 
rationaalifunktio ja siten jatkuva määrittelyjoukossaan. Se voi 
vaihtaa merkkiään ainoastaan nollakohdassa. 
 

(9) 17,52... 0A′ = − <   
(10) 2,83... 0A′ = >   

 
9,80

min

A
A
′ − +

 

  

 
Kulkukaavion mukaan rasian pinta-ala on pienin eli pahvia kuluu 
vähiten kun säde  9,8r =  cm. 
 
Tällöin rasian korkeudeksi saadaan  
 

2
3000 9,84745... 9,8

9,84745...
h

π
= = ≈

⋅
 (cm). 
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Vastaus  
rasian korkeus on  9,8 cm  ja pohjan säde  9,8 cm 
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K53 
 
Selvitetään funktion  2

15( )
2 4

g x
x x

=
− +

  määrittelyehto.  

Määritetään nimittäjän nollakohdat. 
 

2 2 4 0x x− + =   
   Ei ratkaisua 
 
Funktio on määritelty kaikilla  x. 
 
Funktion osoittaja on vakio, joten  funktio  g  saa suurimman 
arvonsa, kun nimittäjä  2 2 4x x− +   on mahdollisimman pieni. 
 
Nimittäjän kuvaaja  2 2 4y x x= − +   on alaspäin aukeava paraabeli, 
joka saa pienimmän arvonsa huipussa eli derivaatan  ( ) 2 2y x x′ = −  
nollakohdassa. 
 
2 2 0

2 2
1

x
x
x

− =
=
=

  

 
Funktion  g  suurin arvo on siis  2

15 15(1) 531 2 1 4
g = = =

− ⋅ +
. 

Nimittäjän arvot kasvavat rajatta, kun  x  kasvaa tai pienenee rajatta. 
Siis nimittäjällä ei ole suurinta arvoa, eikä näin myöskään funktiolla  
g  ole pienintä arvoa. 
 
Vastaus 
 
suurin arvo 5, ei pienintä arvoa 
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Huomaa! 
Funktion  2

15( )
2 4

g x
x x

=
− +

, missä  Rx∈ , kulkua voidaan tutkia 

myös derivivaattafunktion  g′   avulla. 
 
Derivoidaan funktio  g  ja päätellään funktion kulku derivaatan 
merkeistä. 
 

2 2 2
15 30 30( ) D
2 4 ( 2 4)

xg x
x x x x

− +′ = =
− + − +

  

 
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 

2 2
30 30 0

( 2 4)
1

x
x x

x

− + =
− +

=
  

 
Laaditaan funktion  f  kulkukaavio. Derivaattafunktio on 
rationaalifunktio ja siten jatkuva määrittelyjoukossaan. Sen merkki 
voi vaihtua vain nollakohdassa. 
 

15(0) 08g′ = >   

15(2) 08g′ = − <   

1

max

g
g
′ + −



  

 
Kulkukaavion perusteella funktio saa suurimman arvonsa  
kohdassa  1x = . Lasketaan suurin arvo. 
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2
15(1) 5

1 2 1 4
g = =

− ⋅ +
  

 
Kulkukaavion mukaan funktiolla  g  ei ole minimikohtia, joten sillä 
ei ole pienintä arvoa. 
 
 
Vastaus  
suurin arvo 5, ei pienintä arvoa 
 
 



Tekijä   •   Pitkä matematiikka 6   •   29.5.2017 
 
M1 
 
Ratkaistaan nimittäjän nollakohta. 
 

6 0
6

x
x

− =
=

  

 
Funktion määrittelyehto on 6x ≠ . 
 
Vastaus C 
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M2 
 
Supistetaan murtolauseke. 
 

2 (2 3)(2 3)4 9 2 32 3 2 3
x xx xx x
− +− = = +

− −
  

 
 
Vastaus B 
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M3 
 
Nimittäjän nollakohta on 0x = . Murtolauseke on määritelty kun 

0x ≠ . 
 

2

2

4 0 | 44
4 0

( 4) 0

x x xx
x x
x x

− = ⋅

− =
− =

  

 
0x =    tai   4 0

4
x

x
− =

=
  

 
Ratkaisuista 4x =  toteuttaa määrittelyehdon. 
 
 
Vastaus C 
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M4 
 
Nimittäjän nollakohta on 2x = − . Murtolauseke on määritelty kun 

2x ≠ − . 
 

2

2

2 0 | ( 2)2
2 0

x x xx
x x

+ − = ⋅ +
+
+ − =

  

21 1 4 1 ( 2) 1 9 1 3
2 1 2 2x

− ± − ⋅ ⋅ − − ± − ±= = =
⋅

  

1 3 12x − += =    tai   1 3 22x − −= = −   

 
Ratkaisuista 1x =  toteuttaa määrittelyehdon. 
 
 
Vastaus B 



Tekijä   •   Pitkä matematiikka 6   •   29.5.2017 
 
M5 
 
Nimittäjän nollakohta on 2x = − . Määrittelyehto on 2x ≠ − . 
 
Merkitään 9( ) 2

xf x x
−=
+

  ja ratkaistaan funktion nollakohdat. 

 
9 0 | ( 2)2
9 0

9

x xx
x

x

− = ⋅ +
+
− =

=
  

 
Ratkaisu toteuttaa määrittelyehdon. 
 
Funktio f voi vahtaa merkkiään ainoastaan kohdissa 2−  ja 9. 
 

3 9 12( 3) 12 03 2 1f − − −− = = = >
− + −

  

0 9 9(0) 00 2 2f − −= = <
+

  

10 9 1(10) 010 2 12f −= = >
+

  

 
Laaditaan merkkikaavio. 
    2−    9 

f + −   + 
 
Epäyhtälö 9 02

x
x
− ≥
+

 toteutuu, kun 2x < −  tai  9x ≥ . 

 
 
Vastaus B 
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M6 
 

21

2 01

x
x

x
x

≤
+

− ≤
+

  

 
Nimittäjän nollakohta on 1x = − . Määrittelyehto on 1x ≠ − . 
 
Merkitään ( ) 21

xf x x= −
+

  ja ratkaistaan funktion nollakohdat. 

 

2 0 | ( 1)1
( 1) 2( 1) 01

2 2 0
2

2

x xx
x x xx

x x
x
x

− = ⋅ +
+

+ − + =
+

− − =
− =

= −

  

 
Ratkaisu toteuttaa määrittelyehdon. 
 
Funktio f voi vahtaa merkkiään ainoastaan kohdissa 2−  ja 1− . 
 

3 3 1( 3) 2 2 03 1 2 2f −− = − = − = − <
− +

  

3 3
3 2 2( ) 2 2 3 2 1 02 3 11 22

f
− −

− = − = − = − = >
−− +

  

0(0) 2 0 2 2 00 1f = − = − = − <
+
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Laaditaan merkkikaavio. 
    2−    1−   

f −  +  −  
 
Epäyhtälö 2 01

x
x − <
+

 toteutuu, kun 2x ≤ −  tai  1x > − . 

 
 
Vastaus A 
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M7 
 

 
 
Funktiolla on raja-arvo kohdassa a, koska 

lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x p
→ − → +

= = . 

Funktiolla on raja-arvo kohdassa b, koska lim ( ) lim ( )
x b x b

f x f x
→ − → +

= . 

Funktiolla ei ole raja-arvoa kohdassa c, koska lim ( )
x c

f x q
→ −

= ,  

lim ( )
x c

f x r
→ +

=   ja  q ≠ r. 

 
 
Vastaus a, b 
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M8 
 
Tutkitaan väitettä a.  
 
Nimittäjän 1x +  nollakohta on 1x = − . On siis oltava 1≠ −x . 
Lisäksi funktiota ei ole määritelty kohdassa 5x = . 
 
Väite a ei ole tosi. 
 
 
Tutkitaan väitettä b. 
 
Funktion lauseke vaihtuu kohdassa 2. Lasketaan toispuoliset raja-
arvot. 
 

2 2
7 2 7 9lim ( ) lim 31 2 1 3x x

xf x x→ − → −
+ += = = =
+ +

  

2 2
lim ( ) lim (2 1) 2 2 1 3

x x
f x x

→ + → +
= − = ⋅ − =   

 
Toispuoliset raja-arvot ovat samat, joten funktiolla on raja-arvo 
kohdassa 2x = . Väite  b  on tosi. 
 
 
Tutkitaan väitettä c. 
 
Funktion lauseke vaihtuu kohdassa 5. Lasketaan toispuoliset raja-
arvot. 
 

5 5
lim ( ) lim (2 1) 2 5 1 9

x x
f x x

→ − → −
= − = ⋅ − =   

5 5
lim ( ) lim ( 15) 5 15 10

x x
f x x

→ + → +
= − + = − + =   
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Toispuoliset raja-arvot ovat erisuuret, joten funktiolla ei ole raja-
arvoa kohdassa 5x = . 
 
Väite c ei ole tosi. 
 
 
Vastaus b 
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M9 
 

Funktio  
2 ( )( ) 3 9 3( 3)

x x ax axf x x x
−−= =

− −
.  

 
Jotta funktiolla olisi raja-arvo kohdassa 3, pitää lauseketta supistaa. 
Supistaminen onnistuu, kun osoittajassa on tekijä 3x − . 
Joten 3a = . 
 
 
Vastaus b 
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M10 
 

Lasketaan  funktion  
2
2

2 15 28( )
8 31 4
x xf x
x x
+ +=
+ −

  osoittajan ja nimittäjän 

raja-arvo. 
 

2 2
4

lim (2 15 28) 2( 4) 15( 4) 28 0
x

x x
→−

+ + = − + − + =   

2 2
4

lim (8 31 4) 8( 4) 31( 4) 4 0
x

x x
→−

+ − = − + − − =   

 
Lauseketta voidaan supistaa. Jaetaan osoittaja ja nimittäjä tekijöihin 
nollakohtien avulla. 
 

22 15 28 0x x+ + =   
4x = −   tai  7

2x = −   

 
28 31 4 0x x+ − =   

4x = −   tai  1
8x =   

 

2
24 4

4 4

72( 4)( )2 15 28 2lim lim 18 31 4 8( 4)( )8
72( ) 2 72lim lim1 8 18( )8

2( 4) 7 8 7 1
8( 4) 1 32 1 33

x x

x x

x xx x
x x x x

x x
xx

→− →−

→− →−

+ +
+ + =
+ − + −

+
+= =
−−

− + − += = =
− − − −

  

 
 
Vastaus c 



M11 
 

1
lim ( ) 2

x
f x

→− −
=   ja 

1
lim ( ) 2

x
f x

→− +
= −  

 
Funktio ei ole jatkuva kohdassa 1x = − , koska  

1
lim ( )

x
f x

→−
  ei 

ole olemassa. 
 

1
lim ( ) 0
x

f x
→

=   ja (1) 0f =  

 
Funktio on jatkuva kohdassa 1x = , koska 

1
lim ( ) (1)
x

f x f
→

= . 

 
 
Funktio ei ole jatkuva kohdassa 3x = , koska  funktiota ei ole 
määritelty kohdassa 3.  
 
 
Vastaus B 



M12 
 

{2 1, kun 2( ) 3,  kun 2
x xf x x
+ < −= − ≥ −

  

2 2
lim ( ) lim ( 3) 3 (2)
x x

f x f
→ →

= − = − =  

Funktio on jatkuva kohdassa 2, koska  
2

lim ( ) (2)
x

f x f
→

= . 

 
 
Tutkitaan jatkuvuutta kohdassa 2− . 
 

( 2) 3f − = −   

2 2
lim ( ) lim (2 1) 2 ( 2) 1 3

x x
f x x

→− − →− −
= + = ⋅ − + = −   

2 2
lim ( ) lim ( 3) 3

x x
f x

→− + →− +
= − = −   

 
Funktion arvo sekä toispuoliset raja-arvot ovat samat kohdassa 

2− , joten funktion kohdassa jatkuva. 
 
 
Vastaus A ja B 



M13 
 
 

1( ) 3f x x=
−  

 
Nimittäjän nollakohta on 3x = . Funktion määrittelyehto on 

3x ≠ . 
 
Funktio on rationaalifunktio ja siten jatkuva 
määrittelyjoukossaan. 
 
 
Vastaus C 



M14 
 

 
 
Funktiolla f  ei ole kohdassa 2 vasemmanpuoleista raja-arvoa, 
joten funktio ei voi olla jatkuva välillä, johon kuuluu kohta 

2x = . 
 
Funktio on määritelty välin  [2,5]  jokaisessa pisteessä ja 
jatkuva tällä välillä. 
 
 
Vastaus C 



 M15 
3( ) 3 3f x x x= + −  

 
Funktio on polynomifunktio ja siten jatkuva kaikkialla. 
Tutkitaan funktion arvoja välin [0,1]  päätepisteissä. 
 

3(0) 0 3 3 3f x= + − = −   
3(1) 1 3 1 3 1f = + ⋅ − =  

 
Koska funktio on välillä  [0,1]  jatkuva, se saa kaikki arvot 
väliltä ] 3,1[−  ainakin kerran välillä ]0,1[ , joten funktio saa   
välillä  ] 3,1[−   olevat arvot 0 ja -1. 
 
Vastaus A ja C 
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M16 
 
Kuvan perusteella väite a on totta. 
 
 
Lasketaan kuvan tangentin kulmakerroin, kun se kulkee pisteiden 
( )1,2  ja (2, 1)−  kautta. 
 

1 2 32 1k − −= = −
−

 

 
'(2) 3f = −   

 
Kohdassa 1x = −  on paraabelin huippu, jolloin käyrälle piirretty 
tangentti on x-akselin suuntainen ja sen kulmakerroin on 0, joten 

'( 1) 0f − = . 
 
 
Vastaus a, b ja c 
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M17 
 
Muodostetaan funktion  2( )f x x x= −   erotusosamäärä kohdassa  3. 
 

0
2 3

0

(3 ) (3)'(3) lim

(3 ) (3 ) (3 3)lim

h

h

f h ff h
h h

h

→

→

+ −=

+ − + − −=
  

 
 
Vastaus b 
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M18 
 

3 1 2 1 2( ) 3 3 2 0 3 6f x x x x x− −′ = − + ⋅ − = − +   
 
 
Vastaus B 
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M19 
 
Määritetään derivaattafunktio. 
 

2 1 1 1( ) 2 1 2 1g x x x x− −′ = + ⋅ = +   
 
Lasketaan derivaattafunktion arvot kohdissa  –2,  0  ja  2. 
 

( 3) 2 ( 3) 1 5
(0) 2 0 1 1
(2) 2 2 1 5

g
g
g

′ − = ⋅ − + = −
′ = ⋅ + =
′ = ⋅ + =

  

 
 
Vastaus A ja C 
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M20 
 
Laaditaan funktion kulkukaavio. 
 
  4 7 

f ′   + – + 
f 

         
  max  min  

 
 
Kulkukaavion perusteella funktiolla on maksimikohta  4x =   ja 
minimikohta  7x = . 
 
 
Vastaus A ja C 
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M21 
 
Laaditaan funktion kulkukaavio.  Derivaattafunktion nollakohdat 
ovat  x = –2,  x = 0  ja  x = 5. 
 
 
                     2−   0 5 

f ′   + −   +  −  
f 

          
 
 
Kulkukaavion perusteella funktio on kasvava välillä  2x ≤ −  ja 
välillä  0 5x≤ ≤ . 
 
Funktio on vähenevä välillä 2 0x− ≤ ≤  ja välillä  5x ≥ . 
 
 
Vastaus B ja C 
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M22 
 
Polynomifunktio  f  saavuttaa välillä  [–1, 2]  suurimman ja 
pienimmän arvonsa välille  ]–1, 2[  kuuluvassa derivaattafunktion 
nollakohdassa tai välin päätepisteessä.  
 
 
Funktion  f  derivaattafunktio on  ( ) 2f x x′ = . 
 
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 
2 0

0
x
x
=
=

  

 
Lasketaan funktion  f  arvot välin päätepisteissä sekä välille 
kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa. 
 

2

2

2

( 1) ( 1) 1

(0) 0 0         pienin

(1) 1 4          suurin

f

f

f

− = − =

= =

= =

  

 
Funktion suurin arvo välillä on  4  ja pienin  0. 
 
 
Vastaus A ja B 
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M23 
 
Kulkukaavion perusteella funktio  f  saa suurimman arvonsa 
maksimikohdassa  x = –5  tai  x = 2, koska funktio on aidosti 
vähenevä välillä  x < –5  ja välillä  x > 2.  Väite A on siis tosi.  
 
Väite B ei ole tosi, koska väite A on tosi. 
 
Ainoa kohta, jossa funktiolla voisi olla pienin arvo on  x = 0. Mutta 
koska funktio on aidosti vähenevä, kun  x < –5  tai  x > 2, niin ei 
voida varmuudella sanoa onko pienin arvo kohdassa  x = 0. 
 
 
Vastaus A 
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M24 
 
Kohtaan 1x =  piirretyn tangentin kulmakerroin 1 (1)k f ′= . 
 

2( ) 3 2f x x′ = − +   
 

2
1 (1) 3 1 2 1k f ′= = − ⋅ + = −  

 
Väite B on siis tosi ja väite A epätosi. 
  
 
Normaalin kulmakerroin  nk   saadaan kohtisuoruusehdolla. 
 

t n

n

n

1
1 1

1

k k
k
k

⋅ = −
− ⋅ = −

=
 

 
Väite C on siis tosi.  
 
 
Vastaus B ja C 
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M25 
 
Käyrän ja  x-akselin leikkauskohdassa 0y = . Ratkaistaan 
leikkauskohta. 
 

3

3

1 0

1
1

x

x
x

− + =

=
=

  

 
Käyrälle kohtaan 1x =  piirretyn tangentin kulmakerroin (1)k y′= . 
 

2

2

( ) 3

(1) 3 1 3

y x x

k y

′ = −

′= = − ⋅ = −
  

 
 
Lasketaan tangentin suuntakulma. 
 

1

tan
tan 3

tan ( 3) 71,565...

ka
a

a −

=
= −

= − = − °

  

 
Käyrän ja  x-akselin välinen kulma on noin 71,6° . 
 
 
Vastaus A 
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M26 
 
Funktion  13

1( )f x
x

=   nimittäjän nollakohta on 0x = .  

Määrittelyehto on 0x ≠ . 
 

13 13 1 14
13
1( ) ( ) ( ) 13 13f x D D x x x

x
− − − −′ = = = − = −   

 
 
Vastaus C 



Tekijä   •   Pitkä matematiikka 6   •   29.5.2017 
 
M27 
 

Derivoidaan funktio  
2

3( )
1

xg x
x

=
+

, missä  1x ≠ − . 

 
3 2 2

3 2
2 ( 1) 3( )

( 1)
x x x xg x

x
+ − ⋅′ =

+
  

 
 
Vastaus A 
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M28 
 
Funktion  1( ) xg x x

+= , missä  0x ≠   kuvaajalle kohtaan 1x = −  

piirretyn tangentin kulmakerroin  ( 1)k g= ′ − . 
 

2

2

2

1 (1 ) 1( )

1

1

x xg x
x

x x
x

x

⋅ − + ⋅′ =

− −=

= −

  

 

2
1( 1) 1

( 1)
g′ − = − = −

−
  

 
 
Vastaus A 
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M29 
 
Derivoidaan rationaalifunktio  3

2( ) ,  missä  0g x x
x

= > . 

 
3 3 1 4

4
6( ) (2 ) 3 2 6g x D x x x
x

− − − −′ = = − ⋅ = − = −   

 
Derivaattafunktio on rationaalifunktio ja siten jatkuva 
määrittelyjoukossaan. Derivaatalla ei ole nollakohtia, joten sen 
merkki on aina sama, kun  x > 0. 
 

4
6(1) 6 0

1
g′ = − = − <   

 
0

f
f
′ −



  

 
 
Kulkukaavion perusteella funktio on aidosti vähenevä kun  0x > . 
 
 
Vastaus A ja C 
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M30 
 
Määritetään funktion  2

5( ) ,  kun  2 6
1

xf x x
x

= ≤ ≤
−

  määrittelyehto. 

 
Lasketaan nimittäjän nollakohta. 
 

2

2

1 0

1
1   tai   1

x

x
x x

− =

=
= − =

  

 
Määrittelyehto on  1   ja   1x x≠ − ≠ . 
 
Funktio on rationaalifunktio ja siten jatkuva määrittelyjoukossaan. 
Funktio on määritelty koko suljetulla välillä  [2,6] , joten sillä on 
suurin ja pienin arvo tällä välillä. 
 
 
Vastaus A ja B 
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M31 
Kirjan 1. painoksessa on virhe tehtävänannossa. Tehtävänannon c-
kohdan pitäisi olla ”c) nollakohdat ovat samat.” 
 
Sievennetään funktion  3

2( )
3 4

xf x
x x

=
−

   lauseke. 

 

3 2 2
2 2 2( ) ( )

3 4 (3 4) 3 4
x xf x g x

x x x x x
= = = =

− − −
  

 
Lasketaan nimittäjien nollakohdat. 
 
Funktio  f : 
 

3

2

3 4 0

(3 4) 0

x x

x x

− =

− =
 

0x =   tai  2

2

3 4 0
4
3

2
3

x

x

x

− =

=

= ±

 

   Funktio  g: 
 
   2

2

3 4 0
4
3

2
3

x

x

x

− =

=

= ±

 

 
 
Funktion  f  määrittelyehto on  0x ≠   ja  2

3
x ≠ ± . 

Funktion  g  määrittelyehto on  2
3

x ≠ ± . 

 
Koska funktioilla on eri määrittelyjoukko, funktiot eivät ole samat. 
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Funktioiden lauseke on sama, mutta määrittelyjoukko eri, joten 
niiden derivaattafunktioillakin on eri määrittelyjoukot. 
 
Siis myöskään derivaattafunktiot eivät ole samat. 
 
Määritetään funktioiden nollakohdat. 
 
  
Funktio  f : 
 

3

( ) 0
2 0

3 4
2 0

0

f x
x

x x
x
x

=

=
−

=
=

 

 
x = 0 ei toteuta määrittelyehtoa. 
 
Funktiolla  f  ei ole nollakohtia. 

   Funktio  g: 
 

   
2

( ) 0
2 0

3 4

g x

x

=

=
−

 

 
 Ei ratkaisua. 
 
Funktiolla  g  ei ole nollakohtia. 

 
 
 
Kummallakaan funktiolla ei ole nollakohtia, joten niillä on 
keskenään samat  nollakohdat. 
 
 
Vastaus C 



Tekijä   •   Pitkä matematiikka 6   •   29.5.2017 
 
 
Graafinen tarkistus: 
 
Funktio  3

2( )
3 4

xf x
x x

=
−

, 

missä  x ≠ 0 ja 2
3

x ≠ ± . 

 

 

Funktio  2
2( )

3 4
g x

x
=

−
,  

missä 2
3

x ≠ ± . 

 

  
 
Funktiolla  g  on maksimikohta  x = 0, mutta funktiolla  f  ei ole 
ääriarvokohtia. 
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M32 
Kirjan 1. painoksessa on virhe tehtävänannossa. Tehtävänannon 1. 
lause pitäisi olla ”Funktion  f  derivaattafunktio  f ′ on kaikkialla 
aidosti kasvava.” 
 
Koska derivaattafunktio  f ′  on kaikkialla aidosti kasvava, sillä voi 
olla korkeintaan yksi nollakohta. 
 
• Mikäli derivaattafunktiolla  f ′  ei ole nollakohtia, niin funktiolla  f   

ei ole myöskään ääriarvokohtia, eikä siis ääriarvojakaan 
 
• Mikäli derivaattafunktiolla on nollakohta  x = a, niin saadaan 

kulkukaavio, jossa derivaattafunktion  f ′  merkki vaihtuu 
negatiivisesta positiiviseksi, koska  f ′  on aidosti kasvava. 

 

 '

min

a
f
f

− +
 

  

 
Funktiolla  f  on tässä tapauksessa yksi minimikohta. 

 
 
Funktiolla  f  voi siis olla korkeintaan yksi minimikohta. 
 
 
Vastaus B 
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A1 
 
a) Nimittäjien nollakohdat ovat 0x =  ja  2x = −  .  

Yhtälön määrittelyehto on 0x ≠   ja  2x ≠ −  . 
 
Ratkaistaan yhtälö. 
 

6 4 2 ( 2) (2
4 ( 2)6 ( 2)

0)x xx x
x xx x

x

≠− = ⋅ +
+
++ −
2x +

2

2

2

2 ( 2)

6( 2) 4 2 ( 2)

6 12 4 2 4

2 2 12 0 : 2

6 0

x x

x x x x

x x x x

x x

x x

= +

+ − = +

+ − = +

− − + =

− − + =

  

   
2( 1) ( 1) 4 ( 1) 6 1 5

2 ( 1) 2x
− − ± − − ⋅ − ⋅ ±= =

⋅ − −
  

1 5 32x += = −
−

   tai   1 5 22x −= =
−

  

 
 
Molemmat ratkaisut toteuttavat määrittelyehdon. 
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b) Siirretään termejä niin, että epäyhtälön oikealle puolell tulee 

nolla. 
2

2

2 31
2 3 01

x xx
x xx

≤
+

− ≤
+

 

 

Merkitään 
22( ) 31

xf x xx= −
+

  ja selvitetään millä muuttujan  x  

arvoilla  ( ) 0f x ≤ . 
 
Nimittäjän nollakohta on 1x = − , joten funktion  f  
määrittelyehto on  1x ≠ − . 
 
 
Ratkaistaan funktion  f  nollakohdat. 
 

2

2

2 3 0 | ( 1) 1
2 ( )

0)

1

(x x xx
x x

− = ⋅ +

+

≠
+

1x +
2 2

2

3 ( 1) 0

2 3 3 0

3 0
( 3) 0

x x

x x x

x x
x x

− + =

− − =

− − =
− + =

  

 
0x =     tai    

3 0
3

x
x

+ =
= −
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Funktio  f  on rationaalifunktio, ja siksi jatkuva määrittelyjoukossaan. 
Se voi vaihtaa merkkiään ainoastaan nollakohdissa tai kohdassa 

1x = − , jossa funktio ei ole määritelty. Lasketaan jokaiselta 
osaväliltä yksi funktion arvo. 
 

2

2

2

2

2 ( 4) 4( 4) 3 ( 4)4 1 3
2 ( 2)( 2) 3 ( 2) 22 1

2 ( 0,5)( 0,5) 3 ( 0,5) 2,50,5 1
2 1

0

0

0

0(1) 3 1 21 1

f

f

f

f

⋅ −− = − ⋅ − =
− +
⋅ −− = − ⋅ − = −

>

<
− +
⋅ −− = − ⋅ − =
− +

⋅= − ⋅ = −
+

>

<

  

 
 
Laaditaan merkkikaavio. 
 
   3−    1−                0   

f + – + – 
 
 

( ) 0f x ≤ ,  kun  3 1x− ≤ < −   tai  0x ≥ . 
 
 
Vastaus a) 3x = −    tai   2x =   
  b) 3 1x− ≤ < −   tai  0x ≥  



Tekijä   •   Pitkä matematiikka 6   •   29.5.2017 
 
A2 
 
a) Lasketaan osoittajan ja nimittäjän raja-arvot.  

 
2 2

9
lim ( 81) 9 81 0
x

x
→

− = − =  

9
lim ( 9) 9 9 0
x

x
→

− = − =   

 
 
Lauseketta voidaan sieventää. 
 

2

9 9

( 9) ( 9)81lim lim9x x

x xx
x→ →

− +− =
− 9x −

9
lim ( 9) 9 9 18
x

x
→

= + = + =
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b) Lasketaan osoittajan ja nimittäjän raja-arvot. 

 
4 3 4 3

2
lim (5 10 ) 5 2 10 2 0
x

x x
→

− = ⋅ − ⋅ =  

2 2
2

lim (3 6 ) 3 2 6 2 0
x

x x
→

− = ⋅ − ⋅ =  

 
 
Lauseketta voidaan sieventää. 
 

34 3
22 2

5 ( 2)5 10lim lim
3 6x x

x xx x
x x→ →

−− =
− 3 ( 2)x x −

2
3

2
2 2

2

5lim ( )3
5 5 2 20lim ( )3 3 3

x

x

x
x

x
→

→

=

⋅= = =

  

 
 

 
Vastaus a) 18    b) 20

3  
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A3 
 
a) Määritetään funktion  2( ) 2 4f x x x= −   erotusosamäärän raja-

arvo kohdassa  3. 
 

0
2 2

0
2 2

0
2

0
2

0

0

0

(3 ) (3)(3) lim

2(3 ) 4(3 ) (2 3 4 3)lim

2(3 6 ) 12 4 6lim

18 12 2 18 4lim

2 8lim

(2 8)lim

lim (2 8)

0 8
8

h

h

h

h

h

h

h

f h ff h
h h

h
h h h

h
h h h

h
h h

h
h h

h
h

→

→

→

→

→

→

→

+ −′ =

+ − + − ⋅ − ⋅=

+ + − − −=

+ + − −=

+=

+=

= +

= +
=
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b) Määritetään funktion  3( )g x x=   erotusosamäärän raja-arvo 

kohdassa  3. 
 

( )

0

0

0

0

0

0

0

(3 ) (3)(3) lim

3 3
3 3lim

3 13lim

3 3
3 3lim

3 3
3lim

1lim 3
1lim 3

1
3 0

1
3

h

h

h

h

h

h

h

g h gg h

h
h

h
h

h
h h

h
h

h
h
h
h h

h

→

→

→

→

→

→

→

+ −′ =

−
+=

−
+=

+−
+ +=

− −
+=

−= ⋅
+
−=
+

−=
+

= −

  

 
  

Vastaus a) (3) 8f ′ =  b) 1(3) 3g ′ = −  
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A4 
a) Määritetään funktion  3 2( ) 5 4 18f x x x= + +   derivaattafunktio. 

 
2 1

2

( ) 3 5 2 4 0

15 8

f x x x

x x

′ = ⋅ + ⋅ +

= +
  

 
Lasketaan derivaattafunktion arvo kohdassa  1. 
 

2(1) 15 1 8 1 23f ′ = ⋅ + ⋅ =   
 
b) Määritetään funktion  2

3( )
2

xf x
x

=
+

  derivaattafunktio. 

 
2 2

2 2

2

2 2

2 2
2 2

2
2 2

D(3 ) ( 2) 3 D( 2)( )
( 2)

3( 2) 3 2
( 2)

3 6 6
( 2)
3 6

( 2)

x x x xf x
x

x x x
x

x x
x
x

x

⋅ + − ⋅ +′ =
+

+ − ⋅=
+

+ −=
+

− +=
+

  

 
Lasketaan derivaattafunktion arvo kohdassa  1. 
 

2
2 2

3 1 6 3 1(1) 9 3(1 2)
f − ⋅ +′ = = =

+
  

 
Vastaus a) (1) 23f ′ =    b) 1(1) 3f ′ =  
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A5 
 
1)  Funktio on kasvava välillä  1 ≤ x ≤ 2, joten derivaattafunktion 

arvot ovat positiivisia kun  1 < x < 2. Ainoa derivaattafunktio, 
joka toteuttaa tämän ehdon on  ( )h x′ .  
 

2)  Funktio on kaikkialla kasvava, joten sen derivaattafunktion kaikki 
arvot ovat positiivisia tai nolla. Ainoa derivaattafunktio, joka 
toteuttaa tämän ehdon on  ( )g x′ .  

 
3)  Funktio on vähenevä, kun  x ≤ 1  eli sen derivaattafunktion arvot 

ovat negatiivisia, kun  x < 1. Vastaavasti funktio on kasvava, kun  
x ≥ 1 eli sen derivaattafunktion arvot ovat positiivisia, kun  x > 1. 
Ainoa derivaattafunktio, joka toteuttaa nämä ehdot on  ( )f x′ . 
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A6 
 
a) Funktion  4 3 21( ) 5 124f x x x x= + − +   kulku päätellään 

derivaattafunktion   f ′  merkeistä. 
 
Funktion  f  derivaattafunktio on  3 2( ) 3 10f x x x x′ = + − .  
 
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 

3 2

2

3 10 0

( 3 10) 0

x x x

x x x

+ − =

+ − =
 

0     tai     x =

  

2

2

3 10 0

3 3 4 1 ( 10) 3 7
2 1 2

3 7 3 72   tai   52 2

x x

x

x x

+ − =

− ± − ⋅ ⋅ − − ±= =
⋅

− + − −= = = = −

  

 



Tekijä   •   Pitkä matematiikka 6   •   29.5.2017 
 

Laaditaan funktion  f  kulkukaavio. Derivaattafunktio on 
polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. Sen merkki voi 
vaihtua vain nollakohdissa. Päätellään derivaattafunktion merkit 
testaamalla. 
 

x ( )f x′   merkki 
–6 –48 – 
–1 12 + 
1 –6 – 
3 24 + 

 
   –5  0 2 

( )f x′   – + – + 
( )f x   

            
 
 
Kulkukaaviosta nähdään, että funktio  f  on kasvava  
välillä  5 0x− ≤ ≤   ja välillä  2x ≥ . 
 
Funktio  f  on  vähenevä välillä  5x ≤ −   ja välillä  0 2x≤ ≤ . 
 
 

b) Funktio on aidosti kasvava välillä 5 0x− ≤ ≤ . Siis mitä suurempi 
on muuttujan arvo, sitä suurempi on funktion arvo.  
Täten ( 4,999999) ( 4,999998)f f− < − . 
 

 
Vastaus  a) kasvava välillä 5 0x− ≤ ≤  ja välillä  2x ≥ , 

    vähenevä välillä 5x ≤ −   ja välillä  0 2x≤ ≤  
 

  b) ( 4,999998)f −   
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A7 
Polynomifunktio 31( ) 4 23f x x x= − +   saavuttaa välillä  [–1, 3]  

pienimmän arvonsa välille  ]–1, 3[  kuuluvassa derivaattafunktion 
nollakohdassa tai välin päätepisteessä.  
 
Funktion  f  derivaattafunktio on   2( ) 4f x x′ = − . 
 
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 

2

2

4 0

4
2   tai   2

x

x
x x

− =

=
= = −

  

 
Derivaattafunktion nollakohdista vain  2x =   on välillä  ]–1, 3[. 
 
Lasketaan funktion  f  arvot välin päätepisteissä sekä välille 
kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa. 

 
3

3

3

171( 1) ( 1) 4 ( 1) 2    suurin3 3
1(3) 3 4 3 2 13

101(2) 2 4 2 2             pienin3 3

f

f

f

− = ⋅ − − ⋅ − + =

= ⋅ − ⋅ + = −

= ⋅ − ⋅ + = −

  

  
Lasketuista arvoista suurin on  17( 1) 3f − =   ja  pienin  10(2) 3f = −  . 

 
Vastaus Suurin arvo  17( 1) 3f − = , pienin arvo 10(2) 3f = −  
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A8 
 
a) Koska funktion  

 

2

2 4,             kun  3
( ) 2,                     kun  3

10 23,  kun  3

x x
f x x

x x x

− + <
= − =
− + − >

  

 
lauseke kohdan  3  eripuolilla ei ole sama, on määritettävä 
toispuoliset raja-arvot. 

 

3 3
lim ( ) lim ( 2 4) 2 2 4 2

x x
f x x

→ − → −
= − + = − ⋅ + = −   

 
2 2

3 3
lim ( ) lim ( 10 23) 3 10 3 23 2

x x
f x x x

→ + → +
= − + − = − + ⋅ − = −   

 
 
Funktion arvo kohdassa  3 on  f (3) = –2. 
 
 
Koska  

3 3
lim ( ) lim ( ) (3)

x x
f x f x f

→ − → +
= = , niin funktio  f  on 

jatkuva kohdassa  3. 
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b) Funktion  

 
2 3 ,             kun  32 6( )

1,                     kun  3

x x xxf x
x

 − ≠ −= 
 =

 

 
lauseke kohdan  3  eripuolilla on sama. 
 
Lasketaan funktion raja-arvo kohdassa  3. 
 

2

3 3

3

3lim ( ) lim 2 6
( 3)

lim

x x

x

x xf x x
x x

→ →

→

−=
−

−
=

2 ( 3)x −

3
3lim 2 2x

x
→

= =

  

 
 
Funktion arvo kohdassa  3 on  f (3) = 1. 

 
 
Koska

3
lim ( ) (3)
x

f x f
→

≠ , niin funktio ei ole jatkuva kohdassa  3. 

 
 
Vastaus a) on 
  b) ei ole 
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A9 
Funktion  5 1( ) 2

xf x x
+=
+

  nimittäjän nollakohta on  x ≠ –2.  

Funktio  f  on määritelty, kun 2x ≠ − . 
 
 
Määritetään kuvaajan piste, johon normaali piirretään. 
 

5 1 1 6(1) 21 2 3y f ⋅ += = = =
+

  

 
Normaali piirretään pisteeseen  (1, 2). 
 
 

Tangentin kulmakerroin on  t (1)k f ′= . Derivoidaan funktio  f  ja 
lasketaan tangentin kulmakerroin. 

 

2

2

2

2

D(5 1) ( 2) (5 1) D( 2)( )
( 2)

5( 2) (5 1) 1
( 2)

5 10 5 1
( 2)
9

( 2)

x x x xf x
x

x x
x

x x
x

x

+ ⋅ + + + ⋅ +′ =
+

+ − + ⋅=
+

+ − −=
+

=
+

 

  

t 2
9(1) 1

(1 2)
k f ′= = =

+
  

 
Normaali on kohtisuorassa tangenttia vastaan, joten sen 
kulmakerroin voidaan ratkaista kohtisuoruusehdosta. 
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t n

n

n

1
1 1

1

k k
k
k

⋅ = −
⋅ = −

= −
  

 
 
Normaali kulkee pisteen  (1, 2)  kautta ja sen kulmakerroin on  –1. 
Muodostetaan normaalin yhtälö. 
 

2 1 ( 1)
2 1

3

y x
y x

y x

− = − ⋅ −
− = − +

= − +
  

 
 
Normaalin ja  x-akselin leikkauspisteen  y-koordinaatti on  0. 
Ratkaistaan  x-koordinaatti. 
 
0 3

3
x

x
= − +
=

  

 
 
Leikkauspiste on  (3, 0). 
 
 
Vastaus (3,0)  
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A10 

Funktio  
3 2( ) 33

xf x x ax= − +   on aidosti kasvava, kun  ( ) 0f x′ >   

kaikilla  x  lukuun ottamatta yksittäisiä kohtia, joissa  ( ) 0f x′ = .  
 
Funktion  f  derivaattafunktio on  

2 23( ) 6 63
xf x x a x x a′ = − + = − + .  

 
Derivaattafunktion  f ′   kuvaaja on ylöspäin aukeava paraabeli.  
Tällöin  ( ) 0f x′ ≥   kaikilla  x, 
kun derivaattafunktiolla on 
korkeintaan yksi nollakohta.  
 
 
Toisen asteen yhtälöllä  2 6 0x x a− + =   on korkeintaan yksi 
nollakohta, kun diskriminantti  ( 2 4D b ac= − )  on negatiivinen tai 
nolla. Muodostetaan  epäyhtälö ja ratkaistaan vakio  a.  
 

22( 6) 4 1 0             

 

  
36 4 0

4 36 : ( 4  

4

9
0)

D b a
a

ca

a
a

= −− − ⋅ ⋅ ≤
−

≤ − <

≤

− −

≥

  

 
Kun  a ≥ 9, niin derivaattafunktiolla  f ′   on korkeintaan yksi 
nollakohta. Siis kun  a ≥ 9, niin  ( ) 0f x′ >  kaikilla  x  lukuun 
ottamatta yhtä kohtaa, jossa  ( ) 0f x′ = . 
 
Täten  funktio  f  on aidosti kasvava, kun  a ≥ 9. 
 
 
Vastaus 9a ≥   
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B1 
Siirretään epäyhtälön termejä niin, että epäyhtälön oikealle puolelle 
tulee nolla. 
 

3 4 2

4 3 2

7 130 5

7 5 130 0

x x x

x x x

− < +

− + − − <
  

 
 
Epäyhtälö  4 3 27 5 130 0x x x− + − − <   on aina tosi, jos funktio  

4 3 2( ) 7 5 130f x x x x= − + − −   saa vain negatiivisia arvoja. 
Määritetään funktion  f  suurin arvo. 
 
 
Funktion  f  kulku päätellään derivaattafunktion merkeistä. 
 
Funktion  f  derivaattafunktio on  3 2( ) 4 21 10f x x x x′ = − + −   
 
 
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 

3 2 Rat4 21 10 0               kaistaan yhtälö laskimella.x x x− + − =   
 

0x = ,  21 281  ( 0,52...)8x −= =    tai  21 281  ( 4,72...)8x += =   
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Laaditaan funktion  f  kulkukaavio. Derivaattafunktio  f ′   on 
polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. Sen merkki voi vaihtua 
vain nollakohdassa. Päätellään derivaattafunktion merkit testaamalla. 
 

x ( )f x′   merkki 
–1 35 + 
0,5 –0,25 – 
1 7 + 
5 –25 – 

 
 

         0      21 281
8

−         21 281
8

+   

( )f x′   + –  + – 
( )f x   

            
  max    min   max  

 
Kulkukaavion mukaan funktio saa suurimman arvonsa kohdassa 

0x =   tai  21 81
8 2x += . Lasketaan funktion arvot näissä kohdissa. 

 

 
(0) 130

21 281( ) 1,640...   suurin8

f

f

= −

+ = −
  

 
 
Koska funktion  f  suurin arvo on negatiivinen, se saa vain 
negatiivisia arvoja. 
 
On siis osoitettu, että ( ) 0f x <   kaikilla  x. Täten alkuperäinen 
epäyhtälö on tosi aina. ☐ 
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B2 
 
a) Funktio   

2 2 6,  kun  4
( ) ,                 kun  4

91 ,      kun  44

x x x
f x a x

xx


− − <

= =

− + >

   

on jatkuva kohdassa 4, jos 
4

lim ( ) (4)
x

f x f
→

= . 

 
Funktion  f  lauseke kohdan  4  eripuolilla ei ole sama, joten 
määritetään toispuoliset raja-arvot. 
 

2 2
4 4

lim ( ) lim ( 2 6) 4 2 4 6 2
x x

f x x x
→ − → −

= − − = − ⋅ − =   

 

4 4
9 9 81 1lim ( ) lim ( ) 24 4 4 2x x

f x x→ + → +
= − + = − + = =   

 
 
Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhtä suuret, niin  

4
lim ( ) 2
x

f x
→

= . 

 
 
Funktio on jatkuva kohdassa 4, kun määritellään  

4
(4) lim ( ) 2.

x
f f x

→
= =   

Siis funktio  f  on jatkuva kohdassa  4, kun   a = 2. 
 
 
 
 



Tekijä   •   Pitkä matematiikka 6   •   29.5.2017 
 
b) Funktio   

8 ,  kun  42 8( )
,          kun  4

x xxf x
a x

+ ≠ −= 
 =

  

 
on jatkuva kohdassa  4, jos 

4
lim ( ) (4)
x

f x f
→

= . 

 
 
Funktion lauseke on  8

2 8
x
x
+
−

  kohdan  4  ympäristössä. 

 
Lasketaan osoittajan ja nimittäjän raja-arvot kohdassa  4. 
 

4

4

lim ( 8) 4 8 12

lim (2 8) 2 4 8 0
x

x

x

x
→

→

+ = + =

− = ⋅ − =
  

 
 
Koska nimittäjän raja-arvo on nolla mutta osoittajan raja-arvo on  
erisuuri kuin nolla, niin  

4
lim ( )
x

f x
→

  ei ole olemassa.  

 
 
Funktio  f  on siis epäjatkuva kohdassa  4  kaikilla vakion  a  
arvoilla.  
 
 

Vastaus a) voidaan, 2a =   
  b) ei voida 
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B3 
 
Funktio  82( ) 1f x x x= −

−
  on määritelty, kun 0x ≠  ja 1x ≠ . 

 
 
Funktion  f  kulku päätellään derivaattafunktion merkeistä. 
 
Funktion  f  derivaattafunktio on 

2 2
8 82 2( ) D( ) .          Derivoidaan laskimella

1
. 1 ( )

f x x x x x
′ = − = − +

− −
  
 
 
 
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 

2 2 Ratk82 0               
( 1

aistaan yhtälö laskim
)

ella.
x x

− + =
−

  

 
2
3x =   tai  2x =   

 
Derivaattafunktion nollakohdat toteuttavat määrittelyehdon. 
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Laaditaan funktion  f  kulkukaavio. Derivaattafunktio  f ′   on 
rationaalifunktio, ja siksi jatkuva. Sen merkki voi vaihtua vain 
nollakohdissa  2

3   ja  2  sekä kohdissa  0  ja  1, joissa  f ′   ei ole 

määritelty. Päätellään derivaattafunktion merkit testaamalla. 
 

x ( )f x′   merkki 
–1 7,5 + 
0,5 24 + 
0,75 –17,7… – 
1,5 –4,55… – 
3 0,38… + 

 
  

  0 
2
3  1 2  

( )f x′   + + – – + 
( )f x   

            
  ei määr. max  ei määr. min  

 
Kulkukaavion perusteella funktiolla  f  on maksimikohta 2

3x = . 

Maksimiarvo on    8  2      2    ( ) 183 2 213 3

f = − = −
−

. 

  
Funktiolla  f  on minimikohta 2x = .  
Minimiarvo on  82(2) 22 1 2f = − = −

−
  

 
Vastaus maksimikohta 2

3x = , maksimiarvo 18− ,  

minimikohta 2x = , minimiarvo 2−  
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B4 
 
Siirretään termejä niin, että yhtälön oikealle puolelle tulee nolla. 

 
4

4

4 1

4 1 0

x x

x x

= +

− − =
  

 
Yhtälön  4 4 1 0x x− − =   ratkaisut ovat samat kuin funktion 

4( ) 4 1f x x x= − −   nollakohdat.  
 
 
1)  Perustellaan ensin, että funktiolla  f  on ainakin kaksi nollakohtaa. 

 
Funktio  f  on polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. 
 
Koska funktion arvot ( ) 41f − =  ja  ( 10)f = −   ovat erimerkkiset, 
on funktiolla ainakin yksi nollakohta välillä  ]–1, 0[. 
 
Koska funktion arvot  ( 10)f = −   ja  ( 72)f =   ovat erimerkkiset, 
on funktiolla ainakin yksi nollakohta välillä  ]0, 2[. 
 
 
Funktiolla  f  on siis ainakin kaksi nollakohtaa. 
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2)  Perustellaan seuraavaksi, että funktiolla  f  on korkeintaan kaksi 

nollakohtaa. 
 
Tutkitaan funktion  f  kulkua sen derivaattafunktion 

3( ) 4 4f x x′ = −   avulla. Ratkaistaan derivaattafunktion 
nollakohdat. 
 

 

3

3

4 4 0

1
1

x

x
x

− =

=
=

 

 
Laaditaan funktion  f  kulkukaavio. Derivaattafunktio on 
polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. Sen merkki voi 
vaihtua vain nollakohdissa. Päätellään derivaattafunktion merkit 
testaamalla. 
 
 

x ( )f x′   merkki 
0 –4 – 
2 28 + 

 
    1 

( )f x′   –  + 
( )f x   

      
 

 
Funktio on aidosti vähenevä, kun 1x ≤ . Funktiolla voi olla siis 
korkeintaan yksi nollakohta, kun  x ≤ 1.  
 
Funktio on aidosti kasvava, kun 1x ≥ . Funktiolla voi olla siis 
korkeintaan yksi nollakohta, kun  x ≥ 1.  
 
Funktiolla  f  voi siis olla korkeintaan kaksi nollakohtaa.  
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On siis osoitettu, että funktiolla  f  on ainakin kaksi nollakohtaa ja 
funktiolla  f  on korkeintaan kaksi nollakohtaa. Funktiolla  f  on siis 
täsmälleen kaksi nollakohtaa, joten alkuperäisellä yhtälöllä on 
täsmälleen kaksi ratkaisua.  ☐ 
 
Graafinen tarkistus 
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B5 
 
a) Funktion  3 2( ) 0,02 0,42s t t t= − +    kulku päätellään 

derivaattafunktion merkeistä. 
 
Funktion  s  derivaattafunktio on  2( ) 0,06 0,84s t t t′ = − + . 
 
Lasketaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 

2 Ratkaistaan yhtälö0,06 0,84 0     laskimella.           
0   tai   14

t t
t t
− + =
= =

 

 
 
Laaditaan funktion  f  kulkukaavio, kun  t ≥ 0. Derivaattafunktio  
s′   on polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. Sen merkki 
voi vaihtua vain nollakohdissa. Päätellään derivaattafunktion 
merkit testaamalla. 
 

t ( )s t′   merkki 
1 0,78 + 
20 –7,2 – 

 
 

     0           14  
( )s t′    + – 

     ( )s t    
      

  max 
 
 
Kulkukaavion perusteella sairastavien määrä kääntyy laskuun  
14  vuorokauden kuluttua. 
 

Derivaattafunktion 
merkit voi päätellä myös 
havaitsemalla, että sen 
kuvaaja on alaspäin 
aukeava paraabeli. 
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b) Kulkukaavion perusteella funktion suurin arvo saadaan,  

kun  t = 14. Lasketaan funktion suurin arvo. 
 

3 2(14) 0,02 14 0,42 14 27,44s = − ⋅ + ⋅ =   
 
Opiskelijoista on enimmillään sairaana noin  27 %. 
 
 

c) Funktion arvot kasvavat nopeimmin, kun funktion 
muutosnopeus on positiivinen ja mahdollisimman suuri. 
Funktion  s  muutosnopeuden kertoo derivaattafunktio  s′ . 
 
Funktion  2( ) 0,06 0,84s t t t′ = − +   derivaattafunktio on 
 

( ) 0,12 0,84s t t′′ = − + . 
 
 
Ratkaistaan funktion  s′′   nollakohdat. 
 

0,12 0,84 0
7

t
t

− + =
=

  

 
Laaditaan funktion  s′   kulkukaavio. Derivaattafunktio  s′′   on 
polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. Sen merkki voi 
vaihtua vain nollakohdissa. 
 
Funktion  s′′   kuvaaja on laskeva suora, 
jonka nollakohta on  t = 7.  
 

     7 
( )s t′′   + – 
( )s t′   

     
 max   



Tekijä   •   Pitkä matematiikka 6   •   29.5.2017 
 

 
Kulkukaavion perusteella derivaattafunktio  s′   saa suurimman 
arvonsa, kun  t = 7. 
 
Sairastuneiden määrä kasvaa siis nopeimmin  7  vuorokauden 
kuluttua. 

 
 
 
Vastaus a) 14 vuorokauden kuluttua 
  b) 27 % 
  c) 7 vuorokauden kuluttua 
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B6 
 
Funktio  2

2( ) af x x
x

= +    on määritelty, kun 0x ≠ . 

 
 
Funktion kulku päätellään derivaattafunktion  f ′   merkeistä.  
 
Funktion  f  derivaattafunktio on   3

2( ) 2 af x x
x

′ = − . 

 
 
Jotta  2x =   voi olla funktion  f  minimikohta, pitää sen olla 
derivaattafunktion  f ′  nollakohta. Muodostetaan yhtälö ja 
ratkaistaan vakio  a. 
 

3

3

Sijoitetaan 22 0               

22 2 0
2

44

 2.

16

xax
x
a

a

a

− ==

⋅ − =

− = −

=

  

 
 
Ääriarvon laatu voidaan selvittää laatimalla funktion  f  kulkukaavio. 
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 

3 Ratkaistaan yhtälö las2 162 0            kimella.   

2   tai   2

x
x

x x

⋅− =

= = −
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Derivaattafunktio  f ′   on rationaalifunktio, ja siksi jatkuva. Sen 
merkki voi vaihtua vain nollakohdissa  –2  ja  2  sekä kohdassa  0, 
jossa  f ′   ei ole määritelty. Päätellään derivaattafunktion merkit 
testaamalla. 
 

x ( )f x′   merkki 
–3 –4,81… – 
–1 30 + 
1 –30 – 
3 4,81… + 

 
 
   2−           0                   2   

( )f x′   – +  – + 
( )f x   

            
  min ei määr. min  

 
Kulkukaavion perusteella kohta  2x =   on funktion minimikohta. 
 
 
Funktiolla  f  on siis minimikohta  x = 2, kun  a = 16. 
 
 
Vastaus  16a =   
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B7 
 
Määritetään kuvaajan piste, johon tangentti piirretään. 
 

3 2(1) 2 1 4 1 1 3 2y f= = ⋅ − ⋅ + + =  
 
Tangentti piirretään pisteeseen  (1, 2)  
 
Tangentin kulmakerroin on  (1)k f ′= . Derivoidaan funktio  f  ja 
lasketaan kulmakerroin. 

 
2( ) 6 8 1f x x x′ = − +   

2(1) 6 1 8 1 1 1k f ′= = ⋅ − ⋅ + = −   
 
Tangentti kulkee pisteen  (1, 2)  kautta ja sen kulmakerroin on  –1. 
Muodostetaan tangentin yhtälö. 
 

2 1 ( 1)
2 1

3

y x
y x

y x

− = − ⋅ −
− = − +

= − +
  

 
Ratkaistaan tangentin ja käyrän ( )y f x=   leikkauspisteet. 
 

3 2
               

2
Ratkaistaan yhtälöpar

4 3
3                

i laskimella.
y x x x
y x

 = − + +
= − +

  

 
x = 0  ja  y = 3    tai    x = 1  ja  y = 2 
 
Tangentin ja käyrän toinen leikkauspiste on siis  (0, 3) 
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Lasketaan kohtaan  0x =  
piirretyn tangentin kulmakerroin. 
 

2
2 (0) 6 0 8 0 1 1k f ′= = ⋅ − ⋅ + =   

 
Kohtaan  x = 1  piirretyn 
tangentin kulmakertoimen  

1 1k = −    ja  kohtaan  x = 0  
piirretyn tangentin 
kulmakertoimen  2 1k =   tulo on  

1 2 1 1 1k k⋅ = − ⋅ = − .  

 
Täten tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Siis kohtaan   
x = 1  piirretty tangentti leikkaa käyrän kohtisuorasta kohdassa  x = 0  
ja on myös funktion  f  kuvaajan normaali. ☐ 
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B8 
 
a) Funktion  2

1( ) xf x
x
−= , missä  x ≠ 0, kuvaaja kulkee funktion  

( ) 1g x x= − +   kuvaajan yläpuolella kun funktion  f  arvot ovat 
suurempi kuin funktion  g  arvot. Muodostetaan epäyhtälö. 
 

2

( ) ( )
1 1               Ratkaistaan epäyhtälö laskimella.

f x g x
x x

x

>
− > − +

  

 
1   ja   1   ja   0x x x> − ≠ ≠   

 
 
Siis funktion  f  kuvaaja on funktion  g  kuvaajan yläpuolella, 
kun  –1 < x < 0  tai  0 < x < 1  tai  x > 1 
 
Graafinen tarkistus 
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b) Ratkaistaan funktion kuvaajien leikkauskohdat. 

 

2 Ratkaistaan yhtälö lask1 1              imella. 

1   tai   1

x x
x

x x

− = − +

= − =
 

 
 
Derivoidaan funktiot ja lasketaan tangenttien kulmakertoimet 
leikkauskohdissa   1x = −  ja   1x = . 
 

3

( 1) 3

(1) 3

2( )

( 1) 2( 1) 3
( 1)

1 2(1) 1
1

f

f

xf x
x

k f

k f

−

−′ =

− −′= − = =
−

−′= = = −

 ( 1)

(1)

( ) 1

( 1) 1

(1) 1

g

g

g x

k g

k g

−

′ = −

′= − = −

′= = −

 

 
 
Havaitaan, että leikkauskohdassa  x = 1  tangenttien 
kulmakertoimet ovat samat:  (1) (1) 1f gk k= = − . Tällöin 
leikkauskohdassa  x = 1  funktioiden kuvaajilla on yhteinen 
tangentti ja kuvaajat sivuavat toisiaan. ☐ 
 
 

 
Vastaus a) 1 0x− < <   tai  0 1x< <   tai  1x >   
  b) kuvaajat sivuavat toisiaan kohdassa 1x =   
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B9 

 
 
Merkitään poisleikattavan neliön sivun pituutta kirjaimella  x. Tällöin 
laatikon pohjan leveys 50 2x− .  
 
Merkitään laatikon pohjan pituutta kirjaimella y. Koska pahvilevyn 
pituus on  100 cm  voidaan muodostaa yhtälö ja ratkaista lauseke 
muuttujalle  y.  
 
2 2 100

2 100 2 : 2
50

y x
y x
y x

+ =

= −

= −

  

 
Laatikon korkeus on  x. 
 
 
Muodostetaan laatikon tilavuuden lauseke. 
 

3(50 2 ) (50 2 )(50 ) 2 150 2500V x y x x x x x x x= − ⋅ ⋅ = − − ⋅ = − +   
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Laatikon sivujen pituuksien on oltava positiivisia. Muodostetaan 
tämän perusteella epäyhtälöt, joista voidaan päätellä funktion  V  
määrittelyehto. 
 

0     ja     x >  
50 2 0

25
x
x

− >
<

  

 
Hyväksymällä mukaan tapaukset, joissa  x = 0  ja  x = 25, saadaan 
funktion  V  määrittelyjoukoksi suljettu väli  [0, 25]. 
 
Laatikon tilavuus muuttujan  x  funktiona on 

3( ) 2 150 2500V x x x x= − + , kun  0 ≤ x ≤ 25. 
 
 
Polynomifunktio  V  saavuttaa välillä  [0, 25]  suurimman arvonsa 
välille  ]0, 25[  kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa tai välin 
päätepisteessä.  
 
Funktion  V  derivaattafunktio on  2( ) 6 300 2500.V x x x′ = − +   
 
 
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat. 
 

2 Ratkaistaan yhtälö laskimella6 300 2500 0               
10,566...   tai   39,433...

.x x
x x

− + =
= =

  

 
Derivaattafunktion nollakohdista vain  x = 10,566…  kuuluu  
välille  ]0, 25[. 
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Lasketaan funktion  V  arvot välin päätepisteissä ja välille kuuluvassa 
derivaattafunktion nollakohdassa. 
 

(0) 0
(25) 0
(10,566...) 12028,1...    suurin

V
V
V

=
=

=
  

 
Laatikon tilavuus on suurin, kun poistettavan neliö sivun pituus  x  on 
10,566… cm ≈ 11 cm.  
 
 
Vastaus 11 cm 
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B10 
 
Käyrälle  22y x=   kohtaan  x = a  piirretyn tangentin kulmakerroin 
on  t '( )k y a= . Derivoidaan käyrä  y  ja lasketaan kulmakerroin. 
 

t

( ) 4
( ) 4

y x x
k y a a
′ =

′= =
  

 
Normaali ja tangentti ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, joten 
normaalin kulmakerroin voidaan ratkaista kohtisuoruusehdosta. 
 

t n

n

n

1
4 1 : 4  (

1
0)

4

k k
a k a

k a

≠

⋅ = −

⋅ = −

= −

  

 
Normaali kulkee pisteen 2( ,  2 )a a   kautta ja sen kulmakerroin  

on  1
4a− . Muodostetaan normaalin yhtälö. 

 

0 0
2

2

2

12 ( )               4
1 12 4 4
1 12

)

4 4

(y y ky a x aa

y a xa

y x a

x

a

x− = − − − =

− = − +

= − + +

−

  

 
 
Suora  21 124 4y x aa= − + +   leikkaa  y-akselin kohdassa  

2 12 4y a= + .   
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Määritetään leikkauskohdan raja-arvo, kun  a  lähestyy lukua  0. 
 

2 2
0

1 1 1lim ( 2 ) 2 04 4 4a
a

→
+ = + ⋅ =   

 
 
Kun  a  lähestyy lukua  0, niin normaalin ja y-akselin leikkauspiste 
lähestyy pistettä  1(0,  )4 . 

 
Vastaus 1(0,  )4   

 
Graafinen havainnollistus 
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