Tekija e Pitkd matematiikka 6 o 29.5.2017

K1

a) Ratkaistaan nimittdjien nollakohdat.

x—1=0 ja x=0

x=1
Funktion f méérittelyehtoon x#1 ja x#0.

Funktion f' méérittelyjoukko on R\ {0, 1}.

N2 —(—
b) f(—1)=(111_(11)+_11=_22—1:—1—1:—2

f(1) ei ole madritelty

Vastaus a) R\ {0, 1}
b) f(-1)=-2, f(1) el médritelty



K2

b)

d)
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Nimittdjdn nollakohta on x=0.
Murtolausekkeen méérittelyehto on x #0.

2 _
6x° —15x _ 3x(2x-3) —2x—5
3x 3x

Lasketaan nimittdjan nollakohta.

8x—4=0
&qx =4
_1
Y7

Murtolausekkeen mairittelyehto on x # L

2

10x-5_5@2x-1) 5

8x—4 4-Q2x-1) 4

Nimittdjdn nollakohtaon x=7.
Murtolausekkeen méérittelyehto on x # 7.

Nimittdjdn nollakohta on x=-7.
Murtolausekkeen méérittelyehto on x # —7.

x2-49 _(x=7(x+7) _ .,
7T+ x x+7
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Vastaus a) 2x—5,kun x=#0
S 1
b) 4,kun x;éz

c) —1,kun x=#7

d) x—7,kun x=#-7
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a)

b)
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Ratkaistaan nimittdjien nollakohdat.

x2+x=0
x+1=0 x(x+1)=0
x=-1 x=0 tai x+1=0

x=0 tai x=-1
Funktion f méérittelyehtoon x#=—-1 ja x#0.

Sievennetadn funktio lauseke.

2 x 2x x
X)= —_ = —_
S x+1 x2+x x?+x xr+x
_2x—-x___x __1
X2 4y X(X'i‘l) x+1

Lasketaan funktion arvo.

=3

f3=—
37 =2
T+1

Vastaus a) x#-1 ja x=0

b) f()= . [(-3)=3

x+1°
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K4

a) Selvitetiddn ensin funktion f méérittelyehto.

Ratkaistaan nimittdjan nollakohta.

3x-6=0
3x=6
x=2

Funktion f maéérittelyehtoon x#2 .

Ratkaistaan funktion f nollakohdat.

2
x“—4 (2
=0 |-(3x—6) =0
x2—4=0

x2 =4

x=2 tai x=-2
Ratkaisu x =2 ei toteuta midrittelyehtoa x #2 .

Funktion nollakohtaon x=-2.
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b) Nimittdjan nollakohtaon x=0.
Funktion f'méérittelyehto on x#0.

Ratkaistaan funktion f nollakohdat.

12)627—‘”:0 |-5x #0
S5x

12x2 —4x=0

4x(B3x—-1)=0

4x=0 tai 3x-1=0
x=0 _1
73

Ratkaisu x =0 ei toteuta miarittelyehtoa x #0.

Funktion nollakohta on x = % .

Vastaus a) x=-2

-1
b) x=3
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Nimittdjien nollakohtaon x=0.
Yhtéalon méérittelyehto on x #0.

Ratkaistaan yhtilo.

=5 |-x2 #0

= =

4
2
4x? 2

—XT —5x2
x2 X

4—x =5x?

—5x2—x+4=0

_EDEJE1 454 a0
2-(=5) -10

1-9 _ -8 _

1+9 _ . _ _ _
BT, S T, S 17

Ratkaisut toteuttavat médrittelyehdon.

4

5
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b) Ratkaistaan nimittdjien nollakohdat.

2x-1=0 ja  x+1=0

x x=-1

_1
2

Yhtélon médrittelyehto on x # L ja x#-1.

2
Ratkaistaan yhtilo.
4 1 _ . B
2x—1 x+1 I |(x+1)(2x—-1)#0

4(x+D2x-1) (x+DH2x-1)
2x -1 x+1

= (x+D(2x-1)

4(x+DH-2x-)=(x+1H(2x-1)
4x+4-2x+1=2x2+x—-1

2x24+x4+6=0

12 -4-(-2)-6 _ _j47

2-(-2) -

X =

y=—l+7_6 __3

o _=1-7_ =8 _
4 ] 5 tar x= 4 -4 2

Ratkaisut toteuttavat médrittelyehdon.
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Vastaus a) x=-1 tai x =%

b) x:—% tai x=2
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Ké

a) Ratkaistaan nimittdjan nollakohta.

3x-6=0
3x=6
x=2

Maédrittelyehto on x # 2.

Merkitddn f(x)= ﬁ ja ratkaistaan funktion nollakohta.

x = . j—
=0 |-(3x—6)#0

x=0

Funktio voi vaihtaa merkkidin ainoastaan nollakohdassa x =0
tai kohdassa x =2, jossa funktio ei ole madritelty.

_ | _1
A N ]
0

fO=53176=25"<

3 3
JB)=337473>0

>0
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Kirjataan merkit merkkikaavioon

0 2
fooo - +

f(x)20,kun x<0 tai x>2.



b)
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Maiirittelyehto on x # 2.

X
3x—6

X
I € 1<0

<1

Merkitddn f(x)=
nollakohdat.

X

I —1 jaratkaistaan funktion

6

x —_ = . —
g 1=0 |-(3x—6) %0

x(3x—16)

o ~(Bx=6)=0

x=-3x+6=0
-2x=-6

x=3

Funktio voi vaihtaa merkkidén ainoastaan nollakohdassa x =3
tai kohdassa x =2, jossa funktio ei ole méairitelty.

f)=x1——1=-%c¢

3.1-6 3
5
5 2 2
f(H)=—"F—-1=%>0
27735 ¢ 3
2
_ 4 __1
fM)_34_6 1 3<o
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Kirjataan merkit merkkikaavioon

2 3
o - + -

f(x)<0,kun x<2 tai x>3.

Vastaus a) x<0 tai x>2

b) x<2 tai x>3
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K7
2x _1-3x
3 < x-=2
2x 1-3x
3 a2 <)
Merkitddn f(x) = 2% - lx_%; ja selvitetddn, milld muuttujan x

arvoilla f(x)<0.
Nimittdjin x—2 nollakohtaon x=2.
Funktion méérittelyehto on x # 2.

Ratkaistaan funktion f nollakohta

2x _1=3x g 3(x-2) %0

2x-3(x-2) 3(1-3x)(x-2) _,
3 x—2 a
2x(x=2)-3(1-3x)=0

2x2 —x-3+6x=0

2x2 +5x-3=0
54452 -4-2:(-3) 547
= 2.2 T4
_=5+7_2_1 . _-5-7_-12__
x—74 ) tal x —1 4 3

Ratkaisut toteuttavat méadrittelyehdon.
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Funktion f arvot voivat vaihtaa merkkiddn vain kohdissa -3, %
ja 2. Lasketaan jokaiselta osavililtd yksi funktion arvo.
_2x _1-3x
f(~4) = —% <0
_1
f(0)= y> 0
f()= —% <0
f(3)=10>0
Laaditaan merkkikaavio.
_ 1
3 ) 2
> - + - +
Epayhtilo 2x _1-3x toteutuu, kun x < -3 tai Loy<o,
3 x-2 2
Vastaus x<-3 tai L<x<2

2
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e eees x3 + X X . . 11 e .
Merkitddn f(x)= JERIrE—— ja selvitetddn, milld muuttujan x

2 _ _
arvoilla f(x)<0.

Nimittdjin x—1 nollakohtaon x=1,
janimittdjin x2 —1 nollakohdat ovat x=—-1 ja x=1.

Funktion méérittelyehtoon x#-1 ja x=#1.

Ratkaistaan funktion f nollakohta.

3
X +Xx X — . _
SEE-L5 0 MDD #0

(P +0)(x+D(x-1) x(x+D(x-1) _ 0
(x+1)(x—-1) x—1 B
¥ +x—x(x+1)=0

3

+x—-x2-x=0
X =-x2=0

x2(x-1)=0

X

x2=0tai x—1=0

x=0 x=1
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Ratkaisuista x =0 toteuttaa médrittelyehdon.

Funktion farvot voivat vaihtaa merkkidan vain kohdissa —1,0 ja 1.
Lasketaan jokaiselta osavililtd yksi funktion arvo.

3
O
f(=2)=-4<0

1y_1
f(—j)—§>0
f5)=¢>0

/@)=5>0

Laaditaan merkkikaavio.

-1 0 1
fx) - + + +

3

m—%ﬁo toteutuu, kun x<—1 tai x=0.

Epéayhtélo R

Vastaus x<-1 tat x=0
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K9
Lasketaan nimittdjan nollakohta.

4x2 +11x-3=0

-l \112-4.4.(-3) _—11+13

2-4 8
_-11+13_2_1 . _—11-13 _ 24 _
x_78 S =4 tai  x 2 2 3

Funktion méaérittelyehto on x # % ja x#-3.

Midrittelyjoukko on R\ {-3, %} :

Supistetaan lauseke.

x3 +6x2 +9x _ x(x% +6x+9) _ X(x+3)(x+3)

(x) =
T T dx+3)(x-1)  Ar+Ir-1)

_x(x+3) _ xZ+3x

1 4x -1
4(x 4)

2
Vastaus  madrittelyehto R\ {-3, %} , f(x)= x4x+3lx
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K10

Olkoon osallistujien lukumééra x.
[Imoittautuneiden méédrd oli x—5.
Siten muuttuja x > 5.
Muodostetaan ja ratkaistaan yhtilo.

702 _ 5702

5 Voidaan ratkaista laskimella.
X — X

=—13 tan x=18

Luku x =18 toteuttaa madrittelyehdon x> 5.

Matkalle osallistui 18 henkil6a.

Matkan hinnaksi tuli 7(1)§€ 39€

Vastaus osallistujia 18, hinta 39€
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K11

Lasketaan nimittdjan nollakohta.

5x-35=0
x=7

Funktion méérittelyehto on x # 7 ja médrittelyjoukko R\ {7}.

_2x2—12x+c¢ _ 2x2—12x+c
SO =555 T T 5o

Lauseketta voidaan supistaa vain, kun x—7 on osoittajan tekijé.

TéllGin osoittajan toinen nollakohta on oltava x =7.

2:72-12-74¢=0
c=-14

Ratkaistaan osoittajan nollakohdat.

2x2 -12x-14=0

x=7 tait x=-1

Supistetaan lauseke.

_2x2—12x-14 _ 2(x-N(x+1) _2x+2
J(x)= xS(x—);) T s(x-7) 5

Vastaus R\{7}, c=-14, f(@:%



Tekija e Pitkd matematiikka 6 o 29.5.2017

K12

3_,2 x%*(x-a
Tarkastellaan murtolauseketta 2——9* — ( )

(x+b)2  (x+b)*

Murtolauseke on mééritelty, kun x # —b.

Koska nimittiji (x+b)> >0 kaikilla x #—b, niin osoittajan
merkki maardd murtolausekkeen merkin.

Tutkitaan osoittajan x?(x —a) merkkii.
Tekija x*>0 kaikilla x.
Tekija x—a <0 vain, kun x <a.

x2(x—a) <

Niin ollen <
(x +b)?

0, kun x #-b ja x<a.

Verrataan tatd ehtoon x <—4 tai 4 <x<3.

Siis on oltava b=4 ja a=3.

Vastaus a=3 ja b=4
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K13
AY
N //‘ . S ’“\\
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-
l
a) Kohdassa —4 ei ole kuvaajan pistetté, joten arvoa f(—4) ei

b)

olemassa.

Kohdassa —2 kuvaajan pisteen y-koordinaatti on 1, joten

f(=2)=1.

Kohdassa 3 ei ole kuvaajan pistettd, joten arvoa f(3) ei
olemassa.

Kun x ldhestyy kohtaa —4 kummalta puolelta tahansa, funktion

arvot ldhestyvit lukua 1. Onsiis lim f(x)=1.
x—>—4

Kun x ldhestyy kohtaa —2 vasemmalta, funktion arvot

lahestyvit lukua 2. Kun x ldhestyy kohtaa —2 oikealta,

funktion arvot ldhestyvit lukua 1. Raja-arvoa lim f(x) eiole
x—>-2

olemassa.
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Kun x ldhestyy kohtaa 3 vasemmalta, funktion arvot eivit
lahesty mitdén reaalilukua. Raja-arvoa lim f(x) ei tdlloin ole
x—3

olemassa.

Vastaus
a) f(—4) eioleolemassa, f(-2)=1, f(3) eiole olemassa

b) lim f(x)=1, lim f(x) eiolemassa, lim f(x) ei olemassa
x—>—4 x—>-2 x—3
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K14
2
a) Taulukoidaan funktion f(x)= W arvoja kohdan
X7 —4Xx —
5 molemmilla puolilla.
X fx) x J&)

5,1 4,50819... 4.9 4,49152...
5,01 4,50083... 4,99 4,49916...
5,001 4,50008... 4,999 4,49991...
5,0001 4,50000... 4,9999 4,49999...

Funktion arvot néyttavét ldhestyvén lukua 4,5, kun muuttujan
arvot lahestyvit lukua 5. Taulukon tietojen perusteella
lim f(x)=4,5.

x—5

b) Taulukoidaan funktion arvoja kohdan —1 molemmilla puolilla.

X 1) X J)
-1,1 35 —0,9 —25
~1,01 305 —0,99 —295
—1,001 3005 —0,999 —2995

Funktion arvot eivit niytd ldhestyvan mitdén tiettyd lukua, kun
muuttujan arvot ldhestyvid kohtaa —1. Funktiolla ei siis ole raja-
arvoa kohdassa —1.

Vastaus a) 4,5
b) ei ole olemassa




Tekija e Pitkd matematiikka 6 o 29.5.2017

K15
a) Lasketaan osoittajan ja nimittdjdn raja-arvot.

liml(xz +x)=(-1)2+(-D)=0
1im1(3x+3) =3.(-1)+3=0

x—-

Lauseketta voidaan sieventaa.

2
ox2 4 x o X(x+D) o x 1 1
Jim 3 = m 3(x+1) = lim 3=75=73
b) Lasketaan osoittajan ja nimittéjén raja-arvot.
1 5 (1)
lim (6x° —3x2)=6-() _ ( ) )
x>d 2 2
2
lim2x-1)=2-1-1=0
x—>L 2
2
Lauseketta voidaan sieventdi.
3 2 2(2x — 2
lim 65° =3x% _ yjp 32D _ 50 3.(1)
x_)% 2x -1 x_)% 2x -1 x_% 2

Vastaus  a) —%

b)

Bw
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K16
2x+6, kun x < —1

a) Funktion f(x)={x?+3x+6,kun —1<x<2 lauseke vaihtuu
8—3x, kun x> 2
kohdassa —1.

Maédritetdédn vasemmanpuoleinen raja-arvo.

lim (2x+6)=2-(-1)+6=4

x—=>-=1-

Maiiritetddn oikeanpuoleinen raja-arvo.

lim (x2+3x+6)=(-1)?+3-(-1)+6=4

x—=>-=1+

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhté suuret, on funktiolla raja-
arvo lim f(x)=4.
x—>-1

b) Funktion lauseke vaihtuu kohdassa 2.

Maiiritetddn vasemmanpuoleinen raja-arvo.

lim (x> +3x+6)=22+3-2+6=16

x—>2-
Maiiritetddn oikeanpuoleinen raja-arvo.

lim (8—3x)=8-3-2=2

xX—=>2+

Koska toispuoliset raja-arvot ovat eri suuret, funktiolla ei ole
raja-arvoa kohdassa 2.
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Vastaus a)4
b) ei ole olemassa
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K17

%xz—l,kunx<2
a) Funktion f(x)=<0,kun x=2

x2 —4x+4, kun x>2

arvo kohdassa 2 on

f(2) = 0. Funktio on jatkuva kohdassa 2, jos sen raja-arvo
kohdassa 2 on 0.

Koska funktion lauseke vaihtuu kohdassa 2, pitda laskea
toispuoliset raja-arvot.

ol 2 o1 92
hm(4x 1) 42 1=0

xX—=>2—

lim (x2 —4x+4)=22-4-2+4=0

x—2+

Funktion toispuoliset raja-arvot ovat yhti suuret kuin funktion

arvo, joten funktiolla on raja-arvo kohdassa 2. Funktio /" on siis
jatkuva kohdassa 2.
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. —2x+20, kun x # 2
b) Funktio f(x)=
16, kun x =2

Koska f(2)=16, niin jotta funktio on jatkuva, on myds sen
raja-arvon kohdassa 2 oltava 16.

Lasketaan funktion raja-arvo.

lim (—2x +20)=-2-2+20=16

x—2

Koska f(2)= lim f(x), funktio on jatkuva.
x—2

Vastaus  a) on
b) on
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K18

. x3 —4x? . .
Funktio g(x)= S,_g o0 jatkuva kohdassa 4, jos

lim g(x) = g(4). Méiritetdan funktion g raja-arvo kohdassa 4.
x—4

Lasketaan osoittajan ja nimittdjdn raja-arvot.

lim(x® —4x%)=4°>-4-42=0

x—4

lim(2x—8)=2-4-8=0

x—4

Koska osoittajan ja nimittdjén raja-arvo on 0, lauseke voidaan
sieventda.

. 3x2 +12x xS —4x? . xz(x_4) X
lim 22—"24% = [im ==—"%— = lim ———2% = lim
x4  x+4 x4 2x-8 x4 2(x—4) x4 2

Funktio on jatkuva kohdassa 4, kun méiiritetdén g(4)=S.

Vastaus g(4)=8
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K19
2x—4, kun x <3

Funktio f(x)= on jatkuva kohdassa 3, jos
—x+a, kun x >3

lim f(x)= f(3). Méiritetdan toispuoliset raja-arvot ja funktion arvo
x—3

kohdassa 3.

lim 2x—-4)=2-3-4=2

x—3—

lim (—x+a)=-3+a
x—3+

f(3)=2-3-4=2

Funktio on jatkuva, jos kaikki ndmai arvot ovat yhté suuria.
Muodostetaan ja ratkaistaan yhtilo.

-3+a=2

a=>5
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Vastaus a=>5
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K20

AY

i
A

N

a) Funktio on toispuolisesti jatkuva molemmissa péétepisteissi ja
jatkuva muissa vilin pisteissd. Funktio on siis jatkuva vélilld [1, 4].

b) Kohdassa 4 on f(4)=3 ja lim f(x)=4.Funktio ei siis ole
x—4+
oikealta jatkuva kohdassa 4 eikd my0Oskéén jatkuva vililla [4, 6].

c¢) Funktio on vasemmalta jatkuva péétepisteessd 6 ja jatkuva
muissa vélin pisteissd, joten funktio on jatkuva vililla 14, 6].

Vastaus
a) on b) eiole c) on
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K21

Funktio f{x)=x" —3x> - 5x* =20 on polynomifunktio, joten se on
jatkuva kaikkialla. Piirretddn kuva.

80 1

60 1

Kuvaajan perusteella funktiolla on nollakohta vililld [1, 2].
Lasketaan funktion arvo vélin [1,2] péitepisteissi ja sovelletaan

Bolzanon lausetta.

f)=1"-3-13-5-12-20=-27<0
f(2)=27-3-23-5.22-20=64>0
Funktion arvot vélin pditepisteissd ovat erimerkkiset, joten voidaan

soveltaa Bolzanon lausetta. Funktiolla on ainakin yksi nollakohta
valilla 11,2 .



Tekija e Pitkd matematiikka 6 o 29.5.2017

K22

Yhtilé x*=x"—3x—2 sievenee muotoon —x"+x*+3x +2=0.
Tutkitaan funktiota f{x) = —x" + x* + 3x + 2, joka on polynomi ja
jatkuva kaikkialla.

Funktion f nollakohdat ovat samat, kuin alkuperdisen yhtdlon
ratkaisut. Piirretddn funktion kuvaaja.

6

5

y = f(x)

Kuvaajan perusteella funktiolla on nollakohta vililld [0, 2].
Varmistetaan tdmé Bolzanon lauseen avulla.

Koska f{0)=2 ja f(2) = —4, niin Bolzanon lauseen nojalla funktiolla
f on nollakohta vililld ]0, 2[. Taémi nollakohta on samalla
alkuperdisen yhtélon ratkaisu.
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K23

Funktio f{x)=x"— 5x—2 on polynomifunktio ja siten kaikkialla
jatkuva. Bolzanon lausetta voidaan soveltaa funktioon.

f(=D)=(-1)°=5-(-1)-2=2>0
£(0)=02-5-0-2=-2<0
£(2)=2°-5.2-2=500>0

Koska funktion arvot vélin [—1,0] paitepisteissd ovat erimerkkiset,
funktiolla on ainakin yksi nollakohta valilla ]—1,0[ .

Koska funktion arvot vilin [0,2] pditepisteissd ovat erimerkkiset,
funktiolla on ainakin yksi nollakohta vililla ]0,2[ .

Koska vileilld ]1-1,0[ ja ]0,2[ eiole yhteisid lukuja, ovat nima
nollakohdat eri suuret.

Funktiolla on siis ainakin kaksi nollakohtaa valilld [-3,3].
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K24

a) Lasketaan osoittajan ja nimittdjdn raja-arvot.

lim(x? —6x+9)=3>-6-3+9=0
x—3

lim(2x? —18)=2-32-18=0
x—3
Lauseketta voidaan sieventaa.

(=37 . x-3

. x2 . (x=3)2

llmw =lim ————=lim =

o3 2x2-18  x532(x2-9) x532(x=3)(x+3) x532(x+3)
23+3) 12
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b) Lasketaan osoittajan ja nimittéjén raja-arvot.

2
lim (32x2-2) = 32-(—l) _2-0
x—)—% 4

2
lim (16x2 +8x+1) = 16~(—1) +8-(-Ly+1=0
x—)—% 4 4

Lauseketta voidaan sieventis.

lim

2 2 _ -
322x -2 _ tim 2(16x 21) ~ lim 2(4x 1)(4§+ 1)
xﬁ_% 16x~ +8x+1 x%_% (4x+1) x%_% (4x+1)

24x-1  2EPD

= lim =
ot (A1) (4(—%)+1) 0

Koska nimittdjdn raja-arvo on nolla, mutta osoittajan raja-arvo

. L .. ) 2 _ .
on erisuuri kuin nolla, niin  lim 32236—2 ei ole olemassa.
xﬁ_% 16x~ +8x+1

Vastaus a)0
b) ei ole olemassa
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a) Sievennetddn lauseke

2 3% 12x _ o 3x(x+2) 12x
x—2 x2-4 (x=-2)(x+2) (x=2)(x+2)
_3x%2+6x—12x _ 3x%-—6x

S (x=2)(x+2)  (x=2)(x+2)

_ 3x(x-2) 3y

S (x=2)(x+2) x+2
Lasketaan raja-arvo.

. 3x _ 12x \_pim 3x _ 32 _6_3
il_%(x—Z x2_4) 2 212" 472"

b) Sievennetddn lauseke

(xil)(xg_xZ))lcj:(xfl)(xg_);):(xil)(l;;czj
x(1-x%)  —x(x*-1)
¥ (x-1) - x3(x-1)
—x(x—-1)(x+1) _ —(x+1)

x3(x-1) x2

Lasketaan raja-arvo.

lim(( x )(I—ID—lim “txh) _ (D 2

ollx=1/{3 x ol x2 12 1

Vastaus  a) b)2

3
2
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a) Kohdassa 1 kuvaajan y-koordinaatti on 3, joten f{(1)=3.

Kohdassa 3 kuvaajan y-koordinaatti on 1, joten f(3)=1.

b) Piirretdén funktion kuvaajalle tangentit kohtiin 1 ja 3.

X

Kohtaan 1 piirretty tangentti on vaakasuora, joten sen
kulmakerroin on 0 ja f'(1)=0.

Kohtaan 3 piirretyn tangentin kulmakerroin on

__1_3_;4:_ 1 4 —
k= 15 "> 2, joten f'(3)=-2.

Vastaus
a) f(D=3 ja f(3)=1
b) f'(1)=0 ja f'(3)=-2
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a) Lasketaan funktion f{x)=3x’ erotusosamairin raja-arvo
kohdassa 2.

Y = im L G D= (2)
r-fim L

32+ h)? -3-22

= lim
h—0 h
2y _
_ lim 34+4h+h)—12
h—0 h
2
_ i 12412k + 342 —12
h—0 h
_ lim 127+ 3h?
h—0 h
_ iy 102+30)
h—0 h
= lim(12+3h)=12+3-0
h—0

=12
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b) Lasketaan funktion g(x)= ~ 3 erotusosamiirin raja-arvo
X

kohdassa 2.

g2+h)-g2)

g'(x)=lim
h—0 h
3 3
—52—(=3)
— lim 2+h 2
h—0
2) 2+h)
P 3 M3
= lim 2+h 2
h—0 h
6 32+h)
. 22+h) 2(2+h)
= lim
h—0 h
—6+6+3h
~ lim 2(2+h)
h—0 h
3h
_ lim 2(2+h)
h—0 h
_ 1 3 __ '3
= Gk T 2(2+0)
-3
4
Vastaus a) 12 b) %
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a) Lasketaan funktion f{x)=3x”+x erotusosamiirin raja-arvo
kohdassa x.

fv(x): lim f(X‘l'h)—f(X)
h—0 h

_ lim (3(x+h)? +(x+h))—(3x% +x)

h—0 h
. 3(x2+2xh+h2 )+ x+h-3x% —x
= lim
h—0 h
_ lim 3%% +6xh +3h? + h—3x?
h—0 h
= lim 6xh +3h2 +h
h—0 h
_ lim h(6x+3h+1)
h—0 h
= lim(6x+3h+1)
h—0
=6x+3-0+1

=6x+1
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b) Lasketaan funktion g(x)= 7 erotusosamaran raja-arvo
X

kohdassa x.

g(x+h)—g(x)

g'(x)=lim

h—0 h
70

= lim x+h X

h—0 h

X) B x+h)l

- lim x+h X

h—0 h

7x T(x+h)

i YR Cx(x+h)

h—0 h

Ix="Tx-="Th —7h

_ lim x(x+h) _ lim x(x+h)

h—0 h >0 h
T d AT =7
_}lll—rg)x(xﬁLh) —%1_% x2 + xh
__ =7

x24+x-0
_ =7

2

Vastaus a) 6x+1 b) -7
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a) Miiritetddn funktion f(x)=2x*—-3x? +x derivaattafunktio.

fl(x)=2-4x41-3.2x2 1+ 1=8x3 —6x+1

Lasketaan derivaattafunktion arvo kohdassa 2.

f'(2)=8-23-6-2+1=53

N : _3x* 3
b) Madritetddn funktion g(x)= > 5x° —145
derivaattafunktio.

g'(x)= % 4xt1 —5.3x371 0 =6x3 —15x2

Lasketaan derivaattafunktion arvo kohdassa 2.

g'(2)=6-23-15-22 =12

Vastaus a)53 b) —12
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Suoran y =x+5 kulmakerroin on 1. Jotta funktion

f(x)=x3—-2x+1 kuvaajalle piirretty tangentti olisi annetun suoran
kanssa yhdensuuntaisia, on my0s tangentin kulmakertoimen oltava 1.

Funktion f kuvaajalle kohtaan x piirretyn tangentin kulmakerroin
on k=f'(x)=3x>-2.

Ratkaistaan missd kohdissa x tangentin kulmakerroin saa arvon 1.

x=1 tai x=-1

Tangentin kulmakerroin on 1, kohdissa x =—1 ja x=1.

On siis osoitettu, ettd funktion f kuvaajalla on kaksi pistettd, joihin
piirretty tangentti on suoran y = x+5 suuntainen. []
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Derivaattafunktion nollakohdat ovat x=-3, x=-1, x=1 ja
x = 2. Laaditaan derivaattafunktion kuvaajan avulla funktion f
kulkukaavio.

y =F(x) AY

o _— 1+ - T+ 1T~
S I N

min max min max

a) maksimikohdat x=-1 ja x=2,
minimikohdat x=—4 ja x=1

b) Funktio f on aidosti kasvava vililla —4 <x <-1, joten
f(-3)< f(-2). Siis f(-2) on suurempi.
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Funktion f(x)= %x3 +3x2 +5x—2 kulku pitelldin

derivaattafunktion f”' merkeista.
Funktion f derivaattafunktio on f'(x)=x?+6x+5.
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

x2+6x+5=0

Lo 0xV62—4-1.5 644

2-1 2

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio f' on

polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. Sen merkki voi vaihtua
vain nollakohdissa. Paitelldian derivaattafunktion merkit testaamalla.

X f'(x) | merkki
—10 45 +
3 4 _
0 5 +
-5 —1
) n — n
S &) / N /

max min
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a) Kulkukaavion perusteella funktio f on kasvava vélilld x <-5 ja
valillda x> -1.

Funktio f on vdhenevd valilla -5<x<-1.

b) Kulkukaavion perusteella funktion maksimikohtaon x=-5 ja
maksimiarvo

S5 =1 (57 +3-(-5)+5-(-5)-2= 1.

Minimikohta on x = -1 minimiarvo

f(- 1)_1 (=13 43 (=) +5- (=) =2 =~ ?3

Vastaus  a) kasvava vililldi x<-5 javililldi x>-1,
viaheneva vililla —5<x<-1

b) maksimikohta x = -5, maksimiarvo 139

minimikohta x = —1, minimiarvo 13
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Polynomifunktio f(x)=x>—6x? —15x+2 saavuttaa vililli [2, 6]
suurimman ja pienimmain arvonsa vilille ]2, 6[ kuuluvassa

derivaattafunktion nollakohdassa tai vilin padtepisteessa.
Funktion f derivaattafunktio on f'(x)=3x%-12x-15.

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

3x2 -12x-15=0 |3

x?-4x-5=0

L SHEJA 41D 46
2-1 2

xz%zS tai x=24=0-_1

Derivaattafunktion nollakohdista vélilld [2, 6] onvain x=5.

Lasketaan funktion f arvot vélin paitepisteissd seka vilille
kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa.

f(2)=23-6-22-15-2+2=-44 suurin
f(6)=6%-6-62-15-6+2=—88
f(5)=5>-6-52-15-5+2=-98 pienin

Lasketuista arvoista suurin on  f(2) =-44 japienin f(5)=-98.

Vastaus suurin arvo  f(2) =—44 japienin arvo f(5)=-98
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a) Midritetddn kiiyrin y = x% —2x3 —x se piste, johon tangentti
piirretaan.

Kun x=2,niin y=24-2.23-2=-2.
Tangentti piirretddn pisteeseen (2, —2).

Tangentin kulmakerroin on £ = »'(2). Derivoidaan kéyrd y ja
lasketaan kulmakerroin.

Y'(x)=4x3 —6x% -1
k=y'2)=4-22-6-22-1=7

Tangentti kulkee pisteen (2,—2) kautta ja sen kulmakerroin
on 7. Muodostetaan tangentin yhtalo.

y=(=2)=7(x-2)
y+2=T7x-14
y=Tx-16
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b) Normaali on kohtisuorassa tangenttia vastaan, joten sen
kulmakerroin voidaan ratkaista kohtisuoruusehdosta.

ki -k, =1
7k, =1
kn:—%

Normaali kulkee pisteen (2, -2) kautta ja sen kulmakerroin on
—% . Muodostetaan normaalin yhtalo.

y=(2)=-1(x-2)

1.2
y+2= 7x+7
__1_12
A

Vastaus a) y=7x-16
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Funktion kuvaajan ja x-akselin leikkauskulma saadaan
leikkauspisteeseen piirretyn tangentin suuntakulman avulla.

Miiritetdin funktion f(x)=x’ —1 kuvaajan ja x-akselin
leikkauskohta eli funktion f nollakohta.

J(x)=0
x'—1=0
x=1

Tangentin kulmakerroin k£ = f"'(1) kohdassa x =1. Derivoidaan
funktio f ja lasketaan kulmakerroin.

f'(x)=7x°
k=f'1)=7-1=7

Lasketaan tangentin suuntakulma.

tana =7

a=tan"17=81,86...°~82°

Koska leikkauspisteeseen piirretyn tangentin suuntakulma on 82°,
niin funktion kuvaaja leikkaa x-akselin 82° kulmassa.

Vastaus 82°
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Merkitddn f(x)=x3 —3x? —24x ja méiritetdin funktion f suurin
japienin arvo vililla [-3, 3].

Polynomifunktio f saavuttaa vélilli [-3, 3] suurimman ja
pienimmin arvonsa vilille ]-3, 3[ kuuluvassa derivaattatunktion
nollakohdassa tai vilin péddtepisteessa.

Funktion f derivaattafunktio on f'(x)=3x% —6x—24.

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

3x2 —6x—-24=0 Ratkaistaan yhtélo laskimella.
x=-2 tai x=4
Derivaattafunktion nollakohdista vélilld ]-3, 3[ on vain x =-2.

Lasketaan funktion f arvot vélin paitepisteissd seka vilille
kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa.

f(=3)=(-3)*-3-(-3)?-24-(-3) =18
f(3)=33-3.32-24.3=-72 pienin
f(=2)=(-2)=3-(-2)2 —=24-(-2)=28 suurin
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Lasketuista arvoista suurin on 28 ja pienin —72.

Taten kaikilla valilld [-3, 3] olevilla muuttujan x arvoilla pétee
-72< f(x)<28.

On siis osoitettu, ettd kaikilla vélilld [-3, 3] olevilla muuttujan
arvoillaon —75<x3 —3x2 -24x<28.0
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Funktion f(x)=x>+4x3 kulku paitelliin derivaattafunktion f”
merkeisti

Funktion f derivaattafunktio on f'(x)=5x* +12x2.

Koska x*>0 kaikilla x ja x> >0 kaikilla x, niin
f'(x)=5x*+12x? 20 kaikilla x.

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

S(x)=0
5x4+12x2 =0
x2(5x% +12)=0
¥2=0 tai Sx?2+12=0

=0 2__12
X X 5
epatosi

On siis osoitettu, ettd  f'(x) >0 kaikilla x ja f'(x)=0 vain,
kun x = 0. Funktio f on tdten kaikkialla aidosti kasvava. [



Tekija e Pitkd matematiikka 6 o 29.5.2017

K38

Muokataan yhtdlé6 muotoon, jossa oikealla puolella on vain luku 0.

2x° =10—4x3
2x° +4x3-10=0

Yhtilon 2x° +4x3 —10=0 ratkaisut ovat samat kuin funktion
f(x)=2x>+4x3-10 nollakohdat. Piti siis osoittaa, etti funktiolla
f on tdsmalleen yksi nollakohta.

Perustellaan ensin, ettd funktiolla f* on ainakin yksi nollakohta.

Funktio f* on polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. Koska
funktion arvot f(0)=-10 ja f(2)=86 ovat erimerkkiset, niin
funktiolla f on ainakin yksi nollakohta vililld ]0, 2[.

Perustellaan seuraavaksi, ettd funktiolla f on korkeintaan yksi
nollakohta.

Tutkitaan funktion f kulkua sen derivaattafunktion

f'(x)=10x* +12x% avulla. Ratkaistaan derivaattafunktion
nollakohdat.

10x% +12x2 =0
x=0
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Derivaattafunktio f'(x)=10x* +12x? on polynomifunktio, ja
siksi kaikkialla jatkuva. Se voi vaihtaa merkkidin ainoastaan
nollakohdissa. Pédétellaan derivaattafunktion merkit testaamalla.

(=D =10-(-D*+12-(-1)>=22>0
F')=10-1*+12-12=22>0

Siis  f'(x)>0 kaikilla x,ja f'(x)=0 vain, kun x = 0. Funktio
/ on téten aidosti kasvava ja saa kaikki arvonsa tdsmélleen yhden
kerran. Siten funktiolla f* voi olla korkeintaan yksi nollakohta.

On siis osoitettu, ettd funktiolla f on ainakin yksi nollakohta ja
korkeintaan yksi nollakohta. Funktiolla f on siis tdismaélleen yksi

nollakohta ja yhtdlolld 2x> =10—4x3 tismilleen yksi ratkaisu. []
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Funktio f(x)=x%-2x+5 on polynomifunktio, ja siksi kaikkialla
jatkuva. Funktio f saavuttaa kaikki arvot suurimman ja pienimmaén
arvonsa valilla.

Maiiritetddn funktion f suurin ja pienin arvo valilld [-1,2].
Funktio f saavuttaa vélilld [—1, 2] suurimman ja pienimméin
arvonsa vilille ]-1, 2[ kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa
tai vélin paétepisteessa.

Funktion f derivaattafunktio on f'(x)=2x-2.

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

2x-2=0

x=1
Lasketaan funktion f arvot vélin paitepisteissé seké vilille

kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa.

f(-D)=(-1)2=2-(-1)+5=8 suurin
f(2)=22-2-2+5=5
f)=1>-2-1+5=4 pienin

Vililla [-1, 2] funktion suurin arvo on 8 ja pienin 4.

Jatkuva funktio f saa kaikki arvot vililld [4, §].

Vastaus Funktio arvojoukko on [4, §].
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Laaditaan funktion f* kulkukaavio. Funktion
f(x)=x3-6x% +9x+a kulku pditelliin derivaattafunktion [’
merkeist.

Funktion f derivaattafunktio on f'(x)=3x%-12x+9.

Derivaattafunktio /' on polynomifunktio, ja siksi kaikkialla
jatkuva. Sen merkki voi vaihtua vain nollakohdissa. Ratkaistaan
derivaattafunktion nollakohdat.

3x2 —12x+9=0 Ratkaistaan yhtélo laskimella.
x=1 tai x=3

Laaditaan funktion f kulkukaavio.
Derivaattafunktion kuvaaja on ylospdin +\ y= /%
aukeava paraabeli, jonka nollakohdat ovat x
x=1ja x=3. INZ 73

J'(x) + -
S ) / N

max min

N+

Funktion f maksimikohtaon x=1.Siis f(1)=5.
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Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan vakion a arvo.

S)=5
P-6-12+9-1+a=5
4+a=>5

a=1

Funktion f minimikohta on x =3 ja minimiarvo

f(3)=3-6-32+9-3+1=1.

Vastaus a =1, minimiarvo 1
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Jos k =0, kdyrit ovat samat (y = 0). Tall6in niille piirretyt tangentit
eivit voi koskaan olla kohtisuorassa toisiaan vastaan. Oletetaan siis,
ettd k=0.

Kiyrien y, =kx? ja y, =k(x—2)? = kx? — dkx + 4k
leikkauspisteisiin piirretyt tangentit leikkaavat kohtisuorasti kun
niiden kulmakertoimien tulo on —1. Sivuamispisteessi kiyrien
derivaattojen tulon on siis oltava —1.

Y1 (x)- 3, (x)=~1
2kx - (2kx —4k)=-1

4k2x? —8k%x = -1

Koska leikkauskohdassa kéyrilld on yhteinen piste, niin niiden
y-koordinaatit ovat leikkauskohdassa yhté suuret.

N=n
kx? = kx? — 4kx + 4k
4kx—4k=0 |4k (#0)
x—1=0

x=1

Kayrit leikkaavat siis kohdassa x =1.
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Sijoitetaan saatu arvo x =1 yhtdloon 4k%x% —8k%x=-1 ja
ratkaistaan parametrin k£ arvo.
4k2x? —8k*x = -1
4-k%2-12-8-k%-1=-1
—4k? = -1
k? =

k:

=
N
Il
N |—
-
8.
=~
Il
|
=
Il
|
N |—

Vastaus k=-— tai k=

1
2
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] —
Merkitddn varjostimen

pohjanelion sivun pituutta
senttimetreind kirjaimella x ja y
varjostimen korkeutta

senttimetreind kirjaimella y.

— ———

T

Rautalankaa on kaytettdvissd 200 cm eli sdrmien pituuksien
summan pitdd olla 200. Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan lauseke
muuttujalle y.

8- x+2-y=200
2y =200-8x
y=100—4x

Muodostetaan varjostimen tilavuuden lauseke.

V =x%y=x%(100-4x)=100x> — 4x3

Reunojen pituuksien on oltava positiivisia. Muodostetaan timin
perusteella epayhtilot, joista voidaan péételld funktion V'
madrittelyehto.

x>0 ja y>0
100—4x>0
x<25
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Hyvidksymaélld mukaan tapaukset, joissa x =0 ja x =25, saadaan
funktion f° madrittelyjoukoksi suljettu véli [0,25].

Varjostimen tilavuus muuttujan x funktiona on

V(x)=100x% —4x3, kun 0<x<25.

Polynomifunktio V' saavuttaa vililld [0, 25] suurimman ja
pienimmin arvonsa vilille ]0, 25[ kuuluvassa derivaattafunktion
nollakohdassa tai vilin paétepisteessa.

Funktion ¥ derivaattafunktio on V'(x)=200x —12x2.

Lasketaan derivaattafunktion nollakohdat.

200x-12x%2 =0 Ratkaistaan yhtdlo laskimella.

: 50
— t — YV
x=0 al X = 3

Derivaattafunktion molemmat nollakohdat kuuluvat vilille ]0, 25].
Lasketaan funktion V' arvot vélin pédétepisteissd ja vélille kuuluvissa
derivaattafunktion nollakohdissa.

7(0)=0
V(25)=0

V(%) = 9259.26... suurin
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Varjostimen tilavuus on suurin, kun x = % =16,666...~16,7 (cm).

TéllGin varjostimen korkeus on

y =100—4x=100—4~%=%=33,333...z33,3 (cm).

Varjostimen pohjanelién sivun pituuden tulee olla 16,7 cm ja
korkeuden 33,3 cm.

Vastaus  pohjasdrmd 16,7 cm ja korkeus 33,3 cm
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On selvitettdvd, mikéd on se kahvikupin hinta, jolla viikon aikana
saataisiin kassaan mahdollisimman suuri rahaméaira.

Merkitddn 0,05 euron korotusten lukumaarda x.

Jos hintaa korotetaan x-0,05€ =0,05x €, niin uusi myyntihinta on
0,80+0,05x (€/kuppi).

Talloin myytyjen kupillisten mééré laskee 25x kappaletta, joten uusi
vitkkomyyntimdird on 500 —25x (kupillista).
Myyntitulo saadaan kertomalla kappalehinta myyntiméaéaralla.

Viikon myyntitulon ilmaisee funktio

M (x) = (0,80 +0,05x)(500 — 25x) = —1,25x + 5x + 400 .

Funktion M kulku pditelldén derivaattafunktion merkeista.
Funktion M derivaattafunktioon M'(x)=-2,5x+5.
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

-2,5x+5=0
x=2



Tekija e Pitkd matematiikka 6 o 29.5.2017

Laaditaan funktion M kulkukaavio. Derivaattafunktio M’ on
polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. Sen merkki voi vaihtua
vain nollakohdissa. Paatelldan derivaattafunktion merkit testaamalla.

x f'(x) | merkKi
5 +
4 5 -

()

M'(x) + —
M(x) /! N\

max

Kulkukaavion perusteella myyntitulo on suurin, kun x = 2.

Lasketaan kahvikupin hinta ja myyntimaaré, kun x = 2.

hinta: 0,80+0,05x =0,80+0,05-2=0,90 (€/kuppi)
myyntiméadrd: 500—25x =500-25-2 =450 (kupillista)

Viikon myyntitulot ovat mahdollisimman suuret, kun kahvikupin
hinta on 0,90 €. Télloin kahvia myyddan 450 kuppia viikossa.

Vastaus 0,90 €, 450 kuppia
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K44
a) Ratkaistaan f(x)= 2;"_“ c nimittdjan nollakohta.
2x-6=0
x=3

Funktio f on méiiritelty, kun x #3

_4(2x—6)—4x-2
(2x —6)?
_ 8x—24-8x
(2x —6)?
__ 24
(2x —6)?
_ 24
4x% —24x+36
-6

o

A/(x2—6x+9)
1

—6
x2—6x+9

_ -6
(x-3)?

J'(x)
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b) Funktion g(x)=—>%*tL nimittaja 4x2+2>0 kaikilla x.
4x2 +2

5(4x% +2)—(5x+1)-8x

! x —
g0 (437 +2)?
_ 5(4x* +2)—(5x—1)-8x
(4x% +2)?
_ —20x% -8x+10
(4x? +2)?
Vastaus
: —24 -6
a X)= = , kun x #3
=60 ey [ (x—3>2)

oy —20x%2 —8x+10
b) g'(x)= (4x2 +2)?
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K45
2
Ratkaistaan funktion A(x) = 83—_xx nimittdjan nollakohta.
3—x=0
x=3

Funktio /# on maédritelty, kun x #3.

Derivoidaan.

2x(3-x)—(8—x2)-(-1)

R(x) =

(3-x)
_ —6x+2x?+8-x% _ x?—6x+8
(3-x)? (3-x)

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

x? —6x+8 ~0
(3-x)?
x2—6x+8=0

_—(-6)£\(-6)>-4-1-8 40
= 21 )
6-2_-2 i x=6+2-4

X="5 2

Molemmat ratkaisut toteuttavat maarittelyehdon.

Vastaus
x=2 tai x=4
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K46

X3

Selvitetddn funktion f(x)= madrittelyehto.

x2

x2-12=0

x=-23 tai x=23
Funktio on mééritelty, kun x # 23 ja x# 243

Derivoidaan funktio ja paitelldédn funktion kulku derivaatan
merkeist.

)= x* —36x?

’ _ x3
S =D (x2 —12)?

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

x*—36x2 _
(x2 —12)?

x=0 tai x=-6 tai x=6
Saadut nollakohdat toteuttavat maarittelyehdon.

Laaditaan funktion f* kulkukaavio. Derivaattafunktio on
rationaalifunktio ja siten jatkuva miérittelyjoukossaan. Sen merkki
voi vaihtua vain nollakohdissa tai kohdissa, joissa f ” ei ole
madritelty.
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£1(=7)=0,4653...> 0
f1(~4)=-20<0
£1(~=1)=-0,2892...< 0
£1(1)=-0,2892...< 0
£1(4)=-20<0
£1(7)=0,4653...> 0

6 23 0 23 6
| 1

f,+ | | +
f_ NN N PN |

max el maar terassi el midiar min

Kulkukaavion perusteella funktiolla on maksimikohta x=-6 ja
minimikohta x = 6. Lasketaan maksimi- ja minimiarvo.

maksimiarvo f(—6)=-9
minimiarvo f(6)=9

Vastaus Graafinen tarkistus:
maksimikohta x = -6, y
maksimiarvo —9,

minimikohta x =6,
minimiarvo 9

10 20
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K47

Funktio f(x)=

= |

- % on madritelty, kun x#0.
X

Derivoidaan funktio ja paitelldén funktion kulku derivaattafunktion
merkeistd.

S@=DE-1)=5-5

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

Nollakohdat toteuttavat méérittelyehdon.

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on
rationaalifunktio ja siten jatkuva mairittelyjoukossaan. Sen merkki
voi vaihtua vain nollakohdissa tai kohdassa, joissa f’ ei ole
madritelty.
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fi(-1)=-3<0
£1(=0,5)=24>0
£1(0,5)=24>0
f1(1)=-3<0

min el mdiar max

Kulkukaavion perusteella funktiolla on maksimikohta x = \/15 ja
minimikohta x =— L . Lasketaan maksimi- ja minimiarvo.

NG

maksimiarvo f (L) =42

NG

minimiarvo f(— L) =42

NG

Vastaus

minimikohta x =-—

(: _\/25) , minimiarvo —4\/5

maksimikohta x =

[: \/gj , maksimiarvo 4\/5 ,
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K48

x2
x-3
x = 3 ei kuulu tarkasteluvilille, joten funktio f on médritelty koko
suljetulla valilla [-6,2].

Funktion f(x)=

, missd —6 < x <2, nimittdjidn nollakohta

Maiiritetddn funktion suurin ja pienin arvo vililld [-6,2].
Funktio f saavuttaa suurimman ja pienimmén arvonsa vilin
padtepisteessi tai vélille kuuluvassa derivaattafunktion
nollakohdassa.

2x(x=3)—x%-1
(x=3)

_2x%? —6x—x?

(x-3)?

_ x2—6x

C(x-3)

S =

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat

x2 —6x _
(x-3)?
x2—6x=0
x(x—6)=0

x=0 tai x-6=0

X =
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Derivaatan nollakohdista x =0 kuuluu vilille ]—6,2] .

Lasketaan funktion f arvo derivaatan nollakohdassa ja vélin
padtepisteissd

f(=6)= £_66_)23 =—4  pienin

£(0) = %2_3 =0 suurin
_ 22 _ 4

J@==379

Funktion suurin arvo on 0 ja pienin —4.

Funktio f on suljetulla vililld jatkuva, joten se saa kaikki arvot
vililtd [-4,0].

Vastaus
a) pienin arvo —4, suurin arvo 0
b) arvojoukko [—4,0]
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K49

2

Funktio f(x)= ?5) X=8 on madritelty, kun 3—x2 £0.

Maiiritetddn nimittdjan nollakohdat.

3—x2=0
x=-—+3 tai x:x/g‘

Funktio f on madritelty, kun x # -3 ja x# V3.

Lasketaan mihin kdiyrin y = f(x) pisteeseen normaali piirretdén.

_52-8_2 __
f@=323=2=

Normaali piirretdén pisteeseen (2, —2).

Lasketaan kohtaan x =2 piirretyn tangentin kulmakerroin

kr=1'2).
Derivoidaan funktio.

5(3-x%)—(5x—-8)-(-2x)

f'x)=

(3—x2)2
_ 15-5x? +10x% —16x
(3—)62)2
_ 5x2-16x+15

(3-x%)?
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, 5.22-16-2+15
k = 2 = frd
r=/'Q2) (3_22)

Normaalin kulmakerroin saadaan kohtisuoruusehdon avulla.

kT'kN :—1
3‘kN =_1
ky —%

Normaalin kulmakerroin on ky =

3 ja normaali kulkee pisteen
(2,-2) kautta. Muodostetaan normaalin yht&lo.

Y= Yo =k(x=xp)
y=(D)=-3(x-2)

y+2:—lx+;

3 3
__1 4
y=-3-3 -3
3y=—x-4
x+3y+4=0
Vastaus
__ 1.4 =
y=-3x¥-3 (x+3y+4=0)
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K50

Funktio f(x)= —% —2 on maddritelty, kun x#0.
X

Maédritetddn kdyran piste, johon tangentti piirretdén.

Tangentti piirretddn pisteeseen (—1, —5).

Lasketaan kohtaan x =—1 piirretyn tangentin kulmakerroin

k=f(-1).

Derivoidaan funktio.

f=-5

Tangentin kulmakerroin on k£ =-18 ja tangentti kulkee pisteen
(—1,-5) kautta. Muodostetaan tangentin yhtalo.

y=yo=k(x—xo)
y=(=5)=-18(x=(=1)

y+5=—-18x—-18

y=—18x-23
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Lasketaan tangentin ja koordinaattiakselien leikkauspisteet.
Tangentti leikkaa y-akselin, kun x=0.
y=-18-0-23=-23

Tangentti leikkaa x-akselin, kun y=0.

0=—18x—23
__23
AT

Kolmion kannaksi saadaan —%g = % ja korkeudeksi |-23|=23.

Lasketaan kolmion pinta-ala.

23,
_ 18 _ 529 ~
A= ;= 36( 14,7)
Vastaus

_529
A=2(=14,7)
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K51

Merkitddn akvaarion pituutta 3x, leveyttd x ja korkeutta y.

I
I
/)_____

y -
22 3
xr

Akvaarion tilavaus 180 L =180 dm> =180 000 cm?.
Akvaarion tilavuuden avulla saadaan lauseke korkeudelle.

V=180 000
3x-x-y =180 000
180 000 _ 60 000
T &

Muodostetaan akvaarion pinta-alan lauseke.

A=2-3x-x+2-3x-y+2-xy = 6x% + 6xy +2xy
60 000 60 000 » 360000 120 000
+2x———=6x"+ +
x2 xz X X
480 000

X

=6x2 +6x

=6x2 +

Akvaarion seinien pituuksian on oltava positiivisia, joten saadaan
maidrittelyehto x>0 ja y>0.
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Akvaarion pinta-alaa kuvaa funktio

A(x) = 6x2 + 480x000 , kun x>0.

Tutkitaan funktion 4 kulkua derivaattafunktion merkkien avulla.

480 000
2

A(x)=12x—

Lasketaan derivaatan nollakohta.

_ 480000 _

x2

12x 0

x =34,1995...

Laaditaan pinta-alafunktion 4 kulkukaavio. Derivaattafunktio A’
on rationaalifunktio ja siten jatkuva maéarittelyjoukossaan. Se voi
vaihtaa merkkiddn ainoastaan nollakohdassa.

A'(1)=-479988 < 0
A'(35)=28,163...> 0

0 34,1995...
A - +
AN /!

min

Kulkukaavion mukaan akvaarion pinta-ala on pienin eli lasia kuluu
vahiten kun x =34,1995... ~ 34



Tekija e Pitkd matematiikka 6 o 29.5.2017
Lasketaan muiden sivujen pituudet.

3x=3-34,1995...=102,598... ~ 103

~ 60000 60 000
x2 34,1995...2

=51,299...~ 51

Akvaarion

leveys x =34 cm,
pituus 3x =103 cm ja
korkeus y =51 cm.

Vastaus
leveys 34 cm, pituus 103 cm ja korkeus 51 cm
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KS2

Merkitddn suoran ympyralierion muotoisen rasian pohjan sidettd r
ja korkeutta 4.

S
o E—

h

Rasian tilavuus on 3 L =3 dm3 =3000 cm?.
Rasian tilavuudesta saadaan lauseke korkeudelle.

¥ =3000
nrih =3000
he 30020

Tr

Muodostetaan (kannettoman) rasian pinta-alan lauseke.

3000

Tl?l"2

A=nr>+2nrh=nr* +2mr-
—nrla 6000
r

Rasian siteen ja korkeuden on oltava positiivisia, joten saadaan
maédrittelyehto »>0 ja 7A>0.
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Rasian pinta-alaa kuvaa funktio 4(x)=zr? + @, kun »>0.

Tutkitaan funktion A kulkua derivaattafunktion merkkien avulla.

A(x)=2nr- 6000

Lasketaan derivaattafunktion nollakohta.

2m,_760§)0 =0

r
r=9,84745...~9,8

Laaditaan pinta-alan funktion kulkukaavio. Derivaattafunktio on
rationaalifunktio ja siten jatkuva méiarittelyjoukossaan. Se voi
vaihtaa merkkiéén ainoastaan nollakohdassa.

A(9)=-17,52...<0
A'(10)=2,83..> 0

0 9,8
A — +
AL N /

min

Kulkukaavion mukaan rasian pinta-ala on pienin eli pahvia kuluu
vihiten kun sdde »=9,8 cm.

Talloin rasian korkeudeksi saadaan

3000

= W = 9,84745 ~ 9,8 (Cm)
T3,
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Vastaus
rasian korkeus on 9,8 cm ja pohjan side 9,8 cm
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KS3

15
x2-2x+4
Maiiritetddn nimittdjan nollakohdat.

Selvitetddn funktion g(x)= maédrittelyehto.

x2-2x+4=0
FEi ratkaisua

Funktio on mééritelty kaikilla x.

Funktion osoittaja on vakio, joten funktio g saa suurimman
arvonsa, kun nimittiji x> —2x+4 on mahdollisimman pieni.

Nimittjin kuvaaja y = x> —2x+4 on alaspiin aukeava paraabeli,
joka saa pienimmén arvonsa huipussa eli derivaatan y'(x) =2x-2
nollakohdassa.

2x-2=0
2x =2
x=1
Funktion g suurin arvo onsiis g(1) = 15 15 5
12-2-1+4 3

Nimittdjin arvot kasvavat rajatta, kun x kasvaa tai pienenee rajatta.
Siis nimittdjdlla ei ole suurinta arvoa, eikd ndin myoskain funktiolla
g ole pienintd arvoa.

Vastaus

suurin arvo 5, ei pieninté arvoa
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Huomaa!

15
x2—2x+4
myos derivivaattafunktion g’ avulla.

Funktion g(x)= , missd x € R, kulkua voidaan tutkia

Derivoidaan funktio g ja pédtellddn funktion kulku derivaatan
merkeist.

' 15 —30x +30
x)=D =
&' ¥2=2x+4 (x2-2x+4)?

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

—30x +30
(x2 —2x+4)?

x=1

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on
rationaalifunktio ja siten jatkuva mairittelyjoukossaan. Sen merkki
voi vaihtua vain nollakohdassa.

¢'(0) = %5 >0
g(2)=—12<0
8
1
g _+ -
g_/ N
max

Kulkukaavion perusteella funktio saa suurimman arvonsa
kohdassa x =1. Lasketaan suurin arvo.
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15
1 = ———|=
&) 12-2-1+4

Kulkukaavion mukaan funktiolla g ei ole minimikohtia, joten silld
ei ole pieninti arvoa.

Vastaus
suurin arvo 5, ei pieninté arvoa
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M1

Ratkaistaan nimittdjan nollakohta.

Funktion méérittelyehto on x # 6.

Vastaus C
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M2

Supistetaan murtolauseke.

4x?—9 _ (2x-3)2x+3) _
3 ax_3 3

Vastaus B
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M3

Nimittdjan nollakohta on x = 0. Murtolauseke on mééritelty kun
x#0.

2
X —4x_0

4x -4
x2—4x=0
x(x-4)=0

x=0 tai x—-4=0
x=4

Ratkaisuista x =4 toteuttaa méérittelyehdon.

Vastaus C
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M4

Nimittdjan nollakohta on x = —2. Murtolauseke on médritelty kun
x#-2.

x24+x-2 _ .
) =0 [-(x+2)

x2+x-2=0

1412 -41:(=2)  _129
X = = 2 =

—1£3
2

Ratkaisuista x =1 toteuttaa miérittelyehdon.

Vastaus B
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M3

Nimittdjan nollakohta on x = —2. Médrittelyehto on x # 2.

Merkitiin f(x) =% _g ja ratkaistaan funktion nollakohdat.

X+
x-9 _ .
x+2_0 |-(x+2)
X =
X =

Ratkaisu toteuttaa méadrittelyehdon.

Funktio f voi vahtaa merkkidin ainoastaan kohdissa —2 ja 9.

. -3-9_-12 _
f(B=7370="12=12>0

_0-9_-9
JO=475=7 <0

109 1
JAO=1072"12>0

Laaditaan merkkikaavio.
-2 9
/ I B

Epayhtilo %;g >0 toteutuu, kun x < -2 tai x>9.

Vastaus B
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M6
X <
x+1_2
X__2<0
x+1

Nimittdjan nollakohta on x = —1. Médrittelyehto on x = —1.

Merkitisin f(x)=—*—-2 jaratkaistaan funktion nollakohdat.

x+1
X _n_ .
. 2=0 [(x+1)
x(x+1) B
il 2(x+1)=0
x—2x-2=0
-x=2
x=-2

Ratkaisu toteuttaa méadrittelyehdon.

Funktio f voi vahtaa merkkiddn ainoastaan kohdissa —2 ja —1.

N L B |
SR =z 7257270
_3 _3
f(=3H=—2 2-"2 5-3-2-1>0
A .
2 2

=0 _Hs_pg_n=—_
f(O)=)5-2=0-2=-2<0
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Laaditaan merkkikaavio.

f S I

X
x+1

Epayhtilo —2<0 toteutuu, kun x <-2 tai x>-1.

Vastaus A
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M7

Funktiolla on raja-arvo kohdassa a, koska
lim f(x)= lim f(x)=p.
x—>a+

xX—a—
Funktiolla on raja-arvo kohdassa b, koska lim f(x)= lim f(x).
x—b— x—b+
Funktiolla ei ole raja-arvoa kohdassa c, koska lim f(x)=g¢,
X—>C—

lim f(x)=r ja g#r.

X—>c+

Vastaus a, b
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M8

Tutkitaan vaitetta a.

Nimittdjan x + 1 nollakohta on x =—1. On siis oltava x = —1.
Lisidksi funktiota ei ole médritelty kohdassa x =5.

Viite a ei ole tosi.

Tutkitaan viitettd b.

Funktion lauseke vaihtuu kohdassa 2. Lasketaan toispuoliset raja-
arvot.

lim f(x)= lim **7=2+7_9 _3

x—2— r2— x+1 2+1 3
lim f(x)= lim (2x-1)=2:2-1=3
x—2+

Toispuoliset raja-arvot ovat samat, joten funktiolla on raja-arvo
kohdassa x =2. Viite b on tosi.

Tutkitaan viitetta c.

Funktion lauseke vaihtuu kohdassa 5. Lasketaan toispuoliset raja-
arvot.

lim f(x)—hm(2x )=2-5-1=9

x—5-

lim f(x)= hm( x+15)=-5+15=10

x—>5+
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Toispuoliset raja-arvot ovat erisuuret, joten funktiolla ei ole raja-
arvoa kohdassa x =5.

Viite c ei ole tosi.

Vastaus b
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M9

2 j—
Funktio f(x)= x3x—_agx _ ggi_c;)) .

Jotta funktiolla olisi raja-arvo kohdassa 3, pitdd lauseketta supistaa.
Supistaminen onnistuu, kun osoittajassa on tekija x —3.
Joten a =3.

Vastaus b
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M10

2
Lasketaan funktion f(x)=2X_T15x+28 ,oiittaian ja nimittijin
8x2 +31x—4

raja-arvo.

lim (2x2 +15x +28) = 2(—4)%? +15(-4) +28 =0
x—>—4
lim (8x% +31x—4)=8(-4)> +31(-4)-4=0

x—>—4

Lauseketta voidaan supistaa. Jaetaan osoittaja ja nimittdja tekijoihin
nollakohtien avulla.

2x2 +15x+28=0
A g e
x=—4 tal x )

8x2 +31x—-4=0
— 4 tai 1
x=—4 tal x g

7

2(x+4)(x+ 1)
2

lim 2X2+15x428 _ o 2

>4 8x2+31x—4 x4 8(x+4)(x—%)

7
20x+1)

= lim 2__ |jm 2X+7

x——4 8(x _%) x—>—4 8x—1

_2(H+T _ 8+7 _ 1

C8(—4)-1 -32-1 33

Vastaus C
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lim f(x)=2 ja lim f(x)=-2

x—=>-1- x—>-=1+

Funktio ei ole jatkuva kohdassa x =—1, koska lim f(x) ei
x—-—1

ole olemassa.
lim f(x)=0 ja f(1)=0
x—1

Funktio on jatkuva kohdassa x =1, koska lim f(x)= f(1).
x—1

Funktio ei ole jatkuva kohdassa x =3, koska funktiota ei ole
madritelty kohdassa 3.

Vastaus B



M12

2x+1, kunx < -2
feo =1 hny <

lim f(x)=lim(-3)=-3= f(2)
x—2 x—2
Funktio on jatkuva kohdassa 2, koska lim f(x)= f(2).
x—2

Tutkitaan jatkuvuutta kohdassa —2.

f(=2)=-3
hrr; f(x)= hr% 2x+1)=2-(-2)+1=-3
hm2 f(x)— hm ( 3)=-3

Funktion arvo seki toispuoliset raja-arvot ovat samat kohdassa
-2, joten funktion kohdassa jatkuva.

Vastaus AjaB
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f0=—

Nimittdjdn nollakohta on x = 3. Funktion méérittelyehto on
x#3.

Funktio on rationaalifunktio ja siten jatkuva
maédrittelyjoukossaan.

Vastaus C



M14

@

s

Funktiolla f* ei ole kohdassa 2 vasemmanpuoleista raja-arvoa,
joten funktio ei voi olla jatkuva vilill4, johon kuuluu kohta
x=2.

Funktio on méiritelty vélin [2,5] jokaisessa pisteessd ja
jatkuva talla valilla.

Vastaus C



M15
f(x)=x3+3x-3

Funktio on polynomifunktio ja siten jatkuva kaikkialla.
Tutkitaan funktion arvoja vilin [0,1] paétepisteissa.

£(0)=0%+3x-3=-3
fH=13+3.1-3=1

Koska funktio on vililld [0,1] jatkuva, se saa kaikki arvot
valiltd |- 3,1] ainakin kerran vililld ]0,1[, joten funktio saa
vililla ]1-3,1] olevat arvot 0 ja -1.

Vastaus AjaC
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M16

Kuvan perusteella véite a on totta.

Lasketaan kuvan tangentin kulmakerroin, kun se kulkee pisteiden
(1,2) ja (2,-1) kautta.

1'@)=-3

Kohdassa x =—1 on paraabelin huippu, jolloin kdyrille piirretty
tangentti on x-akselin suuntainen ja sen kulmakerroin on 0, joten

f(=1)=0.

Vastaus a,bjac
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M17

Muodostetaan funktion f(x)=x? —x erotusosamiiri kohdassa 3.

1'3)= f(3+h) IAC))

fim (3+h)2—(3+h)—(33—3)
h—0 h

Vastaus b
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M18

i) ==3x3"143-2x271 0= 3x% + 6x

Vastaus B
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M19
Maééritetddn derivaattafunktio.
g'(x)=2x>T4+1-x"1 =2x+1
Lasketaan derivaattafunktion arvot kohdissa -2, 0 ja 2.

g'(-3)=2-(-3)+1=-5
g'(0)=2-0+1=1
g'(2)=2-2+1=5

Vastaus AjaC
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M20

Laaditaan funktion kulkukaavio.

4 7

f' +
S /! N\

max min

N+

Kulkukaavion perusteella funktiolla on maksimikohta x =4 ja
minimikohta x=7.

Vastaus AjaC
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M21

Laaditaan funktion kulkukaavio. Derivaattafunktion nollakohdat
ovat x=-2, x=0 ja x=35.

-2 0 5

f!

+ +
o/ N\ /! N\

Kulkukaavion perusteella funktio on kasvava vélilld x <-2 ja
valilla 0<x<5.

Funktio on viheneva vililla —2 < x <0 javilillda x>5.

Vastaus BjaC
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M22

Polynomifunktio f saavuttaa vililld [-1, 2] suurimman ja
pienimmin arvonsa vilille ]-1, 2[ kuuluvassa derivaattafunktion
nollakohdassa tai vilin paétepisteessa.

Funktion f derivaattafunktio on f'(x)=2x.

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

2x=0
x=0

Lasketaan funktion f arvot vélin paitepisteissé seké vilille
kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa.

S =(-1) =1
£(0)=0%>=0 pienin
f()=1>=4 suurin

Funktion suurin arvo vélilld on 4 ja pienin 0.

Vastaus AjaB
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M23

Kulkukaavion perusteella funktio f* saa suurimman arvonsa
maksimikohdassa x =-5 tai x =2, koska funktio on aidosti
viaheneva vililld x <-5 javililld x >2. Viite A on siis tosi.

Viite B ei ole tosi, koska viite A on tosi.
Ainoa kohta, jossa funktiolla voisi olla pienin arvo on x = 0. Mutta

koska funktio on aidosti vaheneva, kun x <-5 tai x> 2, niin ei
voida varmuudella sanoa onko pienin arvo kohdassa x = 0.

Vastaus A
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M24

Kohtaan x =1 piirretyn tangentin kulmakerroin & = f'(1).

f'(x)=-3x2+2
ki=f'1)=-3-12+2=-1

Viite B on siis tosi ja vdite A epitosi.

Normaalin kulmakerroin 4, saadaan kohtisuoruusehdolla.

ky -k, =—1
1k, =-1
ky =1

Viite C on siis tosi.

Vastaus BjaC
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M25

Kayridn ja x-akselin leikkauskohdassa y = 0. Ratkaistaan
leikkauskohta.

-x3+1=0
x3=1
x=1

Kayrille kohtaan x =1 piirretyn tangentin kulmakerroin & = y'(1).

y'(x) = -3x
k=y'(1)=-3-1>=-3

Lasketaan tangentin suuntakulma.

tana =k
tana =-3

a =tan"'(-3) = -71,565...°

Kéyridn ja x-akselin vilinen kulma on noin 71,6°.

Vastaus A
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M26

1
13

Maédrittelyehto on x #0.

Funktion f(x)=—+ nimittdjdn nollakohtaon x =0.

f(x)=D(-L) = D(x713) = 1357137 = 13714
X

Vastaus C
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M27

|2
341

Derivoidaan funktio g(x)= , missd x #—1.

X

2x(x3 +1)=3x2 - x2
(x3 + 1)2

g'(x)=

Vastaus A
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M28

1+ x
X
piirretyn tangentin kulmakerroin k£ = g'(-1).

Funktion g(x)= ,missd x #(0 kuvaajalle kohtaan x =—1

2'(x) = l-x—(12+x)-1
X
_x—1-x
x2
__1
xZ
' 1
g=h= CI2 -
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M29

Derivoidaan rationaalifunktio g(x)= %, missd x> 0.
X

g'(x)=D2x3)=-3-2x3"=—6x* =— %
X

Derivaattafunktio on rationaalifunktio ja siten jatkuva
madrittelyjoukossaan. Derivaatalla ei ole nollakohtia, joten sen
merkki on aina sama, kun x > 0.

g’(l):—I%:—6<0

Kulkukaavion perusteella funktio on aidosti vihenevd kun x> 0.

Vastaus AjaC
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M30

Maéiritetddn funktion f(x)= | X 5> kun 2 <x <6 midrittelyehto.
—x

Lasketaan nimittdjan nollakohta.

1-x2=0
xz=1

x=-1 tan x=1
Maédrittelyehtoon x#-1 ja x=#1.
Funktio on rationaalifunktio ja siten jatkuva méarittelyjoukossaan.

Funktio on mééritelty koko suljetulla vélilld [2,6], joten silld on
suurin ja pienin arvo télla vélilla.

Vastaus AjaB
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M31

Kirjan 1. painoksessa on virhe tehtivinannossa. Tehtivinannon c-
kohdan pitiisi olla c) nollakohdat ovat samat.”

2x

Sievennetddn funktion f(x)= lauseke.
3x3 —4x
2x 2x 2

X)= = = = X
S 3x3—4x  x(3x*-4) 3x?-4 &)
Lasketaan nimittdjien nollakohdat.

Funktio f: Funktio g:

3% —4x=0 3x2-4=0
x(3x%2-4)=0 24
x=0 tai 3x2-4=0 3

X = iL
2ot N
3
2
X=x—"=
NG}

Funktion f méérittelyehtoon x#0 ja x# + 2
NE)
Funktion g mdirittelyehto on x

2
£t
NG

Koska funktioilla on eri méarittelyjoukko, funktiot eivét ole samat.
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Funktioiden lauseke on sama, mutta miérittelyjoukko eri, joten
niiden derivaattafunktioillakin on eri miirittelyjoukot.

Siis my0Oskéédn derivaattafunktiot eivét ole samat.

Mairitetddn funktioiden nollakohdat.

Funktio f: Funktio g:
S(x)=0 g(x)=0
2x =0 2 —
3x3 —4x 3x2 -4
2x=0
Ei ratkaisua.
x=0
x =0 ¢i toteuta mérittelychtoa, Funktiolla g ei ole nollakohtia.
Funktiolla 1 ei ole nollakohtia.

Kummallakaan funktiolla ei ole nollakohtia, joten niilld on
keskenddn samat nollakohdat.

Vastaus C
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Graafinen tarkistus:

. 2x . 2
Funktio xX)=—=>— Funktio g(x)=—2*=—,
T= 35 T s34
- . 2 - 2
missd x #0ja x #+ . missd x #+—%=.
NE NG

y

w
<
w

~
~

-
-

Funktiolla g on maksimikohta x =0, mutta funktiolla /" ei ole
adriarvokohtia.
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M32

Kirjan 1. painoksessa on virhe tehtivinannossa. Tehtivinannon 1.
lause pitiisi olla ”Funktion f derivaattafunktio /' on kaikkialla
aidosti kasvava.”

Koska derivaattafunktio /' on kaikkialla aidosti kasvava, silld voi
olla korkeintaan yksi nollakohta.

e Mikali derivaattafunktiolla f” ei ole nollakohtia, niin funktiolla f
ei ole mydskéén dériarvokohtia, eikd siis ddriarvojakaan

e Mikéli derivaattafunktiolla on nollakohta x = a, niin saadaan
kulkukaavio, jossa derivaattafunktion /" merkki vaihtuu
negatiivisesta positiiviseksi, koska f’ on aidosti kasvava.

P ¥
A

min

Funktiolla f* on tissd tapauksessa yksi minimikohta.

Funktiolla f voi siis olla korkeintaan yksi minimikohta.

Vastaus B
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Al

a) Nimittdjien nollakohdat ovat x=0ja x=-2 .
Yhtélon méérittelyehtoon x #0 ja x=#-2 .

Ratkaistaan yhtdlo.
6__4 _ .
T 2 [x(x+2) (#0)
6x(x+2) 4x(x+7)
- =2x(x+2)
X )’A—/f

6(x+2)—4x=2x(x+2)
6x +12 —4x =2x% +4x
—2x?-2x+12=0 -2

—x2—-x+6=0

(D=2 =4-(=1)-6 |15
2-(=1) )

_1+5_ . _1-5_

__2_3talx—2—2

X =

X

Molemmat ratkaisut toteuttavat maarittelyehdon.



Tekija e Pitkd matematiikka 6 o 29.5.2017

b) Siirretddn termejd niin, ettd epayhtélon oikealle puolell tulee
nolla.

2
2¢S3x
x+1

2
2i—3x£0
x+1

2
Merkitiin f(x)= % -

arvoilla f(x)<0.

3x jaselvitetddn millda muuttujan x

Nimittdjén nollakohta on x = —1, joten funktion f
madrittelyehto on x # —1.

Ratkaistaan funktion f nollakohdat.

2x2_ _ )
i 3x=0 |‘(x+1) (#0)

2
hﬁ;fﬁ—z,x(xﬂ):o

2x2-3x2-3x=0

—x?-3x=0
—x(x+3)=0

x=0 ) x+3=0
tai

x=-3
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Funktio f on rationaalifunktio, ja siksi jatkuva maérittelyjoukossaan.
Se voi vaihtaa merkkidin ainoastaan nollakohdissa tai kohdassa

x =—1, jossa funktio ei ole mééritelty. Lasketaan jokaiselta
osavililtd yksi funktion arvo.

=2 5 g4

f(-2)=22° (2)2 3.(-2)=-2<0

2. (—0,5)2

JE0 =" 5

~3.(=0,5)=2,5>0

2
f(l):% 11 ~3.1=-2<0

Laaditaan merkkikaavio.

f(x)<0, kun -3<x<-1 tai x>0.

Vastaus a) x=-3 tai x=2
b) 3<x<-1 tai x>0
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A2

a) Lasketaan osoittajan ja nimittdjdn raja-arvot.

lim(x%> -81)=92 -81=0
x—9

lim(x-9)=9-9=0

x—9

Lauseketta voidaan sieventis.

C2-8] . (x=9)(xF9)
llm = llm —_———
x—9 x—9 x—9 )’/Zg

= lim(x+9)=9+9=18

x—9
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b) Lasketaan osoittajan ja nimittdjén raja-arvot.

lim (5x* —10x3)=5-24-10-23 =0

x—2

lim(3x2 —6x)=3-22-6-2=0

x—2

Lauseketta voidaan sieventis.

3
i M =i M
lim = lim
2 3x2—6x  xo2 3xM

5x
= lim
x—>2( 3)( )
5x2\_5-22 _20
=] <Y
=M =573
Vastaus  a) 18 b) 20



Tekija e Pitkd matematiikka 6 o 29.5.2017

A3

a) Midritetddn funktion f(x)=2x?—4x erotusosamiirin raja-
arvo kohdassa 3.

3y = i L G =)
1o L8

i 260 —4G+h)—(2-32 —4-3)

h—0 h
. 2(32+6h+h*)-12-4h—6
= lim
h—0 h
_ lim 18+12/ +2h% —18—4h
h—0 h
= lim 2]’[2 +8h
h—0  h
~im J(2h +8)
h0 N
= lim (24 +8)
h—0
=0+8

=8
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b) Maédritetddn funktion g(x)= 3 erotusosamairin raja-arvo

X
kohdassa 3.

h—0 h
3 3
= lim 3+ h 3
h—0 h
3
. 3+h
= lim
h—0 h
3  3+h
= lim 3+ h 3+ h
h—0 h
3-3-h
= lim —3+/
>0  h
= i —}f.l)
h1—>mo(3+h 4
_ i —1
;%1_>mo3+h
_ -1
3+
__1
3

Vastaus a) f'(3)=8 b) g'(3)= _%
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A4

a) Miidritetddin funktion f(x)=5x+4x? +18 derivaattafunktio.

f(x)=3-5x2+2-4x' +0

=15x2 +8x

Lasketaan derivaattafunktion arvo kohdassa 1.

f'(1)=15-1+8-1=23

b) Maiiritetddn funktion f(x)= 3X_ derivaattafunktio.

x2 42

, D3x)-(x%2 +2)=3x-D(x% +2
f(x):()( 2) ! ( )
(x*+2)
_3(x*+2)-3x-2x
(szrZ)2
_3x2+6-6x7
(xZJrZ)2
:M
(x% +2)?

Lasketaan derivaattafunktion arvo kohdassa 1.

3.12
=312 +6_3_1

(12+2)2 9 3

Vastaus ) f'(1)=23 b) f’(l):%
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AS

1) Funktio on kasvava vélilld 1 <x <2, joten derivaattafunktion
arvot ovat positiivisia kun 1 <x <2. Ainoa derivaattafunktio,
joka toteuttaa timin ehdon on 4'(x).

2) Funktio on kaikkialla kasvava, joten sen derivaattafunktion kaikki
arvot ovat positiivisia tai nolla. Ainoa derivaattafunktio, joka
toteuttaa timan ehdon on g'(x).

3) Funktio on vdheneva, kun x <1 eli sen derivaattafunktion arvot
ovat negatiivisia, kun x < 1. Vastaavasti funktio on kasvava, kun
x > 1 eli sen derivaattafunktion arvot ovat positiivisia, kun x> 1.
Ainoa derivaattafunktio, joka toteuttaa nima ehdot on f'(x).



Tekija e Pitkd matematiikka 6 o 29.5.2017

A6

a) Funktion f(x)= %x"‘ +x3 —5x2 +12 kulku paitelldsn

derivaattafunktion /"' merkeista.

Funktion f derivaattafunktio on f'(x)=x3 +3x% —10x.
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

x3+3x2-10x=0

x(x2+3x-10)=0

x2+3x-10=0

3432 -4.1:(-10) 347
- 2-1 )

_ =347 _ o _=3-T7 _ _
x—i2 2 tal x 5 5

x=0 tai

X
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Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on
polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. Sen merkki voi
vaihtua vain nollakohdissa. Péatellddn derivaattafunktion merkit

testaamalla.
X f'(x) | merkki
-6 —48 —
-1 12 +
1 -6 —
3 24 +
-5 0 2
RO ¥ - ¥
f(x) N\ / N\ /!

Kulkukaaviosta ndhdéén, ettd funktio f/ on kasvava
vélilldi -5<x<0 javililld x>2.

Funktio f on véhenevé vililli x<-5 javilillda 0<x<2.
b) Funktio on aidosti kasvava vililld —5 < x < 0. Siis mitd suurempi

on muuttujan arvo, sitd suurempi on funktion arvo.
Téten f(—4,999999) < f(—4,999998).

Vastaus  a) kasvava vililla -5<x <0 javililld x>2,
vihenevd vililld x <-5 javililldi 0<x<2

b) f(~4,999998)
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AT
Polynomifunktio f(x)= %x3 —4x+2 saavuttaa vililld [-1, 3]

pienimmin arvonsa vilille ]-1, 3[ kuuluvassa derivaattatunktion
nollakohdassa tai vilin péddtepisteessa.

Funktion f derivaattafunktio on f'(x)=x%—4.

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

x2—4=0
x2=4

x=2 tai x=-2

Derivaattafunktion nollakohdista vain x =2 on vililld ]-1, 3[.

Lasketaan funktion f arvot vélin paitepisteissé seké vilille
kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa.

f(_l)zé-(—1)3 —4-(—1)+2:1?7 suurin
f(3):%-33—4-3+2:—1

f(2)=%-23—4-2+2:—% pienin
. ) ) 17 _ 10
Lasketuista arvoista suurinon f(-1) = 3 Ja pienin f(2)= 3
. w17 . __10
Vastaus Suurin arvo f(-1)= pienin arvo f(2)=

3 3
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A8
a) Koska funktion

—2x+4, kun x<3
f(x)=1-2, kun x =3
—x% +10x—23, kun x>3

lauseke kohdan 3 eripuolilla ei ole sama, on méadritettdva
toispuoliset raja-arvot.

lim f(x)= lim (-2x+4)=-2-2+4=-2
x—3— x—3—

lim f(x)= lim (—x? +10x—23)=-3%+10-3-23=-2

x—3+ x—3+

Funktion arvo kohdassa 3 on f(3) =-2.

Koska lim f(x)= lim f(x)= f(3), niin funktio f on
x—3— x—3+

jatkuva kohdassa 3.
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b) Funktion

x% —3x
f()=12x-6" kun x#3

1, kun x=3
lauseke kohdan 3 eripuolilla on sama.

Lasketaan funktion raja-arvo kohdassa 3.

2
lim £(x) = lim X~ =3%
x—)3f( ) x—3 2x—06

= lim—=—=
x32 (x~<3)

= limX=3
x>32 2

Funktion arvo kohdassa 3 on f(3)=1.

Koska lim f(x)# f(3), niin funktio ei ole jatkuva kohdassa 3.
x—3

Vastaus  a) on
b) ei ole
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A9
Funktion f(x)= % nimittdjén nollakohta on x # 2.

Funktio f on maédritelty, kun x = -2.

Maédritetdén kuvaajan piste, johon normaali piirretdan.

y=f=>%t=2=2

-1 _
1+2

Normaali piirretddn pisteeseen (1, 2).

Tangentin kulmakerroin on &, = f'(1). Derivoidaan funktio f ja
lasketaan tangentin kulmakerroin.

_ DOx+1)-(x+2)+(5x+1)-D(x+2)
(x+2)?
C5(x+2)-(5x+1)-1
- (x+2)2
_Sx+10-5x-1
(x+2)?
_ 9
(x+2)?

J'(x)

TN R
b= 0= 2=

Normaali on kohtisuorassa tangenttia vastaan, joten sen
kulmakerroin voidaan ratkaista kohtisuoruusehdosta.
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ke ke, =—1
1k, =—1
ke, =-1

Normaali kulkee pisteen (1, 2) kautta ja sen kulmakerroin on —1.
Muodostetaan normaalin yht&lo.

y=2=-1-(x-1)
y—2=-x+1
y=—x+3

Normaalin ja x-akselin leikkauspisteen y-koordinaatti on 0.
Ratkaistaan x-koordinaatti.

0=—x+3
x=3

Leikkauspiste on (3, 0).

Vastaus (3,0)
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Al0

3
Funktio f(x)= % —3x? +ax on aidosti kasvava, kun f’(x) >0

kaikilla x lukuun ottamatta yksittdisid kohtia, joissa f'(x)=0.

Funktion f derivaattafunktio on

2
f'(x):%—6x+a =x2-6x+a.
Derivaattafunktion f’ kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli.

Talloin f'(x)=0 kaikilla x, \\/
kun derivaattafunktiolla on .

korkeintaan yksi nollakohta.

Toisen asteen yhtilolldi x? —6x+a =0 on korkeintaan yksi

nollakohta, kun diskriminantti (D =b? —4ac) on negatiivinen tai
nolla. Muodostetaan epdyhtild ja ratkaistaan vakio a.

(=6)> —4-1-a<0 D =b?—4ac
36-4a<0

—4a < -36 F(—4) <0
a>9

Kun @ >9, niin derivaattafunktiolla ' on korkeintaan yksi
nollakohta. Siis kun a>9, niin f'(x) > 0 kaikilla x lukuun
ottamatta yhtd kohtaa, jossa f'(x)=0.

Téten funktio f on aidosti kasvava, kun a >9.

Vastaus a > 9
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B1

Siirretdén epdyhtilon termejd niin, ettd epdyhtdlon oikealle puolelle
tulee nolla.
7x3 —130 < x* +5x2

—x*+7x3-5x2-130<0

Epiyhtild —x*+7x3 -5x> -130<0 on aina tosi, jos funktio
f(x)=—x*+7x3-5x2-130 saa vain negatiivisia arvoja.
Maédritetddn funktion f suurin arvo.

Funktion f kulku péétellddn derivaattafunktion merkeista.

Funktion f derivaattafunktio on f'(x)=—4x3 +21x? —10x

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

—4x3 +21x% -10x =0 Ratkaistaan yhtdlo laskimella.

x=0, x:zl‘T V281 (050 ) tai x:z”T V281 470
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Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio /' on

polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. Sen merkki voi vaihtua
vain nollakohdassa. Paatelldian derivaattafunktion merkit testaamalla.

x f'(x) | merkKi
-1 35 +
0,5 | —0,25 —

1 7 +

5 -25 —

0 21-+/281 21++/281
8 8

S'(x) + - +
f(x) / N / N

max min max

Kulkukaavion mukaan funktio saa suurimman arvonsa kohdassa

21++/281
8

x=0 tai x= . Lasketaan funktion arvot néissa kohdissa.

£(0)=-130
f(%/ﬁ) — ~1,640...

suurin

Koska funktion f suurin arvo on negatiivinen, se saa vain
negatiivisia arvoja.

On siis osoitettu, ettd f(x) <0 kaikilla x. Taten alkuperdinen
epayhtélo on tosi aina. [
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B2
a) Funktio
x2-2x-6, kun x<4
f(x)=1a, kun x =4
—i+2, kun x >4
x 4

on jatkuva kohdassa 4, jos lim f(x)= f(4).
x—>4

Funktion f lauseke kohdan 4 eripuolilla ei ole sama, joten
madritetddn toispuoliset raja-arvot.

lim f(x)= hm (x —2x—-6)=4>-2.4-6=2

x—=>4-

9 1 9 8
! —lim (- L4 9=-1,9_8_»
Nm fe= tm ()=t =,

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhté suuret, niin
lim f(x)=2.

x—>4

Funktio on jatkuva kohdassa 4, kun maéritellddan
f(4)=1lim f(x)=2.

x—4
Siis funktio f on jatkuva kohdassa 4, kun a=2.
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b) Funktio
x+38
k 4
f)=12x-8" un x #
a, kun x=4

on jatkuva kohdassa 4, jos lirri f(x)=f(4).
X—>

Funktion lauseke on ;T‘F_Sg kohdan 4 ympéristossa.

Lasketaan osoittajan ja nimittdjin raja-arvot kohdassa 4.

lim (x+8)=4+8=12

x—>4

lim (2x—8)=2-4-8=0

x—>4

Koska nimittdjin raja-arvo on nolla mutta osoittajan raja-arvo on

erisuuri kuin nolla, niin lim f(x) ei ole olemassa.
x—4

Funktio f on siis epédjatkuva kohdassa 4 kaikilla vakion a
arvoilla.

Vastaus  a) voidaan, a =2
b) ei voida
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B3

oo

Funktio f(x)= — = on madritelty, kun x#0 ja x#1.

x—1

=

Funktion f kulku péételladn derivaattafunktion merkeista.

Funktion f derivaattafunktio on

1 2 8 2 8 o .
=D(—%--2)=- . D daan lasl lla.
S (x) (x—l x) 1) +x2 erivoidaan laskimella

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

-2 89 Ratkaistaan yhtdlo laskimella.
(x-1)2  x?

x:% tai x=2

Derivaattafunktion nollakohdat toteuttavat méérittelyehdon.
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Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio /' on

rationaalifunktio, ja siksi jatkuva. Sen merkki voi vaihtua vain

nollakohdissa 2 ja 2 sekid kohdissa 0 ja 1,joissa f' eiole

3
madritelty. Paitellddn derivaattafunktion merkit testaamalla.

x f'(x) | merkki
—1 7,5 +
0,5 24 +
0,75 | -17,7... —
1,5 | —4,55... —
3 0,38... +
2
0 3 1 2
J'(x) + + - - +
J(x) / / N\ N /
el méaar. max el maar. min
Kulkukaavion perusteella funktiolla f on maksimikohta x = % .
Maksimiarvo on f (;) -2 8 _ 3.
372 2
3 3
Funktiolla /" on minimikohta x =2.
inimi -2 _38__
Minimiarvo on f(2) = ) 2
Vastaus maksimikohta x = %, maksimiarvo —18,

minimikohta x =2, minimiarvo —2
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B4

Siirretdén termejé niin, ettd yhtidlon oikealle puolelle tulee nolla.
x*=4x+1

xt—4x-1=0

Yhtdlon x* —4x—1=0 ratkaisut ovat samat kuin funktion
f(x)=x*—-4x~-1 nollakohdat.

Perustellaan ensin, ettd funktiolla f* on ainakin kaksi nollakohtaa.
Funktio f* on polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva.

Koska funktion arvot f(—1)=4 ja f(0)=-1 ovat erimerkkiset,
on funktiolla ainakin yksi nollakohta vélilld ]-1, O[.

Koska funktion arvot f(0)=-1 ja f(2)=7 ovat erimerkkiset,
on funktiolla ainakin yksi nollakohta vililla ]0, 2[.

Funktiolla f on siis ainakin kaksi nollakohtaa.
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Perustellaan seuraavaksi, ettd funktiolla f on korkeintaan kaksi
nollakohtaa.

Tutkitaan funktion f kulkua sen derivaattafunktion

f'(x)=4x> -4 avulla. Ratkaistaan derivaattafunktion
nollakohdat.

4x3-4=0
=1
x=1

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on
polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. Sen merkki voi
vaihtua vain nollakohdissa. Péitellddn derivaattafunktion merkit
testaamalla.

X f'(x) | merkki

IN
|

Sf'(x) — +
f(x) N /

Funktio on aidosti vihenevi, kun x <1. Funktiolla voi olla siis
korkeintaan yksi nollakohta, kun x <1.

Funktio on aidosti kasvava, kun x >1. Funktiolla voi olla siis
korkeintaan yksi nollakohta, kun x > 1.

Funktiolla f voi siis olla korkeintaan kaksi nollakohtaa.
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On siis osoitettu, ettd funktiolla f* on ainakin kaksi nollakohtaa ja
funktiolla f on korkeintaan kaksi nollakohtaa. Funktiolla f* on siis
tdsmalleen kaksi nollakohtaa, joten alkuperdiselld yhtédlolla on
tasmalleen kaksi ratkaisua. []

Graafinen tarkistus




BS
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Funktion s(¢)=—0,02¢3 +0,42¢> kulku piitelliin
derivaattafunktion merkeista.

Funktion s derivaattafunktio on s'(¢) = —0,06¢> +0,84¢ .
Lasketaan derivaattafunktion nollakohdat.
—-0,06¢% +0,841=0 Ratkaistaan yhtdlo laskimella.

t=0 tai r=14

Laaditaan funktion f kulkukaavio, kun ¢> 0. Derivaattafunktio
s' on polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. Sen merkki
voi vaihtua vain nollakohdissa. Pédtellddn derivaattafunktion
merkit testaamalla.

t s'(t) | merkki Derivaattafunktion
1 0,78 + merkit voi paitelld myos
20 72 — havaitsemalla, ettd sen

kuvaaja on alaspédin
aukeava paraabeli.

s'(1)
s(?)

N+
v

max

Kulkukaavion perusteella sairastavien maard kddntyy laskuun
14 vuorokauden kuluttua.
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b) Kulkukaavion perusteella funktion suurin arvo saadaan,

kun ¢ = 14. Lasketaan funktion suurin arvo.
s(14)=-0,02-143 +0,42-14% = 27,44
Opiskelijoista on enimmilldén sairaana noin 27 %.
Funktion arvot kasvavat nopeimmin, kun funktion

muutosnopeus on positiivinen ja mahdollisimman suuri.
Funktion s muutosnopeuden kertoo derivaattafunktio s'.

Funktion s'(¢) =—0,06¢% +0,84¢ derivaattafunktio on

s"(t) =—0,12¢+0,84.

Ratkaistaan funktion s’ nollakohdat.

-0,12¢+0,84 =0
t=7

Laaditaan funktion s’ kulkukaavio. Derivaattafunktio s on
polynomifunktio, ja siksi kaikkialla jatkuva. Sen merkki voi
vaihtua vain nollakohdissa.

Funktion s" kuvaaja on laskeva suora, % .
jonka nollakohta on ¢#=7. -
7
S”(l‘) + _
s'(1) / Ny

max
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Kulkukaavion perusteella derivaattafunktio s’ saa suurimman
arvonsa, kun 7=7.

Sairastuneiden mééra kasvaa siis nopeimmin 7 vuorokauden
kuluttua.

Vastaus  a) 14 vuorokauden kuluttua
b) 27 %
¢) 7 vuorokauden kuluttua
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B6

Funktio f(x)=x*+-%- on mairitelty, kun x #0.
x

Funktion kulku paitelldén derivaattafunktion f’ merkeista.
2a

Funktion f derivaattafunktio on f'(x)=2x-— =<
X

Jotta x =2 voiolla funktion f minimikohta, pitda sen olla
derivaattafunktion f' nollakohta. Muodostetaan yhtilo ja

ratkaistaan vakio a.

2)6—‘2—‘3Z =0 Sijoitetaan x = 2.
X
2.2-2¢
23
_a_ _
4 4
a=16

Adriarvon laatu voidaan selvittid laatimalla funktion f kulkukaavio.
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

2x-2:16 _ 9 Ratkaistaan yhtélo laskimella.

X3

x=2 tai x=-2
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Derivaattafunktio /' on rationaalifunktio, ja siksi jatkuva. Sen

merkki voi vaihtua vain nollakohdissa —2 ja 2 sekd kohdassa 0,
jossa f' eiole madritelty. Pdatellddn derivaattafunktion merkit

testaamalla.

X f'(x) | merkki
-3 —4.81... —
-1 30 +
1 -30 —
3 4,81... +
-2 0 2
f'(x) - + — +
f(x) N /! N\ /!
min el madr. min

Kulkukaavion perusteella kohta x =2 on funktion minimikohta.

Funktiolla f* on siis minimikohta x =2, kun a = 16.

Vastaus a=16
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B7
Maédritetddn kuvaajan piste, johon tangentti piirretdén.
y=f1)=2-13-4-12+1+3=2
Tangentti piirretddn pisteeseen (1, 2)

Tangentin kulmakerroin on & = f'(1). Derivoidaan funktio f ja
lasketaan kulmakerroin.

f'(x)=6x%—-8x+1

k=f'1)=6-1>2-8-1+1=-1

Tangentti kulkee pisteen (1, 2) kautta ja sen kulmakerroin on —1.
Muodostetaan tangentin yhtalo.

y=2=-1-(x-1)
y=2=-x+1
y=-x+3

Ratkaistaan tangentin ja kdyrdn y = f(x) leikkauspisteet.

y=2x3-4x> +x+3

Ratkaistaan yhtdlopari laskimella.
y=-x+3

x=0jay=3 tai x=1jay=2

Tangentin ja kdyrdn toinen leikkauspiste on siis (0, 3)
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Lasketaan kohtaan x =0
piirretyn tangentin kulmakerroin.

ky=f'(0)=6-0>-8-0+1=1
Kohtaan x =1 piirretyn

tangentin kulmakertoimen
k; =-1 ja kohtaan x =0

piirretyn tangentin _
kulmakertoimen k, =1 tulo on / .
kl ‘k2 :—11:—1

203 — 42’ + 2 +3

Taten tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Siis kohtaan
x =1 piirretty tangentti leikkaa kéyrén kohtisuorasta kohdassa x =0
ja on myos funktion f kuvaajan normaali. []
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B8

a) Funktion f(x)= I_—ZX , missd x # 0, kuvaaja kulkee funktion
X

g(x)=-x+1 kuvaajan yldpuolella kun funktion f arvot ovat
suurempi kuin funktion g arvot. Muodostetaan epédyhtilo.

J(x)>g(x)

1_—2)‘ >—x+1 Ratkaistaan epdyhtilo laskimella.
X

x>-1 ja x#1 ja x#0

Siis funktion f* kuvaaja on funktion g kuvaajan yldpuolella,
kun -1 <x<0 tai 0<x<1 tai x>1

Graafinen tarkistus
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b) Ratkaistaan funktion kuvaajien leikkauskohdat.

1—x

x2

=—x+1

x=-1 tai x=1

Ratkaistaan yhtilo laskimella.

Derivoidaan funktiot ja lasketaan tangenttien kulmakertoimet
leikkauskohdissa x=-1ja x=1.

(%)=

kpy=r1"(=D)=

x—=2
3
(-H-2

(1)’

kray= /') =71_32 =-1

1

g'(x)=-1
ko(-1y=8'(-1)=-1

key=g'(1)=-1

Havaitaan, ettd leikkauskohdassa x =1 tangenttien
kulmakertoimet ovat samat: & () = kg(jy =—1. Télloin

leikkauskohdassa x =1 funktioiden kuvaajilla on yhteinen
tangentti ja kuvaajat sivuavat toisiaan. [

Vastaus

a) —1<x<0 tai O<x<1 tai x>1

b) kuvaajat sivuavat toisiaan kohdassa x =1
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B9
I’ ___________ - 1I A
T
kansi i i pohja i 50 cm
Yy i T i _____ y b: T
!_ ___________ L _ _! \ J
) 100 cm ]

Merkitddn poisleikattavan nelion sivun pituutta kirjaimella x. Talloin
laatikon pohjan leveys 50 —2x.

Merkitdén laatikon pohjan pituutta kirjaimella y. Koska pahvilevyn
pituus on 100 cm voidaan muodostaa yhtdlo ja ratkaista lauseke
muuttujalle y.

2y+2x=100
2y =100-2x :2
y=50—-x

Laatikon korkeus on x.

Muodostetaan laatikon tilavuuden lauseke.

V =(50-2x)-y-x=(50-2x)(50 —x)-x = 2x> —150x + 2500x
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Laatikon sivujen pituuksien on oltava positiivisia. Muodostetaan
tdmén perusteella epiyhtéldt, joista voidaan péatelld funktion V'

madrittelyehto.

x>0 ja 50-2x>0
x<25

Hyviksymaélld mukaan tapaukset, joissa x =0 ja x =25, saadaan
funktion V' médérittelyjoukoksi suljettu vdli [0, 25].

Laatikon tilavuus muuttujan x funktiona on
V(x)=2x3=150x+2500x, kun 0<x<25.

Polynomifunktio ¥ saavuttaa vélilld [0, 25] suurimman arvonsa
vilille ]0, 25[ kuuluvassa derivaattafunktion nollakohdassa tai vélin
padtepisteessa.

Funktion V derivaattafunktio on ¥ '(x)=6x2 —300x + 2500.

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

6x% —300x +2500 = 0 Ratkaistaan yhtélo laskimella.
x=10,566... tai x=239,433...

Derivaattafunktion nollakohdista vain x = 10,566... kuuluu
valille ]0, 25][.
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Lasketaan funktion V' arvot vélin paitepisteissd ja vilille kuuluvassa
derivaattafunktion nollakohdassa.

V(0)=0
V(25)=0
V(10,566...) =12028,1... suurin

Laatikon tilavuus on suurin, kun poistettavan nelié sivun pituus x on
10,566...cm~ 11 cm.

Vastaus 11 cm
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B10

Kiyrille y =2x? kohtaan x =a piirretyn tangentin kulmakerroin
on k; =y'(a).Derivoidaan kiyrd y ja lasketaan kulmakerroin.

y'(x)=4x
ki=y'(a)=4a

Normaali ja tangentti ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, joten
normaalin kulmakerroin voidaan ratkaista kohtisuoruusehdosta.

ki -k, =—1
4a -k, =-1 :4a (+0)
__1
n 4a

Normaali kulkee pisteen (a, 2a?) kautta ja sen kulmakerroin
1

on -4 Muodostetaan normaalin yht&lo.
y=2a> == (x-a) y= o =k(x=x))
92— 1,41
y—2a PR
y= —ix +2a? +%
Suora y = —ix +2a? +% leikkaa y-akselin kohdassa
y= 2a% + 1

Z .
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Maéiritetddn leikkauskohdan raja-arvo, kun a ldhestyy lukua 0.

im(Li242y=Ly0.0221
iir%)(4+2a) 4+20 A

Kun a ldhestyy lukua 0, niin normaalin ja y-akselin leikkauspiste

lahestyy pistettd (0, %).

Vastaus (0, %)

Graafinen havainnollistus
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