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K2

a) Koska 3:\/§<\/m,niin 3-410<0.

3-410)=-(3-10) =10 -3

b) Koska 7 ~3,14,niin 2-7<0, 7-5<0 ja 27-7<0.

2=l 5]
=[-2-m)-(~(7-9))
=\—2+7r+7r—5‘

=27 -7

=-Q2r-17)

=T7-2m

Vastaus  a) J10 -3
b) 7-2x



K3

(3-V2)-(4-2) = -2 -4+2|=|-1]=1



K4

a) On olemassa vain kaksi lukua, joiden itseisarvo on 8.
Luvun 5x tédytyy ollajoko 8 tai —8.

S5x = tai 5x=-8

oo 0

X =

b) On olemassa vain kaksi lukua, joiden itseisarvo on 7.
Luvun x-5 tdytyy ollajoko 7 tai —7.

x—=5=7 tai x—5=-7

x=7+5 x==7+5
x=12 x=-2
Vastaus  a) xz—% tai x:%
b) x=-2 tai x=12



KS

a) Yhtdlo [3x—8=|x| toteutuu, kunluvut 3x-8 ja x ovat

yhté suuret tai kun ne ovat toistensa vastalukuja.

3x—-8=x tai 3x—-8=—x

3x—x=8 3x+x=8

b) Yhtdld |[x—7|=|5-3x| toteutuu, kunluvut x—7 ja 5-3x
ovat yhti suuret tai kun ne ovat toistensa vastalukuja.

x—7=5-3x tai x—7=-(5-3x)
x+3x=5+7 x—=T7=-5+3x
4x =12 x—=3x=-5+7
x=3 —2x=2
x=-1
Vastaus  a) x=4 tai x=2

b) x=3 tai x=-1



K6

a) On olemassa vain kaksi lukua, joiden itseisarvo on 3.
Luvun x? —1 tiytyy ollajoko 3 tai —3.

x?-1=3 tai  x?-1=-3
x?=3+1 x?=-3+1
x2 =4 x?=-2
x=+J4 =42 ei ratkaisua

b) Yhtilo ‘2x2+x‘:\x‘ toteutuu, kun luvut 2x2 +x ja x

ovat yhté suuret tai kun ne ovat toistensa vastalukuja.

2x2 +x=x tai 2x2 +x=—x
2x2=0 2x2+2x=0
x2=0 2x(x+1)=0
x=0 2x=0 tai x+1=0
x=0 x=-1
Vastaus  a) x=-2 tai x=2

b) x=-1 tai x=0



K7
a) Luvut, joiden itseisarvo on pienempi kuin

lukusuoralla lukuje )

2

n -1 ja L Vilissa.

1
2 b

sijaitsevat

Y

-3 -2
1
‘2x‘<2
2x>-1 ja 2x<l 22 50
2 2
_1 1
X > 4 x<4

o1 1
Siis 4<x<4.



b) Luvut, joiden itseisarvo on suurempi kuin kolme, sijaitsevat

lukusuoralla joko luvun —3 vasemmalla puolella tai luvun 3

\

oikealla puolella.
5 -4 % 2 -1 0
h—ﬂ>3
x—=5<-3 tai x—5>3
x<2 x>8
Vastaus  a) Loyl
4 4

b) x<2 tai x>8



K8

a) Luvut, joiden itseisarvo on suurempi tai yhtd suuri kuin 1,
sijaitsevat lukusuoralla joko luvun —1 vasemmalla puolella tai
luvun 1 oikealla puolella, paatepisteet mukaan lukien.

-Q
Y

O
-4 -3 -2 -1 0 2 3 4
_1isy
3x 6=
3x—%£—1 tai 3x—%21
6,1 6,1
<42 >0, 1
3x < 6+6 3x_6+6
5 7 .
<=2 xz ] 3 (>0)
xé—i le

p—
o0
p—
o0



b) Luvun itseisarvo on aina joko positiivinen tai nolla.
Siksi epéyhtdlo toteutuu vain, kun 1-4x=0.

1-4x=0
4x =1
-1
YTy
5 7
<—2 > L
Vastaus  a) T tai T
-1
b) x=y



K9

Luvut, joiden itseisarvo on pienempi kuin 1, sijaitsevat lukusuoralla
lukujen —1 ja 1 wvilissa.

x2=5x+5/<1 toteutuu, kun x?—5x+5>-1 ja x>—Sx+5<1.

Ratkaistaan ensimmaiinen epayhtalo.

x2=5x+5>-1

x2-5x+6>0
Ratkaistaan funktion x2 —5x+6 nollakohdat.

x2-5x+6=0

x:-{—ﬁi\k—$2—44-6

2-1
xZSi\/25—24
2
_5+1
YT
X = > > 3 tai X > > 2



Funktion x? —5x+6 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli.

Epiyhtilo x? —5x+6>0 toteutuu, kun x<2 tai x>3.

Ratkaistaan toinen epédyhtalo.

x2-5x+5<1

x2—=5x+4<0

Ratkaistaan funktion x2 —5x+4 nollakohdat.

x2—5x+4=0
(-5 £(-5)?*-4-1-4
tE 2.1
x=5i\/25—16
2
_ 5449
2
_5+3
YT
X = ) > 4 tai X > > 1



Funktion x? —5x+4 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli.

Epiyhtild x?> —5x+4<0 toteutuu, kun 1<x<4.

Yhdistetddn ratkaisut 1<x<4 ja x<2 tai x>3.

Siis ‘x2—5x+5‘<1,kun I<x<2 tai 3<x<4.

Vastaus l<x<2 tai 3<x<4



K10

Merkitddn kysyttyjd lukuja x:114. Muodostetaan epayhtilot ja
ratkaistaan ne laskimella.

a) |x—(-7)|>4

x<-11 tai x>-3

b) |x—(-7)|>12

x<-=19 tai x>5

c) \x—(—7)\>7z+7

x<—-14-n7 tai x>nrx



K11

a) Lasketaan keskipiste.

2

Lasketaan pituus.

Je-32+(7-(-5)
=J(2-3)2 +(=7+5)?

=12+ (27
_ 5




b) Lasketaan keskipiste.

“1+1 —20—-18y_,0 —38\_ . _

Lasketaan pituus.

Ja=10)? + (18- (-20)2
= J(1+1)2 +(~18+20)>
22122

—Ja+4

=8

SNI)

=42

=22

Vastaus  a) keskipiste (%,6) ja pituus J5
b) keskipiste (0,—19) ja pituus 232



K12

Lasketaan sivujen pituudet

|4B|=(20-30)? + (-2 —4)2 =136 = 234

AC| = (28 -30)2 + (-4 —4)* =/68 =217

BC|=(28-20)7 + (-4 -(-2)? =68 =217
Huomataan, ettd |AC|=|BC|. Kolmio on tasakylkinen.

Kolmio on suorakulmainen, jos se toteuttaa Pythagoraan lauseen.
AC] +[BC] = 2V17)2 +(2V17)? =136
4B = (2434)* =136

Koska Pythagoraan lause \AB\z = \AC\z + \BC\Z pitee, niin kolmio
on suorakulmainen.



AC|=2V17 ja [BC|=2417.

Vastaus  |4B|= 2434,
Kolmio on tasakylkinen, koska |AC|=|BC|.

Kolmio on suorakulmainen, koska se toteuttaa

Pythagoraan lauseen: \AB\z = \AC\Z +\BC\2.



K13

Sijoitetaan pisteen (2,0) koordinaatit x=2 ja y =0 pistejoukon
yhtiloén x(y% —4)=0.

2-(02-4)=0

2-(-4)=0

-8=0
Epétosi

Sijoitetaan pisteen (0,—2) koordinaatit x=0 ja y=-2
pistejoukon yhtiléon x(y* —4)=0.

0-((-2)>-4)=0
0=0

Tosi

Sijoitetaan pisteen (5,2) koordinaatit x =5 ja y =2 pistejoukon
yhtiloén x(y% —4)=0.

5:(22-4)=0
5-(4—-4)=0
5:0=0
0=0

Tosi

Vastaus  (2,0) et kuulu, (0,-2) ja (5,2) kuuluvat.



K14

x-koordinaatin nelié on yhté suuri kuin y-koordinaatin nelid.

x2=)2

y=x tai y=—x




K15

Maiiritetddn pisteiden (-3,1) ja (5,5) kautta kulkevan suoran s
kulmakerroin.

ro=_95—1 5-1_4

1
ST 5-(-3) 5+3 8 2
Maiiritetddn pisteiden (-2,0) ja (a,1) kautta kulkevan suoran ¢

kulmakerroin.

__1-0 _ 1
k’_a—(—Z)_a+2

(a#-2)

Suorat ovat yhdensuuntaiset, kun niiden kulmakertoimet ovat yhté
suuret. Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan vakio a.

1 _1

a+2 2

a+2=2
a=2-2
a=0

Vastaus a=0



K16

a) Sijoitetaan suoran kulmakerroin k£ =-2 seki pisteen (4,—7)
koordinaatit x, =4 ja y, =-7 suoran yhtdloon
y=yo=k(x=xp).

y=(-7)=-2(x—4)
y+T7=-2x+8
y=-2x+1

b) Sijoitetaan suoran kulmakerroin k£ =0 sekd pisteen (4,-7)
koordinaatit x, =4 ja y, =-—7 suoran yhtiloon
y=yo=k(x=xp).

y=(=7)=0(x~4)
y+7=0
y=-7

Vastaus a) y=—-2x+1 b) y=-7



K17

a) Lasketaan suoran ja koordinaattiakselien leikkauspisteet.

y-akseli: x-akseli:
y=-2x+6 x=0 y=-2x+6 ‘yzO
y=-2-0+6=6 0=-2x+6

2x=6

x=3

Suoran ja koordinaattiakselien leikkauspisteet ovat (0,6) ja
(3,0).

Kolmion korkeus #=6 ja
kannan pituus a =3.

Lasketaan kolmion pinta-ala.

3.6=18_9

4=L
2 2




b) Lasketaan suoran ja koordinaattiakselien leikkauspisteet.
y-akseli: x-akseli:

6x—8y+24=0 |x=0  6x-8y+24=0 |y=0

6:0-8y+24=0 6x—-8-0+24=0
—8y=-24 6x=-24
y=3 y=-4

Suoran ja koordinaattiakselien leikkauspisteet ovat (0,3) ja
(_4’ 0) .

Kolmion korkeus 7 =3 ja
kannan pituus a =|-4/=4.

Lasketaan kolmion pinta-ala.

S S i VA
A—243 > 6

Vastaus  a) 9 b) 6



K18

Muokataan suoran 12x -8y +26 =0 yhtdlo ratkaistuun muotoon.

12x -8y +26=0
—8y=-12x-26 | :(-8)

y:igx+i§3

3. .13
Y=y

Suoran kulmakerroin on > . Kysytty suora on kohtisuorassa tété

2
suoraa vastaan, jolloin sen kulmakerroin on tdméan kéénteisluvun
2

vastaluku eli — 3

Maéiritetddn suoran yhtilo.

y=yo =k(x=xp) (x0,0) =(3,-5), k=-

y=(-5)=-2(x-3)

y+5:—%x+2

2
3

%x+y+3:0 -3

2x+3y+9=0

Vastaus  2x+3y+9=0



K19

Maiiritetddn pisteiden (¢,2) ja (—5,7) kautta kulkevan suoran
kulmakerroin.

-2

kl_—S—t

Maiiritetddn pisteiden (z,2) ja (2t,—¢) kautta kulkevan suoran
kulmakerroin.

_—t-2 _ -2
ky 2t —t t

Pisteet ovat samalla suoralla, kun kulmakertoimet ovat yhti suuret.
Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan vakion ¢ arvo.

k]:kz
=2 _—t-2
-5-t t
(t=2)-t=(=5-1)(-t-2)
2 =2t ==5-(=t)=5-(=2)—t-(=t)—t-(-2)
12 =2t =5t+10+1> +2t
12 —1>-2t-2t-5t=10
—9t=10

_10
9

t=

10

Vastaus t=—-=
9



K20

a) Lasketaan pisteiden (—5,2) ja (11,-4) kautta kulkevan suoran
kulmakerroin.

ho 42 _—4-2_—6__3

T11-(=5) 1145 16 8

Sijoitetaan esimerkiksi pisteen (—5,2) koordinaatit ja
kulmakerroin suoran yhtdloon y—y, =k(x—x;).

y-2=-2(x=(-5)

_o-_3,_15 :
y—=2 g 8
8y—-16=-3x—-15

3x+8y—-1=0



b) Suora leikkaa x-akselin, kun y=0.

3x+8-0-1=0
3x=1

1

ng

x-akselin leikkauspiste on (%,0) .

Suora leikkaa y-akselin, kun x=0.

3.0+8y—1=0
8y =1

_1

=g

y-akselin leikkauspiste on (0, %)

Vastaus  a) 3x+8y—-1=0
10y i 1



K21

7—(=5)

4 "2

a) k=

b) Ratkaistaan suuntakulma yhtélostd k£ =tana.

tana = -2
o =tan~! (-2)=-63,434...° = -63,4°

¢) Koska suoran kulmakerroin ja suuntakulma ovat negatiivisia,
suora on laskeva.

Vastaus  a) -2
b) —63,4°
c) laskeva



K22

Ratkaistaan suoran suuntakulma yhtilostd & =tanao .

) tana = -3
a

o =tan"1(=3) =-71,565..° ~ —=71,6°
b) tana = \/g

o =tan~! \/g =60°

Vastaus  a) -71,6° b) 60,0°



K23

Madritetddn suoran 3x —4y +5=0 kulmakerroin 4; ja

suuntakulma ¢ .

3x-4y+5=0
_3,..5
Y=y
.. _i
Siis &y = 1
_3
tanal = 4
o, = tan™! % =36,869...° ~ 36,9°

Madritetddn suoran 6x + 7y — 8 =0 kulmakerroin k, ja

suuntakulma o, .

6x+7y—-8=0
y=-8x+8

Siis k, =—g.

tanazz—g

o, = tan-l(—g) = —40,601...° ~ —40,6°



Suora 3x—4y+5=0 onnouseva ja suora 6x + 7y — 8 =0 laskeva.
Lasketaan suorien vélinen kulma.

¥
3v—4y+5=0

36,869...°+40,601...°
=77,471..°=717,5°

0 1 2
6z +7y—8=0

Vastaus  Suuntakulmat ovat 36,9° ja —40,6° ja suorien virinen
kulma 77,5°



K24

Muokataan ensin suoran yhtdlo yleiseen muotoon, jotta voidaan
kéayttdd etdisyyden kaavaa.




b) Lasketaan pisteen (18, 1) etdisyys suorasta 2x — 9y — 27 =0.

B \axo +byy + c\

Ja? + b?

_[2-18-9-1-27]

J22 +(=9)?

=0

d a=2,b=-9,c=-27 ja x5 =18, y, =1

1 _ 85
a) = b) 0

Huomaa: Piste (18, 1) on suoralla.

Vastaus



K25

Maiiritetddn pisteiden (7,-3) ja (2,2a) kautta kulkevan suoran
kulmakerroin.

L 20=(3) _ 2443
2-17 =5

Maédritetddn suoran 18x + 4y — 1 =0 kulmakerroin.

18x+4y—-1=0
4y =-18+1 4
yz—%x+%

Suoran kulmakerroin on siis —% .

Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan mikali niiden
kulmakertoimien tulo on —1. Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan
vakio a.

2a_7;—3 . (—%) =-1 Ratkaistaan yhtilo laskimella.
37 _ 51
9=71g 728

Vastaus a=-2 18



K26

Lasketaan pisteiden (O,—%) ja (%,O) kautta kulkevan suoran

kulmakerroin.
-1
k :70 3 _1
1 2_0 2
5

Sijoitetaan esimerkiksi pisteen (0,—%) koordinaatit ja

kulmakerroin suoran yhtéloon y —y, =k(x—x;).

5772
_1 .1
Y=2Y%75



Lasketaan pisteiden (%,%) ja (%,—%) kautta kulkevan suoran

kulmakerroin.
_2_6
5 5_
ky = g 4 2
5 5

Sijoitetaan esimerkiksi pisteen (%,g) koordinaatit seka

kulmakerroin suoran yhtéloon y —y, =k(x—x;).

_6_ -4
s =2(x=%)
14

= 2x+4

y X+ 5

Ratkaistaan suorien leikkauspiste yhtéloparilla.

y= %x - % Ratkaistaan yhtélopari laskimella

14
= 2x+14
y X+ 5

ng ja y=%

Siis suorien leikkauspiste on (%,%).

Vastaus (% ;)



K27

Lasketaan pisteen (—2t, 4 + ¢) etdisyys suorasta Sx — 9y + 19¢=0.

‘ax0+by0+c‘ .
d= a=5b=-9, c=19t ja xy =-2¢t, yyo =4+t
a’ +b?
5209 (4+1)+19¢]
V106

_ |-101-36-91+19|

V5% +(-9)?

_ -39
J106

_ 36 18\/106)
J106 53

On siis osoitettu, ettd pisteen etdisyys suorasta ei riipu vakion ¢
arvosta.



K28

Kulmanpuolittajan jokainen piste (x,y) on yhtd kaukana
kummastakin suorasta. Muodostetaan lausekkeet pisteen (x,y)
etdisyydelle suorista.

Etdisyys suorasta —2x+6y+10=0 on

2. x+6-y+10]  |-2x+6y+10)

J(=2)2 +62 2410

d

Etdisyys suorasta x+3y—11=0 on

3 ‘1-x+3-y—11‘ B ‘x+3y—11‘

V12 +32 J10

dy



Etdisyyksien tulee olla yhtd suuret. Muodostetaan etdisyyksisté
yhtilo ja sievennetddn se suoran yhtaloksi.

d1:d2
[2x+6y+10] |x+3y—11|
= '2 10
210 J10 ‘ vIo

[-2x+6y+10[=2|x+3y-11]
[—2x+6y+10/=[2(x+3y —11)|

2x+6y+10=2(x+3y—-11) tai —2x+6y+10=-2(x+3y-11)

—2x+6y+10=2x+6y—-22 —2x+6y+10=-"2x-6y+22
—4x=-32 12y =12
x=38 y=1

Vastaus x=8 tai y=1

Huomaa: Yhtilon sieventdmisessd voi hyodyntdi laskinta.



K29

Muodostetaan yhtélopari, poistetaan siitd muuttuja y ja ratkaistaan
muuttuja x.

3x - 2y =1 ‘-(—3)
4x - 6y = 5
9x + 6y = -3
4x - 6y = 5
—S5x = 2 :(=5)
__2
TS

Sijoitetaan ratkaistu x esimerkiksi ylempéédn yhtdloon ja ratkaistaan
leikkauspisteen y-koordinaatti.

(—2V_ 9y =
3-(-9) -2y =1

6
62y
s 2y

Siis suorien leikkauspiste on (—%,—%)

Vastaus (- % ,— u)



K30

x + 2y + 3z = 7 (1
2x + 3y - z = 1 (2)
x — 2y - 3z = -1 (3)

Ratkaistaan ensin muuttuja x yhtildiden (1) ja (3) yhtdlopareista.

x + 2y + 3z = 7 ()
x — 2y - 3z = -1 (3)
2x = 6 |:2

Sijoitetaan saatu x:n arvo yhtdloiden (1) ja (2) yhtdlopariin ja
ratkaistaan muuttuja y.

{3+2y+3z7(1)

23 + 3y - z =1 (2
2y + 3z = 4

3y — z = =5 ‘-3
2y 4+ 3z = 4

s -

{9)/ - 3z = -15

11y = -11 111



Sijoitetaan saatu y:n arvo esimerkiksi yhtdloon 2y +3z=4.

2-(-1)+3z=4
3z=4+2

3z=6

z=2

Siis yhtdloryhmén ratkaisuon x=3, y=-1 ja z=2.

Vastaus x=3, y=-1 ja z=2



K31

Merkitddn yhdessd kimpussa olevien ruusujen lukumééraa
kirjaimella x, tulppaanien lukumééraa kirjaimella y ja liljojen
lukumaarai kirjaimella z.

Kuhunkin kimppuun tulee 24 kukkaa, eli x+ y+z=24.

Ruusujen kappalehinta on 6 €, tulppaanien 4 € jaliljojen 3 € ja
viisi kimppua maksaa yhteensd 610 €.

5-(6x+4y+3z)=0610
30x+20y+15z=610

Kimpussa on ruusuja kaksi kertaa niin monta kuin tulppaaneja ja
liljoja yhteensa.

x=2(y+z2)
x=2y-2z=0

Muodostetaan yhtdloryhma ja ratkaistaan se laskimella.

x + y o+ z = 24
30x + 20y + 15z = 610
x - 2y - 2z = 0
=16
y=2
z=6




Vastaus 16 ruusua, 2 tulppaaniaja 6 liljaa



K32

Merkitddn 10:n sentin kolikkojen lukumééraa kirjaimella x,
20:n sentin kolikkojen lukumairaa kirjaimella y

ja 50:n sentin kolikkojen lukuméddrda kirjaimella z.
Kolikoita oli yhteensd 100 kappaletta.

x+y+z=100

10:n ja 50:n sentin kolikoita oli yhteensd yhté paljon kuin 20:n
sentin kolikoita.

X+z=y
x—y—z=0

Rahaa oli mummin laskujen mukaan 21,40 euroa.
0,1x+0,2y+0,5z=21,40

Muodostetaan yhtdloryhma ja ratkaistaan se laskimella.

x + y + z = 100
X - y + z = 0
0,1x + 0,2y + 0,5z = 21,40
x=34
y =50
z=16

Mummi ndyttdd laskeneen oikein.



Mummi saattoi my0s laskea vdirin, silld esimerkiksi, jos kolikoiden
madrdt ovat 2, 50 ja 48, niin lukuméérat tismaavit.

xX+y+z=2+50+48=100

X—y+z=2-50+48=0

Mutta rahan arvo ei tdsmaa.
0,Ix+0,2y+0,5z=0,1-2+0,2-50+0,5-48 =34,2 # 21,40
Vastaus

Mummi laski oikein, jos 10:n sentin kolikoita oli 34,

20:n sentin kolikoita 50 ja 50:n sentin kolikoita 16.

Mummo saattoi myds laskea véérin.



K33

a) Ympyrén keskipiste on (-1, 2) ja sdde 2.
Ympyrin yhtdlo on

(x=(=1))* +(y-2)* =2
(x+1)?+(y-2)* =4
b) Ympyrin keskipiste on (2, 0).

Ympyra kulkee pisteen (0, 2) kautta.
Lasketaan ympyrén sédteen pituus.

r=y(0-2)2 +(2-0)2 =J4+4 =488
Ympyrin yhtdlo on
(x=2)2+(y =0 =(\8)’

(x=2)%+y? =8

Vastaus  a) (x+1D)2+(y-2)2 =4
b) (x=2)2+y%=8



K34

Muokataan ympyrén yhtélo keskipistemuotoon.

a) 2 +(y+1)2 =16
(x=0)2 +(y—(-1)? =42

Ympyran keskipiste on (0,—1) ja sdde 4.

b) 3x2 +3y% =27 13
x2+y?2=9
(x=0)2 +(y—0)* =37

Ympyrén keskipiste on (0,0) jasdde 3.

Vastaus  a) keskipiste (0,—1) jasdde 4
b) keskipiste (0,0) jasdde 3.



K35
Muokataan ympyrén yhtélo keskipistemuotoon.

x2+y?—4x-2y-4=0

x?—4x+y?-2y=4
x2=2-2x+22+ 2 -2-1y+12 =4+22 +1?

(x=2)2+(y-1)?*=9

Ympyrén keskipiste on siis (2,1) jasdde 3.

Lasketaan pisteen (6,4) etdisyys ympyrin keskipisteesta.

d=:(6-2)2+(4—1)? =42 +32 =/16+9 =+/25 =5.

Koska tdmi etdisyys on suurempi kuin side, niin piste (6,4) on
ympyrin ulkopuolella.

Pisteen (6,4) etdisyys ympyrdstion d —r=5-3=2.

Vastaus 2



K36

Ratkaistaan suoran yhtdlostd esimerkiksi muuttuja y ja sijoitetaan
saatu lauseke y =3—x ympyrdn yhtdloon.

x2+(B-x+1)?=8
x2+(4-x)* =8
x2+42+2-4-(-x)+x> =8

x2+16-8x+x2 =8

2x? —8x+8=0 22
x2—4x+4=0
() (-4 -4-1-4
r 21
_4+416-16
2
_4_
=3 2

Sijoitetaan saatu x:n arvo yhtdloén y =3-x.
y=3-2=1
Siis suoran ja ympyrin leikkauspiste on (2,1).

Vastaus  (2,1)



K37

Muodostetaan yhtédlopari ja eliminoidaan yhtidloparista toisen asteen

termit x> ja 2.

X2+ y? - 4Ax - 6 =0 - (=1
x2 + yr + 8 - 6y = 0
+

-x? - y? + 4x + 6 =

x2 + 3> + 8 - 6y =

2x — 6y + 6 = 0
2x—y+1=0

Saatiin suoran yhtéld. Mikali ympyr6illd on leikkauspisteita,
toteuttavat leikkauspisteiden koordinaatit myds saadun suoran
yhtdlon. Selvitetdén suoran ja jommankumman ympyran
leikkauspisteet.



Suoran yhtdlostd saadaan y=2x+1.
Sijoitetaan yhtiloon x? + y? —4x—6=0 ja ratkaistaan x.

¥ +Qx+1)2-4x-6=0
x2+4x2 +4x+1-4x-6=0
5x2 =

x2

[
H o= o

X

Lasketaan y-koordinaatit yhtdlostd y=2x+1.

Kun x=1,niin y=2-1+1=3.
Leikkauspiste on (1,3).

Kun x=-1,niin y=2-(-1)+1=-1.
Leikkauspiste on (—1,—1).

Vastaus  (1,3) ja (-1,-1)



K38

Ratkaisua voidaan havainnollistaa kuvan avulla.

Ympyrin x2 + y2 =16 keskipiste on (0, 0) ja side 4.

Lasketaan pisteen 4= (2,1) etdisyys ympyrén keskipisteesta.

BA|=\(2-0)2 +(1-0)% =5



Sovelletaan kolmioon 4BD Pythagoraan lausetta ja ratkaistaan
janan AD pituus.
BD|” =|BA[* +|4D|"

42 = (/5)? +]4D|
AD[ =42 —(+/5)?
D[ =11

AD| =11

2

Lasketaan janteen CD pituus.

(CD|=2|4D| =211

Vastaus 2\/ﬁ



K39

Muokataan ympyrén yhtélo keskipistemuotoon.

x2 + 2 —100x —40y +2675=0
(x —50)% +(y —20)? =225

Yhtilostd nahdasn, ettd ympyrin sdteen nelio on 72 =225
Lasketaan ympyrin pinta-ala.

A=mr? =225n

Koordinaatiston yksikkoénd on metri, joten pinta-ala on

2257-1 m? =706,858... m? ~710 m2.

Vastaus 710 m?2



K40

Ympyrén keskipiste on (-3, 3).

Ympyrin yhtild on muotoa (x +3)% +(y —3)? =r2.
Ympyra kulkee pisteen (—6,9) kautta.

Ratkaistaan ympyrin séde.

(=6+3)2 +(9-3)2 =2
r2 =45

Siis ympyrin yhtild on (x +3)? +(y —3)? =45.
Ympyré leikkaa y-akselin, kun x=0.

(0+3)2+(y-3)? =45 Ratkaistaan yhtilo laskimella
y=-3 ta y=9

y-akselin leikkauspisteet ovat (0,-3) ja (0,9).
Ympyrd leikkaa x-akselin, kun y=0.

(x+3)2+(0-3)> =45 Ratkaistaan yhtilo laskimella
x=-9 tai x=3

x-akselin leikkauspisteet ovat (—9,0) ja (3,0).

Vastaus  (0,-3), (0,9), (-9,0) ja (3,0)



K41

Muokataan ympyrén yhtélo keskipistemuotoon.

x2+y2—8x-20y—-1=0
(x—4)?+(y-10)? =117

Ympyran keskipiste on (4, 10).

Kysytty piste on ympyrin ja pisteiden (4, 10) ja (—11,0) kautta
kulkevan suoran leikkauspiste. Mééritetdén suoran kulmakerroin.

po 10-0 _2

T 4-(-11) 3

Suora kulkee pisteen (4, 10) kautta ja sen kulmakerroin on % .
Muodostetaan suoran yhtalo.
y—10= %(x —4)

2x-3y+22=0



Muodostetaan suoran ja ympyréin yhtéloistd yhtélopari ja ratkaistaan
leikkauspisteet laskimella.

x2+y? -8x-20y—-1=0
2x-3y+22=0

x=-5 _ [x=13
tai
y=4 y=16

Lasketaan pisteen (13, 16) etdisyys pisteestd (—11, 0).

JA3=(=11))2 +(16-0)> =+/832 =813

Lasketaan pisteen (-5, 4) etdisyys pisteestd (—11, 0).

JE5=(=11)2 +(4-0)2 =452 =213
Piste (-5, 4) on ldhempéana.
Ympyrén piste (-5, 4) on ldhinnd pistettd (—11, 0).

Vastaus (-5, 4)



K42

Huomaa! Tehtdvéssi pitdisi lukea:

Osoita, ettd parven x° + y2 +2ax—4ay +6a—5=0 ympyroilld on
tasmilleen kaksi yhteistd pistettd. Mitkd ndma pisteet ovat?

1) Valitaan ensin ympyrédparvesta kaksi ympyraé ja ratkaistaan
niiden leikkauspisteet.

Kun @ =0, ympyrion x?+y?—-5=0.
Kun a=1,ympyrion x?+y?+2x—4y+1=0.

Ratkaistaan ympyroiden leikkauspisteet laskimella.

x2+y%2-5=0
X2+ y? +2x—4y+1=0

Ympyroiden leikkauspisteet ovat (—Q ;) ja (1, 2).

5°5



2) Osoitetaan, ettd kaikki parven ympyrat kulkevat
pisteiden (— 11 2) ja (1, 2) kautta.

Osoitetaan, ettd leikkauspiste (— 11 2) toteuttaa parven yhtalon.

2 2
(—“) +(§) +2a-(-11)-4a-2+6a-5=0

5 5
121, 4 s 2a 8a, ., _
25 2572775 —5 t6a=0
0=0
Tosi

Osoitetaan, ettd leikkauspiste (1, 2) toteuttaa parven yhtélon.

12+2242a-1-4a-2+6a-5=0
1+4+2a-8a+6a—-5=0
0=0

Tosi

Vastaus  Yhteiset pisteet ovat (— 11 2) ja (1, 2).



K43
Tutkitaan, onko piste (-3, 6) ympyralla.

x2+y2+2x—4y-15=0
(-3)>+6%+2-(-3)-4-6-15=0
0=0

Tosi

Piste (-3, 6) on ympyréllé ja sen kautta voidaan piirtdd ympyrélle
tdsmalleen yksi tangentti.

Muokataan ympyrén yhtélo keskipistemuotoon.

x2+y2+2x—4y—-15=0
(x+1)?+(y=-2)2=20

Siis ympyran keskipiste on (-1, 2).

\

=

F+(y-22=20




Lasketaan pisteiden (-1, 2) ja (-3, 6) vilisen sdteen kulmakerroin.

_ 2-6 __
k==

Tangentin kulmakerroin on sédteen kulmakertoimen kaénteisluvun

vastaluku 1

5
Muodostetaan tangentin yhtalo.

y=6=2(x=(-3)

_1,,15
V=R

Tangentti leikkaa x-akselin, kun y = 0.

X+ 0

2

B [—

15
X

-15

Siis tangentti leikkaa x-akselin pisteessd (—15, 0).

Vastaus  (-15,0)



K44

Tutkitaan, ovatko pisteet (-1, 8) ja (—7,—4) ympyrélla.

x2+y2=65 x2+y2:65
(-1)? +8% =65 (=7)% +(-4)? =65
65 =65 65 =65

Tosi Tosi

Siis pisteet ovat ympyralla.

10

(-1,8
D
X2 +y2 =65
M
0)(0,0) X
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15

(-7,-4)

Lasketaan pisteitd (0, 0) ja (-1, 8) yhdistdvin sdteen kulmakerroin.

kl = _81__00 = —8.

Pisteeseen (-1, 8) piirretyn tangentin kulmakerroin on % ja yhtdlo

y=8=4(x=(-1)
x—-8y+65=0



Lasketaan pisteitd (0, 0) ja (-7, —4) yhdistdvin sidteen
kulmakerroin.

—-4-0_4
=077
Pisteeseen (—7,—4) piirretyn tangentin kulmakerroin on —% ja
yhtélo
-(-4)= —*(x (=7)
Tx+4y+65=0

Ratkaistaan tangenttien leikkauspiste laskimella.

x—-8y+65=0
Tx+4y+65=0

— 13 ia v=13
x=-13 jay 5
Tangentit leikkaavat pisteessd (—13, %) .

Vastaus  (-13, %)



K45

a) Ratkaistaan laskimella ympyrén ja suoran leikkauspisteet.

b)

x2+y? +14x+24=0
3x+4y-4=0

x=—4 jay=4

Suoralla ja ympyrélld on tdsmélleen yksi leikkauspiste, joka on

(-4, 4). Siten suora on ympyrin tangentti.
Selvitetddn suoran kulmakerroin.
3x+4y—-4=0

y=—%x+l

Koska toinen tangentti on yhdensuuntainen timén tangentin

kanssa, sen kulmakerroin on —;.

Muokataan ympyréin yhtélo keskipistemuotoon.

x2+y? +14x+24=0
(x+7)? +y% =25



Hahmotellaan ympyrille tangenttien sivuamispisteiden B ja C
vélinen halkaisija.

(x+7)2+y*=25

Ympyrin keskipiste A4 =(—7,0) on halkaisijan keskipiste.
Halkaisijan toinen paitepiste on B =(—4,4).
Ratkaistaan pisteen C =(x,,),) koordinaatit.

XO_4__ y0+4_
5 = 7 5 =0

Tangentin kulmakerroin on —% ja se kulkee pisteen C=(-10,—4)

kautta. Muodostetaan tangentin yhtilo.

y=(4) =3 (x=(-10)
3x+4y+46=0



Vastaus
b) 3x+4y+46=0



K46
Muokataan yhtél6 keskipistemuotoon.

x2+y? —2kx+14y+49 k> + k=0
x2 =2kx+y* +14y =k*> —k—-49
X2 =2kx+ k> +y? +2-Ty+7? =k*> -k —-49+k?> + 72
(x=k)? +(y+7)?=2k>-k

Yhtild esittid ympyrdd, kun 242 —k > 0.

Ratkaistaan funktion 2k> — k nollakohdat laskimella.

2%2+k=0 N ya

k=0 tai kz% \//2

Epiyhtild 2k% —k >0 toteutuu,kun k<0 tai k> % .

Ympyrin keskipiste on (k,—7) jaside ~2k*>—k .

Vastaus k<0 tai k> %,

keskipiste (k,—7) jaside 2k —k



K47
a) y=%x2+1

Yhtild on muotoa y = ax? +bx+c ja toisen asteen termin
kerroin on positiivinen, joten paraabeli aukeaa ylospdin.

12
b) x=y )Y

_ 1.9

X = 2y +y

Yhtild on muotoa x = ay? + by +c jatoisen asteen termin
kerroin on negatiivinen, joten paraabeli aukeaa vasemmalle.

c) y-2=3(x-5)?
y—2=3(x%-10x+25)
y=3x2-30x+77

Yhtild on muotoa y = ax? +bx+c ja toisen asteen termin
kerroin on positiivinen, joten paraabeli aukeaa ylospdin.

Vastaus  a) ylospéin
b) vasemmalle
C) ylospéin



K48

Paraabelin huippu on pisteessd (0, 1) ja sen akseli on y-akselin
suuntainen. Muodostetaan paraabelin yhtalo.

Y=o =a(x-xp)*
y—1=a(x-0)?

y=ax?+1

Paraabeli kulkee pisteen (3, —1) kautta. Ratkaistaan kerroin a.

y=ax2+1
“1=a-3%+1
-2=9q
__2
=79

Paraabelin yhtilo on y = —%xz +1.

Vastaus  y = —%xz +1



K49

Koska x-akselin leikkauspisteitd on kaksi, niin paraabeli on y-
akselin suuntainen.

Paraabelin yhtild on muotoa y =ax? +bx+c.

Sijoitetaan pisteiden (—1,0), (5,0) ja (0,10) koordinaatit
paraabelin yhtéloon ja ratkaistaan laskimella kertoimet a, b ja c.

Il
(=)

a-(-1)> + b-(-) + ¢
a-5* + b5 + ¢ = 0
a-0 + b-0 + ¢ = 10

a — b + ¢ = 0

25% + 5bh + ¢ = 0
c = 10

a=-2

b=8

c=10

Paraabelin yhtild on y =-2x? +8x+10.

Vastaus  y=-2x?+8x+10
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K50

Valitaan koordinaatiston yksikoksi metri. Sijoitetaan tunnelin vasen
alanurkka origoon ja oikea alanurkka positiiviselle x-akselille.

y

Symmetrian perusteella piste C=(1,2) japiste D= (8, 2)

Paraabelin yhtild on muotoa y =ax” +bx+c.

Paraabeli kulkee pisteiden A4(0, 0), C(1,2) ja B(9, 0) kautta.
Muodostetaan yhtdloryhma ja ratkaistaan kertoimet a, b ja ¢
laskimella.

0=a-0° + b-0 + ¢
2=aq-1> + b1 + ¢
0=a-9° + b9 + ¢

c = 0
a + b + ¢ =
la + 9 + ¢

I
S N

a=-0,25 b=225jac=0



Symmetrian perusteella paraabelin huippu on nollakohtien
puolivilissi eli kohdassa x =4,5.

Lasketaan huipun y-koordinaatti.
y=-0,25-4,5+2,25-4,5=5,0625~ 5,1

Tunnelin suurin korkeus on 5,1 m.

Vastaus 5,1 m



a) Epétosi, koska epdyhtild ei toteudu, kun a =0

b) Tosi. Kun a <0, niin epdyhtdlon vasen puoli on positiivinen ja
oikea puoli negatiivinen. Kun a > 0, molemmat puolet ovat yhtd
suuret.

c) Epitosi, koska epdyhtdlo ei toteudu a:n negatiivisilla arvoilla.

Vastaus b



M2

Luvun 5 etdisyys lukusuoralla luvusta —2 on [5—(-2)|=7|=7
a) Tosi, koska [I-8=|-7|=7.

b) Epitosi, koska |0—(-3)|=3/=3

¢) Tosi, koska [32-25/=[7|=7

Vastaus a,c



M3

a) Epitosi, koska [-7-2|=|-9/=9#5.

b) Tosi, koska |-(-7)-2|=[7-2|=|5|=5

c¢) Epitosi, koska [2—(=7)|=[2+7=|9|=9#5

Vastaus b



M4

Lasketaan epdyhtdlén |5—2x|<3 vasemman puolen arvo
kokonaisluvuilla 1, 2, 3 ja 4.

5-2-1=[3=3
5-2-2|=[5-4|=]1]=1
5-2-3|=[5-6/=|-1]=1
5-2-4/=[5-8=|-3 =3

AW N~

Epayhtilon vasen puoli on pienempi kuin 3 kokonaisluvuilla x =2
ja x=3.

Vastaus C



MS
a) Epidyhtdlo ei toteudu esimerkiksi arvolla x = 1.

2-3-1]=2-3/=|]-1|=1>0.

b) Epidyhtdlo toteutuu ainakin muuttujan arvolla x =

2
3
2-3-21=2-2/=0<0.

¢) Tosi, katso b-kohta.

Vastaus C



Meé

Epédyhtdlon vasen puoli on suurempi tai yhtd suuri kuin 0.

a) Tosi, koska télloin epayhtdlon oikea puoli on pienempi kuin
vasen puoli.

b) Epaitosi, koska arvolla x =0 oikea puoli on yhté suuri kuin
vasen puoli.

c¢) Epitosi, koska esimerkiksi arvolla x =0 oikea puoli on
suurempi kuin vasen puoli.

Vastaus a



M7

Maiiritetddn pisteitd (—5,—1) ja (—7,3) yhdistdvén janan
keskipiste.

S+(-7) —1+43\_,-12 2v_,_
( 2 D 2 )_( 2 35)_( 691)

Vastaus c



M8

Maiiritetddn pisteitd (-5,—1) ja (—7,3) yhdistdvén janan pituus.

JET= (502 + (3= (-D)) = (2> +4? =20 =45 =25

Vastaus b



M9

a) Tosi, koska ((-3)2-9)-9=(9-9)-9=0
b) Tosi, koska (0> -9)-0=0

¢) Tosi, koska (92 -9)-0=0

Vastaus a,bjac



M10

Piste (x,y) on yhtd kaukana origosta ja pisteestd (0,1).
Muodostetaan yhtilo.

Jx=002 +(y=0)2 =[(x=0)2 + (y—1)?

\/x2+y2 :\/x2+y2—2y+1
X242 =x?+y?-2y+1
2y—-1=0

Vastaus a



M11

Pisteiden (3,—-1) ja (9,—4) kautta kulkevan suoran kulmakerroin

—4--D)_-3_ 1

M 79 3 T T2

Vastaus c



M12
Pisteilld (7,293) ja (7,-313) onsama x-koordinaatti.

Suora on pystysuora.
Pystysuoran suoran suuntakulma on 90°.

Pystysuoran suoran x-koordinaatti on kaikkialla sama.
Piste (7,0) on suoralla.

Vastaus a, b, c



M13

Muokataan suoran yhtélo ratkaistuun muotoon.

x+y+1=0
y=-x-1

Suoran kulmakerroin —1 on negatiivinen, joten suora on laskeva.

Vastaus b



M14

Muokataan suoran yhtélo ratkaistuun muotoon.

2x+6y—-14=0
6y=-2x+14
y=-Llesl

Suoran kulmakerroin on — 1

§ .

Vastaus c



M15

Maiiritetddn suoran ja x-akselin leikkauspiste.

4x+8-0-24=0
4x =24
x=6

Siis x-akselin leikkauspiste on (6,0).
Maédritetdén suoran ja y-akselin leikkauspiste.

4.0+8y-24=0
8y =24
y=3

Siis y-akselin leikkauspiste on (0,3).

Vastaus a



M16

Muokataan suoran yhtélo ratkaistuun muotoon.

2x=-3y+7=0
3y=2x+7
y=2x41

a) Tosi, koska suorien kulmakertoimet ovat samat.

b) —8x+12y+99=0

12x =8x—-99
_2. .33
V=357

Tosi, koska suorien kulmakertoimet ovat samat.

c) x—%y—lzo
3. 2
yV=x-1 3

Tosi, koska suorien kulmakertoimet ovat samat.

Vastaus a,bjac



M17
Muokataan suoran yhtidld S5x+15y+20=0 ratkaistuun muotoon.

Sx+15y+20=0

15y =-5x-20
__ 1.4
VT3
Siis suoran kulmakerroin on —%.

Normaalin kulmakerroin on 3.

Muodostetaan normaalin yht&l6 sijoittamalla pisteen (1,—1)
koordinaatit sekd kulmakerroin suoran yhtdloon y—y, =k(x—x).

y=(=1)=3(x-1)
y=3x—-4

a) Tosi, koska piste toteuttaa normaalin yhtélon.

3.3-4=5
5=5

b) Epitosi, koska piste ei toteuta normaalin yhtaloa.

3.8-4=24-4=20=4.



c) Tosi, koska piste toteuttaa normaalin yhtilon.

3-9-4=23
23=23

Vastaus a,c



M18
Lasketaan pisteen (0,0) etdisyys suorasta 3x—4y+5=0.

B ‘axo + by, + c‘

Va? + b2

_[3-:0-4.0+5

32 +(—4)?

d

Vastaus c



M19

Muodostetaan suorien yhtiloistd yhtdloryhma ja ratkaistaan
mahdolliset leikkauspisteet laskimella.

y=—x-1
y=x-11
3x+5y—-1=0

Ei ratkaisuja. Siis suorat eivit leikkaa samassa pisteessa.

Vastaus C



M20

y=-2x+3
10x+5y—-15=0 :5

2x+y-3=0
2x+y-3=0

Huomataan, ettd yhtéloparissa on sama suoran yhtélo kahteen
kertaan. Kaikki suoran pisteet toteuttavat yhtidloparin. Yhtéloparilla
on ddrettdméin monta ratkaisua.

Vastaus C



M21

Kuvasta ndhddén, ettd ympyrén keskipiste on (1,-2) jasidde r=4.
Sijoitetaan keskipisteen koordinaatit ja side ympyrédn yhtaloon.

(x=x0)* +(y=yp)* =17
(x=1)* +(y—(2))* =4
(x-1D2+(y+2)*=16

Vastaus b



M22

x2+(y-1)?%=9
(x=0)2 +(y—-1)*=3°

Ympyréan keskipiste on (0,1) jasidde 3.

Vastaus a, b



M23

Muokataan ympyrén yhtélo keskipistemuotoon.

x2+y2—2x+2y=0
(x=D*+(y+1)? =2

Ympyrén keskipiste on (1,-1).

Vastaus b



M24

Muokataan yhtél6 keskipistemuotoon.

x2+y2—2ky+1=0
(x=0) +(y—k)?=k>-1

Yhtalo esittdd pistettd, kun yhtdlon oikea puoli on nolla.

k?—1=0
k* =1
k=11

Vastaus a,c



|
W
I
(e

x2 + y* - 2x + 4y - (-1)

—x2 - 2 + 2x - 4y + 5 =0

x2 + 2 - x + 2y — 4 =0

x — 2y + 1 =0
Leikkauspisteet sijaitsevat siis suoralla x—2y+1=0.

Vastaus a



M26

y=2x

Tutkitaan, toteuttaako piste yhtéloparin .
x2+y? =20

a)x=2, y=4

4=2.2
toteutuu
22442 =20

byx=-2, y=—+4

toteutuu

—4=2-(-2)
(=2)? +(-4)* =20

c)x=2, y=-4

—4%2.2
ei toteudu
22 +(—4)> =20

Vastaus a, b



M27

Tutkitaan, onko piste (3,—4) ympyrilla sijoittamalla pisteen
koordinaatit ympyran yhtaloon.

(x-1D)2+(y+2)*=7
G-1)2+(—4+2)2=7
8=7
Epétosi
Siis piste ei ole ympyralla.
Koska 8> 7, piste on ympyrin ulkopuolella.

Pisteen kautta voidaan piirtdd ympyralle tismélleen kaksi tangenttia.

Vastaus C



M28

Lasketaan ympyrén keskipisteen (1,4) japisteen (-3,6) vilisen
sateen kulmakerroin.

Tangentti on kohtisuorassa tdtd séddettd vastaan.
Tangentin kulmakerroin on 2.

Vastaus c



M29

a) y-1=2(x-3)?
y—1=2(x*>-6x+9)
y=2x%-12x+19

2. asteen termin kerroin on positiivinen, joten paraabeli aukeaa
ylospdin.

b) Tosi, koska piste toteuttaa yhtdlon.

y—1=2(x-3)?
19-1=2(0-3)2
18=2-9

c) Paraabelin huippu on pisteessd (3, 1).
Paraabeli aukeaa ylospéin.
Siis paraabeli ei leikkaa x-akselia.

Vastaus a,bjac



M30

Polttopiste on (0, 2).

Johtosuora on y = 0.

Paraabeli huippu on y-akselilla.

Paraabelin huippu on yhtéd kaukana polttopisteestd ja johtosuorasta.
Huippu on pisteessd (0, 1).

Vastaus b



Al
a) Sijoitetaan x =-2.

3—2x|+|x+4
=[3-2-(-2)|+[(-2)+4
=[3+4|+2|

=|7|+2

=7+2

=9

b) Sijoitetaan x =-5.

‘3—2x‘+‘x+4‘
=[3-2-(=5)|+|(-5) +4
=[3+10|+|-1]

=[13|+1

=13+1

=14



c) Sijoitetaan x=r.

3—2x|+|x+4|

=[3-27|+|7 +4

Koska 7 ~3,14 ,niin

3-27<0 ja 3-27|=-(3-27)=-3+2x.
3 27| +|7 +4

=3+2r+m+4
=1+3z

Vastaus
a) 9b) 14 ¢c) 1+3x



A2

a) Muokataan yhtdldd niin, ettd itseisarvolauseke jaa toiselle

puolelle.

2|x-3|=1

v-3=1
_3=d fai y_3=_1
X 3—2 tai x—3= )
_1 =35
xX=5 x=5

b) Muokataan yhtdléon molemmille puolille itseisarvolauseke.

2x-1=23-x
2x-1]=p2[3-x
2x -1 =[2(3-x)|

2x—1=2(3—x) 2x—1=—2(3—x)

2x-1=6-2x o 2xml=64 2
_ ai
4.x = 7 _1 — _6
X = % epatosi
Vastaus

]t x=2 _1
a)x—ztalx 2b)x 4



A3

a) Luvut, joiden itseisarvo on pienempi tai yhtd suuri kuin 9,
sijaitsevat lukusuoralla lukujen -9 ja 9 vilissd péétepisteet
mukaan luettuina.

Y

‘—5x+6‘£9
-9<-5x+6<9

Puretaan kaksoisepayhtédld kahdeksi epayhtéloksi, joiden
molempien tulee toteutua.

—9<-5x+6 ja —5x+6<9

—-15<-5x —5x <3
=15 >3
5 >x x__5
x<3 s_3
=75

14



b) Luvut, joiden itseisarvo on suurempi kuin kolme, sijaitsevat
lukusuoralla joko luvun —3 vasemmalla puolella tai luvun 3

oikealla puolella.
-3 3

-5 -4 % -2 -1 0 1 2 % 4 5 6 7
x| +1)>3
‘x‘+1>3 tai ‘x‘+l<—3

‘x‘ >2 ‘x‘ <-4
—2<x tal x>2 Fi ratkaisua
Vastaus

a) —%SXSS b) x<-2 tai x>2



A4

Maédritetddn niiden suorien leikkauspiste, joihin a:n arvo ei vaikuta.
Ratkaistaan ensimmaisestd yhtdloistd y.

3x-y+6=0
y=3x+6

Sijoitetaan y toiseen yhtéloon ja ratkaistaan x.

2x+3y-7=0

2x+3(3x+6)-7=0

2x+9x+18-7=0
Ilx=-11

x=-1
Lasketaan y.
y=3x+6=3-(-1)+6=3

Leikkauspiste on siis (-1, 3). Ratkaistaan viimeisestd yhtalostd a
sijoittamalla leikkauspisteen koordinaatit.

3x+ay+15=0
3-(-D+a-(3)+15=0
—3+3a+15=0
3a=-12
a=-4
Vastaus

a =—4. Leikkauspiste (-1, 3).



AS

Lasketaan janan AB keskipiste ja kulmakerroin.

(—22+1 , -5 +2(_3)) — (_%’ _4)

o3> _3+45_2
7 1—(=2) ~ 1+2 3

Ratkaistaan keskinormaalin kulmakerroin.

kiky =—1
% k2 = _1
k2 = —%
Keskinormaali kulkee pisteen (—%, —4) kautta ja sen kulmakerroin

on —% . Muodostetaan keskinormaalin yhtilo.

() =—3[y_(-L
r==-3(+-(-3))
-_3,_3
y+4= 2x )
-_3,_19 :
y=—gyx—g |
4y =—6x-19
6x+4y+19=0
Vastaus

4y+6x+19=0



A6

a) Lasketaan ympyrén séteen pituus.

JE10=-(=8))2 +(0— (=3))?
= J(-10+8)2 +32

=(-2)? +9

=J4+9
=J13
b) Muodostetaan ympyran yhtilo.
2
(x=(=10))2 + (y-0)% =(V13)
(x+10)2 +y% =13
c) Tutkitaan pisteen (-7, 1) etdisyyttd ympyrin keskipisteesta.
J7-(-10)? +(1-0)2
= J(=T+10)2 +12
=32 +1
=v9+1
=10 <13
Koska etdisyys keskipisteestd on pienempi kuin ympyrén séde,
piste on ympyrén sisdpuolella.
Vastaus

a) V13 b) (x+10)2 +»2 =13 ¢) Sisdpuolella



A7
Sijoitetaan huipun (-1, 5) koordinaatit yhtdloon.

y=yo =a(x—xy)*
y=5=a(x—(-1)*
y=5=a(x+1)>?

Sijoitetaan pisteen (0, 3) koordinaatit ja ratkaistaan kerroin a.

3-5=a(0-1)?
-2 =a(-1)*
—2=a

Muodostetaan paraabelin yht&lo.

y—=5=-2(x+1)?

y=5==2(x>+2x+1)

y—-5=-2x*-4x-2
y=-2x>-4x+3

Vastaus
y=-2x*-4x+3



A8

Muokataan molemmat suoran yhtélot kulmakerroinmuotoon.

2x—ax—-y=0
y=2x—-ax
y=Q2-a)x
2ax—x-2y =0
2y=2ax—x ‘:2
y:ax—%x
y=(a=2)x
2

a) Jotta suorat olisivat yhdensuuntaiset, niiden kulmakertoimien
pitéé olla yhté suuret.

I §
Zaa2

—2a = —% ‘ 1(-2)

a=

S
4



b) Jotta suorat olisivat kohtisuorassa toisiaan vastaan, niiden
kulmakertoimien tulon pitdé olla —1.

(2-a)a—5)=-1

2a—1—a2+%a=—1

%a—a2 =0

a(%—a):O

a=0 tai a=2
Vastaus

=3 —0 tai a==>
a)a—4b)a 0 tai a >



A9

a) Muokataan yhtélo tunnistettavaan muotoon.

x2+y?2—6x-2y-3=0
x2—6x+9-9+y2-2y+1-1-3=0
x2=2-3x+32-9+p2-2-1y+12-1-3=0
(x=3)2-9+(y-1)?-1-3=0
(x=3)2+(y-1?>=13

Kyseessd on ympyrd, jonka keskipiste on (3, 1) ja sdde J13.
b) Muokataan yhtdld tunnistettavaan muotoon.

x2+y2-2x+4y+7=0

x2=2x+1-1+y? +4y+4-4+7=0

x2=2:1x+12=1+y2 -2-2y+22-4+7=0

(x=1)2%-1+(y-2)>-4+7=0
(x=1?+(y-2)*=-2

Koska oikealla puolella on negatiivinen luku, mikdan piste ei
toteuta yhtaloa.



¢) Muokataan yhtdld tunnistettavaan muotoon.

x2+ 12 +8x—4y+20=0
x2+8x+16—16+y>—4y+4-4+20=0
x2+2-4x+4% -16+y2-2-2y+22-4+20=0
(x+4)2 -16+(y-2)>—4+20=0
(x+4)2+(y-2)*=0

Yhtilo esittia pistettd (-4, 2).

Vastaus

a) Ympyrd, jonka keskipiste on (3, 1) ja sdde J13.
b) Ei mitdén pistejoukkoa.

c) Pistettd (-4, 2).



Al0

Suora on ympyrén tangentti, jos niilld on vain yksi yhteinen piste.
Ratkaistaan suoran ja ympyrén yhteiset pisteet.

3x+y=10
x2+y%2=10
Ratkaistaan suoran yhtdlostd y ja sijoitetaan se ympyran yhtaloon.
3x+y=10

y=-3x+10

x2 +(-3x+10)2 =10
x24+9x2 —60x+100=10

10x> —60x+90=0  |:10
x?—6x+9=0
(x=3)?=0
x-3=0
x=3
y=-3x+10
=-3-3+10
=-9+10
=1

Koska vain yksi piste toteuttaa yhtdlon, on kyseessd tangentti.



B1
x-3
a) [-2-3=[-5=5
b) [V8-3
Koska /8 <+/9 =3 ,niin /8-3<0 ja
B -3=—(8-3)=3-8 =3-22.
o) N12-3
Koska V12 >+/9 =3 ,niin v/12-3>0 ja
V12 -3 =12-3=23-3.

Vastaus

x-3] a) 5b) 3-2v2 ¢) 24/3-3



B2

a) Ratkaistaan suoran kulmakerroin

2x-9y+26=0
9y =2x+26

_2

k_9

Koska k =tan « , niin suuntakulma on

a=tan"!(k)=tan"! (S) ~12,5°.

b) Kaéytetdédn pisteen etdisyyden kaavaa.

2:(=5)-9-(3)+26] |-10-27+26|

/22 +(-9)? - V4 +81

M A1 <10
J85 85
Vastaus

a) 12,5° b) 1,2



B3

Mairitetddn suoran kulmakerroin.

—6x+8y+17=0
8y=6x—-17 ‘ :8
ey
Suoran kulmakerroin on % .
Suoralle piirretyn normaalin kulmakerroin on — g .

Muodostetaan pisteen (-3, 2) kautta kulkevan normaalin yhtalo.

y=2=-5(x-(3) |3
3y—6=—4(x+3)
4x+3y+6=0

Ratkaistaan suoran ja normaalin leikkauspiste.

I
(=)

—-6x + 8y + 17
4x + 3y + 6 =0

3

X=2 ja x=-22

50

3 _52
Vastaus (50, 25)



B4

Merkitddn perusmaksua kirjaimella p ja kilometriveloitusta
kirjaimella k. Kootaan annetut tiedot taulukkoon.

perusmaksu kilometriveloitus | yhteensi
15 km matka | p 15k 29,90
8 km matka p 8k 17,54

Kirjoitetaan taulukon tiedoista yhtélopari ja ratkaistaan se.

p + 15k
p + 8k

Ratkaistaan yhtdlopari laskimella.

29,90
17,54

p z3,41 ja k= 1,77

Vastaus

Perusmaksu on 3,41 euroa ja kilometritaksa on 1,77 euroa.




BS

Ympyrin yhtildn yleinen muoto on x% + y? +ax+by +c=0.
Tavoitteena on madrittdd kertoimien a, b ja ¢ arvot.

Pisteet (-2, 6), (-8, 3) ja (-5, —-3) toteuttavat ympyrin yhtilon.
Sijoittamalla pisteiden koordinaatit ympyrdn yhtdloon saadaan kolme
yhtiloa.

(-2)* + 6> + a-(-2) + b-6 + c
(-8 + 32+ a-(-8) + b-3 + ¢
(-5 + (3> + a-(-5 + b-(-3) + c

—2a + 6b + ¢ = 40
—8a + 3b + ¢ = -73
—S5a - 3 + ¢ = -34

Ratkaistaan yhtdloryhma laskimella.
a=7, b=-3 ja c=-8
Ympyrin yhtdlo on

x2+y?2+7x-3y-8=0.



Muokataan yhtilo keskipistemuotoon.

x2+y%2+7x-3y-8=0

x?+7x+y> -3y =28

2 2 2 2
x2+2x-;+(;) +y2+2y-(—3)+(—3) :8+(7) +(—3)

2 2 2 2
Ty2 _3y_45
D+ (r-3)? =4
Ympyrin keskipiste on (—%, %) .

Vastaus

2+ +7x-3y-8=0 ja (—%,%)



B6

Ne pisteet, jotka ovat yhtd kaukana Reinon ja Vertin kesdmokeisti,
sijaitsevat keskinormaalilla, joka on piirretty mokkeja yhdistavélle
janalle. Tutkitaan, missi pisteissa keskinormaali leikkaa ympyrén.

Maédritetdén ensin mokkeji yhdistdvin janan keskipiste.

C=(_10%+20, 60-5120)=(—§O, 1§0)=(_40, 90)

Lasketaan janan kulmakerroin.

b= 120-60 _ 60 _1
1720-(-100) 120 2

Keskinormaalin kulmakerroin on &, =-2.

Muodostetaan keskinormaalin yhtalo.

=90 =-2(x—-(-40))
y=—2x-80+90
y=-2x+10

Madritetdén seuraavaksi Hepolampea kuvaavan ympyrén yhtalo.
(x=5)2+(y-5)> =75
Etsitddin suoran ja ympyrén leikkauspisteet ratkaisemalla yhtédlopari.

y=-2x+10
(x=5)2+(y-5)> =75



Ratkaistaan yhtdlopari laskimella.

x=3-2J281 ~-30,5 ja y=4+4J281 = 71,1

tai

x=3+2J281 36,5 ja y =4-4+281 ~ 63,1

Leikkauspisteet ovat (-30,5; 71,1) ja (36,5;-63,1).

Tutkitaan leikkauspisteiden etdisyyttd mokkeihin. Koska etdisyys
molempiin mokkeihin on sama, valitaan vertailupisteeksi Reinon
mokki pisteessd (—100, 60).

\/(—30,5 —(~100))% +(71,1-60)% =~ 70,4

\/(36,5 —(~100))? +(=63,1-60)> ~183,8
Piste (—30,5; 71,1) on ldhempéni mokkeja.

Saunan paikka on (=31, 71).
Saunan ja mdkin vélinen etdisyys on 70 m.

Vastaus
piste (=31, 71), etdisyys 70 m



B7

Tutkitaan, onko piste (1,1) ympyrdlldi x? + y? +4x—10y+24=0.
Téydennetdin ympyrédn yhtélo keskipistemuotoon.

¥2+12 +4x-10y+24=0
X2 +4x+4-4+y2—10y+25-25+24=0
x2+4x+4+y2-10y+25=5

(x= (202 +(p=57 =5

Sijoitetaan x=1 ja y=1.

(1-(2)2 +(1-57 =5
32 +(-4)? =5
9+16=5
25=5

epatosi

Koska 25> 35, piste (1, 1) on ympyrédn ulkopuolella ja sen kautta
voidaan piirtdd ympyrélle tdsmélleen kaksi tangenttia.

Muodostetaan tangentin yhtalo.

y=Yo=k(x—xo)
yv=1=k(x-1)
y-1=kx-k
—kx+y-1+k=0



Muodostetaan lauseke ympyrén keskipisteen (-2, 5) etdisyydelle
tangentista —kx+y—1+k=0.

J- ‘axo + by, +c‘

Ja? + b?

|k (2)+1-5-1+4

_ Ph+4

VEk? +1

Muodostetaan yhtild, josta voidaan ratkaista tangenttien
kulmakertoimet.

Ympyrén keskipisteen etdisyys tangentista on yhtd suuri kuin
ympyrin sidde J5.

j:zilzﬁ |- VE2+1 (#0)
+

3k +4| =5vE2 +1
2
(3k+4)2:(\/§\/k2 +1)
Ok? +24k +16 = 5k* +5
4k% +24k +11=0

1 11
k= ) tai k 5



Sijoitetaan saadut kulmakertoimet tangentin yht&loon.

—kx+y-1+k=0

(-1 o1
(2)x+y 1 ) 0
x+2y-2-1=0

x+2y-3=0

(11 11
( 2)x+yl > 0

11x+2y-2-11=0
IIx+2y-13=0

Vastaus
x+2y-3=0 ja 1lx+2y-13=0



B8

Pisteen (x,y) etiisyys pisteestd (0, 1) on /x2 +(y—1)> .

Pisteen (x, y) etdisyys suorasta y=-3 on |y —(-3)|.
Merkitddn etdisyydet yhtd suuriksi ja ratkaistaan muuttuja y.
= (3 =yx* +(y-1)?

(ry+3)? =x*+(y-1)?
Y2 +6y+9=x2+y>-2y+1

8y =x2-8
yz%xz—l

Koska toisen asteen termin kerroin on positiivinen, pisteet
muodostavat ylospdin aukeavan paraabelin.

Vastaus

ylospdin aukeavan paraabelin y = %xz -1



B9

Merkitddn kuminauhan keskipistettd (x, y). Tehtdvidni on etsid
yhtdlo, jonka keskipiste toteuttaa.

Kuminauhan péitepisteet ovat (1,-1) ja (a, b).
Sijoitetaan paraabelin yhtélo keskipisteen koordinaatteihin.

_1+a _-1+b
X = 5 y 3
a=2x-1 b=2y+1

Piste (a, b) toteuttaa paraabelin yhtdlon.

a=-b?+16b-64
2y +1=—(2x-1)2 +16(2x —1) - 64
2y+1=—-4x2 +4x-1+32x—16—64
2y =—4x? +36x-82
y=-2x>+18x—41

Vastaus
paraabelin y = —2x? +18x —41



B10

Taydennetddn yhtdlo ympyrén keskipistemuotoon.

x2+y2-2px—8py+9p* +2p=0
x2=2px+p?—p?+y2—8py+(4p)? —(4p)* +9p* +2p=0
(x=p)* +(y=4p)* - p* ~16p*> +9p* +2p =0
(x=p)* +(y—4p)* -8p*+2p=0

(x=p)* +(y-4p)* =8p*>-2p

Yhtalo esittdd ympyrdd, kun yhtdlon oikea puoli on positiivinen.

Selvitetiisin funktion 8p? —2p nollakohdat ja kuvaaja.

+\ 8P22p/+
8p2—-2p=0
2p(4p-1)=0 \/—
2p=0 tai 4p—-1=0

1

P ap=y

Siis 8p2 —-2p>0,kun p<0 tai p>%.



Ympyroiden keskipisteet (p, 4p) toteuttavat yhtdlon y = 4x.

Ratkaistaan viela alue, jolla keskipisteet voivat sijaita.

Koska x=p ja p<0 tai p> % , ratkaisu on se alue suoraa, missi

x <0 tai x>l

4

Vastaus
Esittdd ympyrdd, kun p <0 tai p> % .

Keskipisteiden muodostama pistejoukko on se osa suoraa y = 4x,

missa x <0 tai x>l.

4
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