K1

a) Lukujen 3 — V2 ja 2 vilinen etdisyys on lukujen erotuksen
itseisarvo ‘3 —J2 - 2‘ = ‘1 — \/5‘

Koska luku 1— \/5 ~ —0,41 on negatiivinen, niin

=2 =-(-v2) =2 -1.

b) Lukujen 3 — V2 ja 4— V2 vilinen etiisyys on lukujen erotuksen

itseisarvo ‘3—&—(4—&)‘:‘3—\/5—44—\/5‘:‘—1‘:1.

Vastaus

a) \3—&—2\:6—1
b) \3—J§—(4—ﬁ)\=1



K2

a) Sievennetddn lauseke CAS-laskimella.
‘2a‘ — ‘—761‘ = —S‘a‘

Perustellaan laskimen antama tulos.
Tulon itseisarvo on

‘2a‘—‘—7a‘ o )
itseisarvojen tulo.

= [2/|a[ —|-7|l4] 2l=2 ja [-7]=7

:2‘61‘—7‘0‘

= —3ld

b) Sievennetddn lauseke CAS-laskimella, kun a = 0.
t6d] _
4]

Perustellaan laskimen antama tulos.

‘—16a‘ Tulon itseisarvo on
‘4a‘ itseisarvojen tulo.
_I-1da —16/=16 ja |4|=4
[4]Ja]
1
16 |df
4
1
_16% _
=7 = 4

¢) Sievennetdin lauseke CAS-laskimella, kun a > 2.
‘10 —Sa‘ =5a—-10

Perustellaan laskimen antama tulos. Kun @ > 2, niin 10 —5a < 0.



10 — 54|

= —(10 - 5a)
=5a—10

Vastaus
a) —5lal
b) 4

¢) 5a—10

Negatiivisen luvun 10 — 5a
itseisarvo on luvun 10 — 5a

vastaluku.



K3

a) Yhtdlo ‘SX‘ =38 toteutuu, kun luku 5x on yhté suuri kuin luku 8 tai

—8.
Puretaan yhtalo
‘Sx‘ =38 e
kahdeksi yhtéloksi.
) Ratkaistaan
S5x=28 5 tai S5x=-8 |5 L
molemmat yhtalot.
_38 __38
75 TS

b) Yhtilo ‘x — 5‘ =7 toteutuu, kun luku x —5 on yhtd suuri kuin luku
7 tai —7.

Puretaan yhtélo
x—5/=7 e
kahdeksi yhtdloksi.
. Ratkaistaan
x—5=7 [+5 tai x—5=-7 |+5
molemmat yhtalot.
x=12 x=-=-2
Vastaus
a) x:—% tai x:§

5
b) x=-2 tai x=12



K4

a) Yhtilo \3x — 8\ = \x\ toteutuu, kun luvut 3x —8 ja x ovat yhtd

suuret tai toistensa vastaluvut.

Puretaan yhtdlo kahdeksi yhtaloksi

3x — 8| = x| . : -
ja ratkaistaan molemmat yhtalot.
3x—8=x |—x+8 tai  3x—8=-—x | +x+8
2x =8 |:2 4x =8 |: 4
X = 4 X = 2

b) Yhtils |x—7|=|5—3x| toteutuu, kunluvut x—7 ja 5—3x ovat
yhtd suuret tai toistensa vastaluvut.

X ; = — 3x I urctaan h alo (&)
ja ratkaistaan molemmat Yy talot.

x—7=5-3x|4+3x+7 tai x—7=—(5—3x)

4x =12 |: 4 x—7=-543x |-3x+4+7
x=3 —2x=2 |- (—=2)
x=-1
Vastaus

a) x=2 tai x=4
b) x=—1 tai x=3



K3

a) Yhtild toteutuu, kun luku x> —1 on yhti suuri kuin 3 tai —3.

x2—-1=3 tai  x?—1=-3
x2 =4 x2=-2
x =44 x=+-2
x==+2 ei ratkaisuja

b) Yhtild toteutuu, kun luvut 2x? + x ja x ovat yhti suuret tai toistensa

vastaluvut.
‘2x2 + x‘ = ‘x‘
2x2 4+ x=x tai 2x2 4+ x=—x
2x2 =0 2x2 4+2x=0
x= 2x(x+1)=0
2x=0 taa x+1=0
x=0 x=-—1
Vastaus

a) x=-2 tai x=2
b) x=—1 tai x=0



K6

a) Médritetddn luku x appletilla. Loydetdén kaksi lukua.

3

-9 8 -7 6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 N

Kun luku x = 0, sen etdisyys luvusta —3 on 3 ja etdisyys luvusta
1 on 1.

-9 -8 -7 6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Kun luku x = 3, sen etdisyys luvusta —3 onn. 6 ja etdisyys luvusta
1 on 2.

b) Lukujen x ja 1 vélinen etdisyys on \x — 1‘.
Lukujen x ja —3 vilinen etdisyys on \x — (—3)‘ = \x + 3‘.
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan x.

Etdisyys ‘x — 2‘ on yhta suuri

1= dleey . .
3 kuin kolmasosa etdisyydesta ‘x + 3‘.
x=0 taa x=3 Ratkaistaan CAS-laskimella.
Vastaus

a) x=0 tai x=3

b) \x—l\:%\x—lﬁ

, x=0 tai x=3



K7

a) Sievennetdén lauseke. Kun x> 5, niin x—5> 0.

z\xz —10x + 25\

[x -3
e

- x—=5

1
_2:-57

x=35

1
=2(x—5)
=2x—10

a? —2ab + b* = (a —b)?

b) Sievennetddn lauseke. Kun x <5, niin x—5<0.

2\x2 —10x + 25\

[x =5
2)(x— 5|
T (x-5)
1
_ 2x-57
x=5
1
= —2(x—5)

=-2x+10

Vastaus
a) 2x—10
b) —2x+10

a’> —2ab + b* = (a — b)?



K8

Poistetaan yhtdloparista toinen muuttujista. Valitaan poistettavaksi
muuttujaksi y. Kiytetddn yhteenlaskumenetelmaa.

Kerrotaan yhtélot sellaisilla
3x— y=0 |4 . . . .
{ x4y =2 luvuilla, ettd muuttujan y kertoi-

miksi saadaan toistensa vastaluvut.

{1 2x—4y =0 Lasketaan yhtalot yhteen.
+| x+4y=2 Muuttuja y poistuu.
13x=2 |:13 Ratkaistaan x.
2
T3

Sijoitetaan x = 2

jompaankumpaan yhtéloon ja ratkaistaan y.

13
Xt4y=2 Sijoitetaan x = % yhtéloparin
toiseen yhtiloon.
2 — _2
3 +4y =2 i3
_ 24 .
=1 kM
_6
NE
Vastaus
_2 . _ 6
T TE



K9

Ratkaistaan muuttujat x ja y kahdesta ensimmdiisestd yhtdlostd ja
tarkastetaan, toteuttaako saatu ratkaisuehdotus myds kolmannen yhtélon.

+{ 2;; _T_i i (3) Valitaan poistettavaksi muuttujaksi y.

3x=3 |3

x=1

Sijoitetaan x =1 ensimmadiseen yhtiloon ja ratkaistaan y.

x—y=3
l-y=3 |-1
—y=2 [
y=-2
Sijoitetaan luvut x =1 ja y = —2 kolmanteen yhtiloon.
Tarkastetaan, toteuttaako saatu
3x—2y=6

ratkaisuehdotus my6s kolmannen yhtilon.
3-1-2-(-2)=6

3+4=6
7=6
epétosi

Ratkaisuehdotus ei toteuta yhtédloryhmén viimeistd yhtdloa. Siis muuttujille
x ja y eiloydy sellaisia arvoja, jotka toteuttaisivat kaikki kolme yht&loa.

Yhtaloryhmaélla ei ole ratkaisuja.

Vastaus
ei ratkaisuja



K10

—x+2y+z=-5 (1)
2x=3y—z=17(2) o
2x— y—z=15 (3) on helpompi viitata.

Numeroidaan yht&lot, jotta niihin

Muodostetaan yhtdloistd 2 ja 3 yhtéildpari, ja ratkaistaan muuttuja .

2x—=3y—z=7 |(-1)
2x— y—z=15

—2x4+3y+z=-7
4| 2x— y—z=15

2y=8 |12
y=4

Muodostetaan yhtéldistd 1 ja 2 yhtilopari, ja poistetaan muuttuja x.

—x+2y+z=-5 |-2
2x—-3y—z=17

—2x+4y+2z=-10
+| 2x-3y— z=17

y+z=-3

Sijoitetaan saatuun yhtdloon luku y = 4 jaratkaistaan z.

y+z=-3
44z=-3 |4
z=-7
Sijoitetaan luvut y =4 ja z = —7 ensimmadiseen yhtdloon ja ratkaistaan

X.



—x+2y+z=-5
—x+2-4-T7=-5
—x+1==5 |-1
—x==6 [{-1)
x=6

Vastaus
x=6, y=4 ja y=-7



K11

a) Lasketaan janan keskipisteen koordinaatit.

(1, Y1)

X+x, y+y
(1 2 1 2)

2 2 5 5)
_ 32 —5+(—7))
2 7 2
(5 =12
272
5 (z2, y2)
=(5.-6) 2,-7)

Lasketaan janan pituus.

\/(xz —x)*+ (= n)?
=2 =37 +(-7- (=5
=12 + (-2
T4

-5




b) Lasketaan janan keskipisteen koordinaatit.

X+XxX Nt

(52 )
_—1+1 —20+(—18)
= 2 2 )
_ 0 =38

2’ 2 (1, y1)
=(0,—19) (=1,-20)

Lasketaan janan pituus.

\/(xz —x)?+ (= n)?

= JA = (= 1)? + (18— (-20)?
=2 422

=J4+4

&

—2\2

Vastaus
a) keskipiste (%,—6), pituus J5

b) keskipiste (0,—19), pituus /8 = 2+/2



K12

a) Suora kulkee pisteen (4,—7) kautta ja sen kulmakerroin on —2.
Muodostetaan suoran yhtilo.

J’_)’ozk(x—xo) Yo =—7, k=-2 ja x0:4
y—(=7)=-2(x—4) Ratkaistaan muuttuja y.
y+T7=-2x+8 |7
y=-2x+1

Suoran yhtdlo on y = —2x+1.

b) Suora kulkee pisteen (4,—7) kautta ja sen kulmakerroin on 0.
Muodostetaan suoran yhtalo.

Y=y =k(x—xp) Yo=—7, k=0 jax,=4
y—(=7)=0-(x—4) Ratkaistaan muuttuja y.
y+7=0 | =7
y=-7

Suoran yhtdlé on y = —7.

Vastaus
a) y=-2x+1
b) y=-7



K13

a) Suora kulkee pisteiden (2,—5) ja (—4, 7) kautta. Lasketaan suoran

kulmakerroin.
= 7—(=5  12¢ y-koordinaattien erotus jaetaan
- —4-2 -6 x-koordinaattien erotuksella.

Suoran kulmakerroin on —2.

b) Ratkaistaan suoran suuntakulma.

tana = k
tana = —2

a =tan~(=2) = —63,434..° ~ —63,4°

¢) Suoran kulmakerroin —2 on negatiivinen, joten suora on laskeva.

Vastaus
a) —2
b) —63,4°

¢) laskeva



K14

a) Merkitddn koordinaatistoon pisteet (—5, 2) ja (11,—4) syottdmalla
pisteiden koordinaatit. Piirretdén pisteiden kautta kulkeva suora.

Merkitddn kuvaan suoran ja koordinaattiakselien leikkauspisteet.

Y

(-5,2) .
\ (05 0,13)
/T

Suoran yhtdlon normaalimuoto on 3x +8y —1=0.

Suoran ja y -akselin leikkauspiste kahden desimaalin
tarkkuudella on (0; 0,13).

Suoran ja x-akselin leikkauspiste kahden desimaalin
tarkkuudella on (0,33; 0).



b) Suora kulkee pisteiden (-5, 2) ja (11,—4) kautta. Lasketaan suoran

kulmakerroin.

o —4—2 _ —6? 3 y-koordinaattien erotus jactaan
~11-(=5) 16 8 x-koordinaattien erotuksella.

Suora kulkee pisteen (—5, 2) kautta ja sen kulmakerroin on — 3"

Muodostetaan suoran yhtilo.

y0:2, szg ja,’(fozfs

Ratkaistaan muuttuja y.

Y=Yy =k(x—xp)
y=2=—2(x—(=5)
y—2:—%(x+5)

y_2=-3x_15 1

8 8
_ 3. .1
y= 8x+8

1

Suoran yhtidlo on y = —%x + g

Muokataan suoran yhtilé normaalimuotoon.

__3 .1 3.1

y=—g¥tg I+g¥—3%
3 I )
8x+y 8—0 |-8
3x+8y—-1=0

Suoran yhtilé normaalimuodossa on 3x+8y —1=0.



Ratkaistaan suoran ja koordinaattiakselien leikkauspisteet.

Koska yhtélon ratkaistussa muodossa y = —%x + % vakiotermi on

é, suora leikkaa y -akselin pisteessd (0

58'

Ratkaistaan suoran ja x-akselin leikkauspiste.

3x+8y—1=0 Sijoitetaan y = 0 ja ratkaistaan x.
3x—1=0 |+1
3x=1 |:3
1
3

Suora leikkaa x-akselin pisteessé (%, 0).

Vastaus
a) yhtdlo 3x+8y —1=0, leikkauspisteet (0; 0,13) ja (0,33; 0)

b) yhtils 3x + 8y — 1= 0, leikkauspisteet (0, %) ja (%, 0)



K15

Muodostetaan yhtéldpari, poistetaan siitd muuttuja y ja ratkaistaan
muuttuja x. Kéytetddn yhteenlaskumenetelmaa.

Kerrotaan yhtélot sellaisilla
3x—2y=1 |(=3)
4x —6y =35 _
saadaan toistensa vastaluvut.

—9x+6y=-3 Lasketaan yhtdlot yhteen.
+{ 4x—6y=>5 Muuttuja x poistuu.
—5x=2 |1 (—95) Ratkaistaan muuttuja y.
e 2
5
Sijoitetaan x = —% jompaankumpaan yhtéloon ja ratkaistaan y.

Sijoitetaan x = —= yhtéloparin
Ix—2y=1 ! T Ty YHaop

ensimmadiseen yhtaloon.

_6_ 5, 6
s 2y =1 |—|—5
11
—2y=-— |:(-2
y=-=5 k=2
__11
=710
. . . 2 11
Suorien leikkauspiste on (_3’_E .

Vastaus

2. 1
5710

luvuilla, ettd muuttujan x kertoimiksi



K16

Maééritetdén suoran 6x —3y + 7 =0 kulmakerroin. Muokataan suoran
yhtilo ratkaistuun muotoon.

6x—3y+7=0 | —6x—7
—3y=—6x—7 |:(-3)
_ 7
y=2x+ 3

Suoran 6x —3y+7 =0 kulmakerroin on 2.

a) Suoran y =2x—11 kulmakerroin on 2.

Koska suorien kulmakertoimet ovat samat, suorat ovat yhdensuuntaisia.

b) Suora kulkee pisteiden (4,—2) ja (8, 6) kautta. Maéritetddn suoran
kulmakerroin.

_6—(=2) _g“
k= 8—4 4 =2

Kuten a-kohdassa, suorien kulmakertoimet ovat samat, joten suorat ovat
yhdensuuntaisia.

Vastaus
a) on
b) on



K17

Maééritetdén suoran 6x —3y + 7 =0 kulmakerroin. Muokataan suoran
yhtilo ratkaistuun muotoon.

6x—3y+7=0 | —6x—7
—3y=—6x—7 |:(-3)
_ 7
y=2x+ 3

Suoran 6x—3y+7 =0 kulmakerroinon & = 2.

a) Suoran y = —2x+5 kulmakerroin on k, = —2. Tutkitaan,
toteuttavatko kulmakertoimet kohtisuoruusehdon kk, = —1.
kky =2-(—4)=—-4=—1

Suorien kulmakertoimet eivét toteuta kohtisuoruusehtoa, joten suorat
eivit ole kohtisuorassa toisiaan vastaan.



b) Suora kulkee pisteiden (5, 4) ja (7, 3) kautta. Miéritetdén suoran
kulmakerroin.

Tutkitaan, toteuttavatko kulmakertoimet kohtisuoruusehdon
klkz —_ — 1 .

S P O
klszz( 2) 1

Suorien kulmakertoimet toteuttavat kohtisuoruusehdon, joten suorat
ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Vastaus
a) eciole
b) on



K18

Muokataan suoran y = ;x — 3 yhtdld normaalimuotoon.

9

_2_ _2
y=3* 3 | 9x+3
—2x4y43=0 1-(=9)

9
2x—9y—-27=0

a) Lasketaan pisteen (—5,—4) etiisyys suorasta 2x —9y —27 = 0.

Sijoitetaan kertoimet

d_‘ax0+by0+c‘ a=2, b=-9 ja c=-27
a2 + b2 ja koordinaatit x; = —5
ja yg = —4

2 (=5 —-9-(—4)—27|

-1

s
:1[:@]
J85

85



b) Lasketaan pisteen (18, 1) etdisyys suorasta 2x —9y —27 = 0.

Sijoitetaan kertoimet
a=2,b=-9 ja c=-27
ja koordinaatit x, =18 ja y, =1

J ‘axo + by, +c‘
Va? +b?
_ [2-18-9-1-27|

{22 +(—9)?
_ lop
NG

0

Vastaus
1

a)ﬁ

b) 0



K19

a) Lampotilan y riippuvuutta korkeudesta x kuvaa suora, koska
riippuvuus on lineaarinen.

Merenpinnan korkeudella lampdtila on 14 °C ja kilometrin

korkeudessa 8,0 °C. Annetuista tiedoista saadaan kaksi koordinaatiston
pistettd: (0, 14) ja (1, 8).

Lasketaan suoran kulmakerroin.

Suora kulkee pisteen (0, 14) kautta ja sen kulmakerroin on —6.
Muodostetaan suoran yhtalo.

y—14 = —6(x —0) Ratkaistaan muuttuja y.
y—14=—6x | +14

y=—6x+14



b) Lampotila 3,5 kilometrin korkeudella saadaan sijoittamalla a-kohdassa
muodostettuun yhtéloon korkeus x = 3,5.

y=-6:35+14=—7 (°C)

¢) Ratkaistaan a-kohdan yhtélostd muuttuja x, kun l&dmpétila y = 0.

y=—6x+14 Sijoitetaan y = 0.
0=—-6x+14 |+6x
6x =14 |: 6

x:%zZﬁ&m

Vastaus

a) y=—-6x+14
b) —7 °C

¢) 2,3km



K20

a) Piirretddn geometriaohjelmalla suora 6x —8y + 24 = 0 syottimalla
suoran yhtilo.

Piirretddn suoran ja koordinaattiakselien rajaama kolmio Monikulmio-
tyokalulla.

6x —8y+24=0

Kolmion pinta-ala on 6.



b) Madritetdén suoran 6x —8y + 24 =0 ja koordinaattiakselien
leikkauspisteet.

Ratkaistaan suoran ja x-akselin leikkauspiste.

6x—8y+24=0 Sijoitetaan y = 0 ja ratkaistaan x.
6x+24=0 | —24
6x = —24 |:6
x=—4

Suora leikkaa x-akselin pisteessd (—4, 0).

Ratkaistaan suoran ja y -akselin leikkauspiste.

6x—8y+24=0 Sijoitetaan x = 0 ja ratkaistaan y.
—8y+24=0 | —24
—8y=-24 |: (—8)
y=3

Suora leikkaa y -akselin pisteessd (0, 3).

Kolmion kanta on suoran ja x-akselin leikkauspisteen etdisyys
origosta, eli 0 —(—4) = 4.

Kolmion korkeus on suoran ja y -akselin leikkauspisteen etdisyys
origostaeli 3—0=3.

Lasketaan kolmion pinta-ala.
A=—~.4.3=6 A= —-ah

Vastaus
a) 6
b) 6



K21

Suora n kulkee pisteiden (7, 12) ja (15,—24) kautta. Miaritetdan
suoran kulmakerroin.

(4
fo=24-12 36" 9

15-7 8 2

a) Suora m kulkee pisteiden (—6, 29) ja (—15, 27) kautta.
Madritetddn suoran kulmakerroin.

po—27-29 2
27 15—(=6) 9

Suorilla » ja m on eri kulmakertoimet, joten suorat eivit ole
yhdensuuntaisia.

Tutkitaan, toteuttavatko kulmakertoimet kohtisuoruusehdon
klkz - — 1 .

91 2

Suorien kulmakertoimet toteuttavat kohtisuoruusehdon, joten suorat
ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.



b) Suora m kulkee pisteiden (—213,—45) ja (—221,—9) kautta.
Madéritetddn suoran kulmakerroin.

g—_9=(49) 36" _ 9
27 _221—(-213) -8 2
Suorilla » ja m onsama kulmakerroin 4 =k, = —2, joten suorat

2
ovat yhdensuuntaisia.

Vastaus
a) kohtisuorat
b) yhdensuuntaiset



K22

Madritetdén suoran 12x —8y + 26 = 0 kulmakerroin. Muokataan suoran
yhtilo ratkaistuun muotoon.

12x -8y +26=10 | —12x — 26
—8y =—12x—26 |:(-8)
_3,,13
Y=ty
Suoran 12x —8y 426 = 0 kulmakerroin on k; = % Madritetddn
kohtisuorassa olevan suoran kulmakerroin &,.
3k =—1 2 Kohtisuoruusehto: k, = —1
5k =- |-§ ohtisuoruusehto: kjk, = —1.
—_2
ky = 3

Normaali kulkee pisteen (3,—5) kautta ja sen kulmakerroin on —%.

Muodostetaan normaalin yhtalo.

y-(=5)=—2(x-3) ¥ =y = k(x—xp)
y+5:—%x+2|—5
y= —%x—S

Vastaus

yz—%x—3(hﬁ3y+920)



K23

Lasketaan kolmion sivujen eli janojen 4B, AC ja BC pituudet.

AB = \J(20 —30)? + (=2 — 4)? A= (30, 4), B=(20,-2)
— 136

AC = /(28— 30)2 + (—4 — 4)2 A= (30, 4), C=(28,—4)

= /68

BC =J(28—20)2 + (—4 — (—2))? B=(20,-2), C=(28,-4)
=68

Huomataan, ettd sivujen AC ja BC pituudet ovat samat. Kolmio on siis
tasakylkinen.

Tutkitaan, toteuttavatko kolmion sivujen pituudet Pythagoraan lauseen.

AC? + BC? = AB?

(V68 +(Ves)’ = (V136)
136 =136

tosi

Koska kolmion sivujen pituudet toteuttavat Pythagoraan lauseen, kolmio on
suorakulmainen.

Vastaus
Kolmio on tasakylkinen, koska 4C = BC. Kolmio on suorakulmainen,
koska sen sivujen pituudet toteuttavat Pythagoraan lauseen.



K24

Midritetddn suoran 3x —4y 4 5= 0 kulmakerroin %, ja suuntakulma
aq.

Ratkaistaan muuttuja y

Ix—4y+5=0
x—4y+ CAS-laskimella.
_3 .5
y= 4x+ 4
_3
ky n
t =3 -
anoy = tano = k
4
—tan-1(3)= °
o = tan (Z) = 36,869...

Midritetddn suoran 6x + 7y —8 = 0 kulmakerroin %, ja suuntakulma
Qy.

Ratkaistaan muuttuja y
CAS-laskimella.

y= —éx—i-%
6
ky=—9
tanoq:f% tana = k
a, = tan~! (—g) = —40,601..°



Hahmotellaan kuvaaja ja pédtelldén suorien vélinen kulma.

Toinen suorista nousee 36,869...°:n

kulmassa ja toinen laskee 40,601...°:n

kulmassa. 36,869...°

Suorien vélinen kulma on siis

36,869...° +40,601...°
=77,471..°
~ 77,5°

Vastaus
77,5° (suuntakulmat 36,9° ja —40,6°)
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Madritetdén suoran s kulmakerroin. Suora kulkee pisteiden (—3, 1) ja
(5, 5) kautta.

= S-L 4% 1
17 5_(=3) " 8 2

Madritetdén suoran ¢ kulmakerroin. Suora kulkee pisteiden (—2, 0) ja
(a, 1) kautta.

po— 1-0 _ 1

27 4—(=2) a+2

a) Suorat ovat yhdensuuntaisia, kun niiden kulmakertoimet ovat yhti
suuret. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan a.

e

1 k2

1 Ratkaistaan CAS-laskimella.
+2

Q =
I
S o

b) Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, kun niiden kulmakertoimet
toteuttavat kohtisuoruusehdon. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan a.

1 _ -1 Ratkaistaan CAS-laskimella.
2 a+2
__9
=7
Vastaus
a) a=0

—_3
b) a= >
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a) Appletin avulla ndhdéén, ettd pisteet (¢, 2), (-5, ¢) ja (2¢,—t) ovat
samalla suoralla, kun ¢~ —1,1.

b) Pisteet 4= (¢, 2), B=(-5,t) ja C=(2t,—t) ovatsamalla
suoralla, jos suorien 4B ja AC kulmakertoimet ovat samat.

Lasketaan suorien kulmakertoimet.

P t=2 _ -2
AB = _5_¢ 5+1¢
P _—t=2_ 142
AC ™ D¢ ¢

Kulmakertoimien tulee olla yhtd suuret. Muodostetaan yhtalo ja
ratkaistaan .

_t=2_ _t+2 Ratkaistaan CAS-laskimella.
54t t
10
=77
Vastaus
a) r~—11
10

b) t=—3
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Ensimmadinen suora kulkee pisteiden (0,—%) ja (%, 0) kautta.

Lasketaan suoran kulmakerroin.

Ensimméinen suora kulkee pisteen (O,—%) kautta ja sen kulmakerroin on

%. Muodostetaan suoran yhtalo.
y—(—l):l(x—O) Y=y = k(x—xp)
572 SO0
1 1 Ratkaistaan muuttuja y
y=_Xx—— .
2 5 CAS-laskimella.
Ensimmaisen suoran yhtédlo on y = 1,1

2 5



6

Toinen suora kulkee pisteiden (%, 5

ja (%,—%) kautta. Lasketaan

suoran kulmakerroin.

2

_ 5
k=%
5

Toinen suora kulkee pisteen (%, g) kautta ja sen kulmakerroin on —2.

Muodostetaan suoran yhtalo.

6 4
y_gz_zx_g) ¥ — o = k(x— %)
Ratkaistaan muuttuja y
y=—2x+ 14 . ja )
5 CAS-laskimella.
Toisen suoran yhtdlo on y = —2x+ %

Ratkaistaan suorien leikkauspiste yhtiloparilla.

pol1
2 51 4 Ratkaistaan CAS-laskimella.
y=-2x4+—=
5
_6 . . _2
X = 5 jay= 5

6 2

Suorien leikkauspiste on ( 5> 5)

Vastaus
6 2

55
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Madritetdén aluksi suorien y = —3x—2 ja 5x+4y =20 leikkauspiste.
Tehtdvéani on 16ytdd kaikki luvut x ja y, jotka toteuttavat yhtildparin

y=-3x-2
S5x+4y = 20.

Kéytetddn sijoitusmenetelméaa. Sijoitetaan y = —3x —2 yhtildon
Sx+4y = 20.

x = —4.

Suorat leikkaavat siis kohdassa Ratkaistaan ylemmastd yhtdlostd vield
leikkauspisteen y -koordinaatti sijoittamalla yhtdl6on x =—4.

y=-3x-2 Sijoitetaan x =—4.

y=-3-(-4)-2

y=10

Sx+4y=20 Sijoitetaan y = —3x — 2.
5x+4(—3x—2)=20
5x—12x—-8=20 | +8
—7x =28 l:(=7)
x=—4

Suorat y = —3x—2 ja 5x+4y =20 leikkaavat siis pisteessd
(—4, 10).



Selvitetdédn, milld vakion a arvolla myos suora ax+4y—44=20
kulkee pisteen (—4, 10) kautta.

ax+4y—44=0 Sijoitetaan x = —4 ja y = 10.
a-(—4)+4-10—44 =0
—4a—4=0 |44
—da=4 |:(—4)

a=-1

Siis suorat y =—-3x—2, S5x+4y =20 ja ax+4y—44=0 leikkaavat
pisteessd (—4, 10), kun a = —1.

Vastaus
a = —1, leikkauspiste (—4, 10)
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Merkitéén ruusujen lukumééraé kirjaimella x ja liljojen kirjaimella y.
Koska viiden kimpun hinta on 410 €, yhden kimpun hinta on

410€ _ 82 €. Kootaan tiedot taulukkoon.

5
ruusut liljat yhteensa
kimpun
kukkien X y 16
lukumaééra
yhden
kimpun 6x 4y 82
hinta (€)

Muodostetaan yhtédlopari ja ratkaistaan x ja y.

{ x+ y=16 Ratkaistaan CAS-laskimella.

6x+4y =282
x=9 ja y=7

Yhdessd kimpussa on 9 ruusuaja 7 liljaa.

Vastaus
9 ruusuaja 7 liljaa
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Kulmanpuolittajan jokainen piste (x, y) on yhtd kaukana kummastakin
suorasta. Muodostetaan lausekkeet pisteen (x, y) etdisyydelle suorista.
Etéisyys suorasta —2x+ 6y +10=10

on —2246y+10=0

(z, y)
dy

r+3y—11=0

g - ‘—2-x—|—6~y+10‘: ‘—2x+6y+10‘
J22 + 62 Wi

Etdisyys suorasta x +3y—11=0 on

Clx+3-y—11] x+3y-11

V12 432 Jio

Etdisyyksien tulee olla yhtd suuret. Muodostetaan etdisyyksien yhtilo ja
sievennetdén se suoran yhtaloksi.

d

dl - d2
[—2x+6y+10]  [x+3y—1]
= 2410
2410 J10 |
[—2x+ 6y +10|=2|x 43y —11|
‘—2x +6y+ 10‘ = ‘2(x +3y—1 l)‘ Puretaan yhtdlo kahdeksi yht:

—2x4+6y+10=2(x+3y—11) tai —2x+6y+10=—-2(x+3y—11)

—2x+6y+10=2x+6y—22 —2x+6y+10=—-2x—6y+22
4x =32 12y =12
x=38 y=1

Kulmanpuolittajien yhtélét ovat x =8 ja y=1.
Vastaus
x=8 ja y=1
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Lasketaan pisteen (—2¢, 4 +¢) etéisyys suorasta 5x —9y +19¢ = 0.

g 5-(=20)—9-(4+1)+19 . laxy + by + ¢|
{52 +(-9)? Na* +b?

=106 —36 — 97 +19]

N J25 481

_ -3¢

N3

_ 36 [: ISW]
\/ﬁ 53

184106

53

Pisteen etiisyys suorasta on aina , eikd siis riipu vakion ¢

arvosta. [
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Normaalin yhtdlé on muotoa y = kx + s.

Merkitdan normaalin ja x-akselin leikkauspistettd (a, 0). Normaalin ja
y -akselin leikkauspiste on (0, s).

(0, 5)

(a, 0)

Madritetdén suoran 2x 4+ y —3 = 0 kulmakerroin. Muokataan suoran
yhtilo ratkaistuun muotoon.

2x+y—-3=0 | —2x+3
y=-2x+43
Suoran 2x + y —3 =0 kulmakerroin on k; = —2. Miiritetdédn

normaalin kulmakerroin &,.

—2-ky, =—1 |- (=2) Kohtisuoruusehto: &k, = —1.

1
kzzj

Normaalin yhtdlo on siis y = %x + .

Lasketaan normaalin ja x-akselin leikkauspiste (a, 0).



y=§x+s Sijoitetaan y =0 ja x = a.
_1 L
0= 2a+s | 7 a
—ya=s {2
a=—2s

Muodostetaan yhtdlo kolmion pinta-alan avulla ja ratkaistaan s.

A=16
1+lal-[s| =16
%.‘_25‘ . ‘S‘ =16 Ratkaistaan CAS-laskimella.

s=—4 tai s=4

Normaalin yhtdlé on y = %x +4 tai y= %x —4.

Vastaus
y= %x +4 tai y=

1

2x—4 (x—2y+8=0 tai x—2y—8=0)
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a) Kuvan perustella ympyrén keskipiste on (—1, 2) jasdde 2.
Muodostetaan ympyrén yhtilo.

(x— xo)2 +(y —yo)2 =2 Sijoitetaan xy =—1, yy =2 ja r =2.
(x— (=) +(y—-2)> =2
(1% 4+ (v =27 =4

Ympyrin yhtild on (x +1)> 4 (y —2)> = 4.

b) Kuvan perusteella ympyrén keskipiste on (2, 0).
Ympyré kulkee esimerkiksi pisteen (0, 2) kautta. Ympyrén sédde on
siis pisteiden (2, 0) ja (0, 2) vélinen etdisyys.

r=J0=22+2—-072 =J4+4 =8

Muodostetaan ympyrén yhtalo.

(x—x0)> +(y—y)> =r? Sijoitetaan x5 =2, yp =0 ja r = V8.

(=22 +(y— 02 =(8)
(x—2)>+y? =8

Ympyrin yhtilé on (x —2) 4+ y? =8.
Vastaus

a) (x+1)7+ (27 =4
b) (x—2)* +y? =8
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a) Piirretddn yhtilon
x2 4+ (y +1)2 =12 kuvaaja.

Maédritetddn ympyran
keskipiste.

Keskipisteeksi saadaan
(0,—1).

Merkitidén ympyrélle jokin
piste ja mitataan ympyran
sdde.

Siteeksi saadaan kahden desimaalin tarkkuudella 3,46.

b) Kirjoitetaan yhtild keskipistemuotoon (x — xo)2 +(y— yO)2 = r2.

W24 (y 12 =12 el
y+l=y—-(=1
(x=02+(y—(-D)*=12

Yhtilon vasemmalta puolelta ndhdéén, ettd ympyrén keskipiste on

(0,—1).

Yhtilon oikealla puolella on siteen nelié 72, joten ympyrin side

r=A12 =4-3 = 2./3 (~3,46).

Vastaus
a) keskipiste (0,—1), side 3,46

b) keskipiste (0,—1), sdde 23
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Tutkitaan, esittddko yhtdld ympyrédé. Pyritddn muokkaamaan yhtilo
ympyrin keskipistemuotoon (x —xo)? + (y — yy)? = r2

a) Muokataan yhtdlon vasemmalle puolelle lauseke
(x—x0)* + (¥ = yo)*.

) ) Ryhmitelladn
x4y —4x+6y—23=0 .
termit.
x? —4x +y2 46y =23
X2 —2-x- 2422492 4293432 =23427 432
(x—22 +  (y+3)? =234+4+9
x-2? +  (+3?* =36

Yhtilo esittdd ympyrad, jonka keskipiste on (2, —3) jasdde /36 =6.

b) Muokataan yhtélén vasemmalle puolelle lauseke
(x—x0)* +(y = yo)*.

5 5 Ryhmitelldén
x*+y +12x—10y+65=0 .
termut.
x? +12x +y2 —10y =—65
X2 4264674 y>—2-y-545> = —6546>+57
(x+6)2 + (y—5?7 =-65+36+25
2 2 —
(x+5* +  (y-6) = —4
>0 >0 <0

Luvun nelid on aina epinegatiivinen, joten kahden nelion summa ei voi
olla negatiivinen. Taten mikdan koordinaatiston piste (x, y) ei toteuta
yhtaloa.



Yhtalo ei siis esitd mitdédn pistejoukkoa.
¢) Muokataan yhtélon vasemmalle puolelle lauseke

(x—x0)* +(y—y0)*

Ryhmitelldidn
¥4y —8x—4y+20=0 v

termit.
x% —8x +y? -4y =-20
¥ —2-x- 44474 y2—2.9.2427 =-20+4% 42
(x—4)? + (y-2? =-20+16+4
x-4* + (=27 =0

Yhtélo saatiin ympyrén keskipistemuotoon, missi keskipiste on (4, 2)
ja sade Jo=0.

Yhtalo esittad siis pistettd (4, 2).

Vastaus

a) ympyréai, jonka keskipiste on (2,—3) ja sédde ©.
b) ei mitdén pistejoukkoa.

¢) pistettd (4, 2)
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Kolmion ympéri
piirretty ympyra kulkee
kolmion jokaisen
kérkipisteen kautta,
joten pisteet

A= (0,—8),
B=(12,—12) ja
C =(8,—4)

toteuttavat ympyrian
yhtélon.

2?4y’ taz+by+c=0
C=(8,—4)

A=(0,-8)

B = (12,-12)

Madritetdén ympyrén yhtélon normaalimuodon

x2+y*4+ax+by+c=0 kertoimet a, b ja c. Sijoittamalla pisteiden

koordinaatit ympyrin yhtélon normaalimuotoon saadaan kolme yhtélo4.
Muodostetaan yhtdloryhma ja ratkaistaan kertoimet a, b ja c.

02 +(—8)2+a-0+b-(—8)+c=0 x=0jay=-8
1224 (=12)? +a-12+b-(—12)+¢c=0 x=12 jay=—12
82+ (—4) +a-84+b-(-4)+c=0 =8 jay=-4

Ratkaistaan yhtaloryhma

a=-12,b=20 ja c=96

CAS-laskimella.

Ympyrén yhtdld on
x2+y2 —12x+20y +96 = 0. x> +y?+ax+by+c=0
Vastaus

X242 —12x+20y+96 =0
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Suoran x+y—3=0 jaympyrin x>+ y>+2y—7=0
leikkauspisteet toteuttavat molempien kdyrien yhtélot. Leikkauspisteet
saadaan ratkaisemalla yhtél6istd muodostettu yhtalopari

x+y—-3=0
x?+y?+2y—8=0.

Ratkaistaan suoran yhtélostd toinen muuttujista, esimerkiksi x.

x+y—-3=0 |—y+3
x=-y+3

Sijoitetaan muuttujalle x saatu lauseke ympyréin yhtaloon.
24+ 32 +2y—-7=0 Sijoitetaan x = —y + 3.
(—y+3)P2+y2+2y-7=0 Sievennetdén yhtalo.

y2—6y+9+y*+2y—-7=0
2y —4y+2=0

Ratkaistaan toisen asteen yhtalo.

. —(—DEJDP =422 440 4

2-2 4




Lasketaan leikkauspisteen y -koordinaatti sijoittamalla saatu
x -koordinaatin arvo suoran yhtilééon x+ y —3 = 0.

x+y—3=0 Sijoitetaan y =1.
x+1-3=0
x—=2=0 |42
x=2

Suoran ja ympyran leikkauspiste on (2, 1).

Vastaus
pisteessd (2, 1)
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Tutkitaan, onko piste (—3, 6) ympyrdlld (x+1)? + (¥ —2)? = 20.
Sijoitetaan pisteen koordinaatit ympyréan yhtaloon.

(x+1)? +(y—2)2 =20 Sijoitetaan x = —3 ja y = 6.
(=3+1)24+(6-2)>=20
(—2)2 +42 =20
20 =20

tosi

Piste toteuttaa ympyrin yhtélon, joten piste on ympyrélla. Pisteen kautta
voidaan piirtdd ympyrélle yksi tangentti.

Ympyrin (x +1)2 +(y —2)? = 20 keskipiste on (—1, 2).

(z+1)*+(y—2)°*=20

Ympyrin side on ympyrén keskipisteen (—1, 2) ja tangentin
sivuamispisteen (—3, 6) vilinen jana. Lasketaan siteen kulmakerroin.

(2
6—2 4 )

S0 2



Tangentti ja sivuamispisteeseen piirretty sdde ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan. Ratkaistaan tangentin kulmakerroin % suorien
kohtisuoruusehdosta.

k-(=2)=-1 |:(-2) kik, = —1
_1
k= 2
Tangentti kulkee pisteen (—3, 6) kautta ja sen kulmakerroin on 1

2
Muodostetaan tangentin yht&lo.

Y=Y = k(x —x), missd

1

y=6=2(x~(-3) 1
2

Yo =6, k= ja xyg=-3

y—6=2(x+3)
3

1. .3
¥ 6—2)6—1—2 | +6
_1 .15
yfzx—i-2
Vastaus

y:%H% (x—2y+15=0)
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Muodostetaan yhtéldpari ja eliminoidaan yhtilGparista toisen asteen termit

x2 ja y2.
x2 4+ y? —4x —6=0|(—1) Kerrotaan toinen yhtélo
24—y2+8x—6y =0 luvulla —1.
—x2 —y? +4x 1+6=0 Lasketaan yhtdlot yhteen.

+| x*+y* +8x—6y =0 Toisen asteen termit poistuvat.

12x—6y+6=0

Tulokseksi saatiin suoran yhtdlé 12x — 6y + 6 = 0. Ympyroiden yhteiset

pisteet toteuttavat yhtéloparin ja siten my0s saadun suoran yhtélon.
Ratkaistaan suoran ja jommankumman ympyrén leikkauspisteet.

Ratkaistaan suoran yhtdldsté toinen muuttujista, esimerkiksi .

12x—6y+6=0 | —12x—6
—6y=—12x—-6 |: (—6)
y=2x+1



Sijoitetaan muuttujalle y saatu lauseke jommankumman ympyrin
yhtdloon.

x2+y?—4x—6=0 Sijoitetaan y = 2x + 1.
X2 4+Q2x+1)2—4x—6=0
X2 4 4x? 4 4x+1—-4x—6=0
5x2-5=0 |+5
5x2=5 |5
x2 =1

x:\/Izl tai x:f\ﬁ:fl

Lasketaan leikkauspisteen y -koordinaatit sijoittamalla saadut
x -koordinaatit suoran yhtdloon y = 2x —1.

Kun x=-1, niin y=2-(—1)+1=-1.
Kun x=1, niin y=2-1+1=3.

Ympyroiden leikkauspisteet ovat (—1, —1) ja (1, 3).

Vastaus
(—L =1 ja (1, 3)
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Muokataan ympyrén yhtélo keskipistemuotoon
(x—x0)* +(y—yo)* =12

x2+y?—4x—-2y—4=0 Ryhmitelldén termit.
Taydennetdin
x2—4x4+y?-2y=4 lausekkeet nelidiksi

CAS-laskimella.
(x=2)?%—4+(y-1)>—-1=4 | +4+1
(=22 +(y—12 =9
Ympyrén keskipiste on (2, 1) jasdde r = Jo =3.
Yy

m2+y2—4m—2y—4:0 (6, 4)
s

(2, 1)




Lasketaan pisteen (6, 4) etdisyys ympyran keskipisteestd (2, 1).

d= ‘/(6_ 27 +(4-1? d= \/(-"'2 —x)? + (= »)?
=5

Ympyrin side 3 on pienempi kuin pisteen (6, 4) etdisyys ympyrin
keskipisteestd, joten piste on ympyran ulkopuolella.

Pisteen (6, 4) etdisyys ympyréstd saadaan vihentdmalld pisteen (6, 4) ja
ympyrén keskipisteen vélisestd etdisyydestd ympyrén sdde 3.

Néin ollen etdisyyson 5—3=2.

Vastaus
2
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a) Piirretdén geometriaohjelmalla ympyran keskipiste (-3, 3) ja
kehépiste (—6, 9). Piirretddn ndiden avulla ympyra.

Merkitédén kuvaan ympyrén ja koordinaattiakselien leikkauspisteet.
Kuvan perusteella ympyré leikkaa

y -akselin pisteissd (0,—3) ja (0, 9) sekd
x -akselin pisteissd (=9, 0) ja (3, 0).

Ay
('_6r 9) - (OI 9
/] 3 N
// = \\
6
5
3,37
(_91 0) i
0-XNBT7H6HABP, 2/3 4
AN 11/ 1360
N < i
~](0-3)




b) Ympyra keskipiste on (—3, 3) ja ympyré kulkee pisteen (—6, 9)
kautta, joten ympyrin sdde on

r=(=6—(=3)7 +(9-3)? =45.

Muodostetaan ympyréan yhtalo.
Sijoitetaan x, = —3, yg =3
(x—x0)* +(y—x9)* =12
‘ ’ ja r=1/45

(x— (3 + (v -3 = (Va5 )
(x+3)? +(y—3)> =45

Ympyréin ja y -akselin leikkauspisteiden x -koordinaatti on nolla.
Sijoitetaan x = 0 ympyran yhtdl6on ja ratkaistaan .

(x+3)2 +(y—3)> =45 Sijoitetaan x = 0.
Ratkaistaan muuttuja y

0+3)2+(y—3)2 =45
( ) +(y—3) CAS-laskimella.

y=-3 tai y=9
Siis ympyri leikkaa y -akselin pisteissd (0,—3) ja (0, 9).

Ympyrin ja x-akselin leikkauspisteissd y -koordinaatti on nolla.
Sijoitetaan y = 0 ympyréin yhtdloon ja ratkaistaan x.

(x+3)2 +(y—3)2 =45 Sijoitetaan y = 0.
(x+3) +(0—3) 45 Ratkaistaan muuttuja x
CAS-laskimella.
x=-9 tai x=3

Siis ympyrd leikkaa x-akselin pisteissd (—9, 0) ja (3, 0).
Vastaus
(0,-3), (0, 9), (-9, 0) ja (3, 0)
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a) Piirretddn ympyré
x? + y? = 64 japiste
(4, 8).

Piirretdin tangentit.

4w 43y —40 =0

(4,8)

Tangenttien yhtdlot ovat y =8 ja 4x+3y—40=0.



b) Tutkitaan, onko piste (4, 8) ympyrilla sijoittamalla pisteen
koordinaatit ympyrin yhtéloon x2 + y? = 64.

x>+ y? =64 Sijoitetaan x =4 ja y = 8.
42 487 =64

80 = 64

epatosi Piste ei ole ympyralla.

Pisteen (4, 8) ja ympyrdn keskipisteen (0, 0) vélisen etdisyyden
nelid 80 on suurempi kuin ympyréan siteen nelié 64, joten piste
(4, 8) on ympyran ulkopuolella. Pisteen kautta voidaan piirtda

ympyrélle kaksi tangenttia.

Merkitdédn tangentin kulmakerrointa kirjaimella %. Tangentti kulkee
pisteen (4, 8) kautta. Muodostetaan tangentin yhtalo.

y—8=k(x—4) Y=y = k(x—xp)
y—8=hkx—4k | —y+38
O0=kx—y—4k+38 IImoitetaan tangentin yhtalo
kx—y—4k+8=0 normaalimuodossa etdisyyden

laskemista varten.

Muodostetaan lauseke ympyrén keskipisteen (0, 0) etédisyydelle
tangentista kx — y—4k+8=0.

g laxo +byo +¢ Sijoitetaan x, = 0, yy =0,

Ja? + b2 a=k,b=-1c=—-4k+8

k04 (=1)-0— 4k + 8|
JE2 4 (—1)2
B |—4k + 8|

Vk? +1




Ympyrén keskipisteen etdisyys tangentista on yhté suuri kuin ympyran
side /64 = 8. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan kulmakerroin £.

4k +8] _ g

Vk? +1

Ratkaistaan CAS-laskimella.

k=—% @i k=0

Muodostetaan tangenttien yhtilot sijoittamalla saadut kulmakertoimet
tangentin yhtdloon kx—y —4k+8=0.

Kun k= —%, tangentin yhtdlé on

4

_i. —_ —_ o —— =

3 XY 4( 3+8 0
IS P
3 y+3 0 [(=3)

4x+3y—40=0.
Kun £ =0, tangentin yhtdl6 on

0-x—y—4-0+8=0
-y+8=0 |[-8
—y==8 |-

y=2_.

Tangenttien yhtdlot ovat 4x+3y—40=0 ja y =238

(eli y:—§x+% ja y=8).
Vastaus
y=8 ja 4x+3y—40=0 (y=8 ja y=—2x+40

3 3
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Ympyrin x2 + y? =16 keskipiste on (0, 0) ja side on r =+/16 = 4.

Hahmotellaan mallikuva.

Ympyrin sdde, ympyrén keskipisteen (0, 0) ja jénteen keskipisteen
(2, 1) vilinen jana seké janteen puolikas muodostavat suorakulmaisen
kolmion. Merkitddn kolmion kateettien pituuksia kirjaimilla a ja b.

Kateetin pituus » on ympyrén keskipisteen (0, 0) ja jdnteen
keskipisteen (2, 1) vilinen etiisyys.

b=2-02+(1-0)?2 =45



Ratkaistaan Pythagoraan lauseen avulla toisen kateetin pituus a.

a? +b% =r? Sijoitetaan bh=A/5 ja r=4.
2
a>+(\5) =42
a?+5=16 |-5
a? =11

a:\/ﬁ tai a:—\/ﬁ

Pituus on positiivinen luku, joten a = /11 .
Pituus a on puolet koko janteen pituudesta. Jénteen pituus on siis

2a = 2411.

Vastaus

211
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Suora on ympyrén tangentti tdisméilleen silloin, kun ympyrin keskipisteen
etdisyys suorasta on yhtd suuri kuin ympyrén side.

Kirjoitetaan ympyrén yhtélo keskipistemuotoon
(x=x0)> + (¥ —»)* =12

¥+ y? +14x424=0 Ryhmitelldén termit.
x? 4 14x +y?2=-24
X242 x-T4+T7> 492 =-24+77
(x+7)?+y?=-24+49
(x+7)2+y*=25

Ympyran keskipiste on (—7, 0) jasdde r =+/25 =5.
Lasketaan keskipisteen (—7, 0) etdisyys suorasta 3x+4y—4=0.

J— ‘axo + by, + c‘ Sijoitetaan x, = —7, yq =0,

Ja? + b2 a=3,b=4 ja c=—4.

B +4-0-4

V32 442

Ympyrin keskipisteen etdisyys suorasta on yhté suuri kuin ympyrén séde.

On osoitettu, ettd suora 3x+4y —4 =0 on ympyrin

x2 4+ y? +14x+24 =0 tangentti. [J



K45

a) Appletti piirtid yhtilostd x? + y? —2kx+14y +49—k?> + k=0
1

ympyrén, kun £ <0 tai k> >

Appletin perusteella ympyréan keskipisteen y-koordinaatti on aina —7 ja
x-koordinaatti on k. Siis ympyran keskipiste on (k,—7).

b) Muokataan yhtilo x* + y> —2kx +14y +49— k2> + k=0

keskipistemuotoon (x —x¢)% +(y — yp)* = r2.

Ryhmitelldén

x2 4+ 9?2 —2kx+14y +49— k> + k=0 ,
termuit.

x2 —2kx+y? +14y =k?> —k—49
X2 =2k x4+ k42427 y+ TP =k —k—49+ k> + 77
(x—k)?+(+7?*=2k>—k

Yhtalo esittdd ympyrédd, kun sen oikealla puolella oleva luku eli
ympyran sdteen nelid on positiivinen. Muodostetaan epayhtilo ja
ratkaistaan k.

2k2—k>0 Ratkaistaan CAS-laskimella.

k<0 tai k>%

Yhtils (x —k)? + (v +7)> = 2k? — k siis esittdd ympyrii, kun

k<0 tai k>1.

Télloin ympyran keskipiste on (k,—7).
Vastaus

Esittdad ympyrad, kun £ <0 tai k> % Keskipiste on (k,—7).
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Antamalla vakiolle a kaksi arvoa saadaan kaksi parven ympyréa.
Kun a =0, ympyrin yhtilé on x2 + y2 —5=0.
Kun a =1, ympyrin yhtild on x> + y% +2x -4y +1=0.

Ratkaistaan ndiden kahden ympyréan leikkauspisteet.

2 A~
5 5 Tty >=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
xX“+y +2x—4y+1=0
x:—l?l jay:; tai x=1jay=2

Néiden kahden ympyrén leikkauspisteet ovat (—%, %) ja (1, 2).

Parven kaikkien ympyrdiden ainoat mahdolliset yhteiset pisteet ovat siis

12y
& ) Ja (1L2)

Osoitetaan vield, ettd kaikki parven ympyrét kulkevat ndiden pisteiden
kautta.



Sijoitetaan pisteen (— Q, %) koordinaatit parven yhtiloon.

5

x>+ y? +2ax —4day+6a—5=0 x:—%, y:%

(—11)2+(2)2+2a-(—11)—4a-(2)~|—6a—5:0

5 5 5 5
121 4 22 8a ., _s_
25+25 5 5+6a 5=0
0=0
tosi

Sijoitetaan pisteen (1, 2) koordinaatit parven yhtaloon.

x> +y?+2ax—4day+6a—-5=0 x=1yp=2
12422424-1-4a-2+6a—5=0
1+4+2a—8a+6a—5=0
0=0

tosi

Pisteet (—%, %) ja (1, 2) toteuttavat ympyriparven yhtdlon kaikilla
vakion a arvoilla, joten kaikki parven ympyréat kulkevat pisteiden
11 2, .
-, = I, 2) k .
5 5) ja (1, 2) kautta
On osoitettu, ettd parven ympyrdilld on kaksi yhteisti pistettd, jotka ovat

_1r o2y
5 5) ja (1, 2). 0

Vastaus

Yhteiset pisteet ovat (—%, %) ja (1, 2).
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a) Paraabelin yhtdlo y = 2,2 41 on muotoa y = ax? + bx + ¢, missi

3
a > 0, joten paraabeli aukeaa ylospdin.

b) Jarjestellddn yhtdlon oikea puoli niin, ettd termit ovat astelukunsa

mukaisessa jarjestyksessd suurimmasta pienimpéan.

1
x=y-5y
x:—lyz—i-y

2

Paraabelin yhtild on muotoa x = ay? + by +c, missi a < 0, joten
paraabeli aukeaa vasemmalle.

Paraabelin huippumuotoinen yht&ld on muotoa y — y, = a(x — x,)2,
missd a > 0, joten paraabeli aukeaa ylospéin.

d) Paraabelin huippumuotoinen yhtilé on muotoa x —x, = a(y — y,)?,

missd a > 0, joten paraabeli aukeaa oikealle.

Vastaus
a) ylos
b) vasemmalle

¢)

ylos

d) oikealle
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Paraabelin jokaisen pisteen (x, ») v
etdisyys johtosuorasta y = —4 on

yhté suuri kuin etdisyys
polttopisteestd (6, 0). s

Muodostetaan lauseke pisteen
(x, y) etdisyydelle suorasta

y=—4

y=—4

dy=|y—(=4)|=|y+4

Muodostetaan lauseke pisteen (x, y) etdisyydelle pisteestd (6, 0).

dy = \(x—6) + (y — 0)% =+J(x—6)% + 12

Paraabelin johtosuora on vaakasuuntainen, joten paraabeli on
pystysuuntaan aukeava. Paraabelin yhtdlo on siis muotoa

y =ax? 4+ bx +c.
Muodostetaan etéisyyksistd yhtélo ja ratkaistaan muuttuja y.

Ratkaistaan muuttuja y

+ 4= (x—6)* + y?
y+4=Jx =67+ CAS-laskimella.

1l 3.5
O R R
Paraabelin yhtélo on y = lx2 — ;x + S
8 2 2
Vastaus
1 2 3 5

y=3x _fx_l_f
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Paraabelin ja koordinaattiakselien leikkauspisteistd (—1, 0), (5, 0) ja
(0, 10) ndhdéain, ettd paraabeli leikkaa x-akselin kahdessa pisteessa.
Télloin paraabeli on pystysuuntaan aukeava.

Pystysuuntaan aukeavan paraabelin yhtilé on muotoa y = ax? + bx + c.

Jokainen annetuista pisteistd toteuttaa paraabelin yhtdlon. Sijoittamalla
pisteiden koordinaatit paraabelin yht&loon saadaan kolme yhtéloa.
Muodostetaan yhtéloryhma ja ratkaistaan kertoimet a, » ja c.

O=a-(-D)>+b-(—)+c x=-1,y=0
0=a-5%+b-5+c x=5 y=0
10=a-0>+b-0+c x=0, y=10
a=-2,b=8 jac=10 Ratkaistaan CAS-laskimella.
Paraabelin yht&l6 on Y
y:—2x2+8x+10. 20|y =222+ 8z + 10

Piirretéiéin paraabeli y = —2x2 4 8x +10
geometriaohjelmalla. 108-(0;-10)

Havaitaan, ettd mééritetty paraabeli kulkee
annettujen pisteiden kautta. (=1,0) (5,0

Vastaus
y=—2x*+8x+10
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a) Paraabeli aukeaa pystysuuntaan, koska sen akseli on y -akselin

suuntainen.

Sijoitetaan huipun (0, 1) koordinaatit pystysuuntaan aukeavan
paraabelin huippumuotoiseen yhtaloon.

Y—Yo = a(x—x0)2 Sijoitetaan x, =0 ja y, =1.
y—1=a(x—0)?
y—1= ax?

Piste (3,—1) on paraabelilla, joten sen koordinaatit toteuttavat
paraabelin yhtdlon. Sijoitetaan koordinaatit yhtdlo6n ja ratkaistaan

kerroin a.
y—1=ax? Sijoitetaan x =3 ja y = —1.
—1-1=a-3? Ratkaistaan a.
—2=9a |9
__2
=79
Paraabelin yhtdlon huippumuotoon y —1= —%xz. Sievennetdin

yhtdld normaalimuotoon.

yol=—2x2 |+l
X

9
_ 22
=7 +1

Paraabelin yhtélon normaalimuoto on y = —%xZ +1.



b) Paraabeli aukeaa vaakasuuntaan, koska sen akseli on x -akselin
suuntainen.

Sijoitetaan huipun (0, 1) koordinaatit vaakasuuntaan aukeavan
paraabelin huippumuotoiseen yhtaloon.

X=Xy = a(y—y0)2 Sijoitetaan x, =0 ja y, =1.
x—0=a(y—1)?
x=a(y-1)>

Piste (3,—1) on paraabelilla, joten sen koordinaatit toteuttavat
paraabelin yhtdlon. Sijoitetaan koordinaatit yhtdl66n ja ratkaistaan

kerroin a.
x=a(y— 1)2 Sijoitetaan x =3 ja y = —1.
3=a(—1-1)?
3=4a -4 Ratkaistaan a.
_3
7y

Paraabelin yhtidlon huippumuoto on x = %( y —1)%. Sievennetiin

yhtdld normaalimuotoon.

x:%(y—l)2 (a —b)? = a*> —2ab +b?
xX= %(y2 —2y+1) Poistetaan sulkeet.
_3,2_3,,3
Y=Y Tty
Paraabelin yhtélon normaalimuoto on x = i 2 % v+ %
Vastaus
a) y= —%xz +1
_3 2.3 .3
b) x = 27 5V + 4
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Muokataan yhtild huippumuotoon x — x5 = a(y — y,)?.

Taydennetddn yhtilon oikea puoli

=8y2 +32y+35
* Y Y nelioksi CAS-laskimella.

x=8(y+2)%+3 | -3
x—3=8(y—(-2))?

Huippumuotoisesta yhtélostd ndhdéén, ettd paraabelin huippu on (3,—2).

Vastaus
yhtdld x —3 = 8(y +2)2, huippu (3,—2)
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Sijoitetaan tunnelin poikkileikkaus koordinaatistoon seuraavasti.

(0, 0)

1m 1m

Tunnelin poikkileikkaus on alaspéin aukeava paraabeli, joka kulkee
pisteiden (0, 0), (1, 2) ja (9, 0) kautta. Paraabelin yhtdlé on muotoa

y = ax? 4 bx 4 ¢. Muodostetaan pisteiden avulla yht#léryhmi ja
ratkaistaan kertoimet a, b ja c.

0=a-0>+b-0+c x=0, y=0
0=a-92+b-0+c x=9, y=0
2:a-12+b-1+c x =1, y:Z
a:—%, b:% jac=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.

Tunnelin poikkileikkausta kuvaavan paraabelin yhtdloé on
_ 12,9
y= 4 X<+ 2 X.

Lentoradan korkein kohta on paraabelin huipussa. Selvitetdén paraabelin
huippu muokkaamalla paraabelin yhtédlé huippumuotoon

y—yo =a(x—xy)%



Taydennetddn yhtélon

y=—gx + 2~ oikea puoli nelioksi
CAS-laskimella.
]
Huippumuotoisesta yhtélostd ndhdéén, ettd paraabelin huippu on (%, f—é .
Korkein tunnelin kohta on siis % m = 5,062... m ~ 5,1 m korkea.

Vastaus
5,1m
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Sijoitetaan Sepon heittdmén pallon lentorata 23 m koordinaatistoon kuvan
mukaisesti.

(105 5,5)

(0,2)

6 m

Pallon lentorata on alaspiin aukeava paraabeli, joka kulkee pisteen (0, 2)
kautta, ja jonka huippu on (10; 5,5). Sijoitetaan huipun koordinaatit
pystysuuntaan aukeavan paraabelin huippumuotoiseen yhtaloon.

y—yo=a(x— Xo)2 Sijoitetaan x, =10 ja y, = 5,5.
y—55=a(x— 10)2

Piste (0, 2) on paraabelilla, joten sen koordinaatit toteuttavat paraabelin
yhtdlon. Sijoitetaan koordinaatit yht&loon ja ratkaistaan kerroin a.

y—5,5=a(x —10)? Sijoitetaan x =0 ja y = 2.
2-5,5=a(0-10)? Ratkaistaan CAS-laskimella.
__ 1
‘= 7200
Paraabelin huippumuotoinen yhtdlé on y —5,5 = —2L00(x —10)%.

Heiton pituus saadaan paraabelin ja x-akselin (positiivisesta)
leikkauskohdasta. Ratkaistaan x-koordinaatti, kun y = 0.



y—55= —ﬁ(x —10)2 Sijoitetaan y = 0.

0-55= —%(x —10)2 Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=-2,535... tai x=22,535..

Pallo osui ensimmaéisen kerran maahan 22,535... m &~ 23 m pééssi

Seposta.

Vastaus
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S

(=l
ol

Vektorin @ pituus on 12 ja sitd kuvaavan nuolen pituus on 4 ruutua.
Yksi ruutu vastaa siis pituutta 3.

a) Piirretddn vektorin @ kanssa
samansuuntainen vektori ja
vastakkaissuuntainen vektori, joiden
pituus on yksi ruutu.

el

b) Piirretdan vektorin @ kanssa
vastakkaissuuntainen vektori, jonka
pituus on 3 ruutua.

Sl

Sl

¢) Piirretdan vektoria @ vastaan
kohtisuorat vektorit, joiden pituus on 2
ruutua.




K55

S

(=l
ol

a) Piirretddn vektori @ ja sen
loppupisteesti alkava vektori b.
Piirretiin summavektori @ + b.

—C

b) Piirretdin vektori b. Piirretiin
vektorin ¢ vastavektori —¢ ja
siirretiiéin se vektorin b
loppupisteeseen. Piirretddn
erotusvektori b —c.

¢) Piirretddn vektori @ ja sen
loppupisteesté alkava vektori
b. Siirreti4n vektori
vektorin b
loppupisteeseen. Piirretddn
vektori @ +b —c.
Péaadytdén samaan
pisteeseen.

S|
o
o
|
ol

(Sl

(=l

ol
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S

(=l
ol

a) Vektori 3¢ on kolme kertaa
niin pitkd kuin vektori ¢ ja
sen kanssa samansuuntainen.

7’

b) Vektori —2b on kaksi kertaa niin pitki
kuin vektori b ja sen kanssa
vastakkaissuuntainen.

¢) Vektori —%ﬁ on % niin pitka kuin

vektori @ ja sen kanssa
vastakkaissuuntainen. -~

a

|
Bl
8l
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Ql

(=l
ol

a) Siirretddn vektori ¢ alkamaan
samasta pisteestd kuin vektori a.
Ratkaistaan vektorien @ ja ¢
vialinen kulma suorakulmaisesta
kolmiosta.

\
of P----

tan(<i(@,c)) = %

<(@,c) = tan"!

%) —26,565..° ~ 27°

b) Siirretiin vektori b alkamaan samasta pisteestd kuin vektori a.
Vektorien @ ja b vilisen kulman saa, kun vihentdi oikokulmasta a-
kohdan kulman: 180° — 26,565...° ~153°.

S]



¢) Siirretdin vektori ¢ alkamaan samasta pisteesti kuin vektori b.
Vektorien b ja ¢ vilisen kulman saa, kun vihentid oikokulmasta
kaksi a-kohdan kulmaa: 180° —2-26,565...° ~127°.

Vastaus
a) 27°
b) 153°
c) 127°
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a) Siirretddn vektori @ alkamaan
samasta pisteestd kuin vektori
b. Vektorien vilinen kulma on
<(a,b) =180°—90° = 90°.

b) Siirretddn vektori o alkamaan samasta
pisteestd kuin vektori ¢. Vektorien vélinen
kulma on <i(b,c) = 180° —82° = 98°.

¢) Siirretddn vektori d alkamaan samasta
pisteestd kuin vektori @. Nelikulmion
kulmien summa on aina 180°, joten
nelikulmion neljds kulma on
360° —90° —82° —72° =116°.

Vektorien vilinen kulma on
<(a@,d)=180°—116° = 64°.

Vastaus
a) 90°
b) 98°
c) 64°
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a) Ratkaistaan yhtilostd vektori a.

2a +3b = 3(9 — 2a)

2a +3b =27b — 6a | —3b + 6a
2a +6a =27b —3b
8a = 24b i 8
a=73b

Koska kerroin 3 >0, vektorit @ ja b ovat samansuuntaiset.

b) Koska @ = 3b, vektorin @ pituus on kolminkertainen vektorin 5
pituuteen verrattuna.
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Piirretdédn vektorin @ alku- ja
loppupisteen kautta vektorien # ja v
suuntaiset suorat.

Vektorin @ alkupisteestd padstdan sen
loppupisteeseen kulkemalla

3 kertaa vektori v ja

5 kertaa vektorin # vastavektori

a=3v—5u=-5+3v

Vastaus
a=-—5u+3v

\

\

\
——— e
\

\

\
\
\
////é//f
-
\

\

£

\
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a) Lasketaan vektorin @ =37/ + 4, pituus.

\a\:m ‘5‘:W, missd
a.\‘ - 3 ja ay - 4
=+9416
=25 =5

b) Lasketaan vektorin @ = —2i +2; pituus.

lal=.]a? + a2, missd
@l = \[(-2)% + 22 Y

a,=-2jaa,=2
=+4+4

=8 =212

¢) Lasketaan vektorin @ =7/ —4, pituus.

@l = Ja% + a2, missi
@l = 7% + (—4)? Y

a, =7 ja a,=—4
=+/49+16
_ /&

Vastaus
a) 5

b) V8 =22
c) \/5
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a) Madritetdén pisteen A4 = (0, 5) paikkavektori.
OA=0i +5]=5]

Lasketaan vektorin OA pituus.

‘@‘ _ \/W al = \Jag + aj, , missa
a,=0jaa,=5

=/52
=5

b) Maédritetddn pisteen B = (2, 2) paikkavektori.

OB =2i +2j

Lasketaan vektorin OB pituus.

‘@‘:m \Zt\zJa_%%—af,misséi
a,=2jaa,=2
=+4+4
=8
=22



¢) Maédritetddn pisteen C = (—4, 1) paikkavektori.

C=—-47+7

Lasketaan vektorin OC pituus.

ocC @l = a2 + a2, missi
‘OC\ = (_4)2 +12 a m missa
a,=—4 ja a, =1

=+16+1

=17

Vastaus

a) OA=57, lo4l=5

b) OB =27 + 27, |OB|= 22
¢) OC=—47 +7, loCl=\17
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a) Madritetddan vektori A4B.

AB = (g —x))i + (v —y)J A= (x,n)=0G,—T7)
=(=5-3)i +(A—=(=7)j B=(x,y)=(-51)
=8 +8;

b) Pisteiden 4= (3, 7) ja B = (-5, 1) vilinen etdisyys on vektorin
AB =87 +8J pituus.

VT = 2 L 2 s
= -+ a3, missa
48| = /82 1 82 al = \Ja? + a?

a, =8 ja a, =8

= J64 + 64

=+/128

=82

Siis pisteiden 4 ja B vilinen etdisyys on 8/2.

Vastaus
a) AB=28i +8;

b) 128 =82
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a) Lasketaan vektorien @ ja b pistetulo.

a-b=—6(—4)+2-(-9)
—24-18=6

Koska pistetulo ei ole nolla, vektorit @ ja b eiviit ole kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

b) Lasketaan vektorien @ ja b pistetulo.

ab=—14-2+4.7
= -28+28=0

Koska pistetulo on nolla, vektorit @ ja b ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan.

¢) Lasketaan vektorien @ ja b pistetulo.

I
o~
~

ab=0-(-7)+7-1

S g
|

~Ti +7
=0+7=7

Koska pistetulo ei ole nolla, vektorit @ ja b eivit ole kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

Vastaus

a) a-b = 6, eivit ole kohtisuorassa

b) @-b = 0, ovat kohtisuorassa
a

©)

-b =17, eivit ole kohtisuorassa
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a) Merkitddn vektorin alkupistetti 0 = (0, 0)
A= (3,—10) jaloppupistettd B.
On selvitettdvé loppupiste B,
kun lahdetdén pisteestd A ja
kuljetaan vektori v.

Maédritetddn loppupisteen B
paikkavektori.

)

A =37 —107

OB=0A4A+v o
=137 —8j

<

=37 —107 + (137 —8))
=37 —107 +137 —85
=167 —187

Loppupiste on siis B = (16,—18).
b) Merkitéén alkupistettd A4 ja loppupistettd B = (7,—7). On

selvitettdvd alkupiste A, kun ldhdetdén pisteestd B ja kuljetaan

vektorin v vastavektori —v.

OA 0 =(0,0)

A

B=(7,-T7)



Madritetdédn alkupisteen A paikkavektori.

OB =17i —177

v =137 — 8

OA=O0B—v
=7i -7 —(13i —8))
7T =77 —137 487
— 6T 47

Alkupiste on siis 4 = (—6, 1).
Vastaus

a) (16,—18)
b) (=6, 1)
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a) Lasketaan vektorin @ =37 — j pituus.

@l =3 + (1?2 =410

Muodostetaan vektorin @ suuntainen yksikkovektori.

_ 1 a= =
—m(& J)
3 =1 =

= ] ————
Jio' o

b) Kun yksikkdvektori @° kerrotaan luvulla —3+/10, saadaan vektori,
joka on vastakkaissuuntainen vektorin @ kanssa ja jonka pituus on

3410.
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Olkoon pédtepiste B. Selvitetddn piste B maérittdmalld sen
paikkavektori.

Médritetdén vektorin v = 2/ + j suuntainen yksikkovektori.

o T+ 24- Madritetddn yksikkdvektori

25" " 25/ CAS-laskimella.

<|

Koska pisteesti 4 = (—14, 10) siirrytdén 100 pituusyksikkoéd vektorin

v suuntaan, on vektori 4B =100-v°.

Hahmotellaan mallikuva ja mééritetaan A = (—14, 10)
pisteen B paikkavektori. o
OB = 0A+ 4B
= 04+106-v°
AT - 1= 24— AB =100-7° OB
=—14; +10; 4100 (251 25])
=—14i +10; +28i —96;
=147 —86;
Péaddytdén pisteeseen B = (14, — 86). B
Vastaus

(14,—86)
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On etsittidva sellaiset luvut 7 ja s, ettd @ = rit + sV.

Muokataan yhtéloa.
a=—6i —j
a=ri+sv w=1i-—-2j
v=2[+]

—6i —j=r(i =2))+s2i +))
—6i —j =vri —2rj +2si +5j
—6i —j=(r+2s)i +(=2r+s)j

Komponenttiesitys on yksikdsitteinen, joten vektorien i ja j
kertoimien on oltava yhté suuret yhtdlon molemmilla puolilla.

{r +2s=—-6 i :n kertoimien tulee olla yhta suuret.

—2r+s=-1 jm kertoimien tulee olla yhté suuret.

Kéytetddn yhteenlaskumenetelméé. Valitaan poistettavaksi muuttujaksi 7.
Ratkaistaan s.

r+2s=-6 |-2
—2r4+s=-1

{2r+4s =—12
+

—2r4+s=-1
S5s =—13 |:5
s=-13

5



13

Sijoitetaan s = — 5 alkuperéisen yhtdloparin ylempain yhtéloon ja

ratkaistaan 7.

r+2s=-6 | —2s
13
2. (1)
r+ ( 5) 6
26 26
7 s = 6 |+5
_ ¢ 26
r= 6+5
__4
"T7%
oo oo 4 13
Sils @ =rit + sV = 5u 5v
Vastaus
. 4_ 13_
a=——u——1yV
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Lasketaan vektorien @ = —37 +4; ja b =5i +12j pistetulo ja
pituudet.

a-b=-35+4-12=-15+48=33

al =+/(=3)2 +42 =25 =5
b =+/5%2 +122 =169 =13

Lasketaan vektorien vélisen kulman suuruus.

cos(a,b) = %

()}
OS]

—

W

N | ﬁ)
<(a,b) = cos (65

= 59,489...°
~ 59,5°

Vastaus
59,5°



K70

Merkitdan kolmion kérkipisteitd 4 = (—3,—1), B=(0, 4) ja
C=(,10.

B = (0, 4)

Cc=1)

A=(-3,-1)

Kulma A on vektorien 4B ja AC vilinen kulma. Muodostetaan
vektorit AB ja AC ja lasketaan niiden pituudet.

AB = (0—(=3) + (4 —(~1))] =37 +57
4Bl =32 +57 =34

AC=(3B—(=3)i +(1—(-1)j=6i +27
[4Cl =62 +22 = a0 = 2410
Lasketaan pistetulo.

AB =41 +57
AC =60 +27

AB-AC=3-6+5-2

=18+10
=28



Lasketaan vektorien 4B ja AC vilisen kulman suuruus.

— A 28 _ o~ _a-b
cos(AB,AC) = ———— cos(a,b) = —=
ABAO =157 210 @)= 125
—= A _ 28
<(AB,AC) =cos | —=°
(18.40) =oos™!| 22 )
= 40,601...°
~41°
Siis <4 = 41°.
B =(0,4)
CB
c=(31)
CA

A=(-3,-1)

Kulma C on vektorien CA ja CB vilinen kulma. Muodostetaan
vektorit CA ja CB ja lasketaan niiden pituudet.

CA=-4C

— (6T +2]) = —67 —27
[CAl =4l = 2410

CB=(0-3)i +(4—1)j =37 +37



ICBl = \[(—=3)2 +32 =18 =32

Lasketaan pistetulo.

o CA=—6i —27
CA-CB=—6-(=3)+(=2)-3 - -
CB =37 +3j
=18-6
=12

Lasketaan vektorien CA ja CB vilisen kulman suuruus.

ayirar] 12 o _a-b
cos(CA,CB) = ————~— cos(a,b) = =
(CACB) = 032 allp
=~ 7 _ 12
<(CA,CB) = cos | ——==—
( ) [2\/5-3\/5]
= 63,434...°
=~ 63°
Siis <C = 63°.

Lasketaan kulman B suuruus.

Kolmion kulmien summa
<B =180°— <4 —<«C
on 180°.
=180° —40,601...° — 63,434...°
=75,963...°

~ 76°

Vastaus
41°, 63° ja 76°
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Muodostetaan lausekkeet vektorien @ = 247 —13¢f ja b =12ti —25;
pituuksille.

al = \[24% + (—131)?

Bl =J(120)2 + (—25)2

Pituudet |z| ja |b| ovat yhti suuret. Ratkaistaan ¢.

@l =15

J242 + (—130)% = J(20)? +(—25)? Ratkaistaan
- CAS-laskimella.

_ 7 T
t= 5 talt—5

Vastaus
t= —% tai = %
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a) Appletilla nihdiin, ettd vektorit @ ja b ovat yhdensuuntaiset, kun
t=—1 tai t=1. Kun ¢ = —1, vektorit ovat samansuuntaiset. Kun

t =1, vektorit ovat vastakkaissuuntaiset.

b) Vektorit @ ja b ovat yhdensuuntaiset tdsmilleen silloin, kun 18ytyy
sellainen nollasta eroava reaaliluku 7, etti @ = rb.

Tutkitaan, onko yhtilslld @ = rb, ratkaisu.

a=rb a=1ti —2j jab=-27+44
(7 — 27 = (=27 + 4ff)
ti —2j ==2ri +4ryj

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélpari.

t=-2
d Ratkaistaan CAS-laskimella.
—2 =4t

it tair=L oa =
r= 2Jat—1ta1r—2jal—l

Vektorit ovat siis yhdensuuntaiset, kun ¢t =—1 tai ¢t =1.

Kun t=—-1, on a=rb = %I;. Koska kerroin %> 0, ovat vektorit

talloin samansuuntaiset.

Kun t=1, on a=rb = —%E. Koska kerroin —% <0, ovat

vektorit tdlloin vastakkaissuuntaiset.

Vastaus
Yhdensuuntaiset, kun ¢t =—1 tai ¢=1.
Kun ¢ = —1, samansuuntaiset.

Kun ¢ =1, vastakkaissuuntaiset.
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Médritetddn vektorien @ =¢ +2j ja b =i +3j pituudet ja pistetulo.

@l =~ +22 =2 +4

bl =112 432 =10
ab=t1+23=1t+6

Kun vektorien @ ja b vilinen kulma <(@,b) = 45°,

T o 1
cos(a,b) =cos45° = —.
2
Muodostetaan yhtalo.
Sijoitetaan @-b =t + 6,
cos(a@,h) = “f”g‘ al=+i2 +4, b =10 ja
a
T 1
cos(a,b) = —.
(a,b) N
1 [+6 Ratkaistaan
NCEERN RN T CAS-laskimella.

t=—1tai t =4

Vastaus
t=—1 tai t=4
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a) Tavoitteena on A
madrittdd pisteen 04
M paikkavektori

OM = OA+ AM.

Madritetddn kuvion vektorien lausekkeet.

AB=(19—5)7 +(-5-2)7 Vektori pisteestd 4 = (5, 2)
=14i -7 pisteeseen B = (19,-5).
m:%AB Sijoitetaan AB = 147 — 77.
:%(147—77)
_97_ 1=
=7i 57

OM = OA+ AM OA =5 +27 ja
B e A s I — 77 L5
=50 +2j+7i 7 AM =Ti >
_ 17 37
=12i >

Paikkavektorin OM =127 — %j perusteella piste M = (12, — %).



b) Tavoitteena on
maarittda pisteen
P paikkavektori
OP = OA + AP.

Mairitetddn

kuvion vektorien
lauseet.

OA=5i +2f

A=(5,2)

AB =(19—5)7 +(-5-2)7 Vektori pisteestd 4 = (5, 2)

=14 -7 pisteeseen B = (19,—5).
ﬂ?:%@ Sijoitetaan AB = 147 — 77.
= La4i -7))
=27 —1j
OP = OA + AP OA =57 +27 ja
=51 +2j+2i —1j AP =27 —17
=7 +7

Paikkavektorin OP =77 + j perusteella piste P = (7, 1).

Vastaus
@) M=(12, -3
b) P=(7,1)
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Suoran y = %x + 2 kulmakerroin on %, joten erds sen suuntavektori on
— =, 3=

1 =1+ 2/
S _ 6 . 6 . .

uoran y = —-=x— 4 kulmakerroin on — joten erds sen

suuntavektorion 3, =i — > J-

Lasketaan suuntavektorien 5; ja 5, pistetulo ja pituudet.

_ -, 3=
S =1+-"]
o5 =114 3. [_6)_5 1 4-
N S2—11+4( 7)—14 L 6
2*1*7.1
2
_ 3 5
sl=ye+(3) =3

sl=ye (-5 =5

Lasketaan suuntavektorien vilisen kulman suuruus.

S -
cos(5),5,) = iljg cos(a,b) = alg
4 7

E[w

4(51.5,) = cos~!| 14

~ |0
(V)]

3.
4
=77,471..°

Suorien vilinen kulma on 77,471...° ~ 77,5°.

Vastaus
77,5°
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Muokataan suoran 6x —3y + 7 = 0 yht&lo ratkaistuun muotoon.

6x—3y+7=0 | —6x—7
—3y=—6x—-7 [:(=3)
— v
y=2x+ 5

Suoran y = 2x —{—% kulmakerroin on 2, joten erds sen suuntavektori

on 5 =1+2j.

a) Suoran y = —2x+5 kulmakerroin on —2, joten erds sen

suuntavektorion §, =i —2;.

Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos niiden suuntavektorit
ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Suuntavektorit 5 ja 5, ovatkohtisuorassa toisiaan vastaan, jos

niiden pistetulo on 0. Lasketaan pistetulo s -5,.
55 =1-1+2-(-2)=1-4=-3

Suorien suuntavektorien pistetulo ei ole nolla, joten suorat eivét ole
kohtisuorassa toisiaan vastaan.



b) Suora kulkee pisteiden (5, 4) ja (7, 3) kautta. Miéritetdén suoran

suuntavektori.
B _ _ Vektori pisteestd (5,4)
5 =(7-5i +3—-4)j )
pisteeseen (7,3).
=2i —7

Lasketaan pistetulo 5 -5,.

=i+2)
55 =1-242-(=1) o
=2-2=0

Suorien suuntavektorien pistetulo on nolla, joten suorat ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Vastaus
a) eciole
b) on
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Muokataan suoran yhtdld x —2y +3 =0 ratkaistuun muotoon.

x—2y+3=0 | —x—3
—2y=—x-3 |- (—2)
y:%x—l—%

Olkoon Q se suoran
piste, joka on ldhimpana
pistettd P. Talldin vektori
PO on kohtisuorassa

1,3
suoraa y = X+

vastaan.

Koska piste O on
1 3

suoralla y = X + 5 on
se muotoa
0= (x lx + ;).

> 2 2

Muodostetaan vektori PQ.
PO=(—-8) +|Axt (2= +Gxt D7
2 2 2 2

Suoran y = 1y + 3 suuntavektoriksi voidaan valita

2 2

S=i+—+]J. 5 =i+ kj, missd k:%.

N |—

Vektori PQ ja suoran suuntavektori 5 ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan, joten niiden pistetulo 0. Ratkaistaan x.



PO-5=0 PiQ:(fo)lT+(%x+%)7

eyl (L 7yl = =74 L7
(x 8)1+(2x+2) 2—0 K 1+2‘/
1..7_
X 8+4x+4—0
5,25 _ 25
257 0 4y
5,.25,4
4 4 5
x=35
Kun x =35, niin y—2x+2—2 5+2 4.

Pistettd P ldhimpéni oleva suoran piste O = (5, 4).

Vastaus
5, 4)



K78

a) On osoitettava, ettid jana DE
on janan AB kanssa
yhdensuuntainen ja sen

pituus on % janan AB

pituudesta. Pitda siis osoittaa,

etti DE — %@.

Muodostetaan vektori DE.

DE = DC +CE T:%Tja?:%?
= %TC + %@ Erotetaan yhteinen tekija.
=2(4C +CB) AC +CB = 4B

2 JE—
==AB
3
On osoitettu, etti DE = %E O



b) Nelikulmio DEGF on puolisuunnikas, jos sivut DE ja FG ovat
yhdensuuntaiset.

Muodostetaan vektori FG.

FG=FC+CG C:%F ja CG:%@
= %AC + ; CB Erotetaan yhteinen tekijé.
:%@+@) AC+CB = AB
_ 17z
=3 AB

Koska FG = %AB, niin 4B || FG.

Edelleen, koska a-kohdan perusteella AB || DE , ovat janat DE ja FG
yhdensuuntaiset.

On siis osoitettu, ettd nelikulmion DEGF sivut DE ja FG ovat
yhdensuuntaiset, joten nelikulmio DEGF on puolisuunnikas. [
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Merkitiin AQ =rAC ja

BQO = sBP, missi r ja s

ovat reaalilukuja. Kertoimien
r ja s selvittimiseksi
tarvitaan vektoriyhtéld, joten
esitetddn vektori AQ

kahdella tavalla. Valitaan
kéytettédviksi vektoreiksi

AB ja AD.

AQ =rAC
= r(AB + BC)
= r(AB + AD)

=rAB+rAD

AB + s(BC + CP)

I
“‘\

+5(4AD +~ CD)

I
w\

+s(4D — —AB)

4 sAD— %SAB

I
S
o]

(1—%S)E+SE

(2) P (1)
Q
B
AC = AB+ BC
BC = AD

Kerrotaan sulkeet auki.
Vektori AQ on esitetty

vektorien AB ja AD avulla.

BO = sBP

BP = BC +CP

BC = 4D ja C CD
CD =—A4B

Kerrotaan sulut auki.

Erotetaan yhteiseksi tekijaksi.

Vektori AQ on esitetty
vektorien AB ja AD avulla.



Muodostetaan yhtalo.

AQ = A0 Sijoitetaan vektorille AQ
rAB +rAD = (1— %S)E +5sAD  saadut lausekkeet.

Koska komponenttiesitys on yksikédsitteinen, saadaan yhtélopari.

1
r=1 3 § Ratkaistaan CAS-laskimella.
r=s
_3 _3
r=7 Ja s=7

Siis @:%ﬁ, joten piste O jakaa lavistdjan AC suhteessa 3:1.

Vastaus
3:1



Sievennetdin toiselle puolelle

pelkka itseisarvolauseke.

x=3)=7 Puretaan yhtals kahdeksi yhtéloksi.
1 , 1
3= |+ 3=
x—3 3 [+3 tai x—3 5 | +3
_7 _3
=2 =2
b) [2x —1|=2[3 — x|
2x—1|=2-3—x)|
2x —1| =16 — 2x] Puretaan yhtild kahdeksi yhtéloksi.
2x—1=2(3—x) tai 2x—1=-2(3—x)
2x—1=6—2x |+2x+1 2x—1=—-6+4+2x |—2x
4x =17 - 4 —1=-6
X = % epéatosi
Vastaus
a) x== tai x= %



A2

a) Lasketaan vektorien @ =37 —j ja b =5i —5j pituudet.

@l = 32 + (- 1)?

=Jo+1

=410

5] = /52 + (—5)2

—J25+25
—J50 =52

b) Miiritetdan vektori @ + b.

a+b=

37— 7 + (57 —57)

— 87— 67

Lasketaan vektorin @ +b pituus.

@ + 5| =8 +(—6)?
_ JeaT36

/it

8
64 + 36
100
10

lal = \|a? + a2 , Missd
X y

la| = Jaf, + a% , missd

a, =5 jaa,=-5
a=3i —j ja
b=5i -5j

lal = Ja% + a»% , missid

a,=-2jaa,=—6



¢) Vektorit @ ja b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan tismilleen
silloin, kun niiden pistetulo on nolla. Lasketaan pistetulo @ -b.

o a=3i —j ja
a-b=3-5+(-1-(-5) L
b=5i -5
=15+4+5
=20

Koska pistetulo ei ole nolla, vektorit @ ja b eivit ole kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

Vastaus
a) [al=+10 ja [bl=+50 =52
b) la+5b|=10

¢) eivit ole



A3

Madritetdédn ensin suorien 3x—y+6=0 ja 2x+3y—7=0
leikkauspiste. Muodostetaan yhtélopari.

Kerrotaan yhtdlot sellaisilla

{;x_ y+6=0 13 luvuilla, ettd muuttujan y kertoimiksi

x+3y—-7=0 .
saadaan toistensa vastaluvut.

{9 x—3y+18=0 Lasketaan yhtlot yhteen.
+(2x+3y—7=0 Muuttuja y poistuu.
11x+11=0 |—11 Ratkaistaan muuttuja x.
Ix=-11 |11
x=-1
Sijoitetaan x = —1 jompaankumpaan yhtdloon ja ratkaistaan y.
Sijoitetaan x = —1 yhtdloparin
3x—y+6=0 ! vep

ensimmaiseen yhtaloon.
3-(=)=y+6=0
—y+3=0 |+y
y=3

Suorat 3x—y+6=0 ja 2x+3y—7 =0 leikkaavat siis pisteessi
(-1, 3).

Selvitetddn, milld vakion a arvolla myds suora 3x+ay+15=0
kulkee pisteen (—1, 3) kautta.



3x+ay+15=0 Sijoitetaan x = —1 ja y = 3.
3-(-)+a-3+15=0

3a+12=0 |—-12
3a=—-12|:3
a=—4

Siis suorat 3x—y+6=0, 2x+3y—7=0 ja 3x+ay+15=0
leikkaavat pisteessd (—1, 3), kun a = —4.

Vastaus
a = —4, leikkauspiste (—1, 3)



A4

a) Ympyrén sidde on keskipisteen (—10, 0) ja kehépisteen (—8,—3)
vilinen etdisyys.

r=(-8—(=10)? +(-3-07 =13
Ympyrin side on r = J13.

b) Ympyran keskipiste on (—10, 0) ja sdde J13. Muodostetaan
ympyrén yhtalo.

Sijoitetaan x, = —10, y, =0
(x =%0)* + (¥ = yp)* =12
jar= J13.

(x—(—10)2 + (y—0)2 = (V13)’
(x +10)2 + 32 =13

Ympyrin yhtilé on (x +10)? + y? =13.
¢) Tutkitaan, toteuttaako piste (—7, 1) ympyrén yhtdlon.

(x+10)2 +y? =13 Sijoitetaan x = —7 ja y =1.
(=7410)2 +12 =13
94+1=13
10=13

epatosi

Piste (—7, 1) ei toteuta ympyrin yhtélo4, joten piste ei ole ympyralla.



Koska pisteen (—7, 1) ja ympyrén keskipisteen (—10, 0) vilisen
etdisyyden nelid 10 on pienempi kuin ympyrin siteen nelié 13, piste
(=7, 1) on ympyrén sisdpuolella.

Vastaus

a) \/E

b) (x+10)? 4+ y2 =13
¢) sisdpuolella



AS

Olkoon pédtepiste B. Médritetddn pisteen B paikkavektori.

Madritetddn vektorin @ = —97 + 12, suuntainen yksikkovektori.
20 _ 3 T4 4 7 Madritetddn yksikkovektori
5 5 CAS-laskimella.

Koska pisteestd A4 = (—7, 13) siirrytdédn 25 pituusyksikkod vektorin @
suuntaan, on vektori 4B = 25-a°.
Hahmotellaan mallikuva ja méaéritetdén pisteen B paikkavektori.
777 B
OB =04+ 4B

=04+25-a°

= 7T 4137 +25- (37 +37) AB =25-a°

=—T7i +13j —15i +20; OB

=—-22i +33;

A= (-7,13)

Péaddytdén pisteeseen B = (—22, 33).
0 = (0, 0)

Vastaus
(=22, 33)



A6

a) Paraabelin jokaisen pisteen Y
(x, y) etdisyys
johtosuorasta y = —3 on s

yhtd suuri kuin etdisyys K S

polttopisteestd (0, 1).

d

l_i

y=-3

Muodostetaan lauseke pisteen (x, y) etdisyydelle suorasta y = —3.
dy=|y—(-3)|=|y+3

Muodostetaan lauseke pisteen (x, y) etdisyydelle pisteestd (0, 1).

dy =J(x— 02 + (y— 12 = \x2 +(y—1)?

Paraabelin johtosuora on vaakasuuntainen, joten paraabeli on
pystysuuntaan aukeava. Paraabelin yhtilo on siis muotoa

y =ax? +bx+c.

Muodostetaan etdisyyksistd yhtélo ja ratkaistaan muuttuja y.

3 3 Ratkaistaan muuttuja y
43 =2+ (1)

CAS-laskimella.

y:%xz—l

Paraabelin yhtdlo on y = %xz —1.



b) Paraabeli aukeaa vaakasuuntaan, koska sen akseli on x -akselin
suuntainen.

Sijoitetaan huipun (—%, 5) koordinaatit vaakasuuntaan aukeavan

paraabelin huippumuotoiseen yhtaloon.

X=Xy = a(y—y0)2 Sijoitetaan x, = —% ja y, = 5.
= (=3]= a5y
3_ 2
X+ 5 = a(y — 5)

Piste (11, 0) on paraabelilla, joten sen koordinaatit toteuttavat
paraabelin yhtdlon. Sijoitetaan koordinaatit yhtdloon, ja ratkaistaan

kerroin a.
X +% =a(y —5)* Sijoitetaan x =11 ja y = 0.
1 +% =a(0— 5)2 Ratkaistaan muuttuja a CAS-laskimella.
_1
R

Paraabelin yhtélon huippumuoto on x + % = %( y —5)2. Sievennetiin
yhtdld normaalimuotoon.

x4+ % = %( y —5)? Ratkaistaan muuttuja x CAS-laskimella.
x=1 y2 =5y +11
2
Paraabelin yhtélon normaalimuoto on x = % y2 =5y +11.
Vastaus
a) y= %xz -1

b) x:%yz—Sy—{—ll



A7

a) Appletin perusteella vektorit @ ja b ovat yhdensuuntaiset, kun
t=-2 tai t=2.

Kun ¢ = —2, vektorit ovat samansuuntaiset.
Kun ¢ = 2, vektorit ovat vastakkaissuuntaiset.

b) Vektorit @ ja b ovat yhdensuuntaiset tismilleen silloin, kun 16ytyy
sellainen nollasta eroava reaaliluku r, ettdi @ = rb.

Tutkitaan, onko yhtilolldi @ = rb, ratkaisu.

a=rb a=—ti +4j ja b =27 24
—fi +47 = r(27 —28)
—ti +4j =2ri —2rfj

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.

—t=2
" Ratkaistaan CAS-laskimella.
4=-2rt

r=ljatr=-2 tai r=—1jar=2
Vektorit ovat siis yhdensuuntaiset, kun ¢t = —2 tai = 2.

Kun t=-2, on @ =rb =1-b. Koska kerroin 1> 0, ovat vektorit
samansuuntaiset.

Kun t=2, on @ =rb =—1-b. Koska kerroin —1< 0, ovat
vektorit vastakkaissuuntaiset.

Vastaus
Yhdensuuntaiset, kun ¢t = —2 tai ¢ = 2.
Kun ¢ = —2, samansuuntaiset. Kun ¢ = 2, vastakkaissuuntaiset.



A8

Suora on ympyrin tangentti tdisméilleen silloin, kun ympyrin keskipisteen
etdisyys suorasta on yhtd suuri kuin ympyrén side.

Ympyrian x? 4+ y? =10 keskipiste on (0, 0) jaside r = J1o.
Muokataan suoran y = —3x +10 yhtdlo normaalimuotoon.

y=-3x+10 |+3x-10
3x+y—-10=0

Lasketaan keskipisteen (0, 0) etdisyys suorasta 3x+ y—10=0.

d:w Sijoitetaan x, = 0, y, = 0,
Ja? + b2 a=3b=1ja c=—10.
_ [3-0+1-0-10]
_ =10
)
_ 0 10 _ 30V _

Jio 10

Ympyrin keskipisteen etéisyys suorasta on yhté suuri kuin ympyrén séde.

On osoitettu, ettd suora y = —3x+10 on ympyrin x> 4 y? =10
tangentti. [



A9

Lahimpéni pistettd (—3, 2) olevasuoran —6x+ 8y +17 =0 piste on
suoran ja sen suoran normaalin, joka kulkee pisteen (—3, 2) kautta,
leikkauspiste.

Muokataan suoran yhtilo normaalimuotoon.

—6x+8y+17=0 | +6x—17
8y =6x—17 |: 8
_3,._17
YT

Suoran kulmakerroin on & = % Mairitetddn normaalin kulmakerroin

%-kz =-1 |% Kohtisuoruusehto: Ak, = —1.
—_4
ky = 3

Normaali kulkee pisteen (—3, 2) kautta ja sen kulmakerroin on _4

Muodostetaan normaalin yhtalo. ’
y-2=—%0—(=3) ¥ = yo = k(x—xo)
y—2:—%x—4 |42

y= 42



Madritetdén normaalin y = —%x —2 jasuoran y = % 5

leikkauspiste. Muodostetaan ja ratkaistaan yhtédlopari.

3 17
Y= 47778 . .
4 Ratkaistaan CAS-laskimella.
y=—3x- 2
_3 _52
Y=50 W@ Y=775

Piste (%,—%) on se suoran —6x+8y +17 =0 piste, joka on

lahimpéna pistettd (—3, 2).

Vastaus
3 52
50° 25

Huomaa, ettd tehtdvin voi ratkaista myds vektorien avulla luvun 23
esimerkin 3 tapaan.



Al0

Muokataan yhtilé x2 + y? —2px —8py +9p> +2p =0
keskipistemuotoon (x —xy)? +(y — yy)* = 2.
) B ) Ryhmitelldén
x“+y-—2px—8py+9p° +2p=0 .
termat.
x2 —2px+y?> —8py=-9p% —2p
X2=2-p-x+pP4+y*=2-4p-y+(4p)* =-9p* —2p+ p’> +(4p)’

(x—p)*+(y—4p)> =8p*-2p

Yhtilo esittdd ympyréé, kun sen oikealla puolella oleva luku eli ympyrén
sédteen nelid on positiivinen. Muodostetaan epayhtald.

8p2—2p>0 Ratkaistaan CAS-laskimella.

p<0 tai p>%

Yhtils (x — p)? +(y —4p)> =8p? —2p esittid siis ympyrid, kun

p <0 tai p>%.

Télloin ympyran keskipiste on (p, 4p).

Nama keskipisteet toteuttavat yhtdlon y = 4x, joka on suoran yhtilo.
Koska x=p ja p<0 tai p> l, niin ympyroiden keskipisteet

piirtévét sen osan suoraa y = 4x, missd x <0 tai x> 1

4

Vastaus
Esittdd ympyrdd, kun p <0 tai p > % Keskipisteet muodostavat
1

suoran y = 4x senosan,jossa x <0 tai x> T



B1

a) Muokataan suoran yhtidlé 2x —9y + 26 = 0 ratkaistuun muotoon.

2x—9y+26=0 | —2x —26
—9y=-2x-26 |:(—9)
2 26
y:§x+7

Suoran kulmakerroin &k = %

b) Ratkaistaan suoran suuntakulma.

tana = k

_2

tana = 9
o = tan~! (%) —12,528..° ~ 13°

¢) Lasketaan pisteen (—5, 3) etdisyys suorasta 2x —9y + 26 = 0.

Sijoitetaan kertoimet
a=2, b=-9 ja c=126

ja koordinaatit x, = —5 ja y, = 3.

g ‘axo + by, +c‘
Ja? +b?
_ [2:(=5)—9-3+26]
V2% +(—9)?
_ 1

85

1 193 ~12

85

Vastaus

a) % b) 13° ¢ 1,2




B2

Madritetdén pisteitd 4 = (—2,—5) ja B =(1,—3) yhdistidvin janan
keskipiste.

241 =5+(3),_ 1

Madritetdén janan AB kulmakerroin.

kl_ _3_(_5) _ 2

T 1-(-2) 3

Janan AB keskinormaali on kohtisuorassa janaa vastaan. Maaritetdan
keskinormaalin kulmakerroin k,.

%-kz =—1 | % Kohtisuoruusehto: ik, = —1.
__3
ky = >
Keskinormaali kulkee pisteen (— é ,—4) kautta ja sen kulmakerroin on
—%. Muodostetaan keskinormaalin yhtilo.
y- (4 =-3{x-- 1D Vo = k(x—x)
2 2 -0 0
__ 3.3
y+4= X7 |-4
4y +16 =—6x—3 | +6x—3

6x+4y+19=0

Vastaus

6x+4y+19=0 (y:—%x— .

19



B3

On etsittidva sellaiset luvut 7 ja s, ettd @ = rit + sV.

Muokataan yhtéloa.
a=7i —15
a =i +sv w=i—j
V=1i+j
Ti =15 =r(i —j)+s(i +)) Poistetaan sulkeet.
Ti =157 =ri —rj +5si +5] Ryhmitelldsn 7:n ja j:n termit.

7i =15 =(r+s)i +(—r+s)j

Komponenttiesitys on yksikésitteinen, joten vektorien i ja
kertoimien on oltava yhtd suuret yhtdlon molemmilla puolilla.

r+s=7 . .
Ratkaistaan CAS-laskimella.
—r+s=-15

r=11 ja s =—4

Sits a=ru+sv=11lu—4v

Vastaus
a=11lu—-4v



B4

a) Jokainen annettu piste toteuttaa ympyran yhtélon. Sijoittamalla pisteiden
koordinaatit ympyran yhtédlon normaalimuotoon

x>+ y> 4+ ax+by +c =0 saadaan kolme yhtilod. Muodostetaan
yhtéloryhma ja ratkaistaan kertoimet a, b ja c.
(=22 +6%+a-(=2)+b-6+c=0xr=-2jay=06
(-8)2 +32+a-(-8) +b-3+c=0x=8 ja y=3
(=52 + (=32 +a-(=5)+b- (- +e=0r= 5 ja y= 3

. Ratkaistaan yhtaloryhma
a=7,b=-3jac=-8 )
CAS-laskimella.
Ympyran yhtélo on

x2+y2+7x—3y—8:O, ¥+ y?+ax+by+c=0

b) Jokainen annetuista pisteistd toteuttaa paraabelin yhtdlon. Sijoittamalla
pisteiden koordinaatit sivusuuntaan aukeavan paraabelin yhtidlo6n

x = ay? + by + ¢ saadaan kolme yhtilo4. Muodostetaan yhtiloryhma
jaratkaistaan kertoimet a, b ja c.

~2=a-6>+b-6+c x=-2,y=6
_8:a32+b3+c X:*S, )):3
—S5=a-(=3)>+b:(-3)+c x=-5y=-3

Ratkaistaan yhtaloryhma
a=->,b=—1 jac=-9 Y Y

18° 2 CAS-laskimella.
Paraabelin yhtdlo on x = D 2 ly -9.
18 2
Vastaus
a) x>+ +7x-3y—-8=0
_ S5 2 1.
b) x= 3 y 5 y—9



BS

Tutkitaan, esittddko yhtdld ympyrédé. Pyritddn muokkaamaan yhtilo

ympyrin keskipistemuotoon (x —xy)% + (¥ — y)? = r2.

a) Muokataan yhtdlon vasemmalle puolelle lauseke
(x—x0)* + (¥ = yo)*.

Ryhmitelldaan
4yl —6x—2y—3=0 Y

termit.
x? — 6x +y? =2y =3
x2—2-x-34+32 42 2.y 1412 =343% 417
x—=3? 4+ (-1 =3+9+1
(x=3? + (y-D* =13

Yhtalo esittdd ympyrad, jonka keskipiste on (3, 1) ja séde J13.

b) Muokataan yhtdlon vasemmalle puolelle lauseke
(x—x0)* + (¥ = yo)*.

5 5 Ryhmitelldén
x“+y =2x+4y+7=0 ,
termat.
x% —2x +y2+4y =7
X2 =2 x 1412+ 32 +2-p- 2422 =T +17 +2?
(x—1? +  (y+2)? =-T7+1+4
2 2 _
x-D~ +  +2) =2
>0 >0 <0

Luvun neli6 on aina epinegatiivinen, joten kahden nelion summa ei voi
olla negatiivinen. Taten mikd4n koordinaatiston piste (x, y) ei toteuta
yhtdloa.

Yhtilo ei siis esitd mitdén pistejoukkoa.



¢) Muokataan yhtdlon vasemmalle puolelle lauseke
(x—x0)* + (¥ = yo)*-

5 5 Ryhmitellaan
x4y +8x—4y+20=0 .
termit.
x? +8x +y* -4y =20
X242 x-44+47 42292422 =-20+44> +2
(x+4)? + (y=2) =-20+16+4
x+4> + (-2 =0

Yhtélo saatiin ympyrén keskipistemuotoon, missi keskipiste on
(-4, 2) jaside 0 =0.

Yhtalo esittdd siis pistettd (—4, 2).

Vastaus

a) Ympyréd, jonka keskipiste on (3, 1) ja séde J13.
b) Ei mitdén pistejoukkoa.
¢) Pistettd (—4, 2).



B6

a) Madritetddn vektori pisteestd 4 = (2, 3) pisteeseen B = (5,—1).

AB=(5-2)i +(—-1-3)]
=37 —45

b) Miiritetisn pisteen D paikkavektori OD.

o B=(,-1)

OD = OB + 24B N
AB =37 — 47

=57 — 7 4+2-(37 —47)

=57 —j+60 —8F

=117 — 95

Piste D= (11, —9).
Vastaus

a) AB=13i —4j
b) D=(11, —9)



B7
Tapa 1

Muodostetaan pisteiden 4 =(2, 1) ja B= (4, 0) kautta kulkevan suoran
kulmakerroin.

Muodostetaan pisteiden 4 =(2, 1) ja C=(5, 7) kautta kulkevan suoran
kulmakerroin.

Lasketaan kulmakertoimien tulo.

kl‘kZZ— 2:—1

| —

Koska kulmakertoimien tulo on —1, suorat 4B ja AC ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan. Taten kolmion kulma A4 = 90°.

Tapa 2
Muodostetaan kolmion sivuvektorit 4B ja AC.

AB=(4-2) +(0—-1) =2 -7
AC=(5-2)i +(7-1)] =371 +6

Lasketaan vektorien AB ja AC pistetulo.
AB-AC=2-34+(-1)-6=6-6=0

Koska pistetulo on nolla, vektorit AB ja AC ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan. Téten kolmion kulma 4 = 90°.



Tapa 3

Lasketaan kolmion sivujen eli janojen 4B, AC ja BC pituudet.

AB =\J(4—2)2 +(0—1) A=(2,1), B=(4, 0)
=5 (=~2,23)

AC = J(5-2)2 +(7-1)? A=2,1), C=(5,7)
— 45
=35 (=~ 6,71)

BC =J(5—4)2 +(7—0)? B=(4,0), C=(5,7)
=50
=5V2 (~7,07)

Jana BC on kolmion sivuista pisin. Tutkitaan, toteuttavatko kolmion
sivujen pituudet Pythagoraan lauseen.

AB? + AC? = BC?

(V5) +(345) = (52)°
50 =50

tosi

Koska kolmion sivujen pituudet toteuttavat Pythagoraan lauseen, kolmio on
suorakulmainen.



B8

Madritetdédn suorien 2x —ax—y =0 ja 2ax—x—2y =0
kulmakertoimet.

Muokataan suoran 2x —ax — y = 0 yhtélo ratkaistuun muotoon.

2x—ax—y =20 | +y
y=2x—ax

y=Q2-a)x
Suoran kulmakerroin on &; =2 —a.
Muokataan suoran 2ax —x — 2y = 0 yhtilo ratkaistuun muotoon.

2ax —x—2y =0 | —2ax + x
—2y=-2ax+x [:(=2)
1

y=ax—5x

o3

Suoran kulmakerroin on &, =a — €

2

Koska molemmilla suorilla on méiritelty kulmakerroin kaikilla vakion a
arvoilla, kumpikaan suorista ei ole pystysuora milldén vakion a arvolla.



a) Suorat ovat yhdensuuntaiset, kun niiden kulmakertoimet ovat yhta
suuret. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan a.

2—a=a— % Ratkaistaan CAS-laskimella.

_3
4=y

b) Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, kun niiden kulmakertoimien
tulo on —1. Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan a.

(2-a)-(a— %) — 1 Ratkaistaan CAS-laskimella.

a=0 tai a=

|

Vastaus

_3
a) a=7

_ .5
b) a=0 tai a=7



B9

a) Piirretddn ympyré

2?2+ 1y’ +4x—10y+24=0

—x—2y+3=0

Yy

+4,4x — 0,8y +5,2=0

x24+3y2 +4x—10y +24 =0 japiste (1, ).

Piirretdédn tangentit.

Tangenttien yhtidlot ovat —x—2y+3=0 ja
—4,4x— 0,8y +5,2=0.




b) Muokataan ympyrén yhtéld keskipistemuotoon
(x=x0)> + (¥ —»)* =12

X2+ 32 +4x—10y+24=0 Ryhmitelldén termit.
Taydennetddn
x2 F4x+y? —10y =24 lausekkeet neliviksi

CAS-laskimella.
(x+2)? =44 (y—35)> -25=-24 |+4+25
(x+2)2+(y—-5?%*=5

Ympyrén keskipiste on (-2, 5) ja sdde J5 .

Tutkitaan, onko piste (1, 1) ympyrélla sijoittamalla pisteen
koordinaatit ympyrin yhtiléon (x +2)> + (y —5)* =5.

(x+2?+(y—-5°>=5 Sijoitetaan x =1 ja y =1.
(1+22+1-5%=5

25=5

epatosi Piste ei ole ympyralla.

Pisteen (1, 1) ja ympyrdn keskipisteen (—2, 5) vilisen etdisyyden
nelid  on suurempi kuin ympyrén séteen nelié 5, joten piste (1, 1) on

ympyran ulkopuolella. Pisteen kautta voidaan piirtdd ympyrélle kaksi
tangenttia.



Merkitddn tangentin kulmakerrointa kirjaimella k. Tangentti kulkee
pisteen (1, 1) kautta. Muodostetaan tangentin yhtalo.

Y=Y, =k(x—x,)

y—l=k(x-1)
y-l=kx—k |-y +1
O=kx—y—k+1 Ilmoitetaan tangentin yhtalo
kx—y—k+1=0 normaalimuodossa etdisyyden

laskemista varten.

Muodostetaan lauseke ympyrén keskipisteen (-2, 5) etéisyydelle
tangentista kx—y—k+1=0.

B lax, + by, +c| Sijoitetaan x, =-2, y, =5, 55

NJa? +b? a=k,b=-1, c=—k+1

k(=2 (=15 -k +1]
s
N

Ympyrén keskipisteen etdisyys tangentista on yhtd suuri kuin ympyrin
side /5. Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan kulmakerroin %.

—3k—4
g =5 Ratkaistaan CAS-laskimella.
vk +1
__ 11 __1
k= tai k= 5



Muodostetaan tangenttien yhtélot sijoittamalla saadut kulmakertoimet
tangentin yhtdloon kx—y—k+1=0.

Kun k= —%, tangentin yhtalo on

1),
2 *TY ( 2)“_0

B 0 SV R S
5 X y+ > 0 |(-2)
l11x4+2y—13=0.

Kun k= —%, tangentin yhtalo on

1 AT
2 7Y ( 2)“_0

—Sx=y+3=0 |(-2)

2
x+2y—3=0.

Tangenttien yhtdlot ovat x+2y—3=0 ja llx+2y—13=0

S U TS | N
(eli y= 2x+2 ja y= 2x+2 .

Vastaus

b) x+2y—3=0 ja 1llx+2y—13=0

1 43 . 11 13
(y= 2x+2jay 2x+2



B10

Merkitdin AQ = r AP
ja DQ = sDB, missi r
ja s ovat reaalilukuja.
Kertoimien » ja s

selvittamiseksi tarvitaan
vektoriyhtéld, joten

esitetdén vektori AQ

kahdella tavalla. Valitaan
@tettéviksi vektoreiksi

AB ja AD.
A0 = r AP
= +(4D + DP)
— (4D + %76‘)

li

= r(AD + 5 4B)

— Lr4B +rdD
AQ = AD + DQ

= 4D + sDB

= AD + s(DA + AB)

= AD + s(—AD + 4B)

= AD — sAD + sAB

=sAB+ (1—s)AD

Muodostetaan yhtilo.

A

1) P 1
Q
B
AP = AD + DP
77l7
DP =5 DC
DC = 4B

Kerrotaan sulkeet auki.

Vektori AQ on esitetty

vektorien AB ja AD avulla.

DO = sDB
DB — DA + 4B
DA— 4D

Kerrotaan sulut auki.
Erotetaan yhteiseksi tekijaksi.
Vektori AQ on esitetty
vektorien 4B ja AD avulla.



AQ = 40 Sijoitetaan vektorille 4Q

%rﬁ +7AD = sAB + (1 — 5)AD saadut lausekkeet.

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtilopari.

|
=S Ratkaistaan CAS-laskimella.

~

|

\

—

)

[}

Il
W |~

Siis @:%ﬁ’, joten piste O jakaajanan AP suhteessa 2:1.

Vastaus
2:1
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