K1.

X =2x —x+7

a) Korkeimman asteen termi on x’, joten polynomin asteluku on 5.

b) Kolmannen asteen termi on —2x° .

¢) Voidaan ajatella, etti toisen asteen termi on 0-x°, jonka kerroin on 0.
d) Ensimmdisen asteen termi on —x =—1-x, jonka kerroin on —1.

d) Vakiotermion 7.

Vastaus
a) 5
b) —2x°
¢) 0
d) -1
e) 7



K2.

a) (5x> +3x-2)+(x* —4x+5)
=5x" +3x-2+x"—4x+5

=6x"—x+3

b) (=5x* +7x)—(—4x> +8x-3)
=-5x*+7x+4x> —8x+3

=—x"—x+3

Vastaus
a) 6x° —x+3
b) —x*—x+3



Ka3.

(Bx-5)(2x+5)
=3x-2x+3x-5-5-2x-5-5
=6x" +15x—10x—-25
=6x" +5x—-25

Oikeat vilivaiheet ovat c, € ja 1.

Vastaus
c,ejai



K4.

a) 5x* —2x(3x—4)
=5x" =2x-3x—2x-(-4)
=5x> —6x +8x

=—x*+8x

b) 2x—(7x-3)(—x+5)
=2x—(7x-(—x)+7x'5—3'(—x)—3-5)
=2x—(—7x2 +35x+3x—15)
=2x—(-7x" +38x-15)
=2x+7x>-38x+15
=7x>-36x+15

Vastaus
a) —x’ +8x
b) 7x*-36x+15



KS.

Korjaukset on merkitty punaisella varilla.

Aino:
(3x—5)2 =(3x)2 —2.3x-5+5"=9x* =30x+25

Dimitri:
Qy+1)’=2y) +2-2y-1+1°=4y* +4y+1



Kae.

a) (7x-2)°
=(7x)*-2-7x-2+2
=49x’ —28x+4

b) (5x+1)
=(5x)* +2-5x-1+1°
=25x* +10x +1

) (—x—6)’
=(-x)*=2-(=x)-6+6’

=x>+12x+36

Vastaus

a) 49x”> —28x+4
b) 25x° +10x+1
¢) x*+12x+36



K7.

a) (x3 +;j

b) (—x’ +x)?
=X +2-(=x") - x+x°

=x®—2x*+x?

Vastaus
6,25, 1

a) x +3x +9

b) x°—2x*+x°

c) i)cz‘—ix +1

16 2



K8.

a) (2x-3)(2x+3)
=(2x)* -3
=4x" -9

b) (x* +4)(x* —4)
_ (x2)2 —42
=x'-16

¢) Bx-9)(x+3)
=3x-x+3x-3-9-x-9-3
=3x" +9x-9x-27
=3x" =27

Vastaus

a) 4x° -9
b) x*-16
¢) 3x°-27



KO.

a) 5(x+2)(x-2)
=5(x*-2%)
=5(x* —4)
=5x>-20

b) x* —2(x+3)(x-3)
=x" =2(x*=3%)
=x"=2(x*-9)
=x"-2x" +18

=—x*+18

Vastaus
a) 5x°-20
b) —x*+18



K10.

2) (V3 +V7)3-47)

b) (247 +1)
=(2ﬁ)z+2-2ﬁ-1+12
=4.7+4J7 +1
=28+44/7 +1
=47 +29

0 3-V7)
=32—2-3-ﬁ+(ﬁ)2
=9-637 +7

=—6:/7 +16

Vastaus
a) 4
b) 447 +29

¢) —63/7 +16



K11.

a) 6x—(5-4x)-3(x+3)=0
6x—5+4x—-3x-9=0
Tx-14=0 |+14

Tx=14 |7
x=2
b) x+1 2x+6 X
2 6 3 | 6
ox+1 L 2x+6 2 x
621 _4. =62 -
2 B Zl{

1 1
3x+D)-(2x+6)=2x-6
3x+3-2x-6=2x—-6

x—2x=—-6+3
—x=-3 (=)
x=3
Vastaus
a) x=2

b) x=3



K12.

a) 25x° -9
=(5x)* -3’
=(5x+3)(5x-3)

=x(x+3)(x-3)

c) x*-81
— (xz)z _ 92
=(x*+9)(x*-9)
=(x*+9)(x* -3%)
= (x2 +9)(x+3)(x—-3)

Vastaus

a) (5x+3)(5x-3)

b) x(x+3)(x-3)

c) (x2 +9)(x+3)(x-3)



K13.

a) 25x> —10x+1
=(5x)" =2-5x-1+1°
=(5x—1)

b) 3x* +12x+12
=3(x* +4x+4)
=3(x"+2-x-2+2%)
=3(x+2)

¢) x—2x"+x
=x(x* =2x+1)
=x(x*=2-x-14+1%)

=x(x-1)

Vastaus

a) (5x-1)°
b) 3(x+2)
©) x(x—1)°



K14.

a) x(x+2)-5(x+2)
=(x-5)(x+2)

b) y'+y'—y-1
=y’ (y+D-1-(y+1)
=y =D(y+1)
=y =)y +1)
=(y+Dy-DHy+D)
=(y+Dy+DHy-D

¢) z2-322+2z-6
=2 (z-3)+2(z-3)
=(z"+2)(z-3)

Vastaus
a) (x—-5)(x+2)

b) (y+D(y+D(y-1)
©) (22 +2)(z-3)



K15.

Kuvio on suorakulmio, josta on leikattu pois pienempi suorakulmio.
Muodostetaan pinta-alan lauseke.

5x-4x=2(x+1)-(x=1)=18x>+2 Sievennetddn CAS-laskimella.

Toisaalta pinta-ala on 74.
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan x.

18x2+2=74 Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=-2 tai x=2

Kuvion sivun pituus on positiivinen luku, joten x=2.

Vastaus
x=2



K16.

Merkitdan maalauksen sivun pituutta
kirjaimella x.

Maalauksen kehys on nelid, josta on leikattu
pois pienempi nelid.

Kehyksen pinta-ala on 544 cm?.
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan x.
(x+8)* —x* =544

x=30 (cm)

Lasketaan maalauksen pinta-ala.

30 cm-30 cm =900 cm’

Vastaus
900 c¢cm?

T+ 8

Ratkaistaan CAS-laskimella.



K17.

a) Kaksi pariton lukua ovat aina muotoa

2m+1 ja 2n+1,
misséd m ja n ovat jotkin kokonaisluvut.

Tehtdvana on osoittaa, ettd luku
(2m+1)+(2n+1) on parillinen.

Lasketaan lukujen 2m+ 1 ja 2n+ 1
summa.

Cm+1)+(2n+1)
=2m+1+2n+1
=2m+2n+2
=2m+2n+2-1
=2-(m+n+1)

Koska luku (2m+1)+(2n+1) on

luvun 2 ja kokonaisluvun m+nr+1 tulo,
niin se on parillinen.

Viite on néin todistettu. [1

Kirjoitetaan oletus
(eli 1dhtotiedot)
nikyviin.

Kirjoitetaan viite
nikyviin.

Aloitetaan péittely
oletuksesta.

Muokataan summa
muotoon, josta
ndhdidn, ettd se on
parillinen.

Tehdéadn tarvittavat
padtelmait.



b) Kaksi pariton lukua ovat aina muotoa

2m+1 ja 2n+1,

misséd m ja n ovat jotkin kokonaisluvut.

Tehtdvana on osoittaa, ettd luku
(2m+1)—(2n+1) on parillinen.

Lasketaan lukujen 2m+ 1 ja 2n+ 1
erotus.

2Cm+1)—-2n+1)
=2m+1-2n-1
=2m—2n
=2m—2n
=2-(m—n)

Koska luku (2m+1)—(2n+1) on

luvun 2 ja kokonaisluvun m—n tulo,
niin se on parillinen.

Vaite on néin todistettu. 1

Kirjoitetaan oletus
(eli 1dhtotiedot)
nikyviin.

Kirjoitetaan viite
nikyviin.

Aloitetaan péittely
oletuksesta.

Muokataan summa
muotoon, josta
nahdaan, ettd se on
parillinen.

Tehdéadn tarvittavat
padtelmait.



K18.

Tehtdvini on osoittaa, ettd /7 — 2\/5 = \/g - \/5 .

Osoitetaan, ettd nelidjuuren maaritelmat molemmat ehdot toteutuvat.
1) Koska 5> 2, niin V542 ja J5 -2 >0.
2
2) (V5-42)
2 2
() 25T+ ()

=5-210 +2
=7-2J10

Kohtien 1 ja 2 perusteella \/7—2\/5 :\/g—\/E. O



K19.

Tapa 1. Sievennetddn summan lauseke polynomiksi ilman laskinta.

P(x)+0(x)

=5x" —ax+4—(bx* —Tx+3)+8x* +x+c¢
=5x"—ax+4-bx* +7x-3+8x* +x+c
=13x> —bx* +8x—ax+1+c

=(13-b)x* +(8—a)x+c+1

Summa on nolla kaikilla muuttujan x arvoilla, jos

13-b=0 ja 8-a=0 ja c+1=0
b=13 a=8 c=-1.

Tapa 2. Sievennetdidn summan lauseke polynomiksi CAS-laskimella.

Madritellaén laskimeen

P(x)=x"—4x>+3 ja O(x)=2x"+6x".
Sievennetddn summan lauseke laskimella.
P(x)+0(x)=(13-b)x*’ +(8—a)x+c+1

Summa on nolla kaikilla muuttujan x arvoilla, jos

13-b=0 ja 8-a=0 ja c+1=0
b=13 a=38 c=-1.

Vastaus
a=8, b=13 ja c=-1



K20.
Tapa 1. Sievennetdédn lauseke polynomiksi ilman laskinta.

(2x* =1)- P(x) —x- O(x)
=(2x* =1)(x* —4x* +3)—x(2x* +6x°)
=2x" —8x* +6x —x* +4x* =3-2x" —6x*

=—l4x* = x* +10x* =3

Polynomin korkeimman asteen termi on —14x*, joten sen asteluku on 4.

Tapa 2. Sievennetédin lauseke polynomiksi CAS-laskimella.

Madritellaén laskimeen

P(x)=x"—4x>+3 ja O(x)=2x"+6x".
Sievennetddn lauseke laskimella.

(2x* =1)-P(x) - x-O(x) =—14x* —x* +10x* =3

Polynomin korkeimman asteen termi on —14x"*, joten sen asteluku on 4.

Vastaus
4



e) y f) Ay

¥

Funktio liittdd jokaiseen méérittelyjoukon lukuun tidsmélleen yhden
arvojoukon luvun.

Jonkin funktion f(x) kuvaajia voivatolla b, d ja f. Kaikissa
muissa kuvaajissa jotain x:n arvoa vastaa useampi kuin yksi y:n
arvo,

Vastaus
b, d ja f



K22

a) 4(x-1)=2x-5

4x—-4=2x-5

4x—-2x=4-5
2x=-1

x=-

2

x l—-x
R

x I-x
6-§—6-T:6-2
2x-3(1-x)=12
2x-34+3x=12
5x-3=12

S5x=15
x=3

Vastaus
a) x= L

2
b) x=3

‘—2x+4

-6

|+3



K23

a)
14x—-6>3+5x |—5x+6
14x-5x>3+6
9x>9 :9 (>0)
x2>1
b)
37X L1<X o -6 (>0)
3 6
6>"F16.1<6-2-62

3 6
2-3-x)+6<x—12
6—-2x+6<x—12
12-2x<x-12 |-12-x
2x—-x<-12-12
—3x<-24 :(=3) (<0)

x>8

©)
5+12x 3
< - .
4 S3x—3 28 (>0)
5+12x 3
. < . — . —
4 <28:3x-28-3

7-(5+12x)<84x—4-3
35+84x<84x-12 | —84x
35<-12
epitosi
Epéayhtdloa ei toteuta mikddn reaaliluku.

28

Vastaus
a) x>1 b) x>8 c)eiratkaisuja



K24

Funktion f kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, joka leikkaa y-
akselin kohdassa y = 0. Funktion f nollakohdat ovat

1
X _,}2 +0,7.

Kuvaaja on numero 3.

Funktion g kuvaaja on laskeva suora.
Kuvaaja on numero 1.

Funktion % kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, joka leikkaa y-
akselin kohdassa y = 2. Kuvaaja on numero 4.

Funktion i kuvaaja on nouseva suora.
Kuvaaja on numero 6.

Funktion j kuvaaja on yldspdin aukeava paraabeli, joka leikkaa y-
akselin kohdassa y = 2. Funktion j kuvaajaparaabelin huippu ei ole
y-akselilla.

Kuvaaja on numero 5.

Funktion & kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, joka leikkaa y-
akselin kohdassa y = 2. Funktion k£ nollakohdat ovat

x=1+J2 ~+1,4.
Kuvaaja on numero 2.

Vastaus
3, g1, h-4,i-6, j-5, k2



K25

AY
I ‘_X
R p T 3 & T
2 (2[5; 12,8}
3 .-"'-'H_-.-_-H_
(fo, g -5 5,9]-5)
/- N
/| y=flo \

a)  Huippupiste on (2,5; -2,8).

b)  Yhtdlon —51x° +x-4=0 ratkaisut ovat funktion f
nollakohdat. Koska funktiolla f ei ole nollakohtia, ei yhtdlollé ole
ratkaisuja.

¢)  Yhtilon —51x° + x—4 =-5 ratkaisuna ovat ne Xx:n arvot,
joilla f'(x) =-5.

Ratkaisut 16ytyvét suoran x =—5 ja kuvaajan y =f(x)
leikkauskohdista x ~—-0,9 ja x=5,9.

Vastaus

a)  (2,5;-2,8)

b) eiratkaisuja.

¢c) x=-09 tai x=5,9



K26

a) 5x* +25x=0
Sx(x+5)=0
5x=0 tai x+5=0

b)4x*-16=0
4x* =16
:_16
4

x* =4

x:\/Z=2 tai x=—\/7=—2

X

Vastaus
a) x=-5 tai x=0
b) x=-2 tai x=2



K27

a)
2x° +5x+2=0
54457 -4.2.2
22
_ =5++/25-16
- 4
_5+49
T4
=543
T4
e bt PR L B §
YTy T A )
b)
2x* =3x+7=0
_—(-3)£(-3)*-4-2-7
re 22
_3+4/9-56
B 4
34447
T4

Koska diskriminantti on negatiivinen, yhtél6lla ei ole ratkaisuja.

Vastaus

. 1
a) x=-2 tai )
b) ei ratkaisuja



K28

Ratkaistaan yhtilo f(x) = g(x).

¥ -9=(x-2)°
X' =9=x"-2-x-2+2°
¥ -9=x"-4x+4 ‘—x2+4x+9

¥ —x"+4x=4+9

4x =13
e
4

Vastaus
IRE]

YTy



K29

a) Ratkaistaan nollakohdat.

2x*-18=0
2x* =18
x*=9

x=+9=3 tai x=-+/9=-3

Hahmotellaan kuvaaja ja paételldan epayhtdlon ratkaisu.

+\y—2.r2—18 /+
_3\_/3 |

Epéyhtdlo 2x* —18<0 toteutuu, kun -3<x<3.
b) Ratkaistaan nollakohdat.

3x+12x=0
3x(x+4)=0
3x=0 tai x+4=0

x=0 tai x=—4

Hahmotellaan kuvaaja ja padtelldan epdyhtéalon ratkaisu.

+\y—3x2+12x/+

Epédyhtdld 3x” +12x>0 toteutuu, kun x <-4 tai x> 0.




¢) Ratkaistaan nollakohdat.

2x* +3x+4=0

x:—3i\/32—4.2-4

2.2

~ 3+49-16
-4
3447
=2

ei nollakohtia

Hahmotellaan kuvaaja ja padtelldan epdyhtéalon ratkaisu.

N

+ o+ o+

X

y=22>+3x+4

Epédyhtdld 2x* +3x+4>0 toteutuu kaikilla x:n arvoilla.

Vastaus

a) -3<x<3

b) x<—4 tai x>0

c) Epdyhtilo toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla.



K30

a) Sievennetdédn epayhtilo.
2x+4>x’

—x*+2x+42>0
Ratkaistaan nollakohdat.

X" +2x+4=0
24,22 —4.(-1)-4
2-(-1

2+4+16  —2+20
2 2

24445 2425
i) o

-2

_2203V5) L 75
_2 -

X =

le—\/g tai x:l+\/§

Hahmotellaan kuvaaja ja paételldan epayhtdlon ratkaisu.

ERN
x\
_1-A5 1+5 _

y=—a’+2r+4

Epdyhtdlo 2x* +4>x* eli —x*+2x*+4>0 toteutuu, kun

1-J/5<x<1++/5.




b) Sievennetddn epédyhtilo.
2-x)>x-2
2722 x+x">2x-2
4—4x+x">x-2

X’ =5x+6>0

Ratkaistaan nollakohdat.
X’ =5x+6=0
_—(-5)£4(=5) ~4-1-6
= 2.1

C5+425-24 541

2 2

. 5+1
:2 ==
tal x > 3

X =

W 93]
N N
— —

Hahmotellaan kuvaaja ja padtelldan epdyhtéalon ratkaisu.

+ y=1>—5z+6 /+
X
2 3

N

Epdyhtdlo (2-x)’>x-2 eli x*-5x+6>0 toteutuu, kun x <2 tai
x=>3.

Vastaus

a) 1-/5<x<1+4/5

b) x<2 tai x>3



K31

a) Sievennetdédn epayhtilo.

16x—7 2+8x

7> -4
4-16’;_7+4-7>4-2+28x
16x—7 +28>2(2 +8x)
16x-7+28>4+16x  |-16x
21>4
tosi

Epayhtilo toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla.

b) Sievennetdin epayhtilo.
V2x+9<+/8x+3 ‘—\/gx—9
V2x—8x<3-9
(2 =/8)x<-6
2 -242)x<-6
2x<-6 \:(—ﬁ) (<0)

5)6
x> ——

V2
62
Ty

x>3\/5

Epiyhtilo toteutuu, kun x>32 .

Vastaus
a) Epdyhtilo toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla.

b) x>32



K32
f(x)=x"+bx+1

Funktion nollakohdat ovat yhtdlon x* +bx+1=0 ratkaisuja.
Nollakohtien lukumééra voidaan péételld diskriminantin

D=b>-4-1-1=b>—4
merkin avulla.

Ratkaistaan diskriminantin nollakohdat.

D=0 2
i +\ y=b-4 /+
b*—4=0 b.
b =4 -2 — 2
b=1V4 =12

Havaitaan, ettd

D>0,kun b<2 tai b>2,
D=0,kun h=-2 tai b=2
D<0,kun -2<bh<2.

a) Funktiolla f on kaksi nollakohtaa, kun D > 0.
Tama toteutuu esimerkiksi, kun b = 3.

b) Funktiolla /" on yksi nollakohta, kun D = 0.
Tama toteutuu esimerkiksi, kun b= 2.

c¢) Funktiolla f ei ole yhtddn nollakohtaa, kun D <0.
Tama toteutuu esimerkiksi, kun b= 0.

Vastaus
a) esimerkiksi »=3 b) esimerkiksi b =2 c¢) esimerkiksi 5 =0



K33

Padtellddn 2. asteen yhtdlon ratkaisujen lukumairé diskriminantin
avulla.

a) —x*—10x-25=0
D=(~10)> —4-(-1)-(-25)=100-100 =0
Koska D =0, ratkaisuja on yksi.
b) 2x* +3x-6=0
D=3"-4.2.(—6)=9+48=57>0
Koska D > 0, ratkaisuja on kaksi.

¢) x*+3x—2=6x-5 |—6x-5

x> =3x+3=0

D=(-3)"-4-1.3=9-27=-18<0

Koska D <0, yhtilolla ei ole ratkaisuja.

Vastaus
a)l
b) 2
c)0



K34

a) Ensimméisen asteen polynomifunktio on muotoa f(x)=ax+5b.
Muodostetaan yhtélopari ja ratkaistaan kertoimet a ja b.

{f(4)=—1
f2)=4
a-4+b=-1
a-(-2)+b=4
4a+b=-1 -1
—2a+b=4 2
4a + b=-1
+|—4a +2b=8
3b=17
7
b=3
7
4a+b——1 b—g
7
4a+§—_1
7
4a——1—§
10
4a——? -4
_ 10 5
12 6

Funtkion f lauseke on f(x)= —%x + %



b) Funktion f nollakohta ldydetdin ratkaisemalla yhtdlo f(x)=0.

—x+5=0 ‘-6

5 7

~5x+14=0 |-14
~5x=-14 :(=5)
-4 14 4

X=—5=3=23

Funktion f nollakohta on x= % = 2% .

Vastaus

&) f(¥)=-2x+s

b) x=2%



K35

a) Jos valmistuminen mydhéstyy x pdivid, viiviastyskorvaus on

K (x)=5000+90x =90x + 5000 (€).

b) Kolmelta viikolta eli 3-7=21 vuorokaudelta maksettava
viivdstyskorvaus on

K(21)=90-21+5000=6890 (€).

Vastaus
a) K(x)=90x+5000
b) 6890 €



K36

Merkitéén Ollin valitsemia perdkkiisid kokonaislukuja x ja x+1.
Lukujen tulo on pienempi kuin niiden summa.
Ratkaistaan epdyhtild.

x-(x+D)<x+(x+1) Ratkaistaan CAS-laskimella.

-5 <x< 1-V5
2 2
-0,61...<x<1,61...

Koska x on kokonaisluku, niin epdyhtilo toteutuu, kun x =0 tai x
=1.

Jos x=0,niin x+1=0+1=1.
Jos x=1,niin x+1=1+1=2.
Ollin valitsemat perdkkéiset kokonaisluvut ovat 0ja 1 tai 1 ja2.

Vastaus
Luvutovat Ojal tai 1 ja2.



K37

a) Aitaverkkoa on kéytossd 72 m. Viliseindin ja kahteen muuhun
véliseinén suuntaiseen sivuun aitaverkkoa kuluu 3x metrid. Kahteen
muuhun sivuun aitaverkkoa jad 72 — 3x metrid, joten kahden muun

sivun pituudet ovat 72 ; 3 _36- %x metrii.

3

36— -z
2 X

T X T

3

36— -«
5 X

b) Aitauksen sivujen pituuksien on oltava positiivisia, joten
x>0
ja

36—%x>0 eli x<24.

Siis on oltava 0 <x <24.

Aitauksen pinta-ala on

A(x) =(36—%X)-x=—%x2 +36x, missd 0 <x <24,



c¢) Funktion A(x) kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, joten se saa
suurimman arvonsa paraabelin huipussa, mikili huippu osuu
vilille 0 <x <24.

—b -36

20215

Huipun x-koordinaatti on x, =

Koska 0 <12 <24, niin funktio A(x) saa suurimman arvonsa,
kun x=12.

d) Aitauksen pinta-ala on suurin, kun viliseinin suuntaisten sivujen
pituudet ovat x =12 (m) ja muiden sivujen pituudet

72-3x _72-3-12
2 T 2

=18 (m).

Aitauksen leveyden on oltava 12 m ja pituuden 18 m.

Vastaus

a)x ja 36—%x (metrid)

b) A(x) =—§x2 +36x, missd 0 <x<24

2
c)x=12

d) leveyson 12 m japituus 18 m
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Sievennetdédn yhtiloa.

Gx+1)’ =kx-3
(3x)*+2-3x-1+1° =kx -3
Ox’ +6x+1=hkx =3  |-kx+3

Ox* +6x—kx+4=0
x> +(6-k)x+4=0

Tutkittavalla toisen asteen yhtél6lla ei ole ratkaisua, kun
diskriminantti on negatiivinen.

D=b*—-4ac
=(6-k)-4-9-4
=6>-2-6-k+k>-144
= k> 12k -108

Ratkaistaan epdyhtilé D <O0.

D<0

k* =12k -108<0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
—-6<k<l18

Vastaus
—-6<k<l18
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Jaetaan yhtdlon 4kx® —6x+3k =0 tarkastelu kahteen osaan.

1) Kun £ # 0, tutkittavana on toisen asteen yhtalo.
Ratkaisuja on kaksi, kun diskriminantti on positiivinen.

D=5 -4ac
=(-6) —4-4k -3k
=36-48k*

Ratkaistaan epdyhtdlé D > 0.

D>0
36—48k* >0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
3 3
< k< - k0
\/2§<k<0 tai O<k<\/25

2) Kun k=0, yhtdlo on ensimmadisti astetta.

Ratkaistaan yht&lo.

4.0-x>-6x+3-0=0
—-6x=0
x=0

Ratkaisuja on vain yksi, joten arvo k=0 ei kelpaa.

Vastaus

\/2§<k<0 tai 0<k<\/2§
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a) Appletin liukusdédtimelld havaitaan, ettd funktion f kuvaaja on
ylospdin aukeava paraabeli, jonka huippu on x-akselin ylépuolella,
kun 4 <a<0.

Funktio f néyttdisi saavan ainoastaan positiivisia arvoja,
kun 4 <a<0.

b) Funktion f(x)=9x"+3ax—a kuvaaja on ylospdin aukeava
paraabeli.

Siis funktio f saa vain positiivisia arvoja, kun sill ei ole yhtdén
nollakohtaa. Yhtdlolld f(x)=0 eli yhtdlolld 9x* +3ax—a=0 ei

siis saa olla yhtdén ratkaisua, joten diskriminantin on oltava
negatiivinen.

D<0
(Ba)’ —4-9-(-a)<0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
—4<a<0

Siis f saa vain positiivisia arvoja, kun 4 <a <0.

Vastaus
4 <a<0
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On ratkaistava, milld muuttujan x kokonaislukuarvoilla epayhtilo
J(x) <g(x) <h(x)

toteutuu.

S < g(x) <h(x)

—x-2< %x +2< %x +6 Ratkaistaan CAS-laskimella.
o, 0
9 9

-2,2..< x <7,7..

Koska x on kokonaisluku, niin epayhtéld toteutuu x:n arvoilla

-2,-1,0,1,2,3, 4,5 6jaT.

Vastaus
Muuttuja x saaarvon -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 tai 7.



K42

x+3> px -px+3
x—px>-3
(1-p)x>3

Jaetaan epayhtélon tarkastelu kolmeen osaan.
1)1-p>0 eli p<l1

(1-p)x>3 :(1-p) (>0)

x>1_p

2)1-p<0 eli p>1

(1-p)x>3 ‘:(l—p) (<0)
3
1-p

x <

3)1-p=0 eli p=1
Sijoitetaan p =1 alkuperdiseen yhtaloon.

x+3> px ‘pzl

x+3>1-x ‘—x
x—-x+3>0
3>0

tosi

Epéyhtdlo toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla.



Kootaan yhteen saadut tulokset kohdista 1, 2 ja 3.

Kun p<1,niin x> —p
Kun p=1, niin epdyhtilo toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla..

Kun p>1,niin x<

I-p
Vastaus
x> 1—3p’ kun p<1
xeR, kun p=1

x<1_3p, kun p>1
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a) Luvun —49 viides juuri merkitdin =49 .
Lasketaan lausekkeen m kolmidesimaalinen likiarvo laskimella.
Y-49 =-2,1779...~ -2,178

b) Luvun 135 neljas juuri merkitdan 4135 .
Lasketaan lausckkeen /135 kolmidesimaalinen likiarvo laskimella.
4135 =3,4086... ~ 3,409

¢) Luvun —625 neljis juuri merkitdin /-625 .

Koska luku —625 on negatiivinen, niin sen neljattd juurta ei ole
maédritelty.

d) Luvun 300 seitsemis juuri merkitisin </300 .
Lasketaan lausekkeen </300 kolmidesimaalinen likiarvo laskimella.
300 =2,2587...~ 2,259

Vastaus

a) —49 ~-2,178
b) 4135 ~3,409
¢) /300 ~ 2,259
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a) Miiritetddin yhtilon x° =10 ratkaisujen likiarvot appletilla.

y (2.2, 10) 5]
10
. Liikuta pistetta funktion kuvaajalla.
. [Jy=x
” y=x3
6
5
4
3
2
1
X.
3 -2 -1/0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1
-2
y=x3
-
5 3 2
f(x)=—x"+3x" —x"+1
x=22
b) Muokataan yht&loé.
4
3xt=12 i3
4
x' =4
Maéiritetddn yhtdlon x* =4 ratkaisujen likiarvot appletilla.
Y o} <
10 10
y=x‘ o A ) y=x' . o)t :
N Liikuta pistetté funktion kuvaajalla. . Liikuta pistetté funktion kuvaajalla.
. [V y=x . V] y=x
7 [y=e 7 Oy=¢
6 6
5 5
(14,4 i (1.4, 4)
3 3
2 2
1 1
X. X.
3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 3 -2 -1 0 1 3 3 4 5 6 | & 8 9

x=~-14 tai x= 1,4



¢) Muokataan yhtéloa.

5% +15=0
5x'=-15 |5
¥ =-3

Maéiritetddn yhtdlon x° =3 ratkaisujen likiarvot appletilla.

Y <
10
Liikuta pistetta funktion kuvaajalla.
9
. [Jy=x
Lyd
; y=x
6
5
4
3
2
1
X
3 2 -1/ 1 2 3 a4 5 6 7 8 9
-1
-2
y=x* [(-1.4, -3)
-3




d) Muokataan yhtdloa.
2x*=20=0
2x*=20 |:2
x* =10

Miéiritetddn yhtdlon x* =10 ratkaisujen likiarvot appletilla.

(-1.8, 11%)

y=x*
9
R V] y=x*
, [Jy=e
6
5
4
3
2
1

3 2 - o0 12 3 a4

Liikuta pistetta funktion kuvaajalla.

x~-1,8 tai x=1,8

Vastaus

a)x~=2.2

b)x=-14 tai x~ 14
)x=-14
d)x~-1,8 tai x=1,8

y=x*

(1.8, 10)

Liikuta pistetta funktion kuvaajalla.

y=x*
yee

~
o
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a) 4x' =64 ‘:4 Ratkaistaan ensin x*.
x'=16 Yhtilolla on kaksi ratkaisua.

x=416 =2 tai x=-416 =—2 Juurten tarkat arvot.

b) x°+45=0 ‘—45 Ratkaistaan ensin x’.
x’ =-45 Yhtalolld on yksi ratkaisu.
x=1/-45 =-3/45 Juuren tarkka arvo.
0 (x-4)"=81
x—4=4%81=3 tai x—4=—481=-3 [+4
x=17 x=1
Vastaus

a) x=-2 tai x=2

b) x=3/-45 =-45

c¢) x=1 tai x=7
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Merkitién vuosittaista muutoskerrointa kirjaimella x. Asukasmaéré tulee

joka vuosi x-kertaiseksi.

a) Vuoden 2017 alun asukasmaara tulkitaan samaksi kuin vuoden 2016
lopun. Vuoden 2016 ja vuoden 2019 lopun vélilld on 2019 —2016 =3
vuotta. Asukasmiérd on aluksi 117 740.

Kolmen vuoden kuluttua asukasmiérd on x°-117 740 . Asukasméaérian
tulee olla 119 100. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan x.

x> -117 740=119 100 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=1,0038...~1,004

Asukasmaéiri tulee vuodessa 1,004-kertaiseksi, joten véikiluku on
100,4 % edellisen vuoden vikiluvusta.

Asukasmadran vuotuinen kasvuprosentti on ollut
100,4 % — 100 % = 0,4 %.

b) Vuoden 2020 alun asukasmaira tulkitaan samaksi kuin vuoden 2019
lopun. Vuoden 2016 ja vuoden 2019 lopun vililld on 2030 — 2019 =11
vuotta. Asukasmadrd on aluksi 119 110.

Yhdentoista vuoden kuluttua asukasméérd on x''-119 100.
Asukasméérin tulee olla 127 000. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan
X

x'"119 100=127 000 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=1,0058...~1,006

Asukasmaééri tulee vuodessa 1,006-kertaiseksi, joten véikiluku on
100,6 % edellisen vuoden vakiluvusta.
Asukasméérin vuotuisen kasvuprosentin tulisi olla
100,6 % — 100 % = 0,6 % eli 0,6 — 0,4 = 0,2 prosenttiyksikkoa
suurempi.

Vastaus

a) 0,4 % b) 0,2 prosenttiyksikkoa
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a) Funktion kuvaaja laskee rajatta muuttujan
arvojen pienentyessé tai kasvaessa rajatta.

Sen asteluku on parillinen ja
korkeimman asteen termin kerroin
negatiivinen.

b) Funktion kuvaaja nousee rajatta
muuttujan arvojen pienentyessi rajatta ja
laskee rajatta muuttujan arvojen
kasvaessa rajatta.

Sen asteluku on pariton ja korkeimman
asteen termin kerroin negatiivinen.

¢) Funktion kuvaaja laskee rajatta muuttujan
arvojen pienentyessé rajatta ja nousee
rajatta muuttujan arvojen kasvaessa
rajatta.

Sen asteluku on pariton ja korkeimman
asteen termin kerroin positiivinen.

d) Funktion kuvaaja nousee rajatta
muuttujan arvojen pienentyessé tai
kasvaessa rajatta.

Sen asteluku on parillinen ja
korkeimman asteen termin kerroin
positiivinen.

Vastaus

a) asteluku parillinen, kerroin negatiivinen
b) asteluku pariton, kerroin negatiivinen
¢) asteluku pariton, kerroin positiivinen

d) asteluku parillinen, kerroin positiivinen

" HE")

NN

Y x

Y <

——

Y =<
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Piirretdédn funktion f kuvaaja
geometriaohjelmalla.

a) Kuvaajan perusteella funktion
nollakohdat ovat x ~-1,8, x~-0,6
ja x=1,6.

b) Kuvaajan perusteella f(—1)=-2 ja
A0)=1.

'\/ ) 1 2
-1
-2
-3
X =[-1 yx =0
3
y=f(x)
2
X
L 0 1 2




¢) Kuvaajan perusteella funktion
arvot ovat positiivisia, kun
x<-1,8 tai 0,6 <x<1,6.

Vastaus
a)x~-1,8, x=-0,6 jax~=1,6
b) fi-1)=-2, f(0) =1

¢)x<-1,8 tai —0,6 <x<1,6.

y=f(x)

(-1.8] 0) (-{6',

2
Aﬁ, 0) x

-1/ 0

-1

-2

-3
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Kolmannen asteen polynomifunktion
nollakohdat ovat x=-2, x=1 ja x=
3. Sen korkeimman asteen termin
kerroin —2 on negatiivinen.

Funktion kuvaaja nousee rajatta

muuttujan arvojen pienentyessé rajatta ja Y

laskee rajatta muuttujan arvojen
kasvaessa rajatta.

Hahmotellaan funktion kuvaaja
(esimerkiksi kynélld ja paperilla tai
jollakin piirto-ohjelmalla) tietojen
perusteella.

Funktion arvot ovat positiivisia, kun x <-2 tai 1 <x<3.

Vastaus
x<-2 tal 1 <x<3
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a) (x-5)(x-3)(x+1)=0 Kaytetddn tulon nollasdantod.
x—-5=0 tai x-3=0 tai x+1=0  Ratkaistaan x.
x=5 x=3 x=-1
b)
xt=2x+x* =0 Erotetaan yhteinen tekiji x.
x(x*=2x+1)=0 Kaytetddn tulon nollasaantoa.

x*=0 tai x*—2x+1=0 Ratkaistaan x.
x=0 x*=2-x+1"=0 a’-2ab+b*=(a-b)
Voit my6s kayttda toisen asteen

yhtdlon ratkaisukaavaa.

(x-1)>=0
x—1=0
x=1

Vastaus
a) x=-1, x=3 tai x=5
b) x=0 tai x=1
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a)
6x° —2x*+24x-8=0

2x*(3x-1)+8-Bx—-1)=0
Bx-1D(2x* +8)=0

Erotetaan kahden ensimmadisen termin

yhteinen tekija 2x” ja kahden viimeisen

termin yhteinen tekijd 8.
Erotetaan yhteinen tekija 3x —1.

Kaytetddn tulon nollasddntoa.

3x-1=0 tai 2x*+8=0 Ratkaistaan x.
X= % 2x’ =-8
ei ratkaisuja
b)
xt=6x"=7=0
(x*)Y? -6x*=7=0 Sijoitetaan x* =1.
£’ —6t-7=0
~(=6) £4J(=6)’ —4-1-(-7)
=
2-1
_6+4/64
2
_6%8
2
(=018 g i 2028
2
Ratkaistaan muuttuja x.
x' =17 tai xr=-1

xzﬁ tai xz—ﬁ

Vastaus

1
a) x—§

ei ratkaisuja

b) x=—/7 tai x=+/7
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Merkitdan lukua kirjaimella x.

Luvun x kuutio: x*

Luvun x neljis potenssi: x*

Luvun x viides potenssi: x’

4
x4+

Luvun x neljénnen ja viidennen potenssin keskiarvo: 5

Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan x
s xt+x’
2
x=-2, x=0 tai x=1

Ratkaistaan CAS-laskimella.

X

Vastaus
-2,0ja1
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a) Ratkaistaan nollakohdat.

3x* —18x—48=0 3
x*—6x-16=0
~(=6) /(=6 —4-1-(-16) 6++/100 6%10
X = = =
2-1 2 2

6-10 . 6+10

X_T__2 tar x= 5 =8
Jaetaan polynomi tekijoihin.
3x* —18x—48 a(x—x)(x—x,),

jossa a=3, x,=-2 ja x, =8.
=3-(x=(-2))(x-8)
=3(x+2)(x-8)
b) Ratkaistaan nollakohdat.
4x’ +2x> -2x=0
2x(2x* +x-1)=0
2x=0 tai 2x* +x-1=0

1+1P—4.2:(=1) —1£9 —143
x=0 xX= =7 -

2:2 B 4

x—;l_?’——l tai )c—_H3—l
T4 T4 2

4x° —x* —6x
=20 2~ (D)~ 5)
=2x(x+1)-2-(x—%)

=2x(x+1)(2x - %)
Vastaus
a) 3x? —18x—48= 3(x+2)(x—-8) b) 45° +2x* —2x = 2x(x+1)(2x—-1)
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Kolmannen asteen polynomifunktiolla voi olla enintédén kolme nollakohtaa.

Nollakohdat ovat x, =-2, x, =0 ja x, =4, joten tekijit ovat

x—x,=x—(-2)=x+2,
x—x,=x-0=x,

xX—x;=x—4.
Funktion lauseke on siis muotoa a-x-(x+2)-(x—4), missd a #0.

Kolmannen asteen termin kerroinon 3 eli a=3.

Funktion lauseke on siis 3x(x+2)(x—4).
Funktion lausekkeesta voidaan kertoa sulkeet auki, jolloin saadaan
3x’ —6x° —24x.

Vastaus
3x° —6x? —24x
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Polynomilla P on jaollinen binomeilla x+1=x-(-1) ja x—2,josja
vain jos x =-1 ja x =2 ovat sen nollakohta.

Muodostetaan kaksi yhtéloa.

P(-1)=0 P(2)=0
D)’ +a- (=) +b-(-1)+2=0 2’ +a-2"+bh-2+2=0
a-b=-1 4a+2b=-10

Muodostetaan yhtdlopari ja ratkaistaan vakiot a ja b.
a-b=-1
4a+2b=-10
a=-2, b=-1

Vastaus
a=-2, b=-1
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Kolmannen asteen polynomifunktiolla on enintdéin kolme nollakohtaa.
Kolmannen asteen polynomifunktion lauseke on muotoa

S ()= alx—x,)(x =2, )(x — x3)

Tiedetddn, ettd funktiolla f on kaksinkertainen nollakohta x =-1, joten
funktion lauseke on

S =a(x—=(=D)(x = (DNx—x;) = a(x + Dx +D(x = x;) -

Liséksi tiedetdan, ettd f{0)=2 ja f{1)=4. Muodostetaan kaksi yhtaloa.

f(0)=2 f)=4
a(0+1)(0+1)(0-x;)=2 al+D)(A+D(1-x,)=4
—ax, =2 4a—4ax, =4

Muodostetaan yhtilopari ja ratkaistaan a ja xs.
—ax, =2
4a—-4ax, =4
a=-1, x3=2

Funktion lauseke on f(x)=—1-(x+1)(x+1)(x-2)=—x" +3x+2 ja
kolmas nollakohta x =2.

Vastaus
f(X)=—x"+3x+2, x=2



K57

a) Tutkitaan polynomifunktion f(x)=4x"+2x* —2x merkkii.

Polynomifunktio voi vaihtaa merkkididn vain nollakohdissa. Ratkaistaan
funktion f nollakohdat.

4x* +2x* =2x=0 Erotetaan yhteinen tekija 2x.
2x(2x* +x-1)=0 Kéytetddn tulon nollasaantoa.
2x=0 tai 2x+x—-1=0
0 112 —4-2-(-1)
x= x= %)
_—1+3
4
X= s 1 tai x—7_1_3 =-1
42 4
Nollakohdat jakavat X
lukusuoran neljdén osaan. _1' 3_: -
Lasketaan kultakin osavaliltd >
yksi funktion f arvo.
f(-2)=-20<0 Osavililld Joo,—1[ merkki on miinus.
f(-0,5)=1>0 Osavililla ]-1,0] merkki on plus.

f(0,25)=-0,3125<0 Osavililld ]0,%[ merkki on miinus.

fH)=4>0 Osavililld 13,00 merkki on plus.



Laaditaan funktion f" merkkikaavio

f(x)=4x" +2x* - 2x _ l + L - | +

-1 0 1

1

Epédyhtild 4x’ +2x° —2x<0 toteutuu, kun x <—1 tai 0 <x< 5
b) Tutkitaan polynomifunktion f(x)=3x" —12x’ merkkii.

Polynomifunktio voi vaihtaa merkkidan vain nollakohdissa. Ratkaistaan
funktion f nollakohdat.

3x° —12x° =0 Erotetaan yhteinen tekija 3x°.
3xX°(x* —4)=0 Kéytetddn tulon nollasdantoa.
3x’ =0 tai x’—4=0
x=0 x’=4
x=2 tai x=-2

Nollakohdat jakavat
lukusuoran neljdén osaan. N ¢ ¢ -
Lasketaan kultakin osaviéliltd 2 0 2
yksi funktion f arvo.
f(-10)=-288 000<0 Osavililla Joo,—2[ merkki on miinus.
f-H)=9>0 Osavililld ]-2,0[ merkki on plus.
fH=-9<0 Osavililla 10,2[ merkki on miinus.

£(10)=288 000>0 Osavililla 12,00 merkki on plus.



Laaditaan funktion f" merkkikaavio

f(x)=3x" -12x° — + _ +

™

—2 0 2

Epdyhtdld 3x° —12x° >0 toteutuu, kun -2 <x<0 tai x>2.

Vastaus

a)x <-1 tai 0<x<%

b) 2<x<0 tai x>2
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a) Tutkitaan polynomifunktion f(x)=4x"+2x* —2x merkkii.

Polynomifunktio voi vaihtaa merkkididn vain nollakohdissa. Ratkaistaan
funktion f nollakohdat.

4x* +2x* =2x=0 Erotetaan yhteinen tekija 2x.
2x(2x* +x-1)=0 Kéytetddn tulon nollasaantoa.
2x=0 tai 2x+x—-1=0
0 112 —4-2-(-1)
x= x= %)
_—1+3
4
X= s 1 tai x—7_1_3 =-1
42 4
Nollakohdat jakavat X
lukusuoran neljdén osaan. _1' 3_: -
Lasketaan kultakin osavaliltd >
yksi funktion f arvo.
f(-2)=-20<0 Osavililld Joo,—1[ merkki on miinus.
f(-0,5)=1>0 Osavililla ]-1,0] merkki on plus.

f(0,25)=-0,3125<0 Osavililld ]0,%[ merkki on miinus.

fH)=4>0 Osavililld 13,00 merkki on plus.



Laaditaan funktion f" merkkikaavio

f(x)=4x> +2x* - 2x _ l + L - | +

-1 0 1

Epéyhtild 4x’ +2x° —2x<0 toteutuu, kun x <—1 tai 0 <x< 1

5 -
b) Tutkitaan polynomifunktion f(x)=3x" —12x’ merkkii.

Polynomifunktio voi vaihtaa merkkiddn vain nollakohdissa. Ratkaistaan
funktion f nollakohdat.

3x° —12x° =0 Erotetaan yhteinen tekija 3x°.
3xX°(x* =4)=0 Kaytetddn tulon nollasdantoa.
3x’ =0 tai x’—4=0
x=0 x’=4
x=2 tai x=-2

Nollakohdat jakavat
lukusuoran neljdén osaan. N ¢ ¢ -
Lasketaan kultakin osavaliltd 2 0 2
yksi funktion f arvo.
f(-10)=-288 000<0 Osavililla Joo,—2[ merkki on miinus.
f-H)=9>0 Osavililld ]-2,0[ merkki on plus.
f()=-9<0 Osavililld ]0,2[ merkki on miinus.

£(10)=288 000>0 Osavililla 12,00 merkki on plus.



Laaditaan funktion f" merkkikaavio

f(x)=3x" -12x° — + _ +

™

—2 0 2

Epdyhtdld 3x° —12x° >0 toteutuu, kun -2 <x<0 tai x>2.

Vastaus

a)x <-1 tai 0<x<%

b) 2<x<0 tai x>2
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Piirretddn mallikuva ja merkitdan

yksittdisen tiilen pituutta i
kirjaimella x. '
T x+1cm
Kun tiilen pituus on x cm, sen :
leveys on x — 1 cm ja korkeus x + I
1 cm. Rnhid 2
X cm x-1cm

Tiilen tilavuuden lauseke on
x(x-D(x+D)=x"—x.

Tiilien tilavuus on vililld 120 cm® ja 990 cm?® . Muodostetaan
epayhtilo ja ratkaistaan x.

120< x* = x <990 Ratkaistaan CAS-laskimella.
5<x<10

Tiilien pituus vaihtelee 5 cm:n ja 10 cm:n vaélilla.

Vastaus
5cm:n ja 10 cm:n vélilla
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a) Ratkaistaan nimittdjien nollakohdat.

x—1=0 ja x=0

x=1
Funktion f maéérittelyehtoon x=1 ja x#0.

Funktion f maarittelyjoukko on R\ {0, 1}.

b) Lasketaan funktion arvo kohdassa x =—1.

f(—l)=%+_i1=%—1:—1—1=—2

Funktion arvoa kohdassa x =1 ei ole maaritelty.

¢) Piirretddn funktion kuvaaja.

A )
W
I\
1' X
IEED 2 3
d \
// =
Vastaus

a) R\ {0, 1} b) f(-1)=-2, f(1) ei médritelty
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a) Nimittdjin 3x nollakohtaon x=0.
Funktion f madrittelyehtoon x#0.

f(x)= 6x23—xle = %(2;_ S _ 2x-5

b) Lasketaan nimittdjan nollakohdat.

8x—4=0

8x =4 -8
ML
“82

Funktion f maéérittelyehto on x # 5

10x-5_5-Qx=1) 5
4 (2x=T)

S =54 = 4

¢) Nimittdjin 7 —x nollakohtaon x=7.

Funktion f maédérittelyehtoon x=7.
1

x=7 x-=T7 )*/17 1
Jx)= T—x —x+7 _szlz_l

1
d) Nimittdjan 7 + x nollakohtaon x=-7.
Funktion f maéérittelyehto on x=-7.

¥ _ _5;*7Tu 7) s

f(x)— 7+x B 7+x

l

Vastaus
a) f(x)=2x-5,kun x#0 b) f(x)z%,kun xXFES

¢) f(x)=-1,kun x=7 d) f(x)=x-7,kun x=-7



X
a) l—x+ 1+x
x(1+x) x(1-x)
T+ x)(-x)  (1+x0)(1-x)
_x+x2+x—x2
1-x* 1-x°
Cx+xt+x—x
I
. 2x
=X
Y11 1+x
Mo
X 1 1+x
X2 X2 X2
_x—l+1+x
X2
1
24
-7
X
2
X
Vastaus

2 . .
a) lixz,mlssé x#-1 ja x#1
—-X

b) %, missd x #
X



K63

a) Ratkaistaan nimittéjien nollakohdat.

x+1=0 X +x=0
x=-1 x(x+1)=0
x=0 tai x+1=0
x=0 x=-1

Funktion f méidrittelyehtoon x=-1 ja x=0.
b) Sievennetddn funktio lauseke.

f=

x+1 X +x

Y2 x
x+1 x(x+1)

. 2x x
T x(x+1)  x(x+1)

_2x—x

- .2
X +Xx
1

.
/)]((erl)

1

- x+1
Lasketaan funktion arvo.

2 1 1 3
,ﬂ—g—_£+1—z—1T—3
3
Vastaus
. 1 2
a) xz-1 ja x#0 b) f(x)_x+1’ f(—g)—3
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2x-1 x* -1
x+1 4x-2
_ Q2x-1)(x* =1)
T (x+D(4x-2)

_ 2x=) (T (x-1)
(1) 2 (2%=T)
x—1
2

a)

Sx
2x-8
_ x’—4x  5x
T 1 2x-8
_x2—4x 5x
T 1 2x-8
_ (x*—4x)-5x
=TT x-8)

_XM'SX
BT
1

b) (x* —4x)-

Vastaus

a)xT,misséi xi% jax=1 b) %xz,misséix;M
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a) Ratkaistaan nimittdjien nollakohdat.

x=1=0 2x+1=0
x=1 2x=-1 i2
L
)

Funktion f maéérittelyehto on x # —% ja x=1.

b) Sievennetddn funktion lauseke.

4x* -1 3x-3
SO == ot

_(4x*-1)-(3x-3)
 (x=1)-(2x+1)
:M(2x—l)-3w
=3(2x-1)

=6x-3

4x* —1=(2x)* -1°

Lasketaan funktion arvo.

1 1
f(3)=6-3-3=2-3=-1

Vastaus

a)xi—% jax#l b)) f(x)=6x-3, f(é)z—l
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a) Selvitetddn ensin funktion f médrittelyehto.

Ratkaistaan nimittdjan nollakohdat.

3x-6=0
3x=6 |3
x=2

Funktion f maéérittelyehtoon x#2 .

Ratkaistaan funktion f nollakohdat.

X’ —4
6 =0 (3x—6) (#0)
¥ —-4=0 +4

x'=4

x=4=2 tai x=—J4=-2

Ratkaisu x=2 eitoteuta méadrittelyehtoa x=2.

Funktion nollakohta on x=-2.



b) Nimittdjan 5x nollakohtaon x=0.
Funktion f madrittelyehtoon x#0.

Ratkaistaan funktion f nollakohdat.

2
12x° —4x _0 20
Sx |-5x

12x* —4x=0
4x(3x-1)=0

4x=0 tai 3x-1=0

x=0 3x=1 \:3
1
3

Ratkaisu x=0 ei toteuta miérittelyehtoa x=0.

Funktion nollakohta on x = % .

Vastaus
a) x=-2

1
b) X—S
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a) Nimittdjien nollakohtaon x=0.
Yhtélon médrittelyehtoon x#0.
Ratkaistaan yhtilo.

4

1
Xt X

=5 [x* (20
1 |
4 x?

7—7=5x2

1 1
4—x=5x

—5x*—x+4=0

_ —(=) (=) —4-(=5) -4 15481139

X

2-(=5) 10 —10
149 _1-9_ 8 4
TS0 T 10 -10 5

Molemmat ratkaisut toteuttavat madrittelyehdon.



b) Ratkaistaan nimittdjien nollakohdat.

2x—-1=0 x+1=0

2x =1 ‘:2 x=-1
1
2

. . 1
Yhtélon médrittelyehtoon x=—-1 ja x#—.

2
Ratkaistaan yhtalo.
4 =1 [2x—=1)(x+1) (#0)
2x—1 x+1
Ax+1) (2%=T)  (x+T)(2x-1) ~
P, - M =(x+D(2x-1)

1 1
A4x+1D)-2x—-1)=2x" +x+2x-1
4x+4-2x+1=2x*—x—-1
22X +4x-2x—x+4+1+1=0

22X +x+6=0

—1£\IP=4:(=2)-6 —14+49 —1%7
- -—=-

2-(-2) - —4
TS ST SR o B
T4 T4 2 T4 T4

Molemmat ratkaisut toteuttavat madrittelyehdon.

Vastaus

a) x=-—1 tai ng b)x=—% tai x=2
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a) Sievennetdédn lauseke CAS-laskimella.

x+2+ Sx x+7
x—2 x2—2x_x—2

Oikea vaihtoehto on siis 2.

Sievennys GeoGebran CAS-laskimella.

2 5
Murtoluvuksi (i i_ 5 + 2 _sz)
x+7
—
x—2

b) Sievennetdidn lauseke CAS-laskimella.

x+2 —3x% +8x

1—3x+x_2 R—

Oikea vaihtoehto on siis 4.

Sievennys GeoGebran CAS-laskimella.

Murtoluvuksi(l —3x+ xt 2)
X —2

—3x2+8x
—_— —
x—2




¢) Sievennetddn lauseke CAS-laskimella.

x+2+ x 2x* -4
X x—2 x*-2x

Oikea vaihtoehto on siis 1.

Sievennys GeoGebran CAS-laskimella.

2
Murtoluvuksi (x_+ -+ X )
X X —2

2x2—-4

S
x2 —2x

d) Sievennetdin lauseke CAS-laskimella.

3x—1
-2

X 1
x—2 G- ;) T x
Oikea vaihtoehto on siis 3.

Sievennys GeoGebran CAS-laskimella.

Murtoluvuksi (L (3 - l))
X — 2 X

I3Ix—1
x—2

—

Vastaus
a)2 b4 ol ¢)3
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Lasketaan nimittdjan nollakohdat.

4x* +11x-3=0

1P -4-4.(-3)  —11+13

B 2.4 -8
x_—11+13_£_i i x_—11—13_—24__3
T8 8 4 -8 8

Funktion méérittelyehtoon x#-3 ja x# % , joten funktion

maédrittelyjoukko on R\ {-3, %} .

Supistetaan lauseke.

B X +6x*+9x

)= nollakohtien perusteella:
4x" +11x-3
ax’ +bx+c=a(x—x)(x—x,).
x(x* +6x+9) Osoittajassa on binomin nelio:
e . ] X +6x+9=x"+2-x-3+3% =(x+3).
40r=(3N0r-)
x(x+3)?
B 1
4 (x+3) (x— 7
1
_ox(x+3) x> +3x
B 1. 4x-1
4(X —Z)
Vastaus
1 x> +3x

madrittelyjoukko R\ {-3, Z} , f(x)= Av_1
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Merkitdan osallistujien lukumaéra kirjaimella x.

D . . 2
Lopulta jokainen osallistuja joutui maksamaan % euroa.

IImoittautuneita oli viisi vdhemmén, joten heitd oli x—35 henked.

Ennakoitu maksu osallistujaa kohden oli euroa.

Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan x.

Toteunut maksu oli 15 euroa vihemmaén
E _ 702

X x—5

—-15 kuin alkuperdinen maksu.
Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=-13 tar x=18

Osallistujien lukumééra on positiivinen luku, joten x = 18.

Matkalle osallistui 18 henkilGa.

702 €
18

Jokainen osallistuja maksoi =39€.

Vastaus
Retkelle osallistui 18 henked ja jokainen heistd maksoi 39 euroa.
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a) Appletin perusteella funktion f lauseke voidaan supistaa,
kun ¢=-14.

%
Tutki liukusaatimella.

c=-14
7 ®

22 —12x — 14

YT 5zL3s

b) Lasketaan nimittdjin nollakohta.

5x-35=0
5x=35 :5
x=7

Funktion méérittelyehto on x=7.
Sievennetadn lauseke.

2x* =12x+c¢  2x*-12x+c
S(x)= — = —
5x-35 5(x=17)




Lauseketta voidaan supistaa vain, kun x—7 on osoittajan tekijéa.
Télldin x =7 on oltava osoittajan nollakohta. Ratkaistaan c.

2.-77=12-7+c¢=0 Kun x=7 osoittajan arvo on 0.
14+¢c=0 14
c=-14

Siis lauseketta voidaan supistaa vain, kun ¢ =-14.

Ratkaistaan osoittajan nollakohdat ja jactaan osoittaja tekijoihin.

2x* —12x-14=0 2

xP—6x-7=0

—(<6) (<6 —4-1-(-7) 664 6+8
B 2-1 2 2

6+8 . -8

_T_7 tai X_T__l
2x* —12x—14 ax’ +bx+c
=2(x=-7)(x+1) =a(x—x)(x—x,)

Supistetaan funktion lauseke

2%’ —12x-14 ZM(HI) 2x+2
J="5733 ST S

Vastaus
a) c=-14

b) f(x )_2“2 kun x #7
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a) Piirretddn funktion f(x)=+/36-x" kuvaaja.

7

Neli6juuri on méiritelty, kun juurrettava on epanegatiivinen.
Maiiritetddn funktion f maédrittelyehto.

36-x*>0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
-6<x<6

Lasketaan funktion arvo kohdassa 4.

f(4)=v36-4* =420 =25



Qx+2J_

b) Piirretddn funktion f(x)=—~——— kuvaaja.

x
Vx -3

y = f(x)

Pariton juuri on mééritelty kaikilla juurrettavan arvoilla. Nelijuuret

on madritelty, kun juurrettavat ovat epanegatiivisia.

Rationaalilauseke on mééritelty, kun nimittdjan arvo ei ole 0.

Maiiritetddn funktion f maédrittelyehto.

x>0 ja x=3>0

x>3
Yhdistdmélld mééarittelyehdoksi saadaan x > 3.

Lasketaan funktion arvo kohdassa 4.
3
£(4)= *'i‘/ﬂz B,
4-3 1
Vastaus
a) médrittelyehto -6 <x<6, f(4)=+20=2/5
b) midrittelyehto x >3, f(4)=2
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a) Korotetaan yhtdlon molemmat puolet nelidon ja ratkaistaan
muuttuja x.

=1 [0
(o) =
4x=1 -4
1
S

Tarkistetaan, toteuttaako saatu ratkaisu alkuperédisen yhtéalon.

Sijoitetaan le yhtdloon.

4
/1
2 Z_l

Yhtalon ratkaisu on siis x =% .



b) Muokataan yhtdld ensin muotoon, jossa toisella puolella on pelkké
juurilauseke.

Jx+2=0 |2
Jx=-2

Yhtélon vasen puoli on aina arvoiltaan epanegatiivinen, ei koskaan
—2. Yhtdlolla ei siis ole ratkaisuja.

¢) Muokataan yhtilo ensin muotoon, jossa toisella puolella on pelkka
juurilauseke. Korotetaan sitten yhtdlon molemmat puolet potenssiin,
joka poistaa juurilausekkeen.

Yx+2=0 |2
Je=2 |
Rlx) =(-2)
x=-8

Yhtéalon ratkaisu on x = —8.

Vastaus

1
a) X = Z
b) ei ratkaisuja

c) x=-8
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a) Korotetaan yhtdlon molemmat puolet nelidon ja ratkaistaan
muuttuja x.

Jo-5x=7  |()
(Vo—sx) =7

9-5x=49 |9
—5x=40 [:(-5)
x=-8

Tarkistetaan, toteuttaako saatu ratkaisu alkuperdisen yhtilon.
Sijoitetaan x =—8 yhtidloon.

9-5.(-8) =7

49 =7

tosi

Yhtélon ratkaisu on siis x = —8.

b) Korotetaan yhtdlon molemmat puolet nelioon ja ratkaistaan
muuttuja x.

Velex=1 | ()
(i) =1

x(1+x)=1
x+x’=1 ‘—1

X +x-1=0

AP 41 (-1)  —1%45
- T2

2-1




Tarkistetaan laskimen avulla, toteuttavatko saadut ratkaisut
alkuperdisen yhtalon.

Sijoitetaan x = _1_2\/5 Sijoitetaan x = _12\/5
yhtéloon. yhtéloon.
1/_1_\/5 L[S ,/‘“‘E [ TS
2 2 B 2 2 B
el madritelty 1=1
tosi
Yhtdlon ratkaisu on siis x = -1 ;\/g .
Vastaus
a) x=-8
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Ratkaistaan yhtilo korottamalla sen molemmat puolet neliéon.

2\/4x -7 =3J2x+1 1()?

(2V4x-7)" = (3/2x +1)?

4(4x—T)=9(2x +1)

16x—28=18x+9 |—18x +28
—2x=37 1:(=2)
__37
2

Tarkistetaan, toteuttaako saatu ratkaisu alkuperédisen yhtéalon.

Sijoitetaan x = —% yhtdloon.

2\/4(—327}7 :3\/2.[—327}1
2/-81=3J-36

el madritelty

Yhtélolla ei siis ole ratkaisuja.

Vastaus
ei ratkaisuja
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Muokataan yhtilo ensin muotoon, jossa toisella puolella on pelkka
juurilauseke. Korotetaan sitten yhtdlon molemmat nelioon.

JI2-4x —2=6x |+2
JI2—4x =6x+2 ()

(V12-4x)* = (6x+2)*

12-4x=36x"+24x+4 |-36x" —24x—4
—36x* —28x+8=0 |1 (—4)
Ix* +7x-2=0
=T EJ7P-4-9-(-2)  -7+11
re 29 BT
_ 7+l _4 2 o 711 18
T 18 18 9 T 18 18
Tarkistetaan, toteuttavatko saadut ratkaisut alkuperdisen yhtélon.

Sijoitetaan x =—1 yhtdl6on. Sijoitetaan x = 2 yhtiloen,
9
J12=4-(=1) =2=6-(-1) 12_4%_2:6%
V16 -2=-6

4-2=—6 g_g_zzg

epéatosi 100 4

9 273

10 _6_4

3 3 3
tosi

Yhtélon ratkaisu on x =% .
Vastaus

X ==

9
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a) Muokataan yhtilo ensin muotoon, jossa toisella puolella on pelkké
juurilauseke. Korotetaan sitten yhtdlon molemmat puolet potenssiin,
joka poistaa juurilausekkeen.

U =3x*+2 +1=x -1
A’ =3x"+2=x-1 ‘()3
Rlx*=3x>+2) =(x-1)
¥ =3x"+2=(x-1)(x-1)
¥ =3 +2=(x-1)(x* =2x+1)

X3 42=x"—2x +x—x"+2x—1

=32 +2=x"-3x"+3x-1 ‘—x3+3x2—3x—2
—3x=-3 ‘:(—3)
x=1

Yhtéalon ratkaisu on x = 1.

b) Muokataan yhtdld ensin muotoon, jossa toisella puolella on pelkké
juurilauseke. Korotetaan sitten yhtdlon molemmat puolet potenssiin,
joka poistaa juurilausekkeen.

Yx' —11-2=0 [+2

x*—11=2 O
(4[x3_11)4:24
x'-11=16 +11
x' =27

x=§/f=3



Tarkistetaan, toteuttaako saatu ratkaisu alkuperdisen yhtalon.
Sijoitetaan x =3 yhtaloon.

Y3 -11-

-~
—
N

I

NS NS I )

Il
S O O

tosi
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Luvut ovat toistensa kdanteisluvut, kun niiden tulo on 1. Lasketaan
funktiolausekkeiden tulo.

f(x)-g(x)= (" +1+~/x" +2x7)(x” +1=~/x" +2x7)
=P+ =(x'+2x7)°
=x*+2x7 +1-(x* +2x7)
=x*'+2x" +1-x" —-2x°
=1

Lausekkeiden tulo on 1 muuttujan arvosta riippumatta, joten
funktioiden arvot ovat toistensa kédénteisluvut jokaisessa kohdassa x.
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a) Lasketaan nopeuksien osaméérd, kun kappaleiden massat ovat 2m
ja m.

[2E
vem) _Nom _ 1 _ 4 707106..=70,7106...%

vom) 282
m
Raskaamman kappaleen nopeus on siis

100% — 70,7106...% = 29,2893...% ~ 29% pienempi.

(Tai v‘g’:q)) =2 =1,414213...=141,4213..%, eli kevyemmin

kappaleen nopeus on 41% suurempi.)

b) Muutetaan nopeudet yksikkoon m/s.

1000m 1000m 1
50km/h =50- 60605 =50- 36005 =50- 3’6111/5—13,8888...rn/s
30km/h =30- ! m/s =8,3333...m/s

3,6
Ratkaistaan nopeamman kappaleen liike-energian suuruus.

13,8888...=, 1325—% Ratkaistaan CAS-laskimella.

E =33757,716...(J)
Ratkaistaan sitten hitaamman kappaleen massa.

8,3333...= \/ % Ratkaistaan CAS-laskimella.

m=972,222...(kg)
Massa on 970 kg.

Vastaus

a) Raskaamman kappaleen nopeus on 29% pienempi (tai
kevyemmaén kappaleen nopeus on 41% suurempi).

b) 970 kg



Al.

a) Arvioidaan appletilla ratkaisujen likiarvot.

1) Funktion f(x)=-1,4x+4,2 kuvaaja on laskeva suora.

Epéayhtdld —1,4x+4,2>0 toteutuu, kun x<3.

iv

i

1 0 1 2 3 5 €

-5

2) Funktion f(x)=x"+10,7x-3,3 kuvaaja on ylospdin aukeava
paraabeli.

Epéyhtild x*+10,7x—3,3>0 toteutuu, kun x<-11 tai x>0,3.

51 /(0.3,0.05)
2 4

3) Funktio f(x)=1,8x"—4,5x” on kolmannen asteen
polynomifunktio, jolla on kaksi nollakohtaa.

Epiyhtilo 1,8x° —4,5x> >0 toteutuu, kun x=0 tai x>2,5.



U

(2.5, 0.02)

b) Tutkitaa_n polynomifunktion f(x)=1,8x" —4,5x> merkkii.
Polynomifunktio voi vaihtaa merkkidén vain nollakohdisssa.
Ratkaistaan funktion f nollakohdat.

1,8x* —4,5x* =0
x*(1,8x—4,5)=0
x*=0 tai 1,8x-4,5=0
x=0 1,8x=4,5
x=2,5

Nollakohdat 0 ja 2,5 jakavat lukusuoran kolmeen osaan.
Lasketaan kultakin osavililtd yksi funktion arvo.

11,8

f(=)=-6,3<0
f(H=-2,7<0
f(3)=81>0
Laaditaan funktion f merkkikaavio.
flx) - - +
° hy x

Epiyhtilo 1,8x° —4,5x> >0 toteutuu, kun x=0 tai x>2,5.

Vastaus
a) 1) x<3
2) x<-11 tai x>0,3

3) x=0 tai x=2,5 b) x=0 tai x=2,5



A2.

Sievennetidén lauseke.

(x+1)° =2x+1D)(2x—1)=2(x+1)
=x"+2x+1-(4x* =1)=2x-2
=x"+2x+1-4x> +1-2x-2

=-3x’
Lasketaan lausekkeen —3x° arvo, kun x= \/5 -1.

-3x?

=-3-(3-1y

_ .((@)2_2.@.1”2)
=-3-(3-243+1)
=-3-(-23+4)

=633 -12

Vastaus
sievennetty muoto —3x>, arvo 643 —12



A3.

a) X +6=5x
X =5x+6=0
(5 +(-5)—4-1-6 5+ /1 5%l
= 21 T2 T2
5+1 . 5-1
X—T—:; tal X—T—z

b) X’ +6<5x
XX =5x+6<0

Tutkitaan polynomifunktion f(x)=x"—5x+6 merkkii.

Polynomifunktio voi vaihtaa merkkidén vain nollakohdisssa.
Funktion f nollakohdat ovat a-kohdan perusteella x=2 ja x =3.

Funktion f kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.

N

Epéayhtilo toteutuu, kun 2<x<3.

Vastaus
a) x=2 tai x=3
b) 2<x<3



Ad4.

2
x—1

f=2-

Ratkaistaan nimittdjien nollakohdat.

x=0 x—1=0

x=1

Funktion f madrittelyehtoon x#0 ja x=1.

Ratkaistaan funktion f nollakohdat.

S(x)=0
8 2
;—ﬁ—o ‘-x(x—l) (iO)
8(x—-1)-2x=0
8x—-8-2x=0
6x—8=0 +8
6x=38 ‘:6
(874
6 3

. 4 .y
Ratkaisu x = 3 toteuttaa madrittelyehdon.

Vastaus

madrittelyehto x=#0 ja x=1,nollakohta x= g



AS.

Xx+x+10=2 ‘—x
Jx+10 =2-x ()
(Va+10) =20

x+10=4—4x+x’ ‘—x+10
0=-6-5x+x’
X' =5x-6=0
x:—ﬁé)inji—44-b6):5ijz5:5§7

547 5-7

X > =6 tai szz—l

Tarkistetaan, toteuttavatko saadut ratkaisut alkuperdisen yhtélon.

Sijoitetaan x =6 yhtdloon. Sijoitetaan x=-1 yhtaloon.
x+/x+10 =2 x++/x+10 =2
6+/6+10 =2 —1+4/-1+10 =2
6+/16 =2 149 =2
6+4=2 -1+3=2
10=0 2=2
epéatosi tosi

Ratkaisuista vain x=—1 toteuttaa yhtalon.

Vastaus
x=-1



A6.

a) Funktion nollakohdat ovat —2, —1 ja 4, joten sen tekijét ovat

x—(-2)=x+2,
x—(-1)=x+1,
x—4.

Funktion lauseke on muotoa
S(x)=a(x+2)(x+1)(x—4),
missd a#0.

Ratkaistaan kertoimen a arvo.

f(0)=2
a(0+2)(0+1)(0-4)=2 Ratkaistaan CAS-laskimella.

a=——

4

Funktion lauseke on
1
f(x)= —Z(x+ D (x+1)(x—4).
Funktion lausekkeen voi myds sieventdd muotoon

b5 1,5
f(x)= 1 +4x +2x+2.



b) Piirretddn funktion f kuvaaja.

\ AY ¥ =f(x)
\ J I/

un
N

NN
\
"1

——
w

\

o]

\

B = 2 3 }

_QJ
_—

X
>

Funktion f arvot ovat negatiivisia, kun —2<x<-1 tai x>4.

Vastaus

a) f(x)=—%(x+2)(x+1)(x—4) eli f(x)=—%x3+%x2+%x+2

b) 2<x<-1 tai x>4



AT.

Merkitdan nelion muotoisen tontin sivun pituutta kirjaimella x (m).
Tontin pinta-ala on x> (m®) jahinta 32x> (€).

Aidan pituus on 4x (m) jahinta 4-16x=64x (€).

Matti kdytti tontin ostamiseen ja aitaamiseen 80 000 €.

Ratkaistaan x.

32x% +64x =80 000 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=-51,009... tai x=49,009...

Tontin sivun pituus on positiivinen luku, joten x=49,009...~49 (m).

Tontin sivut ovat 49 metrin pituiset.

Vastaus
49 m



AS8.

Funktion f(x)=x"+3ax—a kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli.

Funktion f kaikkia arvot ovat positiivisia, jos funktiolla ei ole yhtdan
nollakohtaa.

Funktiolla 1 ei ole yhti#n nollakohtaa, jos yhtélon x° +3ax—a =0
diskriminantti on negatiivinen.

Muodostetaan diskriminantin lauseke.
D=03a)’—4-1-(-a)=9a’ +4a

Ratkaistaan diskriminantin nollakohdat.

9a> +4a=0
a(9a+4)=0
a=0 tai 9a+4=0
9a=-4
a=_2
9

Diskriminantin kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli.

N/
LN

9
Diskriminantti on negatiivinen, kun ) <a<0.
Vastaus
4
-—<a<0

9



A9.

Polynomin x’ +ax® —a’x—x eris nollakohta on —2.
Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan a.

(-2 +a-(2)* —a’>-(-2)—(-2)=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
a=-3 tai a=1

¥ =3x" —(=3)’x—x Jaetaan tekijoihin CAS-laskimella.
=x’ —3x —10x

=x(x-5)(x+2)

X 4+1-x2=1x—x Jaetaan tekijoihin CAS-laskimella.
=x" +x’ —2x
=x(x-1(x+2)

Vastaus
a=-3 x(x=5)(x+2) taj a=1, x(x-1)(x+2)



A10.

Oletetaan, ettd a, b ja ¢ ovat mitki tahansa reaaliluvut.

Tehtdvini on osoittaa, ettd a’ +b> +c>>ab+bc+ca.

Reaaliluvun neli6 on aina epénegatiivinen. Siten

(a=bY? +(b-c) +(c—a)* =0

a’—2ab+b* +b* —2bc+c* +c* —2ca+a’> >0
2a* +2b* +2¢* = 2ab—2bc—2ca >0

2(a* +b* +c* —ab—bc—ca) >0

a’+b>+c’ —ab—bc—ca>0

a’+b*+c*>ab+bc+ca

Viite on néin todistettu. O



B1.

a) (3x+2)(3x-2)-(3x+2)’
=(3x)’ -2" = ((3x)" +2:3x-2+2")
=9x* —4—(9x” +12x +4)
=9x" —4-9x* —12x—4
=—12x-8

x* =16
_ X’ -2.x4+44

b)

Vastaus

a) —12x-8

b) xi_4
X

+4,kun x#—4 ja x#4



B2.
(2x +5x> =3x)(x*=9)=0

2x +5x* =3x =0
x(2x* +5x-3) =0
x=0 tai 2x*+5x-3=0

51457 —4-2-(-3)

o 2.2
-5++/49
x:
4
x_—5i7
4
x—_5+7—l tal x—_5_7
4 2 4
tai
x*=9=0 [+9
x*=9
x=-3 tai x=3
Vastaus
x=—3,x=0,x=1 tai x=3

2



B3.
2x° +x° <6x
2x° +x* —6x<0
Tutkitaan polynomifunktion f(x)=2x" + x> —6x merkkii.

Polynomifunktio voi vaihtaa merkkidédn vain nollakohdisssa.
Ratkaistaan funktion f nollakohdat.

237 +x2—6x =0
x(2x* +x—-6)=0
x=0 tai 2x*+x—-6=0

—1+\1> —4-2-(=6)

= 2.2
_14++/49
X=——7F—
4
__147
YTy
T3, T
T4 2 T4

Nollakohdat -2, 0 ja % jakavat lukusuoran neljdén osaan.

Lasketaan kultakin osavililtd yksi funktion arvo.
f(=3)=-27<0

f(-)=5>0
f()=-3<0
f(2)=8>0
Laaditaan funktion f" merkkikaavio.
f(z) - + - +
> o : xr

po| W

Epéyhtilo toteutuu, kun x<-2 tai 0<x<

Vastaus

x<-2 tai OSxS%



Selvitetdén yhtdlon méérittelyehto. Ratkaistaan nimittdjien nollakohdat.

x=0 x+2=0
x=-2

Yhtélon médrittelyehtoon x#0 ja x=-2.

Ratkaistaan yhtilo.
6 4
e [ x(x+2) (#0)

6(x+2)—4x=2x(x+2)
6x+12—4x=2x*+4x
2x+12=2x + 4x \—2x2 —4x

—2x*-2x+12=0 (-2)

X +x-6=0

1P —4.1:(=6)  —1£425 —1%5
o 21 T2 T2
x=_1+5=2 tai x=¥=—3

2

Molemmat ratkaisut toteuttavat maarittelyehdon.

Vastaus
x=-3 tai x=2



BS.

f(x)=~+x" -9 -3J-x-1

Funktio /" on maédritelty, kun molemmat juurrettavat ovat epanegatiivisia.

-x-120  |+1
—x=1 (-1 (<0)
x<-1

Funktion x> -9 kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli. Miiritetiisin sen
nollakohdat.

x*=9=0 |+9
x2:9 + +

x=-3 tai x=3

Ehto x*-9>0 toteutuu, kun x<-3 tai x>3.

—x—1 . o .
) : : i
- —9x ? : ?

flz) é : : T
-3 -1 3

Funktion f maédrittelyehto on x<-3.



Maédritetddn funktion f nollakohdat.

Jx¥ =9 -3J=x-1=0 +3d=x=1
Je-9=3yx-1 [}
(Ve =9) =(3v=-1)

¥ =9=9(-x-1)

x*—9=-9x-9 ‘+9x+9
x> +9x=0
x(x+9)=0
x=0 tai x+9=0 ‘—9
x=-9

Ratkaisuista vain x=-9 toteuttaa méérittelyehdon.

Vastaus
méidrittelyehto X <=3 nollakohta x=-9



Bé.

Osa 1:
x*=2x" —11x+1220
Ratkaistaan epéyhtdlo CAS-laskimella.

-3<x<1 tai x=4

Osa 2:

p(x)=(x—-a)x-b)(x—c), a<b<c

Polynomifunktion p(x) merkki voi vaihtua vain nollakohdissa.
Maédritetddn nollakohdat a, b ja ¢ tulon nollasddannolla.
Valitaan luvut x, <a, a<x,<b, b<x,;<c ja x,>c.
Lasketaan funktion arvot p(x,), p(x,), p(x;) ja p(x,).

Epéyhtdld p(x)>0 toteutuu nollakohtien @, b ja ¢ lisdksi niilld
osavileilld, joilla edellé lasketut funktion arvot ovat positiivisia.



B7.

Merkitdéan rantaviivan pituutta ja tontin leveytta kirjaimilla x ja y (m).

Tontin ympérysmitta on 200 m.

2x+2y =200 Ratkaistaan CAS-laskimella.
y=100-x

Tontin pinta-ala on xy =x(100—x) (m*) jahinta 40x(100—x) (€).
Rantaviivan pituus on x (m) ja hinta 400x (€).
Maria maksoi tontista 100 000 €.

Ratkaistaan x.

40x(100 — x) + 400x =100 000 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=32,087...~32 tai x=77,912...~78

Kun rantaviivan pituus on 32 metrid, tontin leveys on 100 — 32 = 68
metrid.

Kun rantaviivan pituus on 78 metrid, tontin leveys on 100 — 78 =22

metrid.

Vastaus
rantaviiva 32 m jaleveys 68 m tai rantaviiva 78 m jaleveys 22 m



BS.

a) Kun vakion b arvoksi valitaan —5, rationaalifunktion lauseke sievenee
suoran yhtaloksi.

Fat)

2x* +bx -3
2x—6
nimittdjalla on yhteinen nollakohta.

b) Lauscke voidaan supistaa vain, jos osoittajalla ja

Maéritetdén nimittdjén nollakohta.

2x—-6=0
2x=6
x=3

Madritetddn vakiolle b sellainen arvo, ettdi x=3 on myds osoittajan
nollakohta.

2:3+b-3-3=0
3b+15=0
b=-5

Lauseke voidaan supistaa vain, jos b =-5.



Osoittajaksi saadaan 2x* —5x—3.

Ratkaistaan osoittajan nollakohdat.

2x* =5x-3=0
(=5 (-57 -4-2.(-3) 5+49 5+7
- 2.2 T4 T4
AT g i oL

4 4 2

2x° —5x—3=2(x—3)(x+%)=(2x—6)(x+%)

Supistetaan lauseke.

2x* —5x-3 M(XJF_) 1

=x+—-,kun x#3

2x-6  2x=6 2

Vastaus
a) b=-5

b) x+1 kun x=#3



B9.

X +x—ax+a+2=0

¥ +(-a)x+(a+2)=0

Toisen asteen yhtél6lld on tdsmaélleen yksi ratkaisu, kun sen diskriminantti

on nolla.

Muodostetaan diskriminantin lauseke.

D=(-a)’-4-1-(a+2) Sievennetddn CAS-laskimella.

=a’-6a-17

Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan a.

a’—6a-7=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.

a=-1 tai a=7
Muodostetaan arvoa a =—1 vastaava yhtilo ja ratkaistaan se.

Y 4+x—(=Dx+(=)+2=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.

XX +2x+1=0
x=-1

Muodostetaan arvoa a =7 vastaava yhtilo ja ratkaistaan se.

X +x=Tx+7+2=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.

XX —6x+9=0
x=3

Vastaus
a=-1,jolloin x=-1, tai a=7,jolloin x=3



B10.

Funktiolla f on ominaisuus: f(a)f(b)— f(ab)=a+b kaikilla
reaaliluvuilla a ja b.

Tapa 1. Noudatetaan vihjettd ja mééritetédén ensin funktion arvo f(1).
Kéytetddn arvoja a=b=1.

JOSH=fA-H=1+1
AONAORNAOLY:
SO = f)-2=0

Kyseessé on toisen asteen yhtéld, jossa muuttujana on  f(1).
Ratkaistaan yhtélo ratkaisukaavalla tai CAS-laskimella.

f(MH=-1 tai f(1)=2
Maéiritetddn funktion arvo f{x) kayttdmailld arvoja a=x ja b=1.

S fD)=f(x-D=x+1
fO) D= f(x)=x+1
fOfO-)=x+1

_ox+l
f(x)—f(l)_1




x+1 X

Jos f(1)=-1,niin f(x)= == —% . Tarkistetaan, toteuttaako

-1-1
tdam4a funktio alkuehdon.

fla)f(b)—- f(ab)=a+b

%(ab—a—b+1)=0

Ehto ei toteudu kaikilla reaaliluvuilla a ja b.

X

Jos f(1)=2,niin f(x)= 274:1 = x +1. Tarkistetaan, toteuttaako tima

1
funktio alkuehdon.

f(@)f(b)- f(ab)=a+b
(a+D)(b+)—(ab+1)=a+b
ab+a+b+1—ab—-1=a+b
a+b=a+b

Ehto toteutuu kaikilla reaaliluvuilla a ja b.

Funktion lauseke on fix)=x+ 1.



Tapa 2. Méiritetdén ensin funktion arvo f{0).
Kéytetddn arvoja a=5b=0.

f(0)f(0)=f(0-0)=0+0
F0)f(0)-f(0)=0
FO)(f(0)-1)=0
f(0)=0 tai f(0)-1=0
f(0)=1

Madéritetddn funktion arvo f{x) kayttdmalld arvoja a=x ja b=0.

F(X)f(0)=f(x-0)=x+0
f)f(0)-f(0)=x

Jos f(0)=0,niin f(x)-0—0=x, miké on tosi vain arvolla x = 0.

Jos f(0)=1, niin

f(x)1-1=x
f(x)=x+1.

Tarkistetaan, toteuttaako timé funktio alkuehdon.

f(a)f(b)—f(ab)=a+b
(a+D)(b+D)—(ab+1)=a+b
ab+a+b+1-ab—-1=a+b
a+b=a+b

Ehto toteutuu kaikilla reaaliluvuilla a ja b.
Funktion lauseke on fix)=x+ 1.

Vastaus

Sx)y=x+1
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