
MAA PRELI KEVÄT 2022 RATKAISUT

Ratkaisu: a2
−1−( a2

−2a+1 )=a2
−1−a2

+2a−1=2a−2

Ratkaisu: 3 x−2x3
+2 x* (1−x2)=3 x−2 x3

+2x−2 x3
=−4 x3

+5 x=−x (4 x2
−5 )



 

Ratkaisu: x
2
−1
x

*
1

x−1
=

(x+1) ( x−1)

x ( x−1)
=

x+1
x

Ratkaisu: 
1
x
+

1
y

1
x y

=

x+ y
x y
1
x y

=
x+ y
x y

* x y=x+ y     j o t en  2−4=−2

 . Voidaan myös suoraan sijoi aa arvot 

ja edetä murtoluvuilla.



 

Ratkaisu: 2 x* x* ( x+1)

(x+1)* x2 =2

 

Ratkaisu: a(2a−1) (a+1)−a (a−1) (2a+1)−a (a−1)
a(a−1) (a+1)

=
2a3

+2a2
−a2

−a−2a3
−a2

+2a2
+a−a2

+a
a (a−1) (a+1)

 

=
a(a+1 )

a(a+1 )( a−1 )
=

1
a−1

 



Ratkaisu:

a) Samaa silmälukua olevia pareja on 6 kpl, ja todennäköisyys saada samaa silmälukua oleva pari on

(1
6)

2

=
1
36

. .

Näin ollen 

P(''abiturientti saa kaksi samaa silmälukua'')=6⋅
1

36
=

1
6

.

b) Peli päättyy ensimmäisellä kierroksella, jos aloittanut saa kaksi samaa silmälukua tai jos aloittanut ei saa 
kahta samaa silmälukua, mutta toisena oleva saa.

Edellisen kohdan perusteella

P(''aloittanut saa kaksi samaa silmälukua'')=
1
6
.

Tuloperiaatteen ja komplementtisäännön nojalla 

P(''aloittanut ei saa kahta samaa silmälukua, mutta toisena oleva saa'')
=P(''aloittanut ei saa kahta samaa silmälukua'')P(''toisena oleva saa kaksi samaa silmälukua'')
=(1−P(''aloittanut saa kaksi samaa silmälukua''))P (''toisena oleva saa kaksi samaa silmälukua'')

=(1−1
6)⋅

1
6
=

5
36

.

Yhteenlaskuperiaatteen nojalla

P(''peli päättyy ensimmäisellä heittokierroksella'' )=P( ''aloittanut saa kaksi samaa silmälukua'')
+P( ''aloittanut ei saa kahta samaa silmälukua, mutta toisena oleva saa'')

=
1
6
+

5
36
=

11
36

.

c) Peli etenee toiselle heittokierroksella, mikäli peli ei pääty ensimmäisellä heittokierroksella. 
Komplementtisäännön nojalla

P(''peli etenee toiselle heittokierrokselle'' )=P(''peli ei pääty ensimmäisellä heittokierroksella'')
=1−P(''peli päättyy ensimmäiselle heittokierrokselle'')

=1−
11
36
=

25
36

.

Tn. saada samaa silmälukua oleva pari (2 p.)

Tn. saada kaksi samaa silmälukua (2 p.)

Ehto pelin pää ymiselle 1. kierroksella (1 p.)

Tuloperiaa een ja komplemen säännön käy ö (2 p.)

Yhteenlaskuperiaa een käy ö (1 p.)

Ehto pelin etenemiselle 2. kierrokselle (1 p.)

Komplemen säännön soveltaminen
ja  tn. lasku (3 p.)



Ratkaisu:

a)

Oikea derivaa afunk o (1 p.)

Derivaatan nollakohdat: juuri x=0 (1 p.)

                                                                          
Toinen juuri (1 p.)

Derivaatan merkkites , jolla todetaan kasvavuus (1 p.)

Suurin arvo (1 p.)
Pienin arvo (1 p.)



b)

Sisäfunk on määri elyjoukko
Oikein (1 p.)

Tutkinut sisäfunk on suurinta ja 
pienintä arvoa (1 p.)

Derivoinut oikein (1 p.)
Laskenut derivaatan nollakohdan 
oikein (1 p.)

Pienin arvo (1 p.)
Suurin arvo (1 p.)



On selvite y epäyhtälön määri elyjoukko    (2 p.)

Kaikki termit on viety samalle puolelle (2 p.)

Termit on lavenne u samannimisiksi (2 p.)



On esite y ey. tekijöiden osamääränä tai
muodossa (8-x^2)/(x^2-4) (2 p.)     

On muodoste u merkkikaavio   (1 p.)

On saatu tulos merkkikaaviosta (1 p.)

On päätelty ratkaisu (2 p.)

Ei ole ote u huomioon Mf (maks. 9 p.)



Ratkaisu:

Kolmioiden EDC ja EAB pinta-alojen summa on

1
2
∙a ∙ h+

1
2
∙3a ∙3h=5ah  

Puolisuunnikkaan pinta-ala on a+3a
2

4h=8ah .

Kolmioiden M ja N yhteenlaske u pinta-ala on siten 3ah.

3 ah
8ah

∙100  %=37,5  %  

Vastaus: 37,5 %

Kolmioiden CDE ja ABE yhdenmuotoisuus (2 p.)

Yhdenmuotoisuusskaala 3 oikein (1 p.)

FE ja EG oikein (1 p. + 1 p. = 2 p.)

Kolmioiden pinta-alojen summa (2 p.)

Puolisuunnikkaan pinta-ala (2 p.)

Kolmioiden yhteenlaske u pinta-ala (1 p.)

Oikea suhde laske u (1 p.)

Vastaus (1 p.)



On muodoste u yhtälö etäisyyden laskemiseen (4 p.)

On saatu määrite yä vakio c (4 p.)

On saatu määrite yä leikkauspisteiden x-koord. (2 p.)

On saatu määrite yä leikkauspisteiden y-koord. (2 p.)

Vähäinen laskuvirhe (maks. 10 p.) 



Ratkaisu:

a) Alussa sairastuneita oli 250 ja kuukaudauden päästä 1250 eli N (0)=250 , N (1)=1250. Hyvin pitkän 
ajan kulu ua eli ajan kasvaessa raja a sairastuneita oli 10 % kaupungin asukkaista eli

lim
t→∞

N ( t )=10000. Saadaan yhtälöryhmä

{
N (0)=250
N (1)=1250

lim
t→∞

N (t )=10 000

⇔{
A

1+B
=250

A
1+Be−K=1250

A=10000

⇔{
A=10000
B=39

K=ln
39
7

.

b) Sairastuneiden määrän muutosnopeus on

v (t )=N '(t )=ABK
e−Kt

(1+Be−Kt)
2 .

Ajanhetkenä, jona sairastuneiden määrän muutosnopeus saa suurimman arvonsa, sairastuneiden määrä 
kasvoi nopeiten.

Tutkitaan sairastuneiden määrän muutosnopeuden käytöstä derivaatan avulla.

v ' (t )=N ' '(t)=−ABK 2 e−Kt

(1+Be−Kt)
3
(1+Be−Kt

−2Be−Kt )=−ABK 2 e−Kt

(1+Be−Kt )
3
(1−Be−Kt) .

Lasketaan derivaatan nollakohdat

v ' (t) = 0

−ABK 2 e−Kt

(1+Be−Kt)
3 (1−Be−Kt ) = 0

1−Be−Kt
= 0

t =
lnB
K

=
ln 39

ln
39
7

≈2,13.

Alkuehdot (3 p.)

 Alkuehdoista muodostuvan yhtälöryhmän ratkaisu (3 p.)

Muutosnopeuden määrääminen (1 p.)

Muutosnopeuden suurimman arvon laskemisen
Ymmärtäminen (1 p.)

Muutosnopeuden derivaa a (1 p.)

Muutosnopeuden derivaatan nollakohta (1 p.)



Kohdassa t=lnB /K on funk on v (t ) maksimi, sillä v ' (t )>0 , kun t< lnB /K ja v ' (t )>0 , kun
t> lnB /K .

Sairastuneiden määrä kasvaa nopeiten 2,13 kuukauden päästä epidemian puhkeamisen havaitsemisesta.

                 Perustelu ääriarvolle (1 p.)

  Vastaus (1 p.)



 On merki y suoran parametrimuoto (1 p.)

 Pallon olemassaolon toteaminen (1 p.)

 Sivuaminen, kun D=0 (1 p.)

 On saatu määrite yä parametri t (1 p.)



On saatu määrite yä parametri s (1 p.)

On laske u sivuamispiste (3 p.)

Järkevä idea etäisyyden laskemiseksi (2 p.)

On laske u piste A (1 p.)

On laske u piste B (1 p.)





Ratkaisu:

a) Ratkaistaan integroimisrajat käyrien yhtälöistä x= yk  ja y=xk , josta saadaan

x = (xk
)
k

x = xk 2

x−xk2

= 0

x (1−xk 2
−1
) = 0 ,

josta tulon nollasäännöllä saadaan x=0 tai

1−xk2
−1
=0 , josta x=1 , koska x≥0.

Käyrän x= yk yhtälöstä saadaan y= k
√ x , sillä tason ensimmäisessä neljänneksessä koordinaa t ovat 

epänega ivisia. Jos 0≤x≤1, niin xk
≤

k
√ x , kun k>1.

Tasoalue voidaan esi ää muodossa

Ω={(x , y) :0≤x≤1 , xk
≤ y< k

√ x }.

Tasoalueen pinta-ala on

b) Keskiön x-koordinaa a varten lasketaan integraali

Keskiön x- ja y-koordinaa t ovat

x̄= ȳ=
1

A (Ω)
∫
0

1

xh(x )dx=
k+1
k−1

⋅
k 2
−1

(2k+1)(k+2)
=

k+1
k−1

⋅
(k−1)(k+1)
(2k+1)(k+2)

=
(k+1)2

(2k+1)(k+2)
.

Integroimisrajat (1 p.)

Käyrien järjestys (1 p.)

Tasoalue käyrien y=f(x) ja y=g(x) väliin jäävänä alueena
välillä [0, 1] (1 p.)

Pinta-ala (1 p.)
Jos pinta-ala oikein laske u, mu a tasoalue a ei esite y
pyydetyssä muodossa maks. (3 p.)  

Korkeus h käyrien erotuksena (1 p.)

Integroitu xh(x) välillä [0, 1] oikein (2 p.)
         

Lauseke keskiölle (1 p.)



c) Tarkastellaan keskiön käy äytymistä, kun k kasvaa raja a

lim
k→∞

x̄=lim
k→∞

ȳ= lim
k→∞

(k+1)2

(2k+1)(k+2)
=lim

k→∞

k2
+2k+1

2k2
+5 k+2

=lim
k→∞

1+
2
k
+

1

k2

2+
5
k
+

2
k2

=
1
2
.

Keskiö lähenee piste ä (1
2
,
1
2), kun k kasvaa raja a.

Raja-arvon lasku (3 p.)

Vastaus (1 p.)



Binomitn. käy äminen (2 p.)

On laske u eri p:n arvot (4 p.)

On laske u diskree stä jakaumasta
kertynyt todennäköisyys (3 p.)



On laske u diskree stä jakaumasta
toinen kertynyt todennäköisyys (3 p.)

Vähäinen laskuvirhe maks. (9 p.)





Ratkaisu:

a) Pisteiden P ja Q paikkavektorit ovat

OP=cosα ī+sinα j̄ , OQ=cos β ī+sin β j̄ .

b) Lasketaan paikkavektorien pistetulo

OP⋅OQ=(cosα ī+sinα j̄ )⋅(cos β ī+sinβ j̄ )=cosα cos β +sinα sin β .

Kummankin paikkavektorin pituus on 1, |OP|=|OQ|=1.

Pistetulon geometrisen tulkinnan 

OP⋅OQ=|OP||OQ|cos∢(OP,OQ)

mukaan paikkavektorien välisen kulman kosinille pätee

cos∢(OP ,OQ )=OP⋅OQ=cosα cos β +sinα sinβ .

Paikkavektorien välinen kulma ∢(OP,OQ)=β−α , joten saadaan

cos(β −α )=cosα cos β +sinα sinβ .

c) Komplemen kulman kosini on yhtä suuri kuin kulman sini, samoin komplemen kulman sini on yhtä 
suuri kuin kulman kosini sekä sinille ja kosinille pätee cos(−α )=cosα ja sin(−α )=−sinα .  Näin ollen

sin(β −α )=cos(
π
2
−(β−α ))=cos(

π
2
−β−(−α ))

=cos(
π
2
−β )cos(−α )+sin(

π
2
−β )sin(−α )

=cosα sin β−sinα cosβ .

Paikkavektorit (2 p.)

Pistetulon laskeminen (2 p.)
Vektorien pituudet = 1 (1 p.)

Pistetulon geometrinen tulkinta (1 p.)

Paikkavektorien välinen kulma (1 p.)
Lauseke kosinille (1 p.)

Sini on komplemen kulman kosini (1 p.)
b-kohdan kaavaa käyte y niin, e ä saatu
komplemen - ja vastakulmamuodot (2 p.)

Lopputulos oikein (1 p.)



Ratkaisu:

a)  Tehdään totuustaulu jossa

Totuustaulu voidaan tehdä vaikkapa sivustolla ma kkaeditori.fi

Vastaus: Lause ei ole tautologia.

b) Olkoon p lause ”Tulee palkankorotus” ja q lause ”Tulee lakko”

Totuustaulu tehty oikein (4 p.)

Vastaus tulki u taulusta oikein (2 p.)

Lauseet p ja q oikein (1 p. + 1 p. = 2 p.)

Väitöslauseet A ja B oikein (1 p. + 1 p. = 2 p.)



Sarakkeet A ja B ovat samoja joka rivillä.

Vastaus: A ja B ovat yksimielisiä.

Totuustaulu oikein (1 p.)

Vastaus tulki u taulusta oikein (1 p.)



Ratkaisu:

a) Jos t<0 , niin kertymäfunk o on

F( t)=P (T≤t )=∫
−∞

t

f (s)ds=∫
−∞

t

0 ds=0.

Jos t≥0 , niin kertymäfunk o on

Satunnaismuu ujan T kertymäfunk o on

F( t)={ 0 , kun t<0
1−e−λ t  kun t≥0.

b) Vastatapahtuman todennäköisyyden perusteella

P(T>s)=P (A )=1−P( Ā)=1−P (T≤s)=1−F (s)=1−(1−e−λ s
)=e−λ s , s>0.

c) Tapahtumalle ”B ja A” pätee

P (B  ja A )=P (T>s+r  ja T >s )=P (T >s+r )=P(B)=e−λ (s+r ) .

Ehdollisen todennäköisyydeksi saadaan

P(B|A )=
P(B  ja A)

P (A )
=

P(B)
P(A)

=
P (T>s+r)
P(T>s)

=
e−λ (s+r )

e−λ s =e−λ r , s , r>0.

Havaitaan, e ä ehdollinen todennäköisyys on yhtä suuri kuin tapahtuman {T >r } todennäköisyys

P(B|A )=P(T>r)=e−λ r .

Kertymäfunk on lauseke, kun t<0 (1 p.)

Kertymäfunk on lauseke, kun t≥0 (2 p.)

Vastatapahtuman käy ö (1 p.)

Oikea vastaus (2 p.)
Voi olla myös heysfunk on integraali välillä ]s, ∞[.

Tapahtuma ”B ja A” ymmärre y oikein (2 p.)

Ehdollinen todennäköisyys (1 p.)
Saatu oikea vastaus (1 p.)

Huoma u ehd. todennäköisyys 
samaksi kuin tapahtuman {T>r} (2 p.)


