MFKA
FI - Matematiikka, pitka oppimaara, preliminaarikoe,
Malliratkaisut

TEHTAVA 1
1.1.
x — x+1_ 1
5 - 3 60
12x _ 20x+1) 1 1p
60 - 60 60 1p
12x = 20x+1)—-1
12x = 20-x+20-1-1
12x — 20x = 20—-1
—8x = 19 2p
-19
X = —
8
1.2.

Tutkitaan erikseen ratkaisut —2x + 4 = 2ja —2x + 4 = -2

1p 1p
2x+4= 2 2x+4= =2
—2x = —2ja —2x= —6
1p 1p

1.3.
Madritetddn aluksi funktion derivaatta.

fl(x)=1-e¥1—-1=¢*124

Merkitddn derivaatan arvoksi nolla ja ratkaistaan yhtalo.

e*l1—1= 0

e 1= 1
x—1= 0

X = 1 2p



TEHTAVA 2

2.1. Olkoon veroton hinta x euroa.
100 %+24 %=124 %=1,241p
Saadaan yhtdlo

1,24x=699 1 p

jonka ratkaisu on

699
X = ml P
x = 563,71

Pesukoneen veroton hinta on 563 euroa ja 71 senttid. 1 p
2.2. 100 %-30 %=70 %

Liikkeen kulut sohvaryhmastd ovat

0,70 - 2500 = 1750euroa. 2 p

Jos haluttu 40% voiton tuova myyntihinta on x, niin
0,60x=1750, 1 p

josta saadaan

1750
* =060
X ~ 291667

Sohvaryhmaén hinnan tulee olle 2916 euroa ja 67 senttid. 1 p
2.3.

Olkoon vanhan mallin hinta a euroa.

Téll6in uuden mallin hinta on (1 + %)aeuroa. 1p

k k k
(A+592-2 _  150% _ 106 _ _k
k - k - k -
(1+m)a (1+m)a (1+m) 100+k
1p 1p

(viimeisessd vaiheessa on lavennettu luvulla 100)

) k
Vanha malli on
100+k

- 100prosenttia halvempi kuin uusi malli. 1 p



TEHTAVA 3

MAA2?2 MAA3 MAA4
keskiarvo 7 keskiarvo 7 keskiarvo 8
mediaani 7 mediaani 7 mediaani 8
keskihajonta 0
MAAS5 MAAG6 MAA?7
keskiarvo 7 keskiarvo 7 keskiarvo 8
mediaani 7 mediaani 7 mediaani 8
keskihajonta on 2 moodi 10
MAAS MAA9 MAA10
keskiarvo 7 keskiarvo 6.2 keskiarvo 7,4
mediaani 7 mediaani 6 mediaani 8

3.1. Keskiarvo on 7 kursseilla MAA2 , MAA3, MAAS5, MAAG6 ja MAAS. 2 p

3.2. Mediaani on 7 kursseilla MAA2, MAA3, MAA5, MAAG6 ja MAAS. 2 p

3.3. Kurssin MAA7 moodi on 10. 2 p

3.4. Kurssin MA A2 arvosanat noudattavat parhaiten normaalijakaumaa. 2 p

3.5. MA A4 kurssin keskihajonta on 0. 2 p
3.6. MAAS kurssin keskihajonta on 2. 2 p




TEHTAVA 4

24 <x—6
x2—25 "5—x
24
x2-25

-6
—5<0Lp
Merkitddn

24 x—6
x2—25 5-—x

fx) =
Ratkaistaan nimittdjien nollakohdat

x> —=25=0
x2=25 1p
x =45

5—x=0

x=5 1p

Funktion f méadrittelyehto on x # 5ja x # —5.

Ratkaistaan funktion f nollakohdat.

2t _x6_
x4—25 5—-x
24 _ xX—6 -0
(x=5)(x+5) —(x=5)
_ 2 L x6_
(x-5)(x+5) = x—5

24+ (x+5)(x—6)=01P
x> —x—6=0
—(-D+/DZ-21(6)
£ = —CDE D416
2-1
_ 145

2

x=-—2 tai x=3 1pjalp
Ratkaisut toteuttavat médérittelyehdon.
Funktion f merkki voi vaihtua vain kohdissa x = —=5,x = =2, x = 3jax =5.1p

Lasketaan jokaiselta osavaliltd yksi funktion arvo.



(x)=(24/(x"2-25))-((x-6)/(5-X))

(-6)
= 3,27272727272727272727

)
= -0,375

(0)

= 0,24

(4)

= -0,66666666666666666667
(6)

= 2,18181818181818181818

Vastaus: =5 <x < —2tai3 x<5.1pjalp



TEHTAVA 5
Olkoon pisteen P paikkavektori OP = 27 + 3] — 4k. ja suunnikkaan loput kérkipisteet P2, P3 ja Pa.
5.1.
Suunnikkaan muut kérkipisteet saadaan vektoreista OP + i1, OP + ¥ ja OP + (i + ). 1p
op=[2 3 -4] > [2 3 -4]
u=[2 3 1]+-[2 3 1]
v=[3 3 2]+ [3 3 2]

op+u * [4 0 '3] Suunnikkaan loput karkipisteet ovat (4,0,-3), (-1,6,-2) ja (1,3,-
op+v * [-1 6 2] 1)

1
optutv > [1 3 -1 P 1p 1p

5.2. Suunnikkaan ldvistdjat puolittavat toisensa. Lavistdjien leikkaupisteen paikkavektori saadaan

tdlloin vektorisummana OP + % (u+v). 2p

op+l-(u+v) > [3 3 i

5 5

2 2 ] Lavistdjien leikkauspiste on siis (%, 3,— E) 2p



5.3.

Lasketaan pinta-ala oheisen kaavan avulla hyodyntdamaélld vektoreita uja ¥ sekd niiden valista

2
kulmaa kayttden vektorin pituudelle komentoa norm ja vektorien pistetulolle komentoa dotp. P

_ a-b _
vilinen kulma cos(a,b) = ——, 0" < L@, b) < 180
|al |b
dotP
nor_m(u)' nor_m(v)' sin|cos™! 2 (u,v) ) » J139
.nor'm(u)' nc-rm(v). | 1p b/ |,
B
Vastaus: Pinta-ala on v/139. 1p ‘

Kiytetty radiaaneja: max 2 p A =ah=absinp

Laskussa ”supistettu” norm(u) ja norm(v) virheellisesti: max 2 p
Pinta-ala voidaan laskea myos ristitulolla

norm(crosstu,v)) » J139

Erditd ratkaisun kannalta oleellisia lukuarvoja:

norm(u) >\ 14

norm(v) g JE

dotP(u,v) »-13

norm(u)- norm(v) > 2 ﬁ



TEHTAVA 6
6.1. Olkoon P=(4,3) ja A ympyréan keskipiste.

Ympyran pinta-ala on mahdollisimman pieni, kun ympyrén sdde on mahdollisimman pieni. 1 p

Sdde on mahdollisimman pieni, kun sdde AP on kohtisuorassa suoraa 3x — 2y + 5 = 0 vastaan. 1 p

solvel3 x=2'y+5=0y) * y

3',\+5) 3x 5
L3

2

expandtvz

4

3 -1
Suoran kulmakerroin on ki=—ja sateen AP kulmakerroin — » —
2 k 3

-9
Suoran AP yhtalo on y—3=—: (x—4)

]

-2 | 17 2'x
| y—3 = — (_\-—4)"}; E .1':——_.
2 2 2
- - -




1p

1p

1p

TAI

6.2

Ympyran keskipiste A saadaan yhtaléparista
17 2'x

solve ’ {xLy} ' r—— and y=—
x—2 _y+5 0

61
13

61 ]2 113

19 3

Ympyran sade r: —J _—

13 13 13

R 19 61)2 121
Ympyran yhtalo on [x——| +[y-—| =—
13 13 13

Ympyran sade

f(x) j(x 4)2+(y [y T-I-% * Vaimis

& &

) J13’x2—38'x+65

2

X e

Funktion f pienin arvo saadaan, kun

fMin(l{x),x) > x=% jolloin

" ]

Ix 5 19 61
y= +—|:._' — ¥ —
2 2 13 13
o 19 |2 (61 |2
Ympyran sade r:= 4| + 3
13 13
121
r2 P —
13
19\2 [ 61)% 121
Ympyran yhtalé on [x——| +|y——| =—
13 13 13



Lasketaan halutun ympyrén sdade

2p solve(fr- r2=10- I, r_]|r>0 > r;/ﬁ

Saadaan yhtalo

10 stnelflg46-9 10,22 s cmrer D

2

. 3x 5
Jos x=1, niiny=——+—x=1* 4

2 2
25 3x 5 25 70
Jos x=—, niin y=—+—=— * —
1p 13 2 2 13 13
Ympyran yhtalé on
N g
1p  b-1)2+p-4)%=10
tai
\2
1p 25 702
x——| +y-—| =10
13 13
Muuta:
Likiarvoratkaisu max. 3 p kohta
a A~ B~ R &
[ nimi [ maariteima [Arvo
1 Suora a adx-2y=-5
2 Piste P P=(4,3)
3 Suora b P:n kautta kulkeva ja objektia a br2x+ 3y=17
vastaan kohtisuora suora
4/piste A Objektien b ja a leikkauspiste A= (14615 46923)

SYmpyrdc  Pon kautta kulkeva ympyra, jonka
keskipiste on A

€ (x-14615)% + (y - 4 6923)* = 9 3077



Tehtava 7

Jos

|x — 5| < 1172, niin itseisarvon mééritelméin mukaan

—117% < x — 5 < 1179, josta saadaan lisdaméll4 puolittain 5 1 p

5 — 1172 < x < 5+ 117 %a vielékin lisdamélld 5 puolittain saadaan 2 p

10— 1172 < x + 5 < 10 + 1172, josta taas nahdéén, ettd 1 p

lx+5/<10+117° 2p

Talloin

|x2 = 25| = |(x = 5)(x + 5)| = [x = 5||x + 5| < 1172 - (10 + 1179) < 1172 -

1p 1p 1p 1p 1p 1p
mika oli todistettava.
Muuta:
Ratkaistaan molemmat epayhtalot
( -9 ) 11789738454 11789738456
solve |:c—5|511 X =x=
2357947691 2357947691
solve(_|x2—25|511'8,x)
- 5358972026 -42-J3037966 43-J303?966 -J5358973036
» =x= or =x=
14641 14641 14641 14641
Koska
11789738454 42-J303?9dd
> * true
2357947691 14641

2357947691 14641

niin vaite on tosi.

max. 8§ p

11

1178,



Ratkaistaan molemmat epayhtalot

solve[lx—5|511‘9,x) > 4,99999999958<x<5.00000000042

solve[
Koska
4.99999999958>4.99999999953 * true
ja

5.00000000042<5.00000000047 * true

niin vaite on tosi.

Tdssd ndytettdvid numeroita pitdd olla riittavasti, esim. 12, muuten epayhtdldiden ratkaisut ovat 5 <
x<5a-5<<x <=5t 5<x 5.

max. 6 p



Tehtava 8

8.1.

Videossa kuvataan Newtonin menetelmdd, joka toimii seuraavasti: 1 p

Valitaan nollakohdalle likiarvo x;. Piirretddn funktion kuvaajalle tangentti kohtaan x;. Tangentin ja
x-akselin leikkauskohta x> on ldhempéna nollakohtaa kuin x:. Muodostetaan kuvaajalle uusi
tangentti kohtaan x». Tadmén tangentin ja x-akselin leikkauskohta x3 antaa uuden likiarvon funktion
nollakohdalle. Kun menettelya toistetaan, saadaan lukujono x1,x2,x3,..., jonka jdsenet lahestyvat
funktion nollakohtaa, jos alkuarvo x: on valittu hyvin. 2 p

8.2

Lasketaan iterointia vield eteenpdin

Maaritellaan funktio

B (_‘-rl-l)‘3
5

Maaritetdan derivaatta

f(x):

-1 » Valmis

(=L (5) > Valmis
dl):=—=(el ) » Valmi

) 222

») 2

Maaritetaan iterointikaava

- flx)
(x):=x— Valmi
e="00
( 5 x 1
gl » =
2 bc+1) 2 2
1p

3
gl5)

2(2.4166666666667)
gl1.4400406504066)
g(1.2445934197472)
gl1.2360841682194)
2(1.2360679775584)

2(1.2360679774998)
|

2

1
1

1.

1

5
41666666667
.44004065041
.24459341975
23608416822
.23606797756
1.2360679775

1.2360679775

Néahdéaan, etta iteroinnissa neljd ensimmadistd desimaalia vakiintuu vasta 5. iterointikerralla. Vasta
tassd vaiheessa saadaan nollakohdan likiarvo oikein kolmen desimaalin tarkkuudella. Tama likiarvo
on 1,236. Videolla iterointia ei oltu siis laskettu vield tarpeeksi pitkélle. 2 p

8.3.



Kuvaajasta ndhddén, ettd sopiva alkuarvaus on 0,5.

Tehddan iterointi laskimella

Maaritellaan funktio
d.\-):=e"’—5-l+1 » Valmis
Maaritetaan derivaatta

d(,\)=i(f(\)) » Valmis
dx

dlx) » -5
Maaritetaan iterointikaava

X

dlx)

g(x): =x— * Valmis

9:x—0
g(x) . : c+.\'--1
eX-5

2p

Vastaus: 0,544880 2 p

3, 25‘“

~<

f1(x)=e*-5 x+1

0.5 0.5

gl0.5)

5(0.5443774698296)
0.544880373611

0.54437746983

5(0.54488037361088)
0.54488044016

5(0.54488044015998)
0.54488044016

2p



Tehtava 9

Merkitdan:
kr = kruuna

kl = klaava

9.1.

Todenndkoisyys sille, ettd Lauri tai Frans voittaa tietylld heittovuorollaan, on (5)3 =3

P (Lauri voittaa toisella heittovuorollaan)
=P (Frans ei voita) - P(Lauri ei voita) - P(Frans ei voita) - P(Lauri voittaa) 1p

7 7 1 73

7,771 = = ~ 8,49
=2 1. 1.0 =22 0,0837..~84% 5,
9.2.

P (Frans voittaa)

=P(Fransvoittaal.vuorollaan) + P(Fransvoittaa2. vuorollaan)
+ P(Fransvoittaa3.vuorollaan)+. ..

Summa muodostaa geometrisen sarjan, jossa a; = éja q= g . g = (2)2 = 0,7652..
1
d
S— 1 8 , i— 2p
1-¢ 1 ( 7 )2 15 Frans voittaa siis todenndkoisyydella 1%
8

9.3.

1

N 11 7 1 7.2 1 7
Heittokierrosten odotusarvo on summa —=+2--- -+ 3 (5)2 st (5)3 SR

Lasketaan summan arvo laskimella.

1

2p



Heittokierrosten odotusarvo on siis 8.



TEHTAVA 10

10.1.

Tehtdvanannon mukaan:

Tartuntojen mddra kaksinkertaistuu 6 pdivéssd, jolloinr =2jas=6.1p+1p

Tarkastelu 1dhti ensimmadisesta tartunnasta, jolloin X, = 1. 1 p

t
Talloin X(t) = X, - 261 p

Sairastuvien lukumééra 24 paivan pddstd on talloin

24
X(24)=1-2s =161p

Vastaus: 24 pdivdn padsta sairastui mallin mukaan 16 ihmistd. 1 p

10.2.

Madritellddn annettu funktio laskimeen. Funktion derivaattafunktio kuvaa funktion kasvunopeutta,
jolloin kasvunopeuden suurin arvo saadaan funktion derivaattafunktion derivaatan nollakohdasta.

1p

Selvitetddn funktion toisen derivaatan nollakohdat.

k—xo —p 1
x(t):= 1+ e’ t) » Valmis
Xo
2
d(t) =—2(x(t)) » Valmis

and (k—xa)3¢0 and A>x0>0 or

(=—— and (k—xo)3¢0 and A<xo<0 or k- (k—xo)-xo- r2 =0

1p



Taudille alttiiden potentiaalinen kokonaismaéra K on selvasti suurempi kuin sairastuneiden
lukumaéra tarkastelun alussa Xy, joten hyviaksytdédn laskimen ensimmadinen vastaus.

Sijoittamalla toisen derivaattafunktion muuttujaksi saatua nollakohtaa pienempi arvo saadaan toisen
derivaatan arvoksi positiivinen arvo. Vastaavasti sijoitettaessa toisen derivaattafunktion muuttujaksi
saatua nollakohtaa suurempi arvo saadaan toisen derivaatan arvoksi negatiivinen arvo.

Ndin ollen kyseessd on maksimi, mika todistaa vditteen. 1 p

(Sijoittamalla annettu arvo toisen derivaatan lausekkeeseen huomataan, etta toinen
derivaatta saa arvon nolla. Taman jdlkeen voidaan tehda vastaavat padtelmat.)

Jos r=0,1714, perjantaina 13.3. sairastuneita on 155 ja potentiaalisia taudille alttiita on 3 600 000,
epidemian suurimman kasvun ajankohta saadaan em. lausekkeella.

k—xo

In

X
t=———L|¥=3600000 and x;=155 and r=0.1714 » £=58.6521

r
1p

Selvitetddn vield, onko kasvu suurempaa 58 vai 59 pdivan kuluttua. Tétd varten méaritetdan
alkuperédisen funktoin derivaattafunktio ja lasketaan derivaattafunktion arvot kohdissa t=58 ja t=59.

kasvunopeus(t):=%(x(r)) » Valmis

kasvunopeus(58)[f=3600000 and x=155 and 7=0.1714 » 153779.
kasvunopeus(59)[k=3600000 and x;=155 and 7=0.1714 > 154123.

Vastaus: Kasvunopeus on suurinta 59 pdivan kuluttua. 1 p



TEHTAVA 11

Ratkaistaan 11.1.- ja 11.2.- kohta samassa.

Olkoon nelién sivun pituus a. Asetetaan nelion kulma A origoon, jolloin nelion karkipisteet ovat
A=(0,0), B=(a,0), C=(a,a) ja D=(0,a).

Jana AG on suoralla, jonka yhtdlé on y = 2x

Jana FC on suoralla, jonka yhtdld on y = 2x — a 1p
Jana BE on suoralla, jonka yhtdlé on y = — % X+ %
Jana DH on suoralla, jonka yhtdlé on y = — %x +a 1p

Selvitetdadn yhtdlopareilla pisteiden J, K, L ja M koordinaatit.

y=2+x—a
a
J: solve - '_ a {xy} and y=—
2 2

=2:x—a

L: solve

e | pr-

y=— - x+ 4. 3-
k: solveL “ {xy} > x= ? and y= - 1p

a {xy} x=— and y= 2a
2 1p

y:2' x
y:_
2

M: solve(

Muodostetaan seuraavaksi vektorit JK, KL, LM ja MJ.



| 5 5 5 5 5
2a 4a 4a 3a 2+a a
kl: - > - ].p
| 5 5 5 5 5 5
a 2-a 2-a 4-a -a “2-a
Im:=|—— — » | —
|5 5 5 5 5
. |3a a a 2-a 2ra -a
mj=|———— —— > —
| 5 5 5 5 5 5 Ip

Huomataan, ettd nelion sisdlle syntyva nelikulmio JKLM on neli6, koska sen sivut ovat yhta pitkat
ja sivuvektorit kohtisuorassa toisiaan vastaan. 1 p

a- J_
b

nonn(mj) P 1p

nonn(]k
nonn(kl) >

norm(]m) >

dotP(kKkl) » 0

dotP(kllm) *

dotP(- hn,mj) .
(-

dotP(-myj Jk) 1p

Lasketaan sisélle syntyneen nelién JKLM pinta-alan sekd koko nelion ABCD pinta-alojen suhde.



(norm(jk)) -

a2

1
> _|
5 1p

Nelikulmion JKLM pinta-ala on siis 20 % nelién ABCD pinta-alasta.

Pinta-alojen suhteeksi saatiin > joka ei riipu nelion ABCD sivun pituudesta a. 2 p



TEHTAVA 12

12.1.
l'(x):=J; » Vaimis
1p solv e[y=lfx),x) N .\'=_1.-3 and y20 ratkaistu x
g(y):=y2 ’ Vaimis|
a fla)
. o 7,
1P+ solveln (f(x))2 dx=m [g(},))z dy,alla>0 » a=£ 1p
0 0) 4
12.2.
l{i):=3\l; » Valmis
solve(;v=l{;r),x) > _\*=y3’
g(y]:=y3 » Valmis
a f(a) 1 p ratkaistu rajat
21 -
solve|m ( x))2 dx=m | _{g ])2 dy,alla>0 » a=ﬂ 1p+1p

0 1{0) 25



12.3.

1p

1p

1p

Maaritellaan funktiot

ifx):=,}a'x » Valmis
g(x):=3,}a‘x » Valmis

Lasketaan leikkauskohdat
solve(i(x)-g ) ) > ,\——- or x=0 or a=0
a

Tutkitaan kumpi funktio kulkee ylempana

1
—| » 0.707106781187<
2'a

1
g(— » 0.793700525984
2'a

Nyt ulkotilavuus on

1
a
2
Vi ulko= 10 (g(x))"‘ dx » —
0 St
ja sisatilavuus on
1
a
Vy sisa= T ( x)) dx » joten
2'a
T < 5 R b4
"= — »

5a 2a 10-a

Ratkaistaan muuttuja x yhtalésta

’)
solve(y ((x ) ’ \=— and »20
a
Maaritelldan funktio
2

l'l(y):=L r Valmis
a
Ratkaistaan muuttuja x yhtalosta
2

solve(y x) ’ \——J
a

Maaritelldan funktio
12

k(y]: =£ » Vaimis
a

Lasketaan leikkauskohdat

£{0) » 0

s



1p

1p

Tutkitaan kumpi funktio kulkee ylempana

(1 0.25
h(—| * >
2 a

1 0.125
kl—]| *

a
Nyt ulkotilavuus on
1
b1
Vywo= 7 | [ ))2 dy » .
JO 5-a”

Nyt sisatilavuus on

1
I
Vy sisa= 10 (k(J’))z dy » 2
J0 7-a“
b T 21
Vy= >
5-a2 7 a2 35 a,)
Vx=Vy jos
' n 2'm
solve = alra=—
10 a 2




TEHTAVA 13
13.1.

4312 = (4314 31) - (431 — 31) + 312 = 462 - 400 + 312 = 184800 + ((31 + 1) - (31 — 1) +

12)=
1p 1p
184800 + (3230 + 1) = 184800 + 961 = 185761 1 p

13.2.

numeroista a b c muodostuva 10-jarjestelmédn lukuona-100+b-10+c 3 p

luvun a b c toinen potenssi on

. ) i
expandha-100+b-10+f)‘)' 10000- @“+2000- @- b+200 @ c+100- b= +20 b  c+c

menetelmad tuottaa saman lopputuloksen

expandha-100+b-10+c+b-10+c)(a-1oo+b-10+c—{b-10+cn+{b-10+c+c)(b-10+c—c)+c3J

)

) 2
» 10000 @“+2000 @ b+200- a- c+100- b*+20 b- c+¢

3p



