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YLEISPERIAATE

On laskettava koordinaatistoon valille
x € |[a, b] sijoitetun kappaleen tilavuus.
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YLEISPERIAATE

On laskettava koordinaatistoon vilille
x € |[a, b] sijoitetun kappaleen tilavuus.
Oletetaan, ettd kappaleen poikkileikkauk-
sen pinta-ala kohdassa x on ilmaistavis-
sa muuttujan x funktiona A(x). Ajatel-
laan, ettd kappale leikataan hyvin ohuik-
si siivuiksi, joiden paksuus on Ax. Koko
kappaleen tilavuus on tilldin siivujen tila-
vuuksien A(x)Ax summa

V=> Ax)Ax.
Annetaan paksuuden ldhestya nollaa, jol-
loin summa muuttuu integraaliksi

V= /abA(x) dx.
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ESIMERKKI 1.

Hallirakennuksen poikkileikkaus on kolmio, jonka korkeus kohdassa

x on /x ja kanta kohdassa x on x. Rakennus sijaitsee valilla [0, 4],
missa koordinaatiston yksikkd on 10 m. Laske rakennuksen tilavuus.
(Ks. kuva edelliselld sivulla.)
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Hallirakennuksen poikkileikkaus on kolmio, jonka korkeus kohdassa
x on y/x ja kanta kohdassa x on x. Rakennus sijaitsee valilld [0, 4],
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(Ks. kuva edelliselld sivulla.)
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Hallirakennuksen poikkileikkaus on kolmio, jonka korkeus kohdassa
x on y/x ja kanta kohdassa x on x. Rakennus sijaitsee valilld [0, 4],
missa koordinaatiston yksikkd on 10 m. Laske rakennuksen tilavuus.
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Hallirakennuksen poikkileikkaus on kolmio, jonka korkeus kohdassa
x on y/x ja kanta kohdassa x on x. Rakennus sijaitsee valilld [0, 4],
missa koordinaatiston yksikkd on 10 m. Laske rakennuksen tilavuus.
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Hallirakennuksen poikkileikkaus on kolmio, jonka korkeus kohdassa
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missa koordinaatiston yksikkd on 10 m. Laske rakennuksen tilavuus.
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Hallirakennuksen poikkileikkaus on kolmio, jonka korkeus kohdassa
x on y/x ja kanta kohdassa x on x. Rakennus sijaitsee valilld [0, 4],
missa koordinaatiston yksikkd on 10 m. Laske rakennuksen tilavuus.

(Ks. kuva edelliselld sivulla.)
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Rakennuksen tilavuus on siis % - (10 m)® =6400m3.

VASTAUS: 6400m3.
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PYORAHDYS x-AKSELIN YMPARI

Kayran y = f(x), x-akselin ja suorien
X = aja x = b rajaama alue pyorah-
taa x akselin ympiri.

y = f(x)
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Kayrdan y = f(x), x-akselin ja suorien
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tdd x akselin ympiri. Niin syntyvin pys- Y = f(x)
rahdyskappaleen poikkileikkaus kohdassa \
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PYORAHDYS x-AKSELIN YMPARI

Kdyrdan y = f(x), x-akselin ja suorien f(x)
X = aja x = b rajaama alue pyorah-
tdd x akselin ympiri. Niin syntyvin pys- Y = f(x)
rahdyskappaleen poikkileikkaus kohdassa
x on talléin ympyra, jonka sidde on f(x).
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PYORAHDYS x-AKSELIN YMPARI

Kayran y = f(x), x-akselin ja suorien f(x)
X = aja x = b rajaama alue pyorah-

tad x akselin ympari. N&in syntyvan pyd
rahdyskappaleen poikkileikkaus kohdassa \

x on talléin ympyra, jonka sidde on f(x).
Poikkileikauksen pinta-ala A(x) kohdassa
X on siis
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PYORAHDYS x-AKSELIN YMPARI

Kdyrdan y = f(x), x-akselin ja suorien f(x)
X = aja x = b rajaama alue pyorah-

tdd x akselin ympiri. Niin syntyvin pys- Y = f(x)
rahdyskappaleen poikkileikkaus kohdassa \

x on talléin ympyra, jonka sidde on f(x).
Poikkileikauksen pinta-ala A(x) kohdassa
x on siis A(x) = m (f(x))? ja kappaleen
tilavuus V on siten

b
V= 7r/ (f(x))? dx. :
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ESIMERKKI 2.

Kayran y = %xz, x-akselin ja suorien

x = 0 ja x = 3 rajaama alue pydrdhtda x-
akselin ympari. Laske syntyvan kappaleen
tilavuus. y = %x
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ESIMERKKI 2.

Kayran y = %xz, x-akselin ja suorien

x = 0 ja x = 3 rajaama alue pydrdhtda x-
akselin ympari. Laske syntyvan kappaleen
tilavuus. y = %x
RATKAISU: Merkitdan f(x) = $x2, jol-
loin tilavuus V saadaan integraalina
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ESIMERKKI 2.

Kayran y = %xz, x-akselin ja suorien

x = 0 ja x = 3 rajaama alue pydrdhtda x-
akselin ympari. Laske syntyvan kappaleen
tilavuus. y = %x
RATKAISU: Merkitdan f(x) = $x2, jol-
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ESIMERKKI 2.

Kayran y = %xz, x-akselin ja suorien

x = 0 ja x = 3 rajaama alue pydrdhtda x-
akselin ympari. Laske syntyvan kappaleen
tilavuus. y = %x
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ESIMERKKI 2.

Kayran y = %xz, x-akselin ja suorien

x = 0 ja x = 3 rajaama alue pydrdhtda x-
akselin ympari. Laske syntyvan kappaleen
tilavuus. y = %x
RATKAISU: Merkitdan f(x) = $x2, jol-
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ESIMERKKI 2.

Kayrin y = x2 x-akselin ja suorien

x=0jax= 3 rajaama alue pyérahtda x-
akselin ympari. Laske syntyvan kappaleen
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ESIMERKKI 2.

Kayrin y = x2 x-akselin ja suorien

x=0jax= 3 rajaama alue pyérahtda x-
akselin ympari. Laske syntyvan kappaleen
tilavuus. y = %x
RATKAISU: Merkitdan f(x) = $x2, jol-
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ESIMERKKI 2.

Kayrin y = x2 x-akselin ja suorien

x=0jax= 3 rajaama alue pyérahtda x-
akselin ympari. Laske syntyvan kappaleen
tilavuus. y = %x
RATKAISU: Merkitdan f(x) = $x2, jol-
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ESIMERKKI 2.

Kayrin y = x2 x-akselin ja suorien

x=0jax= 3 rajaama alue pyérahtda x-
akselin ympari. Laske syntyvan kappaleen
tilavuus. y = %x
RATKAISU: Merkitdan f(x) = $x2, jol-

loin tilavuus V saadaan integraalina 4
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PYORAHDYS y-AKSELIN YMPARI

Kéyrin y = f(x), y-akselin ja suorien y = a ja
y = b rajaama alue pydrahtda y-akselin ympari.

y = f(x)
|
y = f(x)
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PYORAHDYS y-AKSELIN YMPARI

Kayran y = f(x), y-akselin ja suorien y = a ja
y = b rajaama alue pydrdhtda y-akselin ympiri.
Talléin on ensin ratkaistava yhtald

y = f(x) muotoon x = g(y).

y = f(x)
|
y = f(x)
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PYORAHDYS y-AKSELIN YMPARI

Kayran y = f(x), y-akselin ja suorien y = a ja
y = b rajaama alue pydrdhtda y-akselin ympiri.
Talléin on ensin ratkaistava yhtald

y = f(x) muotoon x = g(y). Nyt syntyvidn
pyorahdyskappaleen poikkileikkaus kohdassa y
on

y = f(x)
b
y

y = f(x)
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PYORAHDYS y-AKSELIN YMPARI

Kayran y = f(x), y-akselin ja suorien y = a ja
y = b rajaama alue pydrdhtda y-akselin ympiri.
Talléin on ensin ratkaistava yhtald

y = f(x) muotoon x = g(y). Nyt syntyvidn
pyorahdyskappaleen poikkileikkaus kohdassa y
on ympyrd, jonka sdde on

y = f(x)
b
y

y = f(x)

Ari Heimonen, Pekka Vaaraniemi TILAVUUSINTEGRAALI




PYORAHDYS y-AKSELIN YMPARI

Kayran y = f(x), y-akselin ja suorien y = a ja
y = b rajaama alue pydrdhtda y-akselin ympiri.
Talléin on ensin ratkaistava yhtald

y = f(x) muotoon x = g(y). Nyt syntyvidn
pyorahdyskappaleen poikkileikkaus kohdassa y
on ympyréd, jonka sidde on g(y). g(y)
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PYORAHDYS y-AKSELIN YMPARI

Kayran y = f(x), y-akselin ja suorien y = a ja
y = b rajaama alue pydrdhtda y-akselin ympiri.
Talléin on ensin ratkaistava yhtald

y = f(x) muotoon x = g(y). Nyt syntyvidn
pyorahdyskappaleen poikkileikkaus kohdassa y
on ympyrd, jonka sdde on g(y). Poikkileikauk- g(y)
sen pinta-ala A(y) kohdassa y on siis
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PYORAHDYS y-AKSELIN YMPARI

Kayran y = f(x), y-akselin ja suorien y = a ja
y = b rajaama alue pydrdhtda y-akselin ympiri.
Talléin on ensin ratkaistava yhtald

y = f(x) muotoon x = g(y). Nyt syntyvidn
pyorahdyskappaleen poikkileikkaus kohdassa y
on ympyrd, jonka sdde on g(y). Poikkileikauk- g(y)
sen pinta-ala A(y) kohdassa y on siis

Aly) = 7 (g(y))? ja kappaleen tilavuus V on
siten
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PYORAHDYS y-AKSELIN YMPARI

Kayran y = f(x), y-akselin ja suorien y = a ja
y = b rajaama alue pydrdhtda y-akselin ympiri.
Talléin on ensin ratkaistava yhtald

y = f(x) muotoon x = g(y). Nyt syntyvidn
pyorahdyskappaleen poikkileikkaus kohdassa y
on ympyrd, jonka sdde on g(y). Poikkileikauk- g(y)
sen pinta-ala A(y) kohdassa y on siis

Aly) = 7 (g(y))? ja kappaleen tilavuus V on
siten

b
V=n / (e())? dy.
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PYORAHDYS y-AKSELIN YMPARI

HUOMAUTUS 1: Mik3li alueen rajat on annettu muodossa x = c,
x = d, ovat integroimisrajat a = f(c) ja b = f(d).
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PYORAHDYS y-AKSELIN YMPARI

HUOMAUTUS 1: Mik3li alueen rajat on annettu muodossa x = c,
x = d, ovat integroimisrajat a = f(c) ja b = f(d).
HUOMAUTUS 2: Alueen rajat voivat kummassakin
pyorahdystapauksessa olla annettuna joidenkin kdyrien
leikkauspisteind, jolloin integroimisrajat on laskettava kulloisenkin
muuttujan suhteen.
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ESIMERKKI 3.

Kayrd y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.
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ESIMERKKI 3.

Kayra y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.

RATKAISU: Pydrdhdys tapahtuu y-akselin ympéri, joten
ratkaistaan x y:n suhteen
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ESIMERKKI 3.

Kayra y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.

RATKAISU: Pydrdhdys tapahtuu y-akselin ympéri, joten
ratkaistaan x y:n suhteen

y:%x2 -4
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ESIMERKKI 3.

Kayra y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.

RATKAISU: Pydrdhdys tapahtuu y-akselin ympéri, joten
ratkaistaan x y:n suhteen

y:%x2 -4
4y:X2
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ESIMERKKI 3.

Kayra y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.

RATKAISU: Pydrdhdys tapahtuu y-akselin ympéri, joten
ratkaistaan x y:n suhteen

y:%x2 -4

4y:X2

X = /4y
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ESIMERKKI 3.

Kayra y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.

RATKAISU: Pydrdhdys tapahtuu y-akselin ympéri, joten
ratkaistaan x y:n suhteen

y:%x2 -4
4y:X2

X = /4y
x =+2,/y.
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ESIMERKKI 3.

Kayra y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.

RATKAISU: Pydrdhdys tapahtuu y-akselin ympéri, joten
ratkaistaan x y:n suhteen

y = %Xz -4
4y = x?

x = ++/4y
x =+2,/y.
Koska x € [0, 2], riittda tarkastella, kun kayra X = 2,/y pyérahtaa
y-akselin ympari.

Ari Heimonen, Pekka Vaaraniemi TILAVUUSINTEGRAALI



ESIMERKKI 3.

Kayra y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.

RATKAISU: Pydrdhdys tapahtuu y-akselin ympéri, joten
ratkaistaan x y:n suhteen

y:%x2 -4
4y = x?

x = ++/4y
x =+2,/y.

.. -1
Koska x € [0, 2], riittad tarkastella, kun kdyrd x = 2,/y pydrahtaa
y-akselin ympéri. Kun x =0, niin
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ESIMERKKI 3.

Kayra y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.

RATKAISU: Pydrdhdys tapahtuu y-akselin ympéri, joten
ratkaistaan x y:n suhteen

y:%x2 -4
4y = x?

x = ++/4y
x =+2,/y.

.. -1
Koska x € [0, 2], riittad tarkastella, kun kdyrd x = 2,/y pydrahtaa
y-akselin ympari. Kun x =0, niin y = % .02 =0 ja kun x = 2, niin
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ESIMERKKI 3.

Kayra y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.

RATKAISU: Pydrdhdys tapahtuu y-akselin ympéri, joten
ratkaistaan x y:n suhteen

y = %Xz -4
4y = x2

X = /4y
x =+2,/y.

.. -1
Koska x € [0, 2], riittad tarkastella, kun kdyrd x = 2,/y pydrahtaa
y-akselin ympari. Kun x =0, niin y = % .02 =0 ja kun x = 2, niin
i :
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ESIMERKKI 3.

Kayra y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.

RATKAISU: Pydrdhdys tapahtuu y-akselin ympéri, joten
ratkaistaan x y:n suhteen

y = %Xz -4
4y = x?

x = ++/4y
x =+2,/y.
Koska x € [0, 2], riittda tarkastella, kun kayra X = 2,/y pyérahtaa
y-akselin ympari. Kun x =0, niin y = % .02 =0 ja kun x = 2, niin
y =322 =1. Siis kysytty tilavuus on
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ESIMERKKI 3.

Kayra y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.

RATKAISU: Pydrdhdys tapahtuu y-akselin ympéri, joten
ratkaistaan x y:n suhteen

y = %Xz -4
4y = x?

x = ++/4y
x =+2,/y.
Koska x € [0, 2], riittda tarkastella, kun kayra X = 2,/y pyérahtaa
y-akselin ympari. Kun x =0, niin y = % .02 =0 ja kun x = 2, niin
y =322 =1. Siis kysytty tilavuus on

V =
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ESIMERKKI 3.

Kayra y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.

RATKAISU: Pydrdhdys tapahtuu y-akselin ympéri, joten
ratkaistaan x y:n suhteen

y = %Xz -4
4y = x?

x = ++/4y
x =+2,/y.
Koska x € [0, 2], riittda tarkastella, kun kayra X = 2,/y pyérahtaa
y-akselin ympari. Kun x =0, niin y = % .02 =0 ja kun x = 2, niin
y =322 =1. Siis kysytty tilavuus on

1
V:w/o (Z\fy)2 dy =
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ESIMERKKI 3.

Kayra y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.

RATKAISU: Pydrdhdys tapahtuu y-akselin ympéri, joten
ratkaistaan x y:n suhteen

y = %Xz -4
4y = x?

x = +/4y
x==x2,/y.
Koska x € [0, 2], riittda tarkastella, kun kayra X = 2,/y pyérahtaa
y-akselin ympari. Kun x =0, niin y = % .02 =0 ja kun x = 2, niin
y =322 =1. Siis kysytty tilavuus on

1

1
V:w/ (Z\fy)2 dy:7r/ 4y dy =
0 0
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ESIMERKKI 3.

Kayra y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.

RATKAISU: Pydrdhdys tapahtuu y-akselin ympéri, joten
ratkaistaan x y:n suhteen

y = %Xz -4
4y = x?

x = +/4y
x==x2,/y.
Koska x € [0, 2], riittda tarkastella, kun kayra X = 2,/y pyérahtaa
y-akselin ympari. Kun x =0, niin y = % .02 =0 ja kun x = 2, niin
y =322 =1. Siis kysytty tilavuus on

V:w/01(2\fy)2 dy:7r/0

1 1
4ydy:7r/0 2y2
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ESIMERKKI 3.

Kayra y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.

RATKAISU: Pydrdhdys tapahtuu y-akselin ympéri, joten
ratkaistaan x y:n suhteen

y = %Xz -4
4y = x?

x = +/4y
x==x2,/y.
Koska x € [0, 2], riittda tarkastella, kun kayra X = 2,/y pyérahtaa
y-akselin ympari. Kun x =0, niin y = % .02 =0 ja kun x = 2, niin
y =322 =1. Siis kysytty tilavuus on

V:w/01(2\fy)2 dy:7r/0

1 1
4ydy:7r/0 2y% = 2r.
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ESIMERKKI 3.

Kayra y = %x2 pyorahtad y-akselin ympari, kun x on vililla [0, 2].
Laske syntyneen kappaleen tilavuus.

RATKAISU: Pydrdhdys tapahtuu y-akselin ympéri, joten
ratkaistaan x y:n suhteen

y = %Xz -4
4y = x?

x = +/4y
x==x2,/y.
Koska x € [0, 2], riittda tarkastella, kun kayra X = 2,/y pyérahtaa
y-akselin ympari. Kun x =0, niin y = % .02 =0 ja kun x = 2, niin
y =322 =1. Siis kysytty tilavuus on

V:w/01(2\fy)2 dy:7r/0

VASTAUS: 27 ~ 6,3 (t.y).
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1 1
4ydy:7r/0 2y% = 2r.



ESIMERKKI 4. (pycrahdys y-akselin suuntaisen suoran

ympari)

Laske sen kappaleen tilavuus, joka syntyy kiyrin y = x2, x-akselin
ja suoran x = 2 rajoittaman alueen pyordhtdessa suoran x = 2
ympari.
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ESIMERKKI 4. (pycrahdys y-akselin suuntaisen suoran

ympari)

Laske sen kappaleen tilavuus, joka syntyy kiyrin y = x2, x-akselin
ja suoran x = 2 rajoittaman alueen pyordhtdessa suoran x = 2
ympari.

RATKAISU: Suoran x = 2 ja paraabelin y =
x? leikkauspiste saadaan sijoittamalla
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ESIMERKKI 4. (pycrahdys y-akselin suuntaisen suoran

ympari)

Laske sen kappaleen tilavuus, joka syntyy kiyrin y = x2, x-akselin
ja suoran x = 2 rajoittaman alueen pyordhtdessa suoran x = 2
ympari.

RATKAISU: Suoran x = 2 ja paraabelin y =

. . g y
x? leikkauspiste saadaan sijoittamalla

y:x2:22:4.

Tutkitaan siis syntynyttd py6rahdyskappa-
letta valillda 0 < y < 4.
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ESIMERKKI 4. (pycrahdys y-akselin suuntaisen suoran

ympari)

Laske sen kappaleen tilavuus, joka syntyy kiyrin y = x2, x-akselin
ja suoran x = 2 rajoittaman alueen pyordhtdessa suoran x = 2
ympari.

RATKAISU: Suoran x = 2 ja paraabelin y =

. . g y
x? leikkauspiste saadaan sijoittamalla

y:X2:22:4.

Tutkitaan siis syntynyttd py6rahdyskappa-
letta valilla 0 < y < 4. Ratkaistaan seu-
raavaksi kohdassa y olevan leikkausympyrin
siade r:
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ESIMERKKI 4. (pycrahdys y-akselin suuntaisen suoran

ympari)

Laske sen kappaleen tilavuus, joka syntyy kiyrin y = x2, x-akselin
ja suoran x = 2 rajoittaman alueen pyordhtdessa suoran x = 2
ympari.

RATKAISU: Suoran x = 2 ja paraabelin y =

. . g y
x? leikkauspiste saadaan sijoittamalla

y:X2:22:4.

Tutkitaan siis syntynyttd py6rahdyskappa-
letta valilla 0 < y < 4. Ratkaistaan seu-
raavaksi kohdassa y olevan leikkausympyrin

sade r: 5
y=x
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ESIMERKKI 4. (pycrahdys y-akselin suuntaisen suoran

ympari)

Laske sen kappaleen tilavuus, joka syntyy kiyrin y = x2, x-akselin
ja suoran x = 2 rajoittaman alueen pyordhtdessa suoran x = 2
ympari.

RATKAISU: Suoran x = 2 ja paraabelin y =

. . g y
x? leikkauspiste saadaan sijoittamalla

y:X2:22:4.

Tutkitaan siis syntynyttd py6rahdyskappa-
letta valilla 0 < y < 4. Ratkaistaan seu-
raavaksi kohdassa y olevan leikkausympyrin

sade r: 5
y=x

X =4/y, x>0.
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ESIMERKKI 4.

Edelleen sijoittamalla saadaan

r =
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ESIMERKKI 4.

Edelleen sijoittamalla saadaan

r=2-—x=
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ESIMERKKI 4.

Edelleen sijoittamalla saadaan

r=2—-x=2-,/y.
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ESIMERKKI 4.

Edelleen sijoittamalla saadaan

r=2—-x=2-,/y.

Nyt voidaan laskea kappaleen tilavuus maardtyn integraalin avulla

V =
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ESIMERKKI 4.

Edelleen sijoittamalla saadaan

r=2—-x=2-,/y.

Nyt voidaan laskea kappaleen tilavuus maardtyn integraalin avulla

4
vor [ @-vra
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ESIMERKKI 4.

Edelleen sijoittamalla saadaan

r=2—-x=2-,/y.

Nyt voidaan laskea kappaleen tilavuus maardtyn integraalin avulla

4
vor [ @-vra

4
[ a—avy )y
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ESIMERKKI 4.

Edelleen sijoittamalla saadaan

r=2—-x=2-,/y.

Nyt voidaan laskea kappaleen tilavuus maardtyn integraalin avulla
4
vor [ @~ vrey
0

8 3 1

4 4
= 4—4 = by — —y3 4+ —y?
7T/0( VY +y)dy ﬂ/o(y 3y2+2y)

Ari Heimonen, Pekka Vaaraniemi TILAVUUSINTEGRAALI



ESIMERKKI 4.

Edelleen sijoittamalla saadaan

r=2—-x=2-,/y.

Nyt voidaan laskea kappaleen tilavuus maardtyn integraalin avulla

4
vor [ @-vra

4 8 s 1,
= (4—4fy+y)dy=7r/ (4y = 3v2 +55%)
0
8 1 8 1
:w[(4-4—3.4\/Z+2-42)—(4-0—3.0ﬁ+2-02)

Ari Heimonen, Pekka Vaaraniemi TILAVUUSINTEGRAALI



ESIMERKKI 4.

Edelleen sijoittamalla saadaan

r=2—-x=2-,/y.

Nyt voidaan laskea kappaleen tilavuus maardtyn integraalin avulla

4
vor [ @-vra

4 8 3 1,
=T (4—4fy+y)dy=7r/ (4y = 3v2 +55%)
0
8 1 8 1
=7|(4-4— = 4/4+Z-4)—(4-0—=-0V/0+=-0%)
3 2 3 2
8
= -7
3
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ESIMERKKI 4.

Edelleen sijoittamalla saadaan

r=2—-x=2-,/y.

Nyt voidaan laskea kappaleen tilavuus maardtyn integraalin avulla

4
vor [ @-vra

4 8 s 1,
= (4—4fy+y)dy=7r/ (4y = 3v2 +55%)
0
8 1 8 1
:w%44—3.m@+2-¥y440—3.m@+20%

= 277 ~ 8,38.
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ESIMERKKI 4.

Edelleen sijoittamalla saadaan

r=2—-x=2-,/y.

Nyt voidaan laskea kappaleen tilavuus maardtyn integraalin avulla

4
vor [ @-vra

4 8 s 1,
= (4—4fy+y)dy=7r/ (4y = 3v2 +55%)
0
8 1 8 1
:w%44—3.m@+2-¥y440—3.m@+20%

= 277 ~ 8,38.

.8~
VASTAUS: $m =~ 8,38 (t.y.).



