1. Kombinatoriikkaa ja todennakdisyyksia 12 p.

Valitse kussakin kohdassa oikea vaihtoehto.

1.1. Kuinka moneen eri jarjestykseen voidaan asettaa seitsemadn erivaristd palloa? | 2 p.

O o O O O O
70 720 7 5040 49 700

1.2. 20 opiskelijan ryhmasta valitaan 5 opiskelijaa opintomatkalle ulkomaille. Kuinka monella eri tavalla 5
opiskelijan ryhma voidaan muodostaa? 2 p.

(' 95367 431 640 625
4

3 200 000

15 504

O O 0 O

25

1.3. Laatikossa on sekaisin 25 erilaista sukkaparia eli 50 sukkaa. Milld todennakoisyydellad satunnaisesti
nostetut sukat ovat samaa paria? | 2 p.

O O O O O
1 0,49 % 49 % 2,04 % 50 %
50

n+1
1.4. Sievenna lauseke ( ) kun 7 on positiivinen kokonaisluku. | 2 p.

T

O O O O O
n 1 n/! n+1 (n+ 1)!

1.5. Erddn normaalijakautuneen lintulajin siipivélin odotusarveo on 24 cm ja keskihajonta 3 cm. Milla
todenndkdisyydelld satunnaisesti bongatun linnun siipivali on korkeintaan 30 em? | 2 p.

O O O O C C
99,18 % 97,72 % 57,93 % 50 % 50,80 % 99,87 %
1.6. Funktio
= {7 0<z<V3
fz) = {EJ, mulloin
on satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. Tamin perusteella P (X < 1)on 2p.
O o O O o O
1 1 1 3 0 1
2 73 3 3



2. Derivaatta 12p.

2.1. Maarita funktion f (x) = —5x? — 100x derivaatan nollakohta. (4 p.

2.2. Maarita funktion f (x) = —5z% — 100 suurin arvo. 4 p.

2.3. Maarita funktion f (x) = —5x% — 100z kuvaajalle kohtaan z = 1 piirretyn tangentin yhtal. 4 p.




2.1

Funktion derivaatta:
I (z) = =10z — 100
Merkitdédn derivaatta nollaksi ja ratkaistaan yhtalo:

—10z — 100 =0
xr = —10

Derivaatta: 2p
Derivaatta merkitty nollaksi: 1p
Oikea derivaatan nollakohta: 1p

2.2

Funktion kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli. Funktion suurin arvo 10ytyy sen derivaatan nollakohdasta.
Edellisen kohdan perusteella funktion derivaatan nollakohtaon gz = —10

Funktion suurin arvo siis:

f(=10) = =5- (=10)* = 100 - (—10) = —500 + 1000 = 500

Oikea paattely: 2p

1p f(-10
Vastaus 1p

(Jos vastauksena annettu — 10, max 2p)



2.3

Kohtaan gz =1 piirretyn tangentin kulmakerroin saadaan funktion derivaatasta kohdassa zx =1
J(1)=-10-1-100 = —110
Kohdan gz =1 y-koordinaattion f (1)
f(1)y=-5-1—-100-1=—105
Tangentin yhtild saadaan nyt yhtélosta
y—yo = f" (o) (x — o)
y—f)=f 1) (z-1)
y— (—105) = =110 (x — 1)
y+ 105 = —110x + 110

y=—110x + 5

f(1)laskettu oikein 1p
Tangentin runko oikein 1p
Oikea vastaus 2p

3. Trigonometria 12 p.

) . 2 o
3.1. Maaritd sin(a ), kun cos(o) = 3 jac € [(l._ T] 6p.

3.2. Maarita yhtalon 2 cos? () = 1 ne ratkaisut, jotka ovat valilla [27, 47]. (6 p.



3.1

sin? (05) = 1 — cos? (o:)

sin(a) = 44/1 — cos® (a)

sin(a) = /1 — cos? (a)  (valitaan positiivinen vaihtoehto, koska kulma kuuluu vilille [0, %] )
91 2
sin(a) =4/1—| =
@=y1-(3)
. 4
sin(a) = - =
() -

1p per rivi



cos(x) = £— 1p

Tutkitaan erikseen posituvinen ja negatuvinen ratkaisu.
Postitivinen ratkaisu:
1
V2
iy
T=4+—+n-2m 1p
4
Annetun valin ratkaisut ovat:
97 . 16w

_.?a_

1 1

cos(z) =

1p

Negativinen ratkaisu:

1
V2

cos(z) = —

3T
:r:=:I:T+-n-21r 1p

Annetun valin ratkaisut ovat:

117 o 13w 1p
1 7Ty

Wastaus:

- E{Q?r 117 137 15:rr} .
1° 441 P

Pisteytys merkitty ratkaisun eri vaiheisiin

Ratkaisussa kaytetty asteita: max 3p

Vastauksessa ei huomioitu annettua valia: max 3p

Ratkaisun alussa  puuttuu ja tutkittu vain positiivista ratkaisua: max 3p



4. Yhtalolle ratkaisut 12 p.

Maéarita vakion @ arvo/arvot siten, etta yhtalolla Az’ + u.:r'-] + 1 = () on tismalleen kaksi ratkaisua. Maarita tata
vakiota vastaavan yhtalén ratkaisut.

43 4 a2t +x=0
2 _
1 {4z +a-z+1)=0

1p r=0taide* +a-2+1=0

Ratkaisuja on kaksi, jos toisen asteen yhtalolla on tasmalleen yksi ratkaisu (1p). Toisen asteen yhtalon
diskriminantti

D=a*"—4-4-1
2p

2p Oltava D=0, joten

a —16 =10
a = 16

2p a=4tai a=—4



Jos a=4, niin

47° +4x+1=0

(22 4+1)* =0
20+1=0

2p 2

ja toinen alkuperaisen yhtalén ratkaisu on x=0.

Jos a=-4, niin

4z —4x+1=0

(20 —1)" =0
2 —1=10
1

1p .'1?—2

ja toinen alkuperaisen yhtalén ratkaisu on x=0.

Pisteytys: merkitty laskujen viereen



5. Hyttysia ja muurahaisia 12 p.

Huoneen pituus on 6 m, leveys 5 m ja korkeus 3 m. Laske lyhin reitti katon nurkasta lattian keskipisteeseen

5.1. hyttyselle ' 6 p.

5.2. muurahaiselle. ' 6 p.

5.1

Hyttynen lentda suoraan lahtopaikastaan lattian keskipisteeseen. Tallgin sijainnin korkeus muuttuu
3m, pituus 3m ja leveys 2,5 m. Kuljettu matka on talll6in:

5 \/97
Tarkka arvo: 32+32+ — >
2 2

2
5
Likiarvo: 32+32+ — » 4.02443
2



Vastaus: Hyttysen lyhimman reitin pituus on noin 4,9 metria.

Pisteytys:

Oikea paatelma 2p

Oikea lasku 4p

Pyoristysvirhe -2p

Nelidjuuri puuttuu: max 3p

Laskettu pelkka avaruuslavistaja: max 3p



5.2

Levitetdadn huoneen seinét tasoksi, jolloin kahden pisteen (Idhtopiste ja lattian keskipiste) lyhin

etdisyys toisistaan on pisteiden valinen jana.

Lahto

Lahts

2 Lattian
keskipiste

Eri vaihtoehdot:

2 =
’ 11 J157
Tarkka arvo: (— +32 1
2 2
- 1\% 5
Likiarvo: (|—| +32 » 6.26498]
2

Toinen reitti:




Vastaus: Lyhin reitti on noin 6,3 metria.

Pisteytys:

Ajatus tasoon levittamisesta 2p

Oikeat laskut 2p

Oikea vastaus 2p

Pyoristysvirhe -2p

Vain toinen matka laskettu ilman perusteluja: max 3p



6. Kayran ja x-akselin valinen pinta-ala 12p.
Funktiosta f (i) tiedetdan seuraavat tiedot:
f2)=4  fB)=3 fMW)=4 [fB)=5 [fB)=4 [f(7)=5 [f(8)=5

Tarkastellaan funktion f (i) kuvaajan ja x-akselin rajoittamaa pinta-alaa valilla [2, 8]. Olkoon S,
puolisuunnikassd@nnén maardama pinta-ala, kun n on puolisuunnikkaiden lukumaara.

6.1. Maarita S, 4 p.

6.2. Mairita S; (4 p.

6.3. Maarita funktion f () kuvaajan ja 2-akselin valinen pinta-ala approksioimalla funktio f () kuudennen
asteen polynomifunktioksi. ' 4 p.




6.1

6.2

6.3

1p

1p

Maarita
a) Sl
b) S

c) funktion f(x) kuvaajan ja x-akselin vdlinen pinta-ala approksimoimalla f(x) kuudennen asteen
polynomifunktioksi.

1 1
= — - — = - —_ — 23
S,=h zf(_1u)+2f(11:l (8 _.) ; 4-!—2 5[* 27
2p 2p
- % f(m)+f(x1)+f(x2)+ﬂx,)+f(x4)+j{x5)+%. s )):
82 [1 1 ) 51
—— | = 4H3+4+5+4+5+—- 5| » —
6 2 2 2

2p 2p

f(_r):=a- _1'6+b- _1'5+c- _1'4+d- _1'3+e- _1'2+m- x+n * Valmis

(B8]

3

)
)
)
5)
)
)
)

.

,{a,b,c,d,e,m,n }

solve

6
7
8

-19 61 -1265 2465 -7186 14963
v a= and b= and c= 2 and d= 2 and e= and m=

720 80 144 48 45 60
and n=-149

Il
(52 TS T S TR S UCR =Y

- -}




8

19 61 -1265 2465 7186 14963
1 f{.r)|a=— and b==— and c= 2 and d=—— and e= and m=
P 720 80 144 48 45 60
2

-

» 26.2357142863
1p

Pisteytys: laskujen vieressa




7. Ruletin voittostrategia 12 p.

Ruletti on yksi maailman suosituimpia uhkapeleja. Eurooppalaisessa ruletissa on kaytdssd 37 numeroa (0-36).
Numeroista 1-36 puolet ovat mustia ja puolet punaisia, nolla on vihrea. Pelaajalla on erilaisia mahdollisuuksia veikata
oikea luku, jonka maarittaa pyoritettdvassa ruletissa olevan kuulan pysahtymiskohta. Pelaaja voi halutessaan veikata
esimerkiksi kuulan maarittdman luvun, luvun varin, luvun parillisuuden tai suuruusluokan (1-12, 13-24 tai 25-36).
Pelaaja panostaa haluamansa rahasumman. Voittaessaan pelaaja saa panostamansa rahasumman takaisin maaratylla
kertoimella, hivitessaan menettdd panoksensa.

Yksi ruletin voittamisen strategia on ns. Martingaalistrategia. Strategian ideana on kaksinkertaistaa jokaisen havion
jalkeinen panos seuraavaan peliin niin kauan, kunnes voittaa ensimmaisen kerran. Kdytanndssa strategian kayton
estavat mm. pelaajan rajallinen varallisuus seka ruletin rajoitus maksimipanostuksessa.

Martingaalistrategiaa voidaan soveltaa yksinkertaiseen kolikonheittoon, jossa molemmat osapuolet asettavat yhta
suuren panoksen. Se pelaaja, jonka veikkaama kolikon puali jda nakyviin, saa molempien panokset itselleen.

Heitat kumppanisi kanssa kolikkoa ja asetatte ensimmaiseksi panokseksi @ euroa. Paatat tuplata panoksesi joka kerta
niin kauan, kunnes ensimmadisen kerran voitat.

7.1. Kuinka paljon jaat voitolle, jos voitat ensimmadisen kerran 5. kierroksella, jonka jélkeen lopetat pelin? 4 p.

7.2. Osoita, etta martingaalistrategiaa kayttamalla (eli tuplaamalla panoksesi jokaisen havion jalkeen niin kauan,
kunnes ensimmaisen kerran jadt voitolle) paaset kolikonheitossa varmasti voitolle. Maéritd myds voiton
suuruus. 4 p.

7.3. Kaksinkertaistamisen sijaan pdatat kolminkertaistaa panoksesi joka kerta. Muodosta funktio, joka kuvaa
rahamaaraasi, kun ensimmainen voitto tulee heitolla n.. 4 p.




7.1

1p

1p

1p

1p

7.2

1p+lp

1p

1p

Hawiot

g+ ag+d g+8 aq = 15 a
Voitto 5. kierroksella
16 a

Erotus 16- a-15-a » a

\/astaus: Jaan voitolle a euroa

Ensimmainen wvoitto kierroksella n
Hawvidt

geom etrinen summa

L o) Z” Ean
_ 12" g |22 - 2"
a+2a+. .. +2" 2= o > (tai (23- a) - a (——1])
1-2 2 L2
i=0
Voitto kierroksella n
2" 1 g
o1 a27) e
Erotus 2  g—————— * q >0 joten jaan voitolle.

Vastaus: jaan voitolle a euroa



7.3
Ensimmainen woitto kierroksella n
Hawidt

deom etrinen summa

) ( ) n—2 ,
_ 1-371 41373 . 3m
at3a+. . +3"120= o - E—— (tai (33- a) »a (J——— )
1-3 6 Z 6 2
1p+1p ]
=0
Voitto kierrolsella n
an-l,
, -1 @ (3”‘—3) CI|
1p Ja&n voitolle 3 'EI—T * g | —+—| euroa
6 2

n
Vastaus: Rahamdaraa ensimmaisen voiton jalkeen kuvaa funktio f(n):a (%+%)

1p

Pisteytys: laskujen vieressa

8. Paraabeli 12p.

Olkoon paraabelin polttopiste (3, 4) ja johtosuora ¥ = —1. Olkoon suora ¥ paraabelille kohtaan (z, y) piirretty
tangentti ja suora y2 se polttopisteen kautta kulkeva suora, joka on kohtisuorassa polttopisteen ja pisteen (i, y)
valista janaa vastaan.

8.1. Tarkastele graafisesti: Minka pistejoukon suorien ¢y ja y/2 leikkauspisteet muodostavat? | 6 p.

8.2. Osoita tehtavassa 8.1. saamasi tulos algebrallisesti. 6 p.



8.1

=50

Y4

Vastaus: Leikkauspisteet muodostavat suorany = -1

Pisteytys:
Tilannetta kuvaava kuvankaappaus 3p
Vastaus 3p



8.2

1p Paraabelin yhtals on solve(W [}_ 1L}) —— 6. ”24&

) , [ x%-6 w424 (a-3)- x a%-24
Fohtaan x=a piirretty tangentti y=tangentLine|———x,a| * ¥= -
1p 10 5 10
x?—6 x+24
—_——i] 9
10 a” -6 a-16
Janan kulmakerroin |x=a * —
x=3 10 (a-3)
, -1 10 (g-3)
1p Suoran y. kulmakerroin . 0 &
a“—6 a-16 a~—6 a-1l6
10+ (a-3)
Suoran y.yhtald
-10 (a-3 10 (a-3) (x-3
1p }J—4=#- (I—S) r — 4= ( ‘3) (T 3}
a?-6-a-16 a?-6 a-16
Suorien vy, ja y.leikkauspiste
[cz—S}- X a2—24
1y.l= — 2
5 10 a~-34
solve YR y R ,{xky} » x=——— and y=-1 and a+2#0 and a-8%#0
10 (=3) (3) 2 (09)
a®-6- a-16
1p

Foko suora y=-1 tayttyy pisteill, silla

2
f(a):=;T_iB:) » Valmis

lim (fa)) > = ja lim (f(a) > = ja 1im+( 7)) » “=ja lim_( a)) > =

q— @ q— " a—23 a—3



j1a f on méa4nittelyjoukossaan jatkuva

1a kun a=8 tai a=-2, niin

b} b}
EA EA
x —6 x+24 , x —6 x+24 ~
}J:—|-‘{':8 L3 :I)"J:4 Ja l}'l:—|.-{:_£| " :I)"J:4

10 10

jolloin suora y, on pystysuora ja saavutetaan sucralta y=—1 kohta x=3 (kuva)

1p




Toinen ratkaisuvaihtoehto suorien leikkauspisteen selvittamiseen:

Xoo=3"3
yo:=4 » 4
johto =1 » -1
3 27 . /
sohe(M:J(X_XO)z‘f‘(}’_YO)z RY >y=ﬂ&
! 10
2
x“—6-xt24
= * Valmi
f(x) 0 » Valmis
d(X):dix(f(x)) * Valmis
y_f(X-I):d('Xz)' (x-x;) 5
solve f(x:)*yo 1 ,{x,y} - x1=—34 ind ye1 and 11220 and oA
Y=¥o=— . (X_Xo) 2. (XI*S)
Xo— X1



9. Vélivaiheiden selvittdminen 12 p.
Laydat Villen muistiinpanoista seuraavat merkinnat:

1. Tiedetaan A = (1,2,3) , B = (2,5,7),C = (3,1,5) ja P = (7,5.1).

r=1+s+2t
24 y=24+35—1

z=3+4s+ 2t
3.PQ=(1+5+2t—T7i+(2+3s—t—-5)j+(3+4s+2t— 1)k
4. PQ=(5+2t—6)i+(3s—t—3)j+ (4s+ 2t +2)k.
{1-(s—|—2f—6}—|—3-(33—t—3}+4-(4s+2£+2}:U
12 (s +20—6)—1-(3s—1—3)+2-(ds+ 2t +2) =10

28 81

185 2"~ 185

6. Laskin: s =
185

75 373 829)
3771857 185

. (?a ?)?+ (3?3 r)2+(829 1)2 92
f — — 3 S =
37 185 185 185
92y/185
185

7. Sijoitetaan ja saadaan () = (

9. Vastaus:

9.1. Selvitd perustellen, mita Ville on laskenut. Kerro, mit3 eri vaiheissa tapahtuu. Kerro myds, mika on koko laskun
tarkoitus. Voit kdyttd3 rivinumeroita viitatessasi eri valivaiheisiin. ' 9 p.

9.2. Muodosta tehtavananto, jonka vastaukseksi Villen vastaus sopisi. ' 3 p.




9.1

1. Ville on kopioinut tehtavaksiannosta annetut pisteet A,B,C ja P.
2. Ville on laskenut tason ABC yhtalon. 1p

3. Q on tasossa ABC oleva mielivaltainen piste.

Ville on laskenut vektorin PQ. 1p

4. Ville on siventanyt vektorin PQ.

5. Ville vaatii, ettd PQ on kohtisuorassa tason ABC suuntavektoreita vastaan
eli pistetulon pitaa olla nolla molempien suuntavektoreiden kanssa.
PQ on kohtisuorassa siten tasoa ABC vastaan. 1p

6. Ville on ratkaissut edellisen kohdan yhtéloparin laskimella. 1p
7. Ville on sijoittanut kohtaan 2 kohdassa 6 saadut luvut s ja t

ja saanut pisteen Q koordinaatit. Q on tasossa ABC ldhinna pistetta
P oleva piste. 1p

8. Ville on sieventanyt janan PQ pituuden. 1p

9. Janan PQ pituus sievennettyna laskimella.

Ville on laskenut pisteen P etadisyyden siitd tasosta, jonka pisteet A, B ja C muodostavat. (1p)
Ratkaisussa Ville on maarittanyt tasolta pisteen Q siten, etta vektori PQ on tason normaali. (1p)

Talloin vektorin PQ pituus on kysytty etaisyys. (1p)

9.2
Maarita pisteen P etadisyys tasosta ABC, kun

3
i A=(1,2,3),B=(2,5,7),C=(3,1,5jaP=(7,5,1).

Pisteytys: laskujen vieressa



10. I'Hospitalin saanté 12 p.

Tutustu kokeen liitteend olevaan artikkeliin 'Hospitalin sdantd (L'Hospital_fi.pdf) ja maarita sen avulla raja-arvot

et =31
10.1. lim ——  (6p.
a=l) 3
et —x—1
10.2. lim —— 6p.

= 3pb




10.1 . x
1p lim le -3 x-1) » 00K
x=0
1 . 51
P lim (3-3: ) » 0 OK
X—=0
d| x X
1 —(e —S-x—l) e -3
P dx
d 5 4
—(B-x ) = 15 #0 kun x=0 OK
1p dx
joten
X X
, e -3 x-1 e -3
1p lim = lim ==
5
x—=0 3 x x—=0 15 x
Perustelut viimeiselle laskulle:
Koska
. X . . 4 . . .
lim (e —3) »-220 ja  lim (15-x ) » 0, niin kohdassa 0 ei cle raja—arvoa.
x—0 x-=0
Koska
ex—3
< 0 kohdan x=0 molemilla puolilla (kuva), niin
15-x4
X X
) e -3 . ) e -3 . B , ,
lim . =-=ja lim . =-= , joten epa—oleellinen raja—arvo on olemassa.
10 xo0 15 x x>0 \15x




10.2

1p

1p

1p

1p

1p

1p

lim (ex—x—l) - 0 OK

x=0

lim (3-x6) r 0 QK

XN — O
d| > :
—(er—x—l) e -1
dx
d 5
—(3-x6) » 18 x #0 kun x#0 OK
dx
joten
) ex—x—l ) ex—l
lim _6 = lim -
x—=0 3 x x—=0 18 x
lim (ex—l) 0 0K
x—0
. 5]
lim (18-x ) 0 OK
X = 0
d| > :
o).
dx
d
—(8- x5) + 40 * 20 kun x#0 OK]
dx
joten
, ex—x—l , ex—l . eJC
lim |———|= lim = lim o

5 4
x-=0 3x x-=0 18 x x=0 40- x

Perustelut viimeiselle laskulle:

Koska lim (ex) 1 #0ja lim (40-.1'4) = 0, niin kohdassa 0 ei cle raja—arvoa.

x—0 x=0
ex
Koska =0 kohdan x=0 molemilla puolilla (kuva), niin
4
40 x
ex X
lim = ja lim = =, joten epa—oleellinen raja—arvo on olemassa.
4 _
x—>0+ 40 x x—0 40 x
1
J
1 X
fl(x): c




11. Keskeneraiset todistukset 12 p.

Janne ja Jaana saavat tehtdvikseen todistaa lauseen "Jos suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, niin niiden
kulmakertoimien tulo on -1 tai toinen on x-akselin suuntainen ja toinen y-akselin suuntainen.” Janne oli kdynyt
vektorilaskennan kurssin, mutta Jaanan oli selviydyttava geometrian kurssin tiedoilla. Janne aloitti todistuksen

seuraavasti:
Olkoon suoran s suuntavektori s) = i + k) j ja suoran s suuntavektori s = 1 + ko j
mutta hdn ei osannut vieda sita loppuun.

Jaana perehtyi asiaan tekemall3 liitteend olevan Geogebra-tiedoston (kehtisuoruus.ggb) ja siitd saamiensa ideoiden
pohjalta aloitti todistuksen seuraavasti:

" Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan...

k

\

Jaanalla loppui kuitenkin aika kesken. Viimeistele Jannen ja Jaanan todistukset. Perustele tarkasti.




Jannen todistus:

Jos suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, myos niiden suuntavektorit ovat. Tall6in
vektorilaskennan nojalla suuntavektoreiden pistetulo on oltava nolla. Tall6in saadaan yhtalo
1 -1+k, -k,=0, ja edelleen

k, k,=-1.

Koska K ja k, ovat selvasti annettujen suorien kulmakertoimet, lause on todistettu.
Akselien suuntaisten suorien tapauksessa vaite on triviaali.

Jaanan todistus:

k 1
Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan yhtdlé —— =717, josta edelleen

1 |k1

K] '|k1 |: 1

Koska suorista toinen on nouseva ja toinen laskeva, ovat kulmakertoimet erimerkkisia, on tulon
oltava — 1.

Akselien suuntaisten suorien tapauksessa vdite on triviaali.



Esimerkki oikeasta todistuksesta, mutta ei Jaanan ratkaisun mukaisesti (3p):
(Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan puuttuu)

Jaanan todistus:

k k
Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan yhtalot tan(or)=|T| seka tan(90° - a)z %' joista saadaan

edelleen yhtilot |k|=tan (o seka |k1|=tan (90°—a).
Tarkastellaan seuraavaksi kulmakertoimien itseisarvojen tuloa:

|| -|k1|=tan (] -tan (90 ° — o )=tan () -cot (o |=tan |« 'tanl(a):1

Koska suorista toinen on nouseva ja toinen laskeva, ovat kulmakertoimet erimerkkisia, on tulon

oltava — 1.
Akselien suuntaisten suorien tapauksessa vdite on triviaali.

Pisteytys:
Pelkat yhtalot: max 2p per kohta eli yhteensd max 4p
Todistettu vektorilaskennalla ja geometrialla, mutta ei Jannen ja Jaanan mukaisesti: max 6p

12. Lammas niitylla 12 p.

Lammas sidotaan niitylld rautakankeen metrin pituisella kéydella, jolloin se syd ympyranmuotoisen alueen ruchoa.
Seuraavaksi rautakanki sijoitetaan syntyneen ympyran kehalle. Kuinka pitkaan kdyteen lammas tulee nyt laittaa, jotta
se pystyisi sydmdadn saman verran ruohoa kuin aluksi?



Asetetaan rautakanki origoon. Tall6in alkuperdisen ympyranmuotoisen alueen keha noudattaa
yhtélsa x>+ y*=1.

Asetetaan rautakangen uudeksi paikaksi piste (1,0) ja koyden pituudeksi a, jonka pitaa triviaalisti
olla vdhemman kuin 2 (*). Tall6in uuden ympyran yhtal6 on (x - 1)2+ yZZGZ.

Ratkaistaan ympyroiden yhtadlot muuttujan y suhteen ja selvitetdaan ympyroiden leikkauspisteet:

Ratkaistaan alkuperaisen ympyran yhtalé muuttujan y suhteen:

solve(x2+y2:1y) » =y 1-x2 and x2—1<0 or y=y 1-x2 and x2-1<0

Ratkaistaan uuden ympyran yhtalé muuttujan y suhteen:

solve((x—1)2+y2:a2y)

2 2 2 2 . 2 2 2 2 -
> y:*\‘ x“+2-xta“—1 and x“—2- x—a“+1=0 or y:\‘ x“+2-xta“—1 and x“—2-x—a“+1=0

Ratkaistaan ympyrdiden leikkauspisteet:

24,2- *(02*2) a- 4*6’4‘2

solve E’xi};zjryzaz ,{xy} > ,\':T and y:T and a2+ (a2—4)i-'0 or.
1.2 S
x= (a’) 2) and y= ? ? and a“'(a2—4)i-'0

| <l

Uuden ympyran ja x-akselin leikkauspisteet:

solve (x—1)2+y2=a2,x y=0 *» x=1—a or x=a+1

Selvitetdan niiden alueiden pinta-alat, jotka lammas on uudesta ympyrasta jo syonyt. Nimetdan
tama muuttujasta a riippuva funktio nimella syéty(a).

{a2-2)
2 [ 1
syiity(a):=2° J‘x2+2°.ﬁ-a2—1 dx+2- 1-x2 dx » Valmis
J 1-a _(az_z)
R 2




Lasketaan lopuksi, mika tulee olla parametrin a arvo, kun uuden alueen sydmaton pinta-ala on yhta
suuri kuin alkuperdinen pinta-ala:

solve(n- az—syﬁty(a)zw 12,.:1) » @="0.794136 or a=1.25121&‘
(* ok)

Vastaus: Lammas tulee asettaa koyteen, jonka pituus on vahintdan 1,25 metria.
Pisteytys:

Alkuperaisen ympyran yhtalo Op

Parametrista riippuvan ympyran yhtalé 2p

Ympyroiden leikkauspisteet: 2p

Syddyn alueen pinta-ala: 2p

Muodostettu yhtalo ja ratkaistu se 4p

Vastaus 2p

Vastaus saatu oikein vain graafisella tarkastelulla: max 6p



13. Suuruusjarjestyksen osoittaminen 12 p.

Osoita, ettd 7" > 4n kaikillan = 1, 2, 3, .... Voit kiyttaa esimerkiksi induktiotodistusta.

Todistetaan vadite matemaattisella induktiolla:
1) Osoitetaan, etta vaite patee, kun n=1:
1
7 >4 -1
2) Oletetaan, ettd viite patee, kun n=k:
k
7°>4 -k
3) Osoitetaan, ettd viite patee myés, kun n=k+1:

VP=7""=7 7">7 4k>4 4k=4(k+k+k+k)>4(k+1)=0P
(ensimmainen epayhtalo induktio-oletuksesta)

Vaite todistettu.

Pisteytys:

n=1-tarkastelu 2p

Induktio-oletus 2p

Induktiovaitteen vasen puoli 2p
Pienennys induktio-oletuksen avulla 2p
Toinen pienennys 2p

Saatu vaitteen oikea puoli 2p

Myo6s muut todistustavat mahdollisia, kuten



1p

1p

1p

1p

1p

1p

1p

1p
1p

1p
1p
1p

Maarntellgaanfunktio

f(x):='?x—4- x » Valmis, x21
t on jatkuva ja derivoituva funktio

Lasketaan derivaatta

d(x) » In(7)- 7%-4

Lasketaan derivaatan nollakohdat

solve (d(x)=[],x] > X=

{_ ) » 0.370296928094 <1 joten derivaatan nollakohtia ei ole kun x=1.
Inl7

Fokeillaan derivaatan merkki d(2} » 91.3495973027 =0
joten koska derivaatta on jatkuva,

derivaatta on positiivinen kaikilla x=1.

Foska derivaatta on positiivinen,

niin funktio on aidosti kasvava.

Siten funktion pienin arvo on f{l) » 3>0

joten {{x)>0 kaikilla x=1

joten 7% >4xkaikilla reaaliluvuilla x=1

joka pitee myds kokonaisluvuilla x=1

M.OT.



