




2.1 

Derivaatta: 2p
Derivaatta merkitty nollaksi: 1p
Oikea derivaatan nollakohta: 1p

2.2

Oikea päättely: 2p
 1p
Vastaus 1p
(Jos vastauksena annettu −10, max 2p)

f (−10)



2.3

f (1) laskettu oikein 1p
Tangentin runko oikein 1p
Oikea vastaus 2p



3.1

1p per rivi



3.2

Pisteytys merkitty ratkaisun eri vaiheisiin
Ratkaisussa käytetty asteita: max 3p
Vastauksessa ei huomioitu annettua väliä: max 3p
Ratkaisun alussa ± puuttuu ja tutkittu vain positiivista ratkaisua: max 3p

1p

1p

1p

1p

1p

1p



1p

1p

Ratkaisuja on kaksi, jos toisen asteen yhtälöllä on täsmälleen yksi ratkaisu (1p). Toisen asteen yhtälön 
diskriminantti

2p

2p Oltava D=0, joten

2p



Jos a=4, niin

2p

ja toinen alkuperäisen yhtälön ratkaisu on x=0.

Jos a=-4, niin

1p

ja toinen alkuperäisen yhtälön ratkaisu on x=0. 

Pisteytys: merkitty laskujen viereen



5.1

Hyttynen lentää suoraan lähtöpaikastaan lattian keskipisteeseen. Tällöin sijainnin korkeus muuttuu 
3m, pituus 3m ja leveys 2,5 m. Kuljettu matka on tälllöin:



Vastaus: Hyttysen lyhimmän reitin pituus on noin 4,9 metriä.

Pisteytys:
Oikea päätelmä 2p
Oikea lasku 4p
Pyöristysvirhe -2p
Neliöjuuri puuttuu: max 3p
Laskettu pelkkä avaruuslävistäjä: max 3p



5.2

Levitetään huoneen seinät tasoksi, jolloin kahden pisteen (lähtöpiste ja lattian keskipiste) lyhin 
etäisyys toisistaan on pisteiden välinen jana.

Eri vaihtoehdot:



Vastaus: Lyhin reitti on noin 6,3 metriä.

Pisteytys:
Ajatus tasoon levittämisestä 2p
Oikeat laskut 2p
Oikea vastaus 2p
Pyöristysvirhe -2p
Vain toinen matka laskettu ilman perusteluja: max 3p





6.1

                                                                                                                       2p                             2p

6.2  

                                                                       2p                                           2p

6.3

1p

1p



1p

1p

Pisteytys: laskujen vieressä





7.1

1p

1p

1p

1p                                        

7.2

1p+1p

1p

1p



7.3

1p+1p

1p

Vastaus: Rahamäärää ensimmäisen voiton jälkeen kuvaa funktio f (n)=a⋅(3
n

6
+
1
2)

1p

Pisteytys: laskujen vieressä



8.1

 

 

 Vastaus: Leikkauspisteet muodostavat suoran y = - 1

Pisteytys:
Tilannetta kuvaava kuvankaappaus 3p
Vastaus 3p



8.2

1p

1p

1p

1p

1p



1p



Toinen ratkaisuvaihtoehto suorien leikkauspisteen selvittämiseen:





9.1

1. Ville on kopioinut tehtäväksiannosta annetut pisteet A,B,C ja P. 

2. Ville on laskenut tason ABC yhtälön.   1p

3. Q on tasossa ABC oleva mielivaltainen piste.   

Ville on laskenut vektorin PQ.   1p

4. Ville on siventänyt vektorin PQ.   

5. Ville vaatii, että PQ on kohtisuorassa tason ABC suuntavektoreita vastaan 

eli pistetulon pitää olla nolla molempien suuntavektoreiden kanssa.   

PQ on kohtisuorassa siten tasoa ABC vastaan.   1p

6. Ville on ratkaissut edellisen kohdan yhtälöparin laskimella.    1p

7. Ville on sijoittanut kohtaan 2 kohdassa 6 saadut luvut s ja t 

ja saanut pisteen Q koordinaatit. Q on tasossa ABC lähinnä pistettä 

P oleva piste.   1p

8. Ville on sieventänyt janan PQ pituuden.  1p

9. Janan PQ pituus sievennettynä laskimella.  

Ville on laskenut pisteen P etäisyyden siitä tasosta, jonka pisteet A, B ja C muodostavat. (1p) 

Ratkaisussa Ville on määrittänyt tasolta pisteen Q siten, että vektori PQ on tason normaali. (1p)

Tällöin vektorin PQ pituus on kysytty etäisyys. (1p)

9.2

3p

Pisteytys: laskujen vieressä





10.1
1p

1p

1p

1p

1p

1p



10.2 

1p

1p

1p

1p

1p

1p





Jannen todistus:
Jos suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, myös niiden suuntavektorit ovat. Tällöin 
vektorilaskennan nojalla suuntavektoreiden pistetulo on oltava nolla. Tällöin saadaan yhtälö
1⋅1+k1⋅k2=0, ja edelleen
k1⋅k2=−1 .
Koska k1 ja k 2 ovat selvästi annettujen suorien kulmakertoimet, lause on todistettu.
Akselien suuntaisten suorien tapauksessa väite on triviaali.

Jaanan todistus:

Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan yhtälö  
|k|
1

=
1

|k1|
, josta edelleen

|k|⋅|k1|=1
Koska suorista toinen on nouseva ja toinen laskeva, ovat kulmakertoimet erimerkkisiä, on tulon 
oltava −1.
Akselien suuntaisten suorien tapauksessa väite on triviaali.



Esimerkki oikeasta todistuksesta, mutta ei Jaanan ratkaisun mukaisesti (3p):
(Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan puuttuu)

Jaanan todistus:

Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan yhtälöt tan (α )=
|k|
1

 sekä tan (90°−α )=
|k1|
1

, joista saadaan 

edelleen yhtälöt |k|=tan ⁡ (α ) sekä |k1|=tan ⁡ (90 °−α ). 
Tarkastellaan seuraavaksi kulmakertoimien itseisarvojen tuloa:

|k|⋅|k1|=tan (α )⋅tan (90 °−α )=tan (α )⋅cot (α )=tan (α )⋅
1

tan (α )
=1

Koska suorista toinen on nouseva ja toinen laskeva, ovat kulmakertoimet erimerkkisiä, on tulon 
oltava −1.
Akselien suuntaisten suorien tapauksessa väite on triviaali.

Pisteytys:
Pelkät yhtälöt: max 2p per kohta eli yhteensä max 4p
Todistettu vektorilaskennalla ja geometrialla, mutta ei Jannen ja Jaanan mukaisesti: max 6p



Asetetaan rautakanki origoon. Tällöin alkuperäisen ympyränmuotoisen alueen kehä noudattaa 
yhtälöä x2+ y2=1.
Asetetaan rautakangen uudeksi paikaksi piste (1,0) ja köyden pituudeksi a, jonka pitää triviaalisti 
olla vähemmän kuin 2 (*). Tällöin uuden ympyrän yhtälö on (x−1)2+ y2=a2.
Ratkaistaan ympyröiden yhtälöt muuttujan y suhteen ja selvitetään ympyröiden leikkauspisteet:

Uuden ympyrän ja x-akselin leikkauspisteet:

Selvitetään niiden alueiden pinta-alat, jotka lammas on uudesta ympyrästä jo syönyt. Nimetään 
tämä muuttujasta a riippuva funktio nimellä syöty(a).



Lasketaan lopuksi, mikä tulee olla parametrin a arvo, kun uuden alueen syömätön pinta-ala on yhtä
suuri kuin alkuperäinen pinta-ala:

(* ok)

Vastaus: Lammas tulee asettaa köyteen, jonka pituus on vähintään 1,25 metriä.
Pisteytys:
Alkuperäisen ympyrän yhtälö 0p
Parametrista riippuvan ympyrän yhtälö 2p
Ympyröiden leikkauspisteet: 2p
Syödyn alueen pinta-ala: 2p
Muodostettu yhtälö ja ratkaistu se 4p
Vastaus 2p
Vastaus saatu oikein vain graafisella tarkastelulla: max 6p



Todistetaan väite matemaattisella induktiolla:

1) Osoitetaan, että väite pätee, kun n=1:

71>4⋅1

2) Oletetaan, että väite pätee, kun n=k:

7k>4⋅k

3) Osoitetaan, että väite pätee myös, kun n=k+1:

VP=7k+1=7⋅7k>7⋅4 k>4⋅4 k=4 (k+k+k+k )>4 (k+1)=OP
(ensimmäinen epäyhtälö induktio-oletuksesta)

Väite todistettu.

Pisteytys:
n=1-tarkastelu 2p
Induktio-oletus 2p
Induktioväitteen vasen puoli 2p
Pienennys induktio-oletuksen avulla 2p
Toinen pienennys 2p
Saatu väitteen oikea puoli 2p

Myös muut todistustavat mahdollisia, kuten



1p

1p

1p

1p

1p
1p

1p

1p
1p

1p
1p
1p


