Mita MAOLista pitda osata ulkoa? (Pitkdn matem-
atiikan versio)

Maolissa on kolmenlaisia kaavoja.

1. Kategoria 1. Osaa ulkoa!
2. Kategoria 2. Tunne ja kayta!
3. Kategoria 3. Olet kuullut néistal

Kategoria 1 . sisaltyy Kategoriaan 2 ., ja Kategoria 2 . sisaltyy Kategoriaan 3 .
Huom! Téssé esitetty kategorisointi on minun henkilokohtainen mielipide, eika vastaa
mitdan virallista LOPSin sdadosta tai ohjetta.

Mita kategoriat 1.-3. kaytannossa tarkoittaa?

Kategorian 1. kaavat: Osaat nama ulkoa Mita tarkoittaa “ulkoa”? Se ei tarkoita
pelkastaan sita, etta osaa kopioida kaavan ulkomuistista paperille, vaan myos sita, etta
osaa sujuvasti kayttaa kyseisia kaavoja tarpeen tullen. Valmius kayttaa niita tarpeen
tullen syntyy HARJOITELLUSTA. Samoin kuin jongloorauksessa harjoitellaan pallojen
heittamista eri tavoilla, jalan ali, olan yli, ja niin edespain, taytyy Kategorian 1 kaavoja
harjoitella monissa eri tilanteissa. Sita varten olen luonut harjoitustehtivia, joissa naita
harjoitellaan. Liittymalla jaseneksi saat kaikki nama tehtavat kayttoosi. Hyva esimerkki
Kategorian 1 . kaavasta on binomikaava

(a+0b)* = a* + 2ab + b°.

Kategorian 2. kaavat: Tunnet nama kaavat ja osaat kayttaa niita. Naista
kaavoista taytyy tietdd niiden merkitys ja osata nopeasti 10ytda ne MAQOLista tarpeen
tullen. Ne voi myos halutessaan opiskella ulkoa, varsinkin, jos tavoittelee L:a&, koska
se nopeuttaa tehtavien tekemistd. Olen tehnyt harjoitustehtavid myos Kategorian 2 .

kaavoille. Hyva esimerkki Kategorian 2 . kaavasta on
a® — b = (a —b)(a® + ab + b?).

Se voi varmasti olla hyodyllinen jossain tehtavassa, ja kannattaa olla tietoinen, etta
tallaisia kaavoja l0ytyy MAOLista. Mutta parjaa ihan hyvin vaikkei muistaisi sitd ulkoa.
Sama koskee esimerkiksi seuraavaa kaksinkertaisen kulman kaavaa:

cos2r =1—2sin’x



Kategorian 3. kaavat: Olet kuullut naista. Tahan kategoriaan kuuluu kaikki
kaavat, jotka ei kuulu kategorioihin 1. ja 2. Osa on téssa kategoriassa, koska ne ei kuulu
LOPSiin, esimerkiksi kompleksilukuja tai jotkut sarjakehitelmia koskevat kaavat. Toinen
esimerkki on pallon segmentin tilavuuden kaava. Parjaa ihan hyvin, vaikkei ole koskaan

kayttanyt sita, mutta on kuitenkin hyvéa, jos on ainakin kerran nahnyt sen ja on kuullut
siité.



MAOLin jaottelu kategorioihin

Kaydaan jarjestyksessa lapi koko MAOL.

Merkintoja ja symboleja
e Kreikkalaiset aakkoset. Kategoriaan 1 kuuluu a, 8,7, 7, ja o (koska sita kiytetdan

keskihajontana). Muita ei tarvitse osata ja ne kuuluu Kategoriaan 3 - taélta voi
aina tarkistaa.

Iso Pieni  Kirjaimen nimi
A a alfa

B p beeta

r y gamma

A ) delta

E £ epsilon

Z 4 zeeta

H A eeta

(C) 09  theeta

I ! ioota

e Aritmetiikka. Peruslukujoukkojen symbolit N, Z, Q, ja R, ovat Kategoriassa 1 ,

kuin my6s melkein kaikki muu téssé listassa paitsi merkinnat [[7"_,, max ja min.

e Geometria. Kaikki Kategoriassa 1 .

e Vektorit. Tastékin on hyva jos tietdd ainakin suurimman osan ulkoa. Erity-
ismerkinnat kuten a 1| b voi tarvittaessa tarkistaa taaltd, eli ne voi sijoittaa
Kategoriaan 2 .

e Logiikka ja joukko-oppi. Funktion kuvaus f: A — B on Kategoriassa 1 kuten
my6s kuuluuvuus a € A, yhdistetty funktio go f ja jonot (x,)22 ;. Muut merkinnét
voi kayda tarkistamassa taalta, eli ne kuuluvat Kategoriaan 2 .

e Analyysi. Ensimmaiset nelja ovat Kategoriassa 1, eli raja-arvo merkinnat. Lisaksi

b
derivaatan ja integraalin perus merkinnat D f = % fja fab fdx = / F(z) on hyva

pitaa Kategoriassa 1. Loput tassa listassa ovat Kategoriassa 2 .



e Todennédkoisyyslaskenta. Tapahtuman todennkéisyys P(A) ja odotusarvo E(X)
ovat Kategoriassa 1. Loput Kategorioissa 2 ja 3.

Aritmetiikka ja algebra
Melkein KAIKKI kaavat téssa osiossa kuuluu osata ulkoa. Kéaydaén ne yksitellen 1api.

e Potenssi, promille ja prosenttiyksikko. Kategoria 1 .

Reaalilukujen aksioomat. Kategoria 1 .

Itseisarvo. Kategoria 1 .

Rationaalilukujen laskutoimitukset. Kategoria 1 .

Potenssi a. Kategoria 1 .

Potenssin laskusaannot. Newtonin binomikaava

1 -
(a+b)" = ::U( ) = — Zk =0 T [: o a"*b*  Newtonin binomikaava

kuuluu Kategoriaan 2 , muut kaavat kuuluu Kategoriaan 1 .

Neliojuuri. Kaavat 2. ja 6. seuraavat kaavoista 1. ja 3., joten niita ei sinansa
tarvitse erikseen opetella ulkoa. Vaikka kaava 4. seuraa samalla tavalla kaavasta
5., on se silti hyva osata ulkoa erikseen. Eli: Kategoria 1: Kaavat 1., 3., 4., 5,

Kategoria 2 : Kaavat 2. ja 6.

1. (\/&}2 =a 3.va? = a| 5. \/a_ = \/(_;\/B

2.(ya)* = a 4.&:\‘2 6. V@b = |a| \/b

e Yleinen juuri -osion kaavat seuraavat potenssien laskusaannoista ja sen takia luokit-
telisin ne Kategoriaan 2 .

Kategoriaan 1 (yhteinen tekua ja ryhmittely kuuluvat myos, mutta ne tulevat jo



aikaisemmin osiossa Reaalilukujen aksioomat). Opettele siis ndmé tosi hyvin:

Muistikaavat

(a+b)? =a*+2ab+ b
(afb)z=a;£272ab+b2
(a+b)a—b)=a®>—b

(a+ b)Y =a® +3a’h+3ab® + b

e Toisen asteen yhtalo on Kategoriassa 1 .

e Korkeamman asteen yhtalo osio on perustietoa, josta kannattaa olla tietoinen. Nor-
maalimuoto menisi ehka jopa Kategoriaan 1. ja loput Kategoriaan 2 .

e Determinantti: Kaksirivinen kuuluu Kategoriaan 1 ja kolmirivinen Kategoriaan 2 .
e Yhtaloparit taytyy osata ratkaista, mutta Yhtalopari -osion mina luokittelen Kategoriaan 3 .

e Raja-arvoja -osiossa vain 7. kuuluu Kategoriaan 1. Kaavat 1., 2., 8. ja 9. laittaisin

Kategoriaan 2 ., ja loput Kategoriaan 3 .

e Sarjakehitelma -osion kaavat kuuluvat Kategoriaan 3. lukuun ottamatta ehka

kaavaa 3., jonka voisi sijoittaa Kategoriaan 2 :

e Talousmatematiikkaa: Kategoria 2 .

e Kompleksiluvut: Kategoria 3 (ei kuulu LOPSiin)

Geometria

Tasokuvioita
Kolmio

Jaetaan tama Kategrioihin 1.-3. seuraavasti:



Kategroia 1 : opiskele nama ulkoa:
e Suorakulmainen, tasasivuinen ja tasakylkinen kolmio (sanojen merkitykset ja maaritelmét),
e kulmien summa a + 5 + vy = 180°,

e pinta-alan ensimmaiset kaksi:

C
pinta-ala A= %ah‘, = Lacsin pl= 2R? sina sin #siny A

a

e Sinilause!

e Kosinilause!

Kategroia 2 : Tieda nama:
e Sisdan ja ulos piirrettyjen ympyroiden séateet,

e Keskijanat, kulmien puolittajat, mediaanit, keskinormaalit.

Kategoria 3 : Pida nama varalla:

e Loput kaavat kolmio-osiosta.

Kaikki nelikulmiot (Nelio, Neljakas, Suunnikas...)

Kaikki pinta-ala-kaavat ovat Kategoriassa 1, paitsi yleinen Nelikulmion pinta-ala A =

%dldg sin ¢ on Kategoriassa 2. Termit ovat myos Kategoriassa 1 ., eli pitaa tietaa mita
eroa on naljakkaalla ja puolisuunnikkaalla jne.

Saannolliset monikulmiot

Taalla kaikki yksittaiset kaavat ovat Kategoriassa 3 , mutta itse luku on Kategoriassa 2 ,
eli pitda olla valmis avamaan tdma sivu MAQOLissa ja tietdd, ettd se on siiné.

Ympyra

Kaikki nama ovat Kategoriassa 1 .

Ellipsi

Kategoria 2 .



Avaruuskappaleita

Kaikki tilavuudet ovat Kategoriassa 1. Poikkeuksena ovat katkaistun kartion,

pyorahdysellipsoidin ja pyorahdysparaboloidin tilavuudet, jotka ovat Kategoriassa 3 .
Pintojen ja vaippojen pinta-alat ovat Kategoriassa 2 .

Loput (kuten kalotti ja pallosektori) ovat Kategoriassa 3 .

Trigonometria

Absoluuttinen kulmayksikko radiaani: Kategoria 1 .
Muistikolmiot: Kategoria 1 .

Trigonometriset funktiot Kategoria 1 .
Arkusfunktiot Kategoria 1 .

Suorakulmaisen kolmion trigonometria Kategoria 1 .

Peruskaavat Kategoria 1 .. Erityisen tirkei: sin®x + cos?z =1
Merkkikaaviot? Opiskele kayttaa yksikkoympyraa, niin ei tarvitse opiskella tata.
Trigonometristen funktioiden valiset yhteydet: Kategoria 2 .

Palautuskaavat. Opi johtamaan nama yksikkoympyrasta, niin ei tarvi muistaa. Jos
et osaa johtaa tai et ehdi oppia sita, opiskele ulkoa.

Kaksinkertaiset kulmat: Kategoria 2 .
Kolminkertaiset kulmat: Kategoria 3 .

Puolikkaat kulmat: Kategoria 2 .
Perusyhtaloita. Opi itse johtamaan yksikkoympyrasta, tai opiskele ulkoa.

Trigonometristen funktioiden potensseja: Kategroia 3 .

Summakaavoja: Ensimmaiset kaksi kaavaa mina laitan Kategoriaan 1 :

sin(x + y) = sin x cos y £ cos x sin y

cos(x + y) = CcosxCosy Fsinxsiny

Loput on kategorioissa 2 .- 3.



Vektorilaskenta

Laskutoimitukset. Kategoria 1 .
Maaritelmia. Kategoria 1 .

Vektorit koordinaatistossa. Kategoriaan 1 : kuuluu kaikki paitsi skalaariprojektio,
vektoriprojektio, ristitulo, suunnikkaan ala, ja kaikki tasta eteenpéin.

Analyyttinen geometria

Jana: pituus ja keskipiste Kategoria 1 ., jakopiste Kategoria 3 .

Suora: Kulmakerroin ja yhdensuuntaisuusehto ovat Kategoriassa 1. Kohtisuoru-

usehto ja Pisteen etaisyys suorasta ovat Kategoriassa 2 . Loput Kategoriassa 3.
Paraabeli: Koko homma on Kategoriassa 1 .

Ympyra: Koko homma on Kategoriassa 1 .

Ellipsi: origokeskisen ellipsin perusmuoto on Kategoriassa 1 , loput Kategoriassa 2 .

Hyperbeli: Perusyhtélo (ensimméinen téssé osiossa) on Kategoriassa 1 , loput Kat-

egoriassa 2 .-3.

Suora avaruudessa: Kategoria 3 .

Taso avaruudessa: Kategoria 3 .

Differentiaalilaskenta

Derivaatan maaritelma: Kategoria 1 .
Derivoimissaantoja: Kategoria 1!! Ehka kaavan 7. voi siirtdd Kategoriaan 2 .

Derivoimiskaavoja. Kaavat 8., 10., 11., 13., ja 15., ovat Kategoriassa 1. Loput

Kategoriassa 2 .

Derivaatan sovelluksia: Kategoria 2 .



Integraalilaskenta
e Maaritelma: Kategoria 1 .

e Maaraamattolman integraaliin liittyvia saantoja: Kategoria 1, paitsi osittaisinte-

grointi on Kategoriassa 3 .

e Integroimiskaavoja: Kaavat 5.-12., ja 16. ovat Kategoriassa 1 ., loput Kategoriassa

2 - 3 (kaavasta 16. eteenpiin Kategoria 3 .)
e Maaratty integraali: Kategoria 1 .

e Maarattyyn integraaliin liittyvia saantoja. Kaavat 23.-26. ovat Kategoriassa 1 .,
loput Kategoriassa 2 .- 3.

e Kayran kaaren pituus: Kategoria 3 .

e Pinta-alaintegraaleja: Kaava 33. on Kategoriassa 1 ., loput Kategoriassa 2 ., paitsi

37 on Kategoriassa 3 .

e Tilavuusintegraaleja. Kategoria 2 .

Numeerisia menetelmia

Tama koko osio on Kategoriassa 3 .

Logiikka ja lukuteoria

Tama koko osio on Kategoriassa 2 .- 3. seuraavasti: Konnektiivit ovat Kategoriassa 2

ja loput Kategoriassa 3 .

Todennakoisyyslaskenta ja tilastotiede

e Tilastollisten jakaumien tunnuslukuja. Keskiarvo on Kategoriassa 1, keskihajonta

Kategoriassa 2 , loput Kategoriassa 3 .
e Kahden diskreetin muuttujan tilastollinen jakauma. Kategoria 3 .

e Diskreetti todennakéisyysjakauma. Odotusarvo ja binomijakauma ovat Kategoriassa 1 ,

keskihajonta Kategoriassa 2, loput Kategoriassa 3 .



e Jatkuva todennékdisyysjakauma: Laavat (1) ja (2) ovat Kategoriassa 1. Ker-

tymafunktiosta todennékoisyyden laskeminen on myo6s Kategoriassa 1 :

todennikéisyys P(X € A) = .[,:d f(x)dx = F(d) — F(c)

Loput kaavat tésséd taulukossa ovat Kategoriassa 2 ja loput osiosta (jatkuvien

jakaumien lausekkeet) Kategoriassa 3 .
e Kombinatoriikka: Kategoria 1. Mielellaan kaikki nama ulkoa, vaikka ovatkin laskimessa.

e Luottamusvalit: Kategoria 3 .

Numeerisia taulukoita

e Trigonometristen funktioiden tarkkoja arvoja. Kannattaa osata kdyttad muistikolmioita
(ks. ylla, osio “Trigonometria”) mutta muuten ndmé arvot ovat Kategoriassa 3 .

e Binomikertoimet (Pascalin kolmio). Kategoria 2 .
e Newtonin binomikaava. Kategoria 2 .

e Lukujen 1-999 alkutekijat. Kategoria 3 .

e Normaalijakauma. Kategoria 2 .

e Normaalijakauman tiheysfunktio. Kategoria 2 .

e Normaalijakauman kertymafunktio. Tuo kuva ja alempi yhtalo on Kategoriassa 1 :

D(a) =P(X < a), P(—a)=1-D(a)

Loput Kategoriassa 2 .
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