MAA13 3. Tunti

Tehtdva 1. K2023/t.12

12. Polynomikonstruktio < 12 p.
Anna esimerkki polynomista (), joka toteuttaa seuraavat ehdot:
Yhtalsllda P(x) = 1 on tasmilleen kaksi erisuurta ratkaisua, ja yhtalélla P(x) = —1 on ainakin nelja erisuurta ratkaisua.

Taysien pisteiden arvoinen ratkaisu sisaltaa laskut, joista voidaan nahda, etta esimerkki toteuttaa vaaditut ehdot. Graafinen

perustelu tai yhtalon ratkaisukaskyn kaytto eivat yksinaan riita taysiin pisteisiin.

Tehtdva 2. S2021/B1/t.6

6. Yhtaloita tasossa 12 p.

1. Tasojoukko A koostuu niistd pisteista (x, y), joiden etéisyys pisteestd (—3, 1) on 4. Mik4 yhtélé kuvaa joukon A
pisteita? Miksi joukon A pisteitd ei voida esittdd muodossa y = f(x) minkaan funktion f avulla? (6 p.)

2. Maarita niiden ympyréiden yhtélot, joiden keskipiste on (1, 2) ja jotka sivuavat ympyréa z? + (y— 2)2 =4.(6p.)

Tehtdva 3. $2021/B2/t.10

10. Osittaisderivaatta 12 p.

Aineisto

10.A Kuva: Funktion kuvaaja

Tarkastellaan kahden muuttujan funktiota

flz,y) = z* + 32z + 4> — 6y + 60.

1. Laske funktion f osittaisderivaatat f; ja f,. (4 p.)

2. Oletetaan tunnetuksi, ettd taman funktion f pienin arvo saadaan siing tason pisteess3, jossa yhtélépari

f=0
fy=0

toteutuu (ks. kuva 10.A). Maaritd funktion f pienin arvo tita tietoa kayttamalla. (8 p.)

Huomautus: Osittaisderivaatalle f, kdytetadn myds merkintdja fi, Dy f, D1 f, d_f ja 01 f; vastaavalla tavalla
x

osittaisderivaatalle f,.

Tehtdva 4. S2022/B1/t.9
9. Neljannen asteen polynomiperhe 12 p.
Tarkastellaan polynomia f(z) = z* + az® + bx + ¢, kuna > 0jaz € R.
1. Osoita, etta derivaatta f’ on aidosti kasvava funktio. (4 p.)

2. Osoita, ettd yhtalolla f(x) = 0 on korkeintaan kaksi erisuurta reaalijuurta. (8 p.)



Tetdva 5. S2023/B2/t.11

11. Valiarvolauseen ehdot 12 p.

Tassad tehtavassa tutkitaan, milloin valilla [—1, 1} médritelty funktio f toteuttaa
vdliarvolause-ehdon:

f(1) — (1)

£ = 1=p

jollakin luvulla a € |—1, 1].

Vastaa perustellen seuraaviin osatehtaviin.

1. Anna esimerkki funktiosta, joka on jatkuva suljetulla valilla [—1, 1],
derivoituva avoimella valilla ]—1, l[ja toteuttaa valiarvolause-ehdon. (4 p.)

2. Anna esimerkki funktiosta, joka on jatkuva suljetulla valilla [—1, 1] mutta joka
ei ole derivoituva avoimella valilla | —1, 1| eika toteuta valiarvolause-ehtoa.
(4p.)

3. Anna esimerkki funktiosta, joka on derivoituva avoimella valilla ]—1> 1[ mutta
joka ei ole jatkuva suljetulla valilla [—1, 1] eika toteuta valiarvolause-ehtoa.

(4p.)

Tehtdva 6. K2023/B2/t.10

10. Positroniemissiotomografia 12 p.

Aineisto

10.A Taulukko: PET-kuvantamisen tulos

Positroniemissiotomografia (PET) on laaketieteellinen kuvantamismenetelma, jonka avulla voidaan mallintaa sisaelinten

toimintaa. PET-kuvan avulla on mahdollista muodostaa aika-aktiivisuuskayra, joka on muotoa f(f) = g(t) + -u,(f"*""“"",
missd u, v, w > 0 ja

0, kun ¢t < 0,
gt) =< ajt+by, kun0<t < w,
ast + by, kunt > w.

1. Taulukko 10.A sisaltaa eraan PET-kuvan mittausarvot ajan funktiona. Mittaus voidaan mallintaa funktion f avulla, kun

U= l, v=3, w=2a = -;— by =0,a0 = —-I‘- ja by = 3. Piirra funktion f kuvaaja ja mittausarvot

koordinaatistoon. (4 p.)
2. Miten parametrit 1, v ja w vaikuttavat funktion kuvaajaan? (4 p.)

3. Mitka ehdot parametrien w, ap, by, a2 ja by tulee toteuttaa, jotta funktio f on jatkuva? (4 p.)



Tehtdva 7. K2021/B2/t. 13

13. Polynomien esitysmuodot 12 p.
Olkoot n > 1 kokonaisluku ja o; € R, cv; # 0, kaikille kokonaisluvuille 0 < i < n.
Tutkitaan polynomeja
P(z) = (z —a1)(z — az) - (z — an) = puz” + pur ™'+ + prz +po
ja

1 1 1
Qz) = (95 - —) (5'3 - —) (w - —) = gz" + g+t az+ .
aq &) Qi
Tassa siis kertoimet p; ja ¢; maaraytyvat yhtaldiden perusteella annettujen lukujen a; avulla.
1. Laske kaikki luvut p; ja g;, kunn = 2,00 = 2jaas = 3.(2p.)
2. Ratkaise kaikki luvut p; ja g; lukujen o ja s avulla tapauksessa n = 2. (4 p.)

3. Esitd luvut g; lukujen p; (0 <4 < n, 0 < j < n) avulla yleisess tapauksessa. (6 p.)

TOINEN TEHTAVASARJA:

1.

Osoita, etté jos n on pariton kokonaisluku ja [n| # 1, niin rationaalilukn

n?—1

n?+3

voidaan supistaa luvulla 4.

Olkoon funktio

f@)=z+1+

r—1

Osoita, ettd funktiolle f on loydettavissa perikkiiset kokonaislukuarvot niin, etti funktion arvo
pysyy samana. Mitkd nima arvot ovat?
Kahden positiivisen luvun harmoninen keskiarvo on lukujen kiiéinteisluknjen keskiarvon kadnteisluku.

a) Puolet matkasta ajetaan nopeudella v, ja puolet nopeudella vy. Osoita, ettd keskinopeus koko
matkalla on nopeuksien v ja v, harmoninen keskiarvo.

b) Kahden positiivisen luvun geometrinen keskiarvo on lukujen tulon neliGjuuri. Osoita, ettd ge-
ometrinen keskiarvo on aina suurempi tai yhta suuri kuin harmaninen keskiarvo.

. Osoita, ettd (a — b}(% — %) >—4, kuna>0jab>0.

. a) Olkoon a ja b positiivisia lukuja. Osoita, etti

(i) a* +b* > J(a+b)*

(i) (2 + 3)a+b) >4

b) Miirité lausekkeen (z + 1)% + (y + i)‘;" pienin arvo, kun x ja y ovat positiivisia lukuja, joille
r+y=1



