Tuntisuunnitelma

Tunnin teema: Integrointi

Oppimistavoitteet:

Tarkoitus kehittaa rutiinia integraalitehtavien ratkaisemiseen ja erilaisten ratkaisutapojen kayttoa.
Uskalletaan tarttua haastavilta ndyttaviin integraalilaskuihin.

Tunnin aloitus:
Lue tehtdavananto huolellisesti.

Opiskelijoita on hyva muistuttaa, etta ratkaisujen pitaa olla hyvin ymmarrettavissa, seka
vaadittavat vadlivaiheet ja selitykset taytyy olla.

Palauttakaa mieleen integrointikaavat.
A-osion tehtavia
Yleisia havaintoja teeman tehtavista:

Integrointikaavojen ja -sdantdjen muisteleminen ja esimerkiksi milloin integraalivakiota tulee
kayttaa. Oikeiden integrointikaavojen kayttd. Lausekkeiden sieventdminen loppuun asti on
tarkeaa.

Oppitunnin sisalto:
Tehtdva 1: K21/3
Tehtdva 2: K22/4

Lisdtehtdva 1: S24/4



Tehtdva 1: K21/3

3. Murtolausekkeen integraali 12 p.

Jokaisesta osatehtavasta voi saada 4 pistetta.
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o Kohta 1: Tehtdvassa taytyy osata laventaa murtolausekkeet samanlaisiksi ja

Laske integraali

mitd pitdad ottaa ratkaisemisessa huomioon

yhdistaa osoittajat.

o Kohta 2: Osamaaran integrointi ja integrointisijoitukset.

o Kohta 3: Muistaa hyédyntaa aiempia kohtia.
minkalaisia ja kuinka tarkkoja perusteluja vaaditaan (ks. HVP)

o Selkedt vdlivaiheet esilld, jotta nahdaan, kuinka lopputulokseen on paasty.
onko erilaisia ratkaisutapoja?

o Kohta 1: ainakin kaksi eri ratkaisutapaa.

o Kohta 2: voi tehda kahdella integroimiskaavalla (integroida osamaaran

integroimiskaavalla tai [ %dx = In|f(x)|+C

o Kohta 3: kaksi eri ratkaisutapaa (hyddynnetadan symmetriaa tai lasketaan)
onko jostain ohjelmistosta hyotya
tavallisimpia virheita ja vaaranpaikkoja
o Kohta 1: virheita laventamisessa tai ratkaistu nimittdjien nollakohdat.
o Kohta 2: ylimaardinen integrointivakio, vaara integraali saatu tai kdytetty vaaraa
kaavaa, kopiointivirhe, itseisarvon sijaan sulut, muistaa n1 = 0
o Kohta 3: vaara integrointikaava, kerroin puuttuu, virhe integroinnissa, vastaus
annettu desimaaleina
miten tehtdvia voisi tunnilla neuvoa
O Kohta 1: miten yhtdlon molemmista puolista saisi samanlaiset (laventaminen)



O Vinkkina maolista laskukaava
O Kohta 3: avata lauseke, hyodyntaa kohtaa 1 ja 2

Tehtdva 2: K22/4

4. Polynomit 12p.

Polynomien f(z) = (z — 2)(z + 2)(z — 1) ja g(z) = —2(z — 2)(z + 2)(x + 1) kuvaajat leikkaavat toisensa kolmessa
pisteessa (2,0), (—2,0) ja (zo, Yo ), missd —2 < zo < 0.

1. Maérita leikkauspiste (zg, yo ). (4 p.)

2. Laske polynomien kuvaajien valiin jaavan alueen pinta-ala valilla [0, 2]. (8 p.)

e mitd pitda ottaa ratkaisemisessa huomioon
o Kohta 1: osaa muodostaa yhtdlon ja ratkaista sen, eli osata yhtdlonratkaisua
o Kohta 2: taytyy hyddyntaa kohtaa 1 ja osata muodostaa oikein maaratty integraali
kokeilemalla
e minkalaisia ja kuinka tarkkoja perusteluja vaaditaan (ks. HVP)
o Vastaus tarkkana arvona ja valivaiheet nakyvilla
e onko erilaisia ratkaisutapoja?
o Kohta 2: useampi tapa muodostaa erotusfunktio g(x)-f(x) tai integroida funktiot
erikseen.
e onko jostain ohjelmistosta hyotya
e tavallisimpia virheitd ja vaaranpaikkoja
o Kohta 1: yhtdlonratkaisussa voi syntya virheita
o Kohta 2: erotusfunktion ratkaisemisessa tai integroidessa voi tulla virheita.
e miten tehtavia voisi tunnilla neuvoa
o Kohta 1: muodostaa yhtalé polynomien lausekkeista ja dla kerro sulkuja auki vaan
jaa molemmat puolet (x-2)(x+2)



Lisdtehtdva 1: S24/4

4. Integraali 12 p.

Funktion f : [0,00) — [0, 00) arvo f(x) on luvun x kokonaislukuosa. Esimerkiksi f(1) = 1,
f(5) = 2ja f(m) = 3. Laske

10

f(x)dz.

0

e mitd pitda ottaa ratkaisemisessa huomioon
o Ymmartaa integraalifunktion yhteys pinta-alaan
o Jakaa funktio/integraali osavaleihin
e minkalaisia ja kuinka tarkkoja perusteluja vaaditaan (ks. HVP)
o Ratkaisussa pitda nakya opiskelijan ymmarrys integraalin kasitteesta seka sen
yhteys pinta-alaan (pelkdstdan tasta jo saanut 2 pistetta)
o Sanallisia perusteluita ja laskemista
e onko erilaisia ratkaisutapoja?
o Ainakin kolme erilaista ratkaisua: piirtamalla ja laskemalla suorakulmiot,
integroimalla, summan avulla
e onko jostain ohjelmistosta hyotya
o Voi koittaa piirtaa kuvaajaa
e tavallisimpia virheitd ja vaaranpaikkoja
o Eiymmarra funktiota
o Eiosaa muodostaa integraalia tehtavanannon mukaisesti tai ei osaa pilkkoa pinta-
alaa suorakulmioihin ja laskea pinta-alaa
e miten tehtdvia voisi tunnilla neuvoa
o Piirrd kuva Geogebralla ja pohdi integraalin yhteytta pinta-alaan



Lisdtehtdva 2: S21/3

3. Integraaleja 12 p.

Jokaisesta osatehtavasta voi saada 4 pistetta.

1. Laske
/(ar;2 + 1) dz.
2. Laske )
/3 cos(2z) dx.
0
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1
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e minkalaisia ja kuinka tarkkoja perusteluja vaaditaan (ks. HVP)

e mitd pitda ottaa ratkaisemisessa huomioon

e onko erilaisia ratkaisutapoja?
e onko jostain ohjelmistosta hyotya
e tavallisimpia virheitd ja vaaranpaikkoja

miten tehtdvia voisi tunnilla neuvoa



