Tuntisuunnitelma

Tunnin teema: Funktioiden keksiminen

Oppimistavoitteet:

e Harjoitella erilaisten funktioiden keksimista.
e Kerrata polynomien, jatkuvuuden, derivoituvuuden ja kdanteisfunktion
kasitteitd/maaritelmia.

Tunnin aloitus:

e Ohjelmistoja kannattaa hyodyntaa funktioiden |6ytamisessa (esim. GeoGebra ja
liukusaatimet), mutta funktioiden ominaisuudet taytyy perustella
laskennallisesti/sanallisesti!

e Kannattaa pohtia seka kirjoittaa itselleen yl6s, mita erilaisia funktiotyyppeja on olemassa!

e Ole tarkka tehtdavanantojen kanssa (mita ohjeita ja ehtoja tehtavanannoista [6ytyy
sanamuotoja myo6ten, esim. “tasmalleen kaksi erisuurta ratkaisua” vs. “ainakin nelja
erisuurta ratkaisua”)!

e Keksityt funktiot ovat (yleensad) hyvin yksinkertaisia.

Yleisia havaintoja teeman tehtavista:

e Tarkeita asioita
o Luetun ymmartaminen (esim. “"derivoituva” vs. ”ei ole derivoituva”) ja kasitteiden
ymmartaminen (polynomi, jatkuvuus, derivaatta, raja-arvo, kdanteisfunktio)
Perustelu kasitteiden kautta
Funktioiden muotojen tunteminen (mita eri funktioita on ja miten ne kadyttaytyvat
(graafisesti); erityisesti polynomifunktiot, itseisarvofunktiot, trigonometriset
funktiot ja eksponenttifunktiot).
e [soin haaste ehka jumiin jadminen.
o Yleensa halutut funktiot ovat yksinkertaisia.
o Kannattaa listata, millaisia funktioita tieta3, ja kokeilla Geogebralla (esim.
liukusaatimet).

Oppitunnin sisalto:

Palautekysely!!!

Tehtiva 1 (K23/12):



12. Polynomikonstruktio 12 p.
Anna esimerkki polynomista P(;‘r:), joka toteuttaa seuraavat ehdot:

Yhtélélla P(z) = 1 on tdsmélleen kaksi erisuurta ratkaisua, ja yhtalslla P(xz) = —1 on ainakin
nelja erisuurta ratkaisua.

Taysien pisteiden arvoinen ratkaisu sisaltda laskut, joista voidaan nahda, etta esimerkki toteuttaa
vaaditut ehdot. Graafinen perustelu tai yhtalon ratkaisukaskyn kaytto eivat yksinaan riita taysiin
pisteisiin.

e mita pitaad ottaa ratkaisemisessa huomioon
o Nyt ei kysyta minkaan funktion nollakohtia, mutta ratkaisu kannattaa kuitenkin
ajatella (polynomin P(x) — 1) nollakohtien kautta.
Etsitddn vahintdan neljannen asteen polynomia!
Pyydetyt yhtalon ratkaisut voi joko ratkaista (tarkat arvot + osoittaminen, etta ei
muita ratkaisujal) tai osoittaa.
e minkalaisia ja kuinka tarkkoja perusteluja vaaditaan (ks. HVP ja LHVP)
o Laskennalliset perusteet taytyy olla (joko lasketaan yhtaldiden ratkaisut (ja
osoitetaan, ettei muita ratkaisuja ole) tai osoitetaan ratkaisujen lukumaara)!
Pisteiden saaminen ei suoraan edellyta laajoja sanallisia perusteluja, mutta
sanalliset selitykset kannattavat ehdottomastil
o Yhtaloiden ratkaisujen oikea osoittaminen tarjoaa 10 pistetta (5+5), kun taas pelkka
graafinen ratkaisu max 2!
e onko erilaisia ratkaisutapoja?
o Yhtalot voi ratkaista (kunhan muistaa sen jalkeen osoittaa, ettei ratkaisuja ole
enempaa) tai osoittaa ratkaisujen lukumaaran.
e onko jostain ohjelmistosta hyotya
o Polynomin etsinta GeoGebralla.
o Kulkukaavion piirtaminen piirto-ohjelmalla.
e tavallisimpia virheitd ja vaaranpaikkoja
o Muodostetaan kaksi eri polynomia (0 pistetta!)
o Osoittaminen pelkdstaan graafisesti (voi saada max 2 pistetta!)
o Menee sekaisin, missa tilanteessa on 2 ratkaisua ja missa vahintaan 4.
e miten tehtavia voisi tunnilla neuvoa
o Funktion ldytaminen (esim. GeoGebralla)
o Millainen funktion pitaa olla?
o Miten tehtdvan ratkaisussa voisi hyddyntda nollakohtia? Minka polynomin
nollakohtia?
o Miten ratkaisussa voi hyodyntaa funktion kulkua/derivaattaa?



Tehtivi 2 (523/11):

11. Véliarvolauseen ehdot 12 p.

Tassa tehtavassa tutkitaan, milloin valilla [—1, 1] maaritelty funktio f toteuttaa
valiarvolause-ehdon:

f(1)—f(=1)

, - jollakin luvulla a € |—1,1].
1—(-1)

f(a) =

Vastaa perustellen seuraaviin osatehtaviin.

1. Anna esimerkki funktiosta, joka on jatkuva suljetulla valilla [—1, 1],
derivoituva avoimella valilla ]—1_, l[ja toteuttaa valiarvolause-ehdon. (4 p.)

2. Anna esimerkki funktiosta, joka on jatkuva suljetulla valilld [—1, 1] mutta joka
ei ole derivoituva avoimella valilla ]—11 1[ eika toteuta valiarvolause-ehtoa.

(4 p.)

3. Anna esimerkki funktiosta, joka on derivoituva avoimella valilla ]—1: 1[ mutta
joka ei ole jatkuva suljetulla valilla [—1, 1] eika toteuta valiarvolause-ehtoa.

(4 p.)

e mitd pitad ottaa ratkaisemisessa huomioon
o Ratkaisuissa pitda todeta, etta keksitty funktio on/ei ole jatkuva tai derivoituva,
mutta naitd ominaisuuksia ei tarvitse perustella.
Viliarvolauseen toteuttaminen/ei toteuttaminen taytyy perustella!l
Esimerkkien antaminen ilman perusteluja antaa max 5 pistetta.
Funktioiden on taytettava jatkuvuuteen ja derivoituvuuteen liittyvat ehdot seka
oltava maaritelty valilla [-1,1], jotta edes voi saada valiarvolauseen tarkasteluun
liittyvia pisteita!
e minkalaisia ja kuinka tarkkoja perusteluja vaaditaan (ks. HVP ja LHVP)
o Ks. edellinen kohta
e onko erilaisia ratkaisutapoja?
o Ehdot tayttavia funktioita on useita erilaisia.
e onko jostain ohjelmistosta hyotya
o Funktioiden kokeilu ja valiarvolauseen yhtdlon muodostaminen (liukusaatimia
hyodyntden) GeoGebralla.
e tavallisimpia virheita ja vaaranpaikkoja
o Unohtaa jonkin ehdon tarkastelut.
o Sekoittaa avoimen ja suljetun valin keskenaan.
e miten tehtavia voisi tunnilla neuvoa



o Kannattaa lahtea pohtimaan yksinkertaisia funktioita ja sita, voisiko edellisen
kohdan funktiota hyddyntaa seuraavissa kohdissa eli mita taytyy muuttaa, kun
ehdot muuttuvat!

Tehtiva 3 (K24/9):

9. Kaantyva, muttei monotoninen 12 p.

Anna esimerkki funktiosta f : A — B, jolla on kadanteisfunktio, mutta joka ei ole
monotoninen. Muista kertoa, mitké ovat funktiosi madrittelyjoukko A ja
arvojoukko B.

e mitd pitad ottaa ratkaisemisessa huomioon
o Oikein maaritelty funktio antaa jo 4 pistetta
= Maarittelyjoukon kertominen (ja etta funktio todella on maaritelty kaikilla
kyseisen joukon arvoilla) -> 1 p.
=  Qikea arvojoukko -> 1 p.
= Ehdot toteuttava esimerkkifunktio -> 2 p.
o Loput 8 pistetta voi saada vain, jos esimerkkifunktio on oikeanlainen
= 4 pistetta kaanteisfunktion olemassaolon osoittamisesta
= 4 pistettd sen osoittamisesta, ettei funktio ole monotoninen.
e minkalaisia ja kuinka tarkkoja perusteluja vaaditaan (ks. HVP)

o Matemaattinen osoittaminen olennaista!

o Laskinta voi hyddyntaa kaanteisfunktion maaraamisessa ja kuvaajaa
monotonisuustarkastelussa (hyvat kuvakaappaukset!), mutta pelkdstaan nailla ei
saa taysia pisteita!

e onko erilaisia ratkaisutapoja?

o Ehdot tayttavia funktioita on useita erilaisia.

o Voi esim. ratkaista kdanteisfunktion lausekkeen tai todistaa, etta funktio saa kaikki
arvonsa tarkalleen kerran.

e onko jostain ohjelmistosta hyotya

o Laskinta voi hyddyntaa kaanteisfunktion maaraamisessa ja kuvaajaa
monotonisuustarkastelussa (hyvat kuvakaappaukset!), mutta pelkadstdaan nailla ei
saa taysia pisteita!

e tavallisimpia virheitd ja vaaranpaikkoja

o Joukkoja A ja B ei ole maaritelty (talloin tehtdvastd mahdollista saada max 8
pistettd)

e miten tehtavia voisi tunnilla neuvoa

o Mita kdanteisfunktio tarkoittaa? Mitd monotonisuus tarkoittaa? (ylipdataan
kasitteiden hallinta)



o Kannattaa hahmotella erilaisia funktioita GeoGebralla.

Lisatehtava 1 (K22/8):
8. Jatkuva mutta ei derivoituva funktio 12 p.

Anna esimerkki jatkuvasta funktiosta f: R — R, joka ei ole derivoituva kohdassa x = 1. Perustele
erotusosamaaran

flx) — (1)

r—1

avulla, miksi funktio ei ole derivoituva kohdassa x = 1. Perustele lisdksi funktion jatkuvuus.

e mitad pitaad ottaa ratkaisemisessa huomioon
o Jatkuvuuden perustelusta on mahdollista saada 4 pistetta ja ei-derivoituvuuden
perustelusta 8 pistettd (nama 8 pistetta voi saada, vaikka esimerkkifunktio olisi
epajatkuva).
Kannattaa ajatella yksinkertaisia funktioita.
Muista tarkastella molemminpuoleiset raja-arvot seka jatkuvuuden ettd derivaatan
kohdalla!
o Huolehdi, etta funktio on maaritelty myods kohdassa x = 1.
e minkalaisia ja kuinka tarkkoja perusteluja vaaditaan (ks. HVP ja LHVP)
o Ks. edellinen kohta.
e onko erilaisia ratkaisutapoja?
o Ehdot tayttavia funktioita on useita erilaisia.
e onko jostain ohjelmistosta hyotya
o Sopivaa funktiota voi etsid GeoGebralla.
o Erotusosamadran voi laskea laskimen kaavalla/komennolla, mutta “Undefined”
laskimesta ei kelpaa perusteluksi sille, etta raja-arvoa (tms.) ei ole olemassa.
e tavallisimpia virheitd ja vaaranpaikkoja
o Unohtaa toispuoleiset raja-arvot.
o Unohtaa raja-arvot ylipaataan.
o Unohtaa jatkuvuustarkastelussa funktion raja-arvon ja arvon vadlisen yhteyden.
e miten tehtavia voisi tunnilla neuvoa
o Mita jatkuvuus tarkoittaa/miten se maaritelldan? Enta derivoituvuus?



