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a)

b)
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Heitetddn kolikkoa ja nelisivuista noppaa. Kolikossa on
silmdluvut 1 ja 3 sekd nopassa silmédluvut 1—4.

Olkoon X:’kolikon ja nopan silmélukujen summa”.
Satunnaismuuttuja voi saada arvot 2, 3, 4, 5, 6 ja 7.

Kolikossa on kaksi tapaa saada silméluku ja nopassa nelja.
Yhteensi erilaisia vaihtoehtojaon 2-4=8.

Muodostetaan satunnaismuuttujan X jakauma.

X P

Summat 2 1

8

4| s 7 3 1

8
3 4 6 4 2 1
Noppa Z__
" 2 3 5 8 4
> 121
1 2 4 8 4

6 1

1 3 -

Kolikko 7 213

8




¢) Muodostetaan jakaumasta pistekuvio.

AP

0,05

‘r}(

Vastaus a)2, 3, 4,5 6 ja7
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Pakasta vedetadn 4 korttia. Olkoon X:’kadessi olevien
kuninkaiden maard”.

Muodostetaan satunnaismuuttujan X jakauma.

X P

48
4) 38916

szj 54145

=0,7187...~ 0,719

48
3) 69184

szj 270725

=0,2555...2 0,256

2) _ 6768 _ 4 02499..~0.0250

52} 270725

[48j

1

__192 =0,0007092...~0,00071
szj 270725

(48]

0 1

= =0,00000369...~ 0,0000037
52) 270725




b) Maééritetddn satunnaismuuttujan X odotusarvo.

-38916+1 69184 ) 6768 3 192

1

E(X)=0
=0,3076...~ 0,31

Vastaus a)

X P

0 0,719
I 0,256
2 0,025
3 0,00071
4 | 0,0000037

b) E(X)=0,31

. +2. +3. +4.
54145 270725 270725 270725 270725
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a) Saatuja rahasummia vastaavien kulmien suuruudet ovat:

0: 90°+60°=150°
5: 60°+45°=105°
10: 60°
20: 45°

Pyordytys maksaa 5 euroa, joten mahdolliset voitot ovat -5, 0,
5 ja 15 euroa.

Maéiritetddn pelaajan voiton odotusarvo yhdelld pyoraytyksella.

150 +0'105 L5 60 15 45
360° 360° 360° 360°

E(X)=-5

:§=0,625z0,63

Yhden pyoraytyksen voiton odotusarvo on noin 0,63 €.
b) Arvioidaan kokonaisvoittoa 50 pyordytyksen jélkeen.

2.50=125_31 5
8 4

Kokonaisvoitto on noin 30 €.

Vastaus a)noin 0,63 € b) voitto noin 30 €
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a) Heitetddn yhti aikaa nelisivuista ja kuusisivuista noppaa. Olkoon
satunnaismuuttuja X: “silméilukujen summa”. Taulukoidaan
kaikki summat.

678|910
516|789
L 4 | 5/6|7]|8
kuusisivuinen

3(4|5]|6]|7

noppa
2(3|4|5]|6
1123 [|41|5
1 2 3 4

nelisivuinen noppa

Mairitetddn kaikkien mahdollisten silméilukujen summien
todenndkoisyydet.

1
P(X =2)=—
( ) 24
2

P(X =3)=—
( ) 24
P(X—4)—i
24

4

P(X =5)=—
( )= %
4

P(X =6)=—
( =0
4

P(X=7)=E



3
P(ng)zg

2
( ) 24

1
P(X =10)=—
( ) 24

b) Madritetdédn silmélukujen summan odotusarvo.

E(X):2-L+3-i+4-i+5-i+6-i+7~i+8~i+9-i+

24 24 24 2 2 24 24 24

=6

Vastaus a) P(X—2)—L P(X—S)—i P(X—4)—i
Y 24’ 24

4 4 4

P(X=5)=—, P(X=6)=—, P(X=7)=—,

( ) 24 ( ) 24 ( ) 24

P(X—S)—i P(X—9)—i P(X—IO)—L

24 24° 24

b) 6

10

1L
24
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Heitetddn kahta tavallista noppaa ja lasketaan silmélukujen summa.

Taulukoidaan mahdolliset summat.

6|7 |89 (101112
5/6|7]8|9 (10|11
4151678910

1. noppa 3/14(5|6|7|8]9
2|34 |5|6|7]|8

11234 |5|6]7

1 2 3 4 5 6

2. noppa

Jos silmédlukujen summa on védhintddn 8, Maisa maksaa Lasselle
kolme euroa. Muissa tapauksissa Lasse maksaa Maisalle kaksi euroa.

Tapauksia on yhteensd 36, joissa 15:ssd summa on véihintddn 8.

Olkoon satunnaismuuttuja X, :”yhdelld kierroksella Maisan saama
voitto”.

E(x)=-32,020__ 1
36 36 12

) ) 1
Maisan voiton odotusarvo on _E €.



Olkoon satunnaismuuttuja X, :”yhdelld kierroksella Lassen saama
voitto”.

E(Xz):3.1_5_2.gzi
36 36 12

. 1
Lassen voiton odotusarvo on E€

Peli ei ole reilu, koska molempien pelaajien voiton odotusarvo ei ole
nolla.

Vastaus peli ei ole reilu
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Olkoon satunnaismuuttuja X:’pelaajan yhdella kierroksella saama
voitto”.

Muodostetaan jakauma.
X P
1
-3-2=-5| —
6
3ogea | L
6
3+3=0 !
6
1
-3+4=1 —
6
1
-3+5=2 —
6
3+6=3 !
6

Lasketaan yhden kierroksen voiton odotusarvo.

E(X):—5-l+(—4)-l+0-l+l-l+2-l+3-l
6 6 6 6

_ 1

2

Arvioidaan kokonaisvoiton suuruutta 20 pelikerran jilkeen.

L 0=210
2



Kokonaisvoiton suuruus 20 pelikerran jélkeen on noin —10 € eli
pelaajaon 10 euroa tappiolla.

Vastaus -10 €
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Pelaaja voi menettdé kaikki panoksensa, jos tulos on luku, joka ei ole
punainen eikd véliltd 1 — 12. Talloin voitto on —7 pelimerkkié.

Pelaaja voi menettdé toisen panoksensa ja voittaa toisella. Tapaukset
ovat punainen luku, joka ei ole vililtd 1 — 12, jolloin pelaajan voitto
on —7+2-5=3.Tailuku on véliltd 1 — 12, joka ei ole punainen,
jolloin pelaajan voitto on —7+3-2=—1.

Pelaaja voi voittaa molemmilla panoksilla, jolloin tulos on punainen
luku vililtd 1 — 12, jolloin pelaajan voitto on —=7+2-3+5-2=9.

Olkoon satunnaismuuttuja X:”’pelaajan voitto yksittéiselld
kierroksella”.

Muodostetaan jakauma.

X P
13

-7 -
37

L
37

12

3 R
37

9o | &
37




Lasketaan pelaajan voiton odotusarvo yhdelld kierroksella.

Exy=—7.3 1.8 ,312,4.0
37 37 37 37

7
37

Arvioidaan pelaajan kokonaisvoittoa, kun samoilla panoksilla
pelataan 60 kierrosta.

60-(———)=—11,35..~ 11
37

Pelaaja on tappiolla noin 11 pelimerkkia.

Vastaus tappio noin 11 pelimerkkié
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a) Tapahtuman “ainakin yksi hyokkidja tekee maalin”
vastatapahtuma on “kukaan hyokkaéjistd ei tee maalia”.

P(ainakin yksi tekee maalin)

=1- P(kukaan ei tee maalia)
=1-(1-0,65)-(1-0,75)-(1-0,54)
=0,959...~ 0,96

b) Maaleja voitulla 0, 1, 2 tai 3. Olkoon satunnaismuuttuja
X:’maalien mééra yhdella yritykselld”.

Muodostetaan jakauma.

X P

0,35-0,25-0,46 =0,04025

0,35-0,25-0,54+0,35-0,75-0,46+0,65-0,25-0,46 = 0,24275

0,35-0,75-0,54+0,65-0,25-0,54+0,65-0,75-0,46 = 0,45375

W N —| O

0,65-0,75-0,54=0,26325

E(X)=0+1-0,24275+2-0,45375+3-026325
=1,94

Vastaus a) 0,96 b) 1,94
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Laatikossa on neljé palloa, jotka on numeroitu numeroilla 1, 2, 3 ja
4. Laatikosta nostetaan kaksi palloa. Olkoon satunnaismuuttuja
X:’suurempi nostettuihin palloithin merkityistd luvuista”.

Taulukoidaan mahdolliset tapaukset.

404 |4|4|x

1. pallo 3133 x 4

212 | x|3|4

1| x|2 3|4

1 2 3 4

2.pallo
Muodostetaan jakauma.

X P
, | 2.1
12 6
4 1
3 | ===
12 3
1
4| &1
12 2

Lasketaan odotusarvo.

E(X):21+3l+4l:£
6 3 2 3



Vastaus

x| p
2 | %
dkE
4|5

E(X)= ?
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Arvan hinta on 2 euroa. Arpajaisissa voi joko menettdd arvan
hinnan tai voittaa jonkin kolmesta rahasummasta. Olkoon
satunnaismuuttuja X:”henkilon voitto ostettaessa yksi arpa”.

Muodostetaan jakauma.
X P
998 | 0,00025

498 | 0,00025-4=0,001
98 0,001-5=0,005
-2 | 1-(0,00025+0,001+0,005) =0,99375

Lasketaan odotusarvo.

E(X)=998-0,00025+498-0,001+98-0,005+(-2)-0,99375
=-0,75

Voiton odotusarvo on —0,75€.

Lasketaan keskihajonta.

D(X) =4/0,00025(998 — (=0, 75))° +0,001(498 — (<0,75))* +0,005(98 — (=0, 75))* +0.99375(~2(0,75))’
=23,41...~23

Keskihajonta on noin 23 €.

Vastaus odotusarvo —0,75€ ja keskihajonta n. 23 €
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Rasiassa on kuusi palloa, joista kolmessa on numero 1 ja kolmessa
numero 2. Rasiasta nostetaan kolme palloa.

Olkoon satunnaismuuttuja X:’nostettujen pallojen lukujen summa”.

Summa voi olla 3, 4, 5 tai 6.

Muodostetaan jakauma.
X P
3 321 1 1,1 ja
65 4 20
4 ;3239 1,1,2 tai 1,2, 1 tai 2, 1,1
6-5-4 20
515323 9 2,2,1 tai 2,1,2 tai 1,2,2
6-5-4 20
6 321 1 2,2,ja2
65 4 20
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Heitetddn kahta tavallista noppaa. Olkoon satunnaismuuttuja
X:’silmélukujen summan nelié”.

Taulukoidaan arvot.

49|64 |81|100|121|144
36 49|64 | 81 |100|121
25|36 |49 | 64 | 81 | 100
16 125(36| 49 | 64 | 81

1. noppa

= N W bk 01O

9 |16| 25 | 36 | 49




Muodostetaan jakauma.

X | P
4 | L
36
2
9 -
36
16 | =
36
25 | X
36
36 | =
36
40 | &
36
64 |
36
g1 | 4
36
100 | =
36
21| 2
36
144 | L
36

Lasketaan odotusarvo.

E(X)=4-i+9-3+...+121-3+144.i
36 36 36 36

:% =54,833...~ 54,8



Vastaus % ~ 54,8
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Henkild A kuolee seuraavan vuoden aikana todennikdisyydelld
0,0015.

a) Olkoon satunnaismuuttuja X:”edunsaajan voitto”.

Muodostetaan jakauma.
X P
-200 0,9985
99 800 0,0015

Lasketaan odotusarvo.
E(X)=-200-0,9985+99800-0,0015=-49,46 ~ —50

Edunsaajalle henkivakuutuksen odotusarvo on noin —50 €.

2

b) Olkoon satunnaismuuttuja X:”vakuutusyhtion voitto

Muodostetaan jakauma.
X P
200 0,9985
-99800 | 0,0015

Lasketaan odotusarvo.
E(X)=200-0,9985-99800-0,0015=49,46 ~ 50

Vakuutusyhtidlle henkivakuutuksen odotusarvo on noin 50 €.



Vastaus a) —50 € b) 50 €
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Noppaa heitetddn, kunnes saadaan parillinen luku tai kolme paritonta
lukua. Heittoja pitdd tehdé korkeintaan kolme. Kolmannessa heitossa
on kaksi tapausta: pariton-pariton-pariton tai pariton-pariton-
parillinen.

Olkoon satunnaismuuttuja X:"heittojen lukuméaara”.

Muodostetaan jakauma.

X P

1 3.1 parillinen
6 2

2 33 1 parillinen, pariton
66 4

3 333 333 1 |parillinen, parillinen, parillinen tai
ggg-'_ggg ~ 4 | parillinen, parillinen, pariton

Lasketaan heittojen lukumééiran odotusarvo.

Exy=1+42. 0317 75
2 7 4 4

1
4

Vastaus 1,75
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a) Heitetddn umpiméhkaisesti kaksi tikkaa tauluun. Tulon
mahdolliset arvot ovat 1, 5, 10, 25, 50 tai 100.

Keskimmaéisen ympyrén sidde on 5,0 cm ja muiden renkaiden
paksuus on 10,0 cm.

Koko ympyrin pinta-ala on 7-25° = 6257,

10 pisteen ympyrin pinta-ala on m-5° =25m.
5 pisteen renkaan pinta-ala on m-15> —251 =200%
1 pisteen renkaan pinta-ala on 6251 —m-15> = 4007

2

Olkoon satunnaismuuttuja X:"tikkojen pistemédrien tulo”.

Muodostetaan jakauma.
X P
1 4007w -400 256
625m-625n 625
5 5. 4007-200m 256
625m-625n 625
10 5. 4007 - 257 _ 32
625m-625n 625
)5 2007-200 64
625m-625t 625
50 5. 2007 - 257w _ 16
625m-625n 625
100 25m-257 _ 1
625m-625t 625




b) Lasketaan tulon odotusarvo.

625 625 625 625 625 625
=6,969...~7,0

Vastaus b) 7,0
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Asiakkaalla on yhteensd 10 kolikkoa: 3 kappaletta 0,50 €, 5
kappaletta 1 € ja 2 kappaletta 2 € kolikoita. Maksun hetkelld
asiakas kauhaisee taskusta kolme kolikkoa.

a) Olkoon X:’kauhaistujen kolikoiden yhteisarvo”. Muodostetaan
jakauma.

X P

1,50 =

2,50 | ——Fx——=




o | WD)

[130} 4
. |WEL
)
o |G

(130} 40
, WOE)
[130} 24

3,50 euron ostoksen. Néin kidy summilla 3,50, 4, 4,50 ja 5
euroa.

O\

P(kolikot riittdvat maksamaan 3,50 € ostoksen)

1+1+1+1—29—04833.~0,48
4 6 40 24 60



c) Mairitetddn odotusarvo.

E(X):1,5-L+2-l+2,5-l+3-£+3,5-l+4-l+4,5-L+5-L
120 8 4 15 4 6 40 24

=3,15

Odotusarvo on 3,15 €.

Vastaus b) 0,48 ¢)3,15€
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Merkitddn kuvion haaroihin valinnan todennikdisyydet.

20 40 20 40 30 5

w |

a) Pistemddrdn 40 voi saavuttaa kahta reittid.

_l_

1
3018

W | —
| —
W | —

P(40 pistettd) =



b) Olkoon satunnaismuuttuja X:’pelaajan saavuttama pistemaara”.

Muodostetaan jakauma.

X P

s | L1_1
33 9

o |1 1T
3 32 2

30 111
33 9

40 Rl
18

Madritetdan odotusarvo.

E(X)=5-+120-2430. 14 40.2 225
9 2 9

1

Vastaus a) % b) 25

1

5
18
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Heitetddn kahta noppaa. Merkitddn taulukkoon noppien silmélukujen
erotuksen itseisarvot.

6|54 (3|2|1]0
5/4(3]2|1|0]|1
413121012

1. noppa 3121101213
21012 |3]|4

11012 |3|4]|5

1 2 3 4 5 6

2. noppa

Olkoon satunnaismuuttuja X:’silmélukujen erotuksen itseisarvo”

a) Muodostetaan jakauma.

X P
, |61
36 6
|3
36 18
, | 8.2
36 9
6 1
3 | —=—
36 6
s | A1
36 9
2 1
5 | ==—
36 18




b) Madritetdén odotusarvo.

E(X):O-l+1-i+2-2+3-l+4-l+5-L
6 18 9 6 9 18
=3—5=1,944...z1,9
18

Vastaus b) 1,9
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Muodostetaan edellisen tehtdvan satunnaismuuttujan
X:’silmélukujen erotuksen itseisarvo” pistetodennédkoisyysfunktio.

l B
Yy Ckun a=0
5 _
T , kun a =1
2
9 , kun a=2

p(u}:P(X:a):<% Lkun a=3
1 _
1 ykun a=4
1 _
18 ,kun a =5
L0 muulloin

Piirretddn pistetodennékoisyysfunktion kuvaaja.

Ap

—
I .
)
Lr
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Arvotaan satunnainen reaaliluku x véliltd [0, 9] ja lasketaan Jx.

Olkoon satunnaismuuttuja X:’luvun Jx desimaaliesityksessé
pilkkua edeltdva kokonaisosa”.

Jos luku on vililtd [0, I[, on X:n arvo O.
Jos luku on vililtd [1, 4], on X:n arvo 1.
Jos luku on vililtd [4, 9[, on X:n arvo 2.

Muodostetaan jakauma.
X P
1-0 1
0 —=—
9 9
o Atld
9 3
2 9-4 = S
9 9

Madritetdan odotusarvo.

E(X):Ol+ll+2§:£:1,444z1,4
9 3 9 9

Maédritetdén keskihajonta.

= 5{0-5) 515 53

~ 0,68

Vastaus E(X):%zlA ja D(X)~1,68
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Asiakas valitsee 50 narusta. Yhden pédédssd on 20 € arvoinen
palkinto, viiden pdédssd 5 € arvoinen palkinto ja 44 pididssd 1€
arvoinen palkinto.

Olkoon x narunvedon hinta ja satunnaismuuttuja X:’asiakkaan
saama voitto”.

Muodostetaan jakauma.

X P
44
I-x | —
50

5
S5—-x | —
50

1
20-x | —
50

Tivoli haluaa narunvedosta voittoa 3 €, joten yksittdisen vedon
odotusarvon asiakkaalle on oltava E(X)=-3.

44 5 1

3=(1-x)—+B-x)—+(20—-x)-—

( x)50 ( X)SO( X)SO
x=4,78

Yksittdisen vedon hinta pitéd olla 5 €.

Vastaus 5€
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Olkoon x pelaajan tdmin hetkinen pistemééra ja satunnaismuuttuja
X: ”pelaajan pistemédrd seuraavan noston jilkeen”.

Muodostetaan jakauma.
X P
32 8
X —=—
52 13
12 3
x+5 | —=—=—
52 13
x+10 4 = L
52 13
4 1
0 —=—
52 13

Pelaajan kannattaa nostaa vield kortti, kun seuraavan noston
odotusarvo on suurempi kuin pelaajan nykyinen pistemaara eli
E(X)>x.

x~§+(x+5)-i+(x+10)-L+O-L>x
13 13 12 13
x<25

Pelaajan kannattaa nostaa uusi kortti, kun hinen pisteméaransi on
alle 25.

Vastaus alle 25
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a) Olkoon satunnaismuuttuja X:”Annin saama voitto yhdelld
heitolla”. Muodostetaan jakauma.

X | P
1

_x J—
6

5

2 -
s

Jotta peli olisi Annille suotuisa, on odotusarvon oltava
positiivinen eli E(X)>0.

—x-l+x2 -§>0
6 6
x<0 tai x>0,20

Maksettava summa ei voi olla alle nollan, joten peli on suotuisa
Annille, kun panos on suurempi kuin 0,20 €.

b) Peli on suotuisa Helenalle silloin, kun Annin voiton odotusarvo
on negatiivinen eli £(X)<0.

—x-l+x2 -§<O
6 6
0<x<0,20

Peli on suotuisa Helenalle, kun panos on vililla
0€<x<0,20€

Vastaus a)x>0,20 euroa b) 0 <x<0,20 euroa
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Arvotaan kokonaisluku » vililtd [1, 500]. Olkoon
satunnaismuuttuja X:”luvun lg n desimaaliesityksen kokonaisosa”.

Jos luku on joukosta {1, ..., 9}, kokonaisosa on O.
Jos luku on joukosta {10, ..., 99}, kokonaisosa on 1.
Jos luku on joukosta {99, ..., 500}, kokonaisosa on 2.

Muodostetaan jakauma.
X P
o | 2

500
D

500
, |

500

Mairitetddn odotusarvo.

9 1 90 +2.401:223

E(X)=0—+1-
500 500 500 125

=1,784~1,8
Maédritetdén keskihajonta.

2 2 2
XY= |2 (0_223j .90 (1_223j +401(2_2z3j
5000 125) 5000 125) 500\ 125

=0,4531...~ 0,45

Vastaus E(X)=%zl,8 ja D(X)=0,45
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Heitetddn nelisivuista noppaa ja kahta kolikkoa. Olkoon
satunnaismuuttujat X:”nopan silmdluku” ja Y:”saatujen klaavojen
lukumaird ja Z=X+Y.

a) Muodostetaan jakaumat.

X P
1L
4
» |1
4
1
3 _
4
4 |1
4
Y P
11 1
0 | ——==
22 4
11 11 1
1 e
22 22 2
, [11_1
22 4
Z P
LIt 1+0
4 4 16
5 (L1,11_3 .
4244 16 1+1 tai 2+0




g (LI 11 DT 10 405041 tai 340
4442 44 3

4 | LI LU T 1 i 341 tai 440
4442432 3

s L1 11 _3 342 tai 4+1
44 42 16

6 | L1_1 4+2
4 4 16

b) Madiritetddn odotusarvot.

E(X):1-1+2-l+3-l+4-l:2,5
4 4 4 4

E(Y)=0~l+1~l+2-l=1
4 2 4

1 3

EZ)=1"—+2-—+3 1 3 !
16 16

-l+4- +5-—+6-—=3,5
4 4 16 16

¢) E(Z)=E(X)+E(®)

Vastaus b) E(X)=2,5 E(Y)=1 E(Z)=3,5
¢) E(Z)=E(X)+E(Y)
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Muodostetaan jakaumat.

X |P

X J2

X | P2

Y |P

Y| 4

Yy | 9>

Vi | 93

Y4 P

xty | P4,

xty, | g,

X1y, | Pgs

X, | P

X7V, | P29,

X715 | Pags

Mairitetddn odotusarvot.

E(X)=x,p, +x,p, +X;p;
E(Y)=yq,+ 1,4, + ¥:4;
E(X)+E(Y) =XDtX,P, X p3 NG T ) T Vs,



E(Z)= (X, +y) P4, +(x1 +yz)plqz +(x, +y3)pg; +(x, + ) paq,
+(x, + ,) prq, +(x, +y3)p2%

=xXpq, T yipq,+xXpg, V.9, X Piq; t Vs Pig; X, P4,
VD24, X, P9, Vo9 X Prqs Vs Da g

=x,p,(q, +9,+q;)+x,p,(q, +q, +q5) + v,q, (p, + p,)
%/—/ %f—/

=1 =1

+ 1,4, (P, + py)+ 339, (py+ p,)

=1

=1

-1
=Xp T X,P, Vg, T .9, T Vs,

=E(X)

= E(X)+E(Y)

~E(Y)

Saatiin, ettd E(Z)=E(X)+E(Y)
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Toistojen lukuméérd n = 4. Todenndkoisyys saada silméluku 5 tai

TS 2 1
6 yksittdisessd toistossaon p=—=

6 3
Satunnaismuuttuja X ~ Bin(4, %).

Mairitetdén satunnaismuuttujan jakauma.

X todennikoisyyden laskeminen P

0 P(X=0)=[3J~(§) @ =0,1975... | 0,198

1 P(X:1):@-Gj @j =0,3950... | 0,395

4Y (1Y (2Y

2 | P(x=2)=| ||=] =] =0,2962... |0,296
2)(3) 3
4 (1Y (2)

3 | Px=3)=|_ ||=|-]=]|=0,09876... |0,0988
3)(3) (3
4Y (1Y 2y

4 | Pp(x=4=| |{=] =] =0,01234... | 0,0123
4) 3) (3




Tekija e Pitkd matematiikka 10 o 2.3.2018

256

Poikien lukuméédrd X noudattaa jakaumaa Bin(60; 0,513) ja
tyttdjen lukumédrd Y jakaumaa Bin(60; 0,487).

Maiiritetddn odotusarvot.

E(X)=n-p=60-0,513=30,78 =31
E(Y)=60-0,487=29,22~22

Jotta kunnassa syntyisi yhtd monta poikaa ja tyttod, molempia on
synnyttdva tismélleen 30. Jos poikia syntyy 30, niin tytt6jékin

syntyy 30.

Lasketaan todennédkdisyys, ettd poikia syntyy tdsmailleen 30.
60 30 30
P(X =30)= 30 -0,5137-0,487°" =0,1005.... ~ 0,10

(Huomaa, ettd voit laskea yhtd hyvin todennikoisyyden, ettd tyttdja
syntyy tdsmélleen 30.=

Vastaus  Poikien lukumiird noudattaa jakaumaa Bin(60; 0,513)
ja tyttdjen jakaumaa Y ~ Bin(60; 0,487).
Poikien odotusarvo on noin 31 ja tyttdjen 29.
Todennékoisyys on 0,10.
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Kyseessd on toistokoe, jossa on 10 toistoa. Oikean vastauksen
todennikoisyys yksittdisessd toistossa on 5= 0,5.

Satunnaismuuttuja X ~ Bin(10; 0,5).
a) Lasketaan todennikoisyys X =15.

P(X =5)=0,246...~0,25  Lasketaan laskimella.

b) Koe hyviksytdédn, kun oikeita vastauksia on vdhintdén 7.

Lasketaan todennékdisyys, ettd kokeessa saa vihintdén 7
oikein.

P(X>7)=P(71<X <10)=0,1718..~ 0,17

c) Lasketaan odotusarvo.

E(X)=10-0,5=5

Vastaus a) 0,25 b) 0,17 c)5
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Tilanne voidaan ajatella toistokokeeksi, jossa on 572 toistoa.
Punavihersokeuden todenndkdisyys yksittdisessd toistossa on 0,08.

Satunnaismuuttuja X ~ Bin(572; 0,08).

a) Lasketaan todenndkdisyys, ettd korkeintaan 50 miesopiskelijaa
on punavihersokeita.

P(X <50)=P(0< X <50)=0,7705...~ 0,77

b) Lasketaan todenndkdisyys, ettd ainakin 50 miesopiskelijaa on
punavihersokeita.

P(X 250)= P(50 < X <572)=0,2773...~ 0,28

Vastaus a) 0,77 b) 0,28
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Tilanne voidaan ajatella toistokokeeksi, jossa on 34 toistoa.
Valkoruskean koiran todenndkdisyys yksittdisessd toistossa on 0,65.

Satunnaismuuttuja X ~ Bin(34; 0,65).

a) Lasketaan todenndkdisyys, ettd ainakin puolet koirista on
valkoruskeita.

P(X 217)= P(17 < X <34)=0,9759... ~ 0,98

b) Lasketaan odotusarvo.

E(X)=34-0,65=22,1~22

Vastaus a) 0,98 b) 22
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a) Maidritetddn jakauma X ~ Bin(15;0,4)
taulukkolaskentaohjelmalla ja piirretddn jakaumasta pylviskaavio.

X P

0 |0,00047 = binomijakauma(Al; 15; 0,4; 0)

1 0,0047

2 10,0219

3 10,0633

4 10,1268

5 10,1859

6 |0,2066

7 10,1771 todennakaisyys

8 1 0.1180 0,25000

9 10,0612 0,20000

10 | 0,0245 0,15000 - —

11 0,0074 0,10000+—1 — — — —

12 ]0,0016 0,05000 @t LR

13 | 0,0003

14 10,00002 000000 =34 5 6 7 8 9101112131415
15 10,000001 satunnaismuuttuja X




b) Méiritetddn jakauma Y ~ Bin(15;0,6)
taulukkolaskentaohjelmalla ja piirretddan jakaumasta pylviskaavio.

Y P
0 | 0,000001 = binomijakauma(Al; 15; 0,6; 0)
1 |0,00002
2 10,0003
3 10,0016
4 10,0074
5 10,0245
g 8’(1)?5 todennakoisyys
2 0,25000
8 10,1771
9 10,2066 0,20000
10 | 0,1860 0,15000
11 |0,1267 0,10000
12 | 0,063 0,05000
13 |0,0219 |
14 | 0,0047 0,00000 01234567 89101112131415
15 | 0,0005 satunnaismuuttuja Y
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Kyseessd on toistokoe, jossa on 13 toistoa. Oikean vastauksen

todennikoisyys yksittdisessd toistossa on 3

Satunnaismuuttuja X ~ Bin(13, %).

a) Mairitetddn jakauma taulukkolaskentaohjelmalla.

X P

0 0,00514 =binomijakauma(Al; 13; 1/3; 0)
1 0,03340

2 0,10020

3 0,18369

4 0,22961

5 0,20665

6 0,13777

7 0,06888

8 0,02583

9 0,00718

10 0,00144

11 0,00020

12 0,00002

13 [ 6,3-107=0,00000




b) Havainnollistetaan jakaumaa pylvéskuviolla.

todennakdisyys
0,25000

0,20000
0,15000+
0,10000
0,05000-
0,00000-

01234567 38910111213
satunnaismuuttuja X

¢) Lasketaan odotusarvo.

E(X)=n-p
_13.1
3
13
3
=4,333..~4,3

Vastaus c¢)4.3
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Tilanne voidaan ajatella toistokokeeksi, jossa on 4 toistoa.

Olkoon onnistumistodennékoisyys yksittdisessa toistossa p. Olkoon
X: ”koriin saatujen heittojen lukuméard 4 heitolla”.

Talloin X ~ Bin(4, p).

Todennékoisyys, ettd 4 toistosta 2 onnistuu on
4 2 2 2 2
PX=2)=|,|-p-(=p) =6p=-(1-p)

Tiedetdén, ettd todennékdisyys on 0,25. Muodostetaan yhtilo ja
ratkaistaan p.

6p°-(1-p)* =0,25 Ratkaistaan laskimella.
p=-0,173...~-0,17 tai p=0,285...~0,29

tai p=0,714~0,71 tai p=1,173..~1,17

Koska todenndkoisyys p toteuttaa ehdon 0<p <1,
niin p=0,29 tai p=0,71.

Ari saa yksittéiselld heitolla korin todennédkdisyydelld 0,29 tai 0,71.

Vastaus 0,29 tai 0,71
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Tapahtuman voidaan ajatella olevan toistokoe, jossa on 12 toistoa.

Olkoon onnistumistodennédkoisyys yksittdisessd toistossa p ja
X: ”Petran voittojen lukumédrd 12 pelissd.”

Talloin X ~ Bin(12, p).

a) Todennikdisyys, ettd 12 toistosta 6 onnistuu on
12 6 6 6 6
PX=6)=\  |-p-(=p) =924p"-(-p)

Tiedetddn, ettd todenndkoisyys on 0,15. Muodostetaan yhtélo ja
ratkaistaan p.

924p°-(1-p)° =0,15 Ratkaistaan laskimella.
p~-0,20 tai p=0,37 tai p=0,63 tai p=1,20

Koska todennékdisyys p toteuttaa aina ehdon 0 <p <1, niin
p~0,37 tai p=0,63.

Petra voittaa yksittdisen pelin todennédkoisyydelld 0,37 tai 0,63.



b) Mikidli p=0,3717...,niin 12 pelissé voittojen odotusarvo on
E(X)=12-0,3717...=4,461...24,5.

Talloin 6 voittoa on Petralle hyva tulos.

Mikidli p=0,6282...,niin 12 pelissi voittojen odotusarvo on
E(X)=12-0,6282...=7,538...~7,5.

Talloin 6 voittoa on Petralle huono tulos.

Vastaus a) 0,37 tai 0,63
b) Jos p=0,37,niin E(X)=4,5 jatulos on hyva.
Jos p=0,63,niin E(X)~=7,5 jatulos on huono.
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Tarkastellaan satunnaismuuttujaa X ~ Bin(12; 0,2).
a) Lasketaan satunnaismuuttujan odotusarvo.
E(X)=12-0,2=2,4

b) Madritetdén satunnaismuuttujan X jakauma
taulukkolaskentaohjelmalla.

P
0,069 =binomijakauma(Al; 12; 0,2; 0)
0,206
0,283
0,236
0,133
0,053
0,016
0,003
0,0005
0,00006
0,000004
0,0000002
0,000000004

DSl |un|s|win—|o|M

Todennékoisin arvo yhdessi toistossa on 2.

Vastaus a)2,4 b)2
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Tapahtuma voidaan ajatella toistokokeeksi, jossa on 5 toistoa.
Oikean vastauksen todennikoisyys yksittdisessd toistossa on

%= 0,25 . Satunnaismuuttuja X ~ Bin(5; 0,25).

Maéiritetddn satunnaismuuttujan jakauma.

X | todennikoisyyden laskeminen P
5

0 P(X:O):(OJ-O,ZSO -0,75> =0,2373... 0,237
5 1 4

1 P(X=1)= { -0,25-0,75" =0,3955... 0,396
5 2 3

2 P(X=2)= 5 -0,257-0,75" =0,2636... 0,264
5 3 2

3 P(X =3)= 3 -0,257-0,75" =0,08789... 0,0879
5 4 1

4 P(X=4)= 4 -0,257-0,75 =0,01464... 0,0146
5

5 | P(X=5)= 5] -0,25°-0,75° =0,0009765... | 0,000977
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Tapahtuma voidaan ajatella toistokokeeksi, jossa on 50 toistoa.
Oikean vastauksen todenndkoisyys yksittdisessi toistossa

on %= 0,5. Satunnaismuuttuja X ~ Bin(50; 0,5).
a) Lasketaan todennikoisyys X = 25.

P(X =25)=0,1122...~ 0,11

b) Lasketaan todenndkdisyys, ettd kokeessa saadaan védhintdin 42
oikein.

P(X >42)=P(42< X <50)=5,817...-107 = 5,8-107

c¢) Lasketaan odotusarvo.

E(X)=50-0,5=25

Vastaus a) 0,11 b) 5,8:107 ¢)25
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Tapahtuma voidaan ajatella toistokokeeksi, jossa on 24 toistoa.

a) Veriryhmin O todenndkdisyys yksittdisessd toistossa on 0,33.
Satunnaismuuttuja X ~ Bin(24; 0,33).

Lasketaan todennékdisyys, ettd joukossa on enintddn yhdeksin
thmisté, joiden veriryhma on O.

P(X<9)=P(0< X <9)=0,7574...~ 0,76
b) Veriryhmén B todenndkdisyys yksittdisessa toistossa on 0,17 .
Satunnaismuuttuja Y ~ Bin(24; 0,17).

Lasketaan todennékoisyys, ettd joukossa on 3—-9 ihmisté, joiden
veriryhma on B.

P(3<Y<9)=0,7962...~0,80

Vastaus a) 0,76 b) 0,80
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Tapahtuma voidaan ajatella toistokokeeksi, jossa on 40 toistoa.
Oikeakatisyyden todenndkoisyys yksittdisessd toistossa on 0,9.

Satunnaismuuttuja X ~ Bin(40; 0,9).

a) Lasketaan todenndkoisyys, ettd ainakin 90 % partiolaisista eli
ainakin 0,90-40 =36 partiolaista on oikeakdétisié.

P(X >236)=P(36< X £40)=0,6290...~ 0,63
b) Lasketaan todenndkdisyys, ettd ainakin 80 % partiolaisista eli
ainakin 0,80-40 =32 on oikeakétisia.

P(X >32)=P(32 < X <40)=0,9845...~ 0,98

Vastaus a) 0,63 b) 0,98
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Maédritetddn jakauma taulukkolaskentaohjelmalla ja piirretddn
pylviskuvaaja.

a)

X ~ Bin(30; 0,25)

Laskukomento: =binomijakauma(Al; 30; 0,25; 0)

X P X P

0 |0,0002 16 | 0,0006

1 10,0018 17 |0,0002

2 10,0086 18 | 0,00004

3 10,0269 19 | 0,000008

4 10,0604 20 | 0,000002

5 10,1047 21 | 0,0000002

6 |0,1455 22 | 0,0000000
3

7 10,1662 23 | 0,0000000
04

8 10,1593 24 | 3.1071°

9 10,1298 25 | 3.107

10 | 0,0909 26 | 2.107"

11 10,0550 27 19,5.10"

12 10,0290 28 | 0

13 10,0134 29 |0

14 | 0,0054 30 |0

15 | 0,0020




todennakdisyys
0,18
0,16
0,14
0,12

0,1
0,08+
0,06
0,04
0,02+

0_ -
012345678 9101112131415161718192021222324252627282930
satunnaismuuttuja X



Y P
0 8,7-107"
1 7,8-107"
2 3,4-107"
3 9,5-107™"
4 2-107"

5 3.10™"

6 3,8-107"°
7 1 0,000000004
8 10,00000003
9 10,0000002
10 | 0,000002
11 | 0,000008
12 |0,00004
13 |0,0002

14 10,0006

15 10,0019

16 | 0,0054

17 10,0134

18 10,0291

19 10,0550

20 | 0,0909

21 |0,1298

22 10,1593

23 10,1662

24 10,1455

25 10,1047

26 | 0,0604

27 10,0269

28 10,0086

29 10,0018

30 | 0,0002

Y ~ Bin(30; 0,75)

Laskukomento:
=binomijakauma(Al; 30; 0,75; 0)

todennakaisyys

0,18
0,16
0,14
0,12

0,1
0,08
0,06
0,04
0,02

012345678 9101112131415161718192021222324252627282930
satunnaismuuttuja Y



(@)
—'

N

P

9,3-107"°

0,00000003

0,0000004

0,000004

0,00003

0,0001

0,0006

0,0019

R [Q[ AN N | R (WIN|—| O

0,0054

Nel

0,0133

—_—
==

0,0280

[u—
[u—

0,0509

—_
\S)

0,0805

—_
W

0,1115

._‘
~

0,1354

—_
9]

0,1445

—
o)}

0,1354

—
-3

0,1115

—_
oo

0,0806

—_
Nel

0,0509

S}
e}

0,0280

\S)
—_

0,0133

N
\S)

0,0054

N
W

0,0019

)
=~

0,0006

N
9]

0,0001

[\
[o)}

0,00003

\S)
3

0,000004

[\
o]

0,0000004

N
O

0,00000003

(O8]
(e

9,3-107"

Z ~Bin(30; 0,5)

Laskukomento:
=binomijakauma(Al; 30; 0, 5; 0)

todenn&kdisyys

0,16
0,14
0,12

0,1
0,08
0,06
0,04

0,02 1

0-
01234567 89101112131415161718192021222324252627282930

satunnaismuuttuja Z
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Tapahtuma voidaan ajatella toistokokeeksi, jossa on 12 toistoa.
Olkoon kuutosen todennékdisyys yksittdisessé toistossa p.
Télloin X ~ Bin(12, p).

Todennédkoisyys, ettd 12 toistossa saadaan kaksi kuutosta on

12
P(X=2)=(2]-p2 {(1-p)"* =66p*-(1-p)"*

Tiedetddn, ettd todennédkoisyys on 0,283. Muodostetaan yhtalo.

66p>-(1-p)"° =0,283 Ratkaistaan laskimella.

p=-0,0510... tai p=0,1360... tai p=0,2006..
tai p=1,5322...

Koska todennédkoisyys p toteuttaa aina ehdon 0 <p <1, niin
p=0,136 tai p=0,201.

Silmdluvun 6 todenndkoisyys yksittdisessa toistossa on noin 0,136
tai 0,201.

Vastaus 0,136 tai 0,201
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Tapahtuma voidaan ajatella toistokokeeksi, jossa on 3 toistoa.
Olkoon onnistumistodenndkdisyys yksittdisessé toistossa p.
Talldin X ~ Bin(3, p).

a) Todenndkdisyys, ettd 3 toistosta 2 onnistuu on
3 2 1 2
PX=2)=|, | p-(=p)y =3p=-(-p)

Tiedetdén, ettd todennékdisyys on 0,40. Muodostetaan yhtilo.

3p°-(1-p)=0,40  Ratkaistaan laskimella.

p=-0,3180... tai p=0,5361... tai p=0,7819..

Koska todennékdisyys p toteuttaa aina ehdon 0 <p <1, niin
p~0,536 tai p=0,782

Tanja saa maalin yksittdisella rangaistuspotkulla
todennékoisyydelld 0,536 tai 0,782.



b) Mikidli p=0,5361...,niin 5 rangaistuspotkussa maalien
odotusarvo on E(X)=5-0,5361...=2,6806...~2,7.

Télloin 3 maalia on Tanjalle hyva tulos.

Mikidli p=0,7819..., niin 5 rangaistuspotkussa maalien
odotusarvo on E(X)=5-p=0,7819...=3,9096...~3,9.

Télloin 3 maalia on Tanjalle huono tulos.

Vastaus a) 0,536 tai 0,782
b) Jos p=0,536,niin E(X)~2,7 jatulos on hyvi.
Jos p~0,782,niin E(X)=~3,9 jatulos on huono.
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Klaavan todennékdisyys yksittdisessé heitossa on p.
Kolikkoa heitetdédn n kertaa.
Satunnaismuuttuja X : “saatujen klaavojen lukumaéra”.

Tiedetddn, etti E(X)=np=12 ja D(X)=+np(1-p)=2.

Muodostetaan yhtdlopari ja ratkaistaan n ja p.

np =12 Sijoitetaan np =12 alempaan yhtdloon.
{ np(1- p) = 2(Yhtéiloparin voi ratkaista my0s laskimella)
12(1-p) =2
12-12p =2 (5

12-12p=4
12p=28
2
73

Ratkaistaan n.

np =12
n:£:2:12-§:18
p 2 2
3

Vastaus n=18 ja p=%
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Tapahtuman voidaan ajatella olevan toistokoe, jossa on 25 toistoa.

Pilaantuneen omenan todennékoisyys yksittdisessi toistossa on 0,15.

Télloin X ~ Bin(25; 0,15).

a) Madritetddn pilaantuneiden omenoiden lukuméérin odotusarvo.
E(X)=25-0,15=3,75

b) Todenndkdisyysjakauman moodi on se satunnaismuuttujan arvo,

jonka todenndkdisyys on suurin.

Maédritetddn jakauma taulukkolaskentaohjelmalla.

X P

1 0,07587 =binomijakauma(Al; 25; 0,15; 0)
2 0,16067

3 0,21738

4 0,21099

5 0,15638

6 0,09199

7 0,04406

8 0,01749

9 0,00583

Jakaumasta havaitaan, ettd suurin todennékoisyys on
tapahtumalla X' =3 Pilaantuneiden omenoiden lukuméérin
moodi on 3.

Vastaus a) 3,75 b)3



Tekija e Pitkd matematiikka 10 o 2.3.2018
274
Tarkastellaan satunnaismuuttujia X ~ (25; 0,40) ja Y~ (17;0,59).
a) Lasketaan satunnaismuuttujien odotusarvot.
E(X)=25-0,40=10
EY)=17-0,59=10,03~10

b) Madiritetddn satunnaismuuttujien keskihajonnat.

D(X)= \/25 -0,40-(1-0,40) =2,4494...~ 2,45

D(Y)=4/17-0,59-(1-0,59) =2,0278... ~ 2,03

Molempien jakaumien odotusarvo on likimain sama (10).
Jakauman X keskihajonta on suurempi, joten jakauman X
arvojen heilahtelut ovat suurempia jakauman Y arvoihin
verrattuna.

Vastaus a) EF(X)=10 ja E(Y)=10,03~10
b) D(X)=~2,45 ja D(Y)=2,03.
Odotusarvot ovat likimain samat, mutta jakauman X
arvojen heilahtelut ovat suurempia jakauman Y
arvoihin verrattuna.
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a) Pascalin kolmion viidesrivion (n=4) 1 4 6 4 1.

(x+D* =1x*+4x 1+6x> P +4x-P+1-1°

=x*+4x* +6x* +4x+1

b) Muodostetaan kuudes rivi. Kidytetddn apuna viidetta rivid.

Jokaisen rivin ensimmadinen ja viimeinen luku on 1 ja jokainen
muu luku kahden ylemmaén luvun summa.

n=4 1 4 6 4 1
n=>51 5 10 10 5 1

(x+2)Y =1x" +5x* - 2+10x> -2 +10x> - 2° +5x-2% +1.2°
=x" +10x" +40x” + 80x” +80x + 32

Vastaus a) x* +4x° +6x° +4x+1

b) kuudes rivi: 1 5 10 10 5 1
x> +10x* +40x° + 80x% +80x + 32
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Lausekkeessa (x+1)° a=x,b=1 ja n=6.

Sievennetdédn kdyttden binomikaavaa.

6 6 6
6 _ 6 6-1 6-2 12 6-3 13
) =
(x+1)°=x"4+|  |'x7 -1+ SRS N e A
1 2 3
6 6
+(4j-x"4-14+(5j-x-1“+1"

=x"+6x° +15x" +20x° +15x* + 6x +1

Vastaus  x®+6x° +15x" +20x° +15x* +6x +1
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a) Miiritetdiin polynomin (x—3)" kolmannen asteen termi.

12) o5
( , J-x”’ -(=3)° =220x - (~19 683)

=—4 330 260x°

b) Miiritetdiin polynomin (x—3)" kuudennen asteen termi.

12) o=
[ 6 j-x'” +(-3)* =924x°-729

=673 596x°

Vastaus  a) —4 330 260x° b) 673 596x°
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b) Summan arvo saadaan kaavalla 2".

Koska 2" = (1 + 1)", voidaa kédyttida binomikaavaa.

2" =(1+1)

n n n—1 n n-2 2 n n—1 n
=1"+ 1714+ o B 1.1 +1
1 2 n—1
n n n
=1+ + +..+ +1
1 2 n—1
n n n n n
= + + +...+ +
0 1 2 n—1 n
On siis osoitettu, ettd

FLIEHE-LIM

Vastaus a)l,2,4,8jal6 b) 2"
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a) Madritetddn luku £ niin, ettd tiheysfunktion méadritelmén ehdot
kx, kun 0<x <5

toteutuvat, kun f(x)= )
0, muulloin.

1) Pitddolla f(x)>0 kaikilla x. Funktion arvot ovat
epanegatiivisia, kun £>0.

2) Funktion kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-alan
tulee olla 1. Vdlin 0 < x <5 ulkopuolella funktion kuvaaja
kulkee pitkin x-akselia. Siten funktion kuvaajan ja x-
akselin vililld [0, 5] rajaaman alueen pinta-alan tulee

olla 1.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan k.

b) Lasketaan todenndkdisyys P(0< X <2).

) 4
P(0<X<2):J—xdx:—:0,16
125 25

Vastaus a) k=i b) P(0<X<2)=i=0,16
25 25
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1
—x+—, kun1<x<3
a) Koska funktion f(x)=<8 X 4’ un = arvo on nolla

0, muulloin

kohdasta 3 eteenpdin, on pinta-ala yhta suuri kuin vilille [2, 3]
rajautuvan alueen pinta-ala.

3
P(X >2) :I[lx+ljdx:i:0,5625 ~ 0,563
8" 4 16

b) Lasketaan tiheysfunktion kuvaajan ja x-akselin vélilla [%, 2]
rajaaman alueen pinta-ala.

P( sxs%):

N | W

lx+l dx=l=0,5
8 4 2

19 | Lo 10 | 1

Vastaus a) iz 0,563 b) l=0,5
16 2
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a)

b)
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Maédritetddn luku a niin, ettd tiheysfunktion mééritelmén ehdot
ae”, kun 0<x <2

toteutuvat, kun f(x) = )
0, muulloin

Pitdd olla f(x)>0 kaikilla x. Ehto toteutuu, kun a>0.

Funktion kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-alan tulee
olla 1. Vilin 0<x<2 ulkopuolella funktion kuvaaja kulkee
pitkin x-akselia. Siten funktion kuvaajan ja x-akselin vililld [0,
2] rajaaman alueen pinta-alan tulee olla 1.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan a.

2
jae‘“dx =1
0

a:lmz
2

Lasketaan todenndkodisyys P(1< X <2).

1ln

2
PA<X<2)=[-In2-¢ dr=2-+2=0,5857..%.0,59
1

1
2

Vastaus a) a :%In2 b) 2—+/2 ~ 0,59
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0, kun x<0

1
Kertyméfunktio F(x)=423 —1, kun 0<x<3
1, kun x >3

a) Lasketaan todennikdisyys.

1
P(X <2)=F(2)=2 —1=0,5874...~ 0,59
b) Lasketaan todenndkdisyys vastatapahtuman avulla.

P(X>1)=1-P(X <1)
=1-F())
5
=1-(2° -1
=0,7400...~ 0,74

c) Lasketaan todennikdisyys.
PAI<X<3)=FQ3)-F()
1 L
=23 —1-(23 -1)

=0,7400...~ 0,74

Vastaus a) 0,59 b) 0,74 ¢) 0,74
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1

i)
a) Vaihtoehto 4: I f(x)dx

y

£\ M
F =10
{f Il U Ve
. 8 ﬁ.s — - 4

b) Vaihtoehto 6: F(0)— F(-1)

A
/ A Ffm——
/ b, N :
ﬁis r—t |




¢) Vaihtoehto 2: P(X >1) javahtoehto 7: 1— F(—1)

Vastaus a)4 b)6 c)2ja7
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Olkoon X: ”’satunnaiseen aikaan pysékille saapuvan henkilon
odotusaika ennen bussin 14ht64”

a) Bussi ldhtee 20 minuutin vilein, joten odotusaika on vililld
0< X <20.

Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on muotoa

p, kun 0<x <20
0, muulloin.

f(X)={

Maédritetddn vakio p niin, ettd tiheysfunktion mééritelmé ehdot
toteutuvat.

1) Pitdd olla f(x)>0 kaikilla x. Tdma toteutuu kun p>0.

2) Funktion f kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-ala
tulee olla 1. Tdma4 alue on suorakulmio, jonka leveys on 20
ja korkeus on p. Ratkaistaan p.

20p =1
_ L
7730
Tiheysfunktio on

L, kun 0<x <20

J(x)=420

0, muulloin.

b) Muodostetaan kertymafunktion F(¢) lauseke.



Jos t<0,niinrajan ¢ vasemmalla puolella tiheysfunktion f
arvoon 0 ja F(t)=P(X<t)=0.

Jos 0<t<20,niin kohtaan ¢ mennessi kertynyt
todennikoisyys saadaan tiheysfunktion méaréttynd integraalina
kohdasta 0 kohtaan ¢.

‘1 1
F(r):P(Xsr):jz—de ="

0

Koska kaikki todennékdisyys on kertynyt kohtaan ¢ =20
mennessi, on

F(t)=P(X <t)=1 kaikilla t>20.
Muodostetaan kertymafunktio ja vaihdetaan muuttujaksi x.

0, kunx<O
F(x)= Lx, kun 0 < x<20
20

I, kunx>20

Lasketaan todennékoisyys, ettd odotusaika on yli 15 min eli 15
—20 minuuttia.

P(X >15)=P(15< X <20)
= F(20)— F(15)
=L.20_L.15

20 20

=0,25



1
—, kun 0<x <20
Vastaus a) f(x)=:20" amusx

0, muulloin.

0, kunx<O0
b) F(x)= %Ox, kun 0 < x<20

1, kun x > 20
¢) 0,25
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x>, kun 0<x <10

Tiheysfunktio f'(x)=11000

a)

b)

0, muulloin

Lasketaan todenndkdisyys P(X <6). Kun x <0, on fix)=0.
Integraali voidaan rajoittaa vélille [0, 6].

P(X <6)= j Vv =2L-0.216
1000 125

Muodostetaan kertyméfunktion F(¢) lauseke.

Jos t<0,niinrajan ¢ vasemmalla puolella tiheysfunktion f
arvoon0 ja F(t)=P(X <t)=0.

Jos 0<¢<10, niin kohtaan ¢ mennessa kertynyt
todenndkoisyys saadaan tiheysfunktion méérattyna integraalina
kohdasta 0 kohtaan ¢.

Foy=Px=n= I1000 dx:10100t3

Koska kaikki todenndkodisyys on kertynyt kohtaan ¢ =10
mennessi, on

F(f)=P(X <t)=1 kaikilla 7>10.



Muodostetaan kertymafunktio ja vaihdetaan muuttujaksi x.

0, kunx <0
F(x)= ! x’, kun0<x<10

1000

1, kun x >10

c¢) Lasketaan todennikoisyydet.

P(X <4)= F(4)=—— .4 =5 _0 064
1000 125

P(2< X <10)=F(10)-F(2)
Lo Ly

~1000 1000
e Y
125

Vastaus a) 27 =0,216
125

0, kunx <0

b) F(x)= 3 x’, kun 0<x<10
1000
1, kun x >10
8 .
c) P(X<4)=——=0,064 ja
) P( ) 195 J

PR<X<10)=2%_0,99
125
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0, kun x<0

lx, kun 0<x<2
a) Piirretiin tiheysfunktion f(x)=14°

2 2
——x+—,kun 2<x<5

15
0, kun x>5
kuvaaja.
AY
Y| f(x)
0,2
X
>
1




b) Lasketaan todenndkdisyydet.
P(x<1)=P(0<x<1)

1
=ledx
2 3
2
Pl<x<3)=] xdx+j( gj<1)c=o,6333...z0,63
1 2
P(x>3)=P(3<x<5)

5
= J(—ix+gjdx =0,2666...~0,27
1573

Vastaus b) P(x<1)=0,1 ja P(1<x<3)=0,63 ja
P(x>3)~0,27
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a) Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on muotoa

p, kun 0<x <8
0, muulloin.

f(X)={

Maiiritetddn vakio p niin, ettd tiheysfunktion mééritelma ehdot
toteutuvat.

1) Pitdd olla f(x)>0 kaikilla x. Tima toteutuu kun p>0.

2) Funktion f kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-ala
tulee olla 1. Tdma alue on suorakulmio, jonka leveys on 8§ ja
korkeus on p. Ratkaistaan p.

8p

|
1
P=y

Tiheysfunktio on

%, kuin 0<x <8

fx)=

0, muulloin.



b) Muodostetaan kertymafunktion F(¢) lauseke.

Jos t<0,niin rajan ¢ vasemmalla puolella tiheysfunktion f
arvoon0 ja F(t)=P(X<1t)=0.

Jos 0<t<8,niin kohtaan ¢/ mennessi kertynyt todennékoisyys
saadaan tiheysfunktion maaréttynd integraalina kohdasta 0
kohtaan .

F(t)=P(X <t)= j%dx :%t

0

Koska kaikki todenndkdisyys on kertynyt kohtaan ¢ =8
mennessd, on

F(t)=P(X <t)=1 kaikilla ¢t>8.
Muodostetaan kertymafunktio ja vaihdetaan muuttujaksi x.

0, kunx<O
F(x)= éx, kun 0 < x<8

1, kunx>8

c¢) Lasketaan todenndkoisyydet.

P(X<5):F(5):%-5:0,625



1
- <<
Vastaus  a) f(x)=1{ 8’ kun 0<x<8

0, muulloin.
0, kunx<0

b) F(x)= %x, kun 0 < x<8

1, kun x > 8
c) P(X<5)=0,625 ja P(1£X<2)=0,125
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Taulussa jokaisen renkaan leveys on M2 em ja 10-

ympyrin sdde on 2 cm. Jotta tikka osuisi 9:d4n tai 10:een, sen
etdisyys keskipisteestd voi olla korkeintaan 4 cm.

Lasketaan todenndkdisyys.
P(r£4)—P(0<r£4)
= j—(4oo r)dr
16000
=0,296~ 0,30

Lasketaan todennédkoisyys, ettd viidestd tikasta ainakin kolme
osuu 9:44n tai 10:een.

Kyseessé on toistokoe, jossa on 5 toistoa. Osuman
todenndkdisyys on 0,296. Olkoon satunnaismuuttuja X: tikka
osuu 9:44 tai 10:een”, jolloin X ~ Bin(5, 0,296).
P(X>3)=P(X =3tai X =4 tai X =5)

5 3 2 5 4 1 5 5 0
=5 -0,296°-0,704" + 4 -0,296"-0,704" + s -0,296°-0,704

=0,1578...~ 0,16

Vastaus a) 0,30 b) 0,16
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Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

. %—%xz, kun0<x <3
X)=
0, muulloin.

a

e 5.3.2018

a) P(X<a):'|-%—%x2dx kaikilla 0<a<3.

0

Tiedetédén, ettd P(X <a)=0,10.

jl—ixzdx=o,10
2 18

a=0,2002...20,2

I 1

3
b) P(X>b)=I[———x2jdx kaikilla 0<h<3.
b

2 18

Tiedetédén, ettd P(X >b)=0,50.

3
j(l—ixzjdpo,so
2 18

b=1,041...~1,0

Vastaus a) a~0,2 b) b=1,0
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a) Madritetddn luku a >2 niin, ettd tiheysfunktion méiritelméan

1

—, kunI1<x<
ehdot toteutuvat, kun  f(x) =< x’ unisr=a
0, muulloin

1) Pitddolla f(x)>0 kaikilla x. Vililld 1< x<a lausekkeen

1 " o
— arvot ovat epdnegatiivisia.
X

2) Funktion kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-alan
tulee olla 1. Vélin 1< x <a ulkopuolella funktion kuvaaja
kulkee pitkin x-akselia. Siten funktion kuvaajan ja x-akselin
viélilld [1, a] rajaaman alueen pinta-alan tulee olla 1.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan a.
J' ldx =1
X
a=e
b) Lasketaan todennidkdisyys P(X >2).
P(X>2)=P2<X<e)
el
- J' Zdx
S X

=1-In2~0,307

Vastaus a) a=e¢ b) 1-In2=0,307
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1
—si kun 0<x <
Madritetdan todennakoisyydet, kun  f(x) =12 SIx, Kl YT

0, muulloin

P(X<2)=P(0<£X<2)
2
=J.lsinxdx
22

=0,7080...~ 0,71

P(ﬁsXgﬂ)zp(ﬁs;(gn):jlsinxdxz0,75
3 3 3 )

3

Vastaus P(X <2)~0,71 ja P(gg){s%")zo,%
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0, kun x <1

lx—l, kun 1<x<3
4 4

a) Piirretddn funktion F(x)= | : kuvaaja.
—x+—,kun 3<x<7
8 8

1, kun x>7

0,2

L %




b) Lasketaan todenndkdisyydet.

P(L,5< X <5)=F(5)- F(1,5)

L1 (150
s 8 (4 4

=0,625

0 | i

PA<X<10)=P4<X<T)
= F(1)-F(4)

11
=1—(—4+—
(8 8)

=§:0,375
8

Vastaus b) P(1,5<5X <5)=0,625 ja P(4< X <10)=0,375
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0, kun x <1
a) Piirretdén funktion F(x)= 1 kuvaaja.
1-—, kun x >1
X

L B

b) Lasketaan todennédkdisyydet.

P(X <1,5)=F(1,5)

oL
1,5

=0,3333..~ 0,33
P(2< X <4)=F(4)-F(2)

1 1
=1-7-(-2)
=0,25

P(X >2)=1-P(X <2)

1

=1-(1-3)

=0,5



Vastaus b) P(X <1,5)~0,33, P2<X<4)=0,25 ja
P(X >2)=0,5
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a) Madritetddn luku £ niin, ettd tiheysfunktion méadritelmén ehdot
kx, kun 1< x <5

toteutuvat, kun f(x)= )
0, muulloin

1) Pitddolla f(x)>0 kaikilla x. Funktion arvot ovat
epanegatiivisia, kun £>0.

2) Funktion kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-alan
tulee olla 1. Vélin 1< x <5 ulkopuolella funktion kuvaaja
kulkee pitkin x-akselia. Siten funktion kuvaajan ja x-akselin
vélilld [1, 5] rajaaman alueen pinta-alan tulee olla 1.

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan k.



b) Muodostetaan kertymifunktion F(¢) lauseke.

Jos t<1,niinrajan ¢ vasemmalla puolella tiheysfunktion f
arvoon0 ja F(t)=P(X<1t)=0.

Jos 1<¢<5, niin kohtaan ¢ mennessé kertynyt todennikdisyys
saadaan tiheysfunktion méaréttynd integraalina kohdasta 1
kohtaan .

01 1 1
F()=P(X <f)=|—xdx=—F——
!12 24 24

Koska kaikki todenndkdisyys on kertynyt kohtaan ¢ =5
mennessd, on

F(t)=P(X <t)=1 kaikilla ¢>5.

Muodostetaan kertymafunktio ja vaihdetaan muuttujaksi x.

0, kunx <1
F(x)= sz—i, kun 1< x<5

24 24

1, kunx>5

Vastaus a) k= L
12

0, kunx <5
b) F(x) =52~
1, kunx>5

kun 1< x<5
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T T
— —x, kun 0<x<1
Koska tiheysfunktion f(x)=1 2 €08 2 L Es arvot

0, muulloin

eroavat nollasta vain vélilld 0<x <1, voidaan odotusarvon ja
keskihajonnan médritelmissé esiintyvét integraalit rajoittaa télle
vélille.

Lasketaan odotusarvo ja keskihajonta.

o0

E(X)= [ ¥ (x)dx

1

= J-x(E coslx)dx

SRR

_ T2 0.3633...~0.36
T

D(X)= \/ [ (=) £ (x)dx
= \/j;(x— n;z)zgcosgxdx

=2 n=3-0,2395...~0,24
T

n—2

Vastaus E(X)= ~ 0,36 ja g\/1t—3 ~ 0,24
T
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Arvotaan satunnainen reaaliluku valiltd [0, 5]. Olkoon
satunnaismuuttuja X: “arvottu luku”.

Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on muotoa

p, kun 0<x<5
0, muulloin.

f(X)={

Maédritetddn vakio p niin, ettd tiheysfunktion mééritelmé ehdot
toteutuvat.

1) Pitdd olla f(x)>0 kaikilla x. Tdma toteutuu kun p>0.

2) Funktion f kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-ala tulee
olla 1. Tama alue on suorakulmio, jonka leveys on 5 ja korkeus
on p. Ratkaistaan p.

Sp=1
_1
P 5
Tiheysfunktio on
1 kun 0<x<5
f(x)=45 o

0, muulloin.

Koska tiheysfunktion arvot eroavat nollasta vililli 0<x <5,
voidaan odotusarvon ja keskihajonnan maéritelmissd esiintyvét
integraalit rajoittaa télle vilille.



Lasketaan odotusarvo ja keskihajonta.

o]

E(X)= J.xf(x)dx

Vastaus E(X)=2,5 ja D(X)=14
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Tiheysfunktio f{x)=F(x) kaikissa niissd kohdissa, joissa
0, kun x<0

kertymdfunktio F(x)= %x —%xz, kun 0 < x <2 on derivoituva.
1, kun x>2
Derivoidaan kertyméfunktio.

kun x<0:

f(x)=D(0)=0

kun O0<x<2:

f(x)=D(%x—%x2)

kuin x>2:
f(x)=D1)=0

Rajakohdissa x =0 ja x =2 tiheysfunktion arvot voidaan valita
vapaasti, koska muutokset yksittdisissd kohdissa eivit vaikuta
tiheysfunktion kuvaajan rajaamiin pinta-aloihin ja
todennikoisyyksiin.



Mairitelldin

5 1

———x, kun 0<x<2
S(x)=46 3

0, muulloin

Lasketaan odotusarvo. Koska tiheysfunktion arvot eroavat nollasta
valilldi 0<x <2, voidaan odotusarvon maaritelmissa esiintyvit
integraalit rajoittaa télle vilille.

0

E(X)= J. xf (x)dx

2
5 1
[x G50
_7
9
é—lx kun 0<x<2 7
Vastaus f(x)={6 3~ T EX)=—

0, muulloin 9
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Nuppineula putoaa ympyranmuotoiselle karvamatolle, jonka
halkaisija on 2,4 metrid eli séde on 1,2 m.

Olkoon satunnaismuuttuja X: “nupin etdisyys maton keskipisteestd”.

a) Muodostetaan kertymifunktio F(x)=P(X <Xx).
Kun x<0 F(x)=0jakun x>12 F(x)=1.

Kun 0 <x < 1,2, niin kertyméfunktion arvo F(x) on x séteisen
ympyrin pinta-alan suhde koko ympyrén pinta-alaan.

nx’ X
F X)= =
() n-1,2° 1,44

Kertyméafunktioksi saadaan

0, kinx <0
2

F(x)= , kun 0<x<1,2

3

I, kinx>1,2



b) Tiheysfunktio on f{x)=F"(x) kaikissa niissd kohdissa, joissa F
on derivoituva.

Derivoidaan kertyméfunktio.
Kun x<0 tai x>1,2 f(x)=D(0)=D(1)=0

Kun 0<x<1,2

x’ X 25x

f(x):D(1,44>: 0.72 18

Arvot rajakohdissa x =0 ja x =1,2 voidaan valita vapaasti.

Madritelladn
zﬂ, kun 0<x<1,2
f(x)=4 18

0, muulloin



¢) Koska tiheysfunktion arvot eroavat nollasta vililld 0<x<1,2,
voidaan odotusarvon ja keskihajonnan maaritelmissd esiintyvét
integraalit rajoittaa télle vilille.

Lasketaan odotusarvo ja keskihajonta.

E(X)= j xf(x)dx

—00

=0,8(m)

D(X) =\/ [ =) f (x)dx

\/I(x 0, 8)2 25

=0,28284...~0,28(m)

0, kunx<0

2
1,44
I, kinx>1,2

25_x kun 0<x<1,2
18

Vastaus a) F(x)=

,kun 0<x<1,2

b) f(x)=

0, muulloin
¢c) E(X)=0,8m ja D(X)=0,28m
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Ympyrdan muotoiseen maaliin, jonka side on 10 cm heitetdan
umpimdhkiin tikkaa.

Olkoon satunnaismuuttuja X: ”tauluun osuneen tikan etdisyys
reunasta”.

Muodostetaan kertyméfunktio F(x)=P(X <x).
Kun x<0 F(x)=0jakun x>10 F(x)=1.

Kun 0<x<10, on kertyméfunktion F(x) arvo renkaan pinta-alan
suhde koko ympyrén pinta-alaan. Renkaan ulkosidde on 10 ja
sisdsdde on 10 —x. Renkaan pinta-ala saadaan vihentamalld koko
ympyréin pinta-alasta 10— x séteisen ympyrén pinta-ala.

>

n-10° —m(10—x)> _100—(100—20x+x2)_20x_ X1 1

> = =—x X
n-10 100 100 100 5 100

2



Kertyméafunktioksi saadaan

0, kunx<0

F(x)= lx—sz, kun 0<x<10
5 100

1, kunx>10

Tiheysfunktio on f{x)=F"(x) kaikissa niissd kohdissa, joissa F' on
derivoituva.

Derivoidaan kertyméfunktio.
Kun x<0 tai x>10 f(x)=D(0)=D(1)=0

Kun 0<x<10

2 I 1

R T A

Arvoilla rajakohdissa x =0 ja x=10 ei ole merkitysta.
Madritellaan

1 1

———x, kun 0<x <10
S(x)=45 50

0, muulloin

Koska tiheysfunktion arvot eroavat nollasta vililldi 0<x <10,
voidaan odotusarvon ja keskihajonnan maéritelmissd esiintyvét
integraalit rajoittaa télle vilille.



Lasketaan odotusarvo ja keskihajonta.

0

E(X)= .[ xf (x)dx

5 50
=3,333...~3,3(cm)

I SR

D(X) =\/ [ =) f (x)dx

10 ) 1 1
_\/-([(x—3,333...) (g

=2,3570...~ 2,4(cm)

0, kunx<0
Vastaus  F(x)= lx—sz, kun 0< x <10
5 100
I, kunx>10
1 1
———x, kun 0<x<10
f(x)=45
0, muulloin

E(X)=3,3cm ja D(X)=2,4cm
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Olkoon satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

ax+b, kun 0< x <3

X)=

/() {O, muualla.

a) Madritetddn vakiot @ ja b niin, ettd tiheysfunktion médritelmén
ehdot toteutuvat ja E(X)=1.

1) Pitddolla f(x)>0 kaikilla x.

2) Funktion kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-alan
tulee olla 1. Vdlin 0 < x <3 ulkopuolella funktion kuvaaja
kulkee pitkin x-akselia. Siten funktion kuvaajan ja x-
akselin vélilld [0, 3] rajaaman alueen pinta-alan tulee olla
1.

Muodostetaan yhtilo.
3

j (ax +b)dx =1

0

Koska tiheysfunktion arvot eroavat nollasta valilli 0<x<3,
voidaan odotusarvon mééritelméssé esiintyva integraali rajoittaa
talle valille.



Mairitetddan odotusarvo.

E(X)= T xf (x)dx
:ix'(ax+bhx

Tiedetdén, ettd E(X)=1, joten saadaan yhtdloryhma

j(ax+b)dx:1

0

ix~(ax+b)dle

Tarkistetaan, ettd tiheysfunktion ensimmadinen ehto toteutuu.

—2x+220
9

x<3

Vililld 0 <x <3 lausekkeen arvot ovat epdnegatiivisia.



b) Lasketaan todenndkdisyys, ettd satunnaismuuttujan arvo on
vahintddn 1.

3
P(X >1) :P(ISXSS):J.—%x+§dx:g:0,4444...z0,444
1

Vastaus az—% ja bz%, P(XZI):gzO,444
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a) Madritetddn muuttujan X mediaani a. Koska kertyméfunktio on
kasvava, on 0 <a <4.

1

P(X <a)=—
( ) 5
1

F(a)=—
(@) 5

1 1

—a =—

4 2
a=2

b) Madéritetddn muuttujan X mediaani a.

1
P(X<a)=—
( ) 5
Iie_xdx:l
0 2 2
a=In—
2

Vastaus a)2 b) ln%
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a) Jotta funktio olisi tiheysfunktio, sen pitii toteuttaa
tiheysfunktion médritelméan ehdot.

1) Pitidolla f(x)>0 kaikilla x.

2) Funktion kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-alan
tulee olla 1. Vilin 15,50 < x <25,50 ulkopuolella funktion

kuvaaja kulkee pitkin x-akselia. Siten funktion kuvaajan ja
x-akselin valilla [15,50; 25,50] rajaaman alueen pinta-alan
tulee olla 1.

Funktion kuvaajan ja x-akselin viliin jd4 kolmio, jonka kanta
on vili [15,50; 25,50] ja korkeus 4, missd /4 on
tiheysfunktion maksimiarvo.

Ratkaistaan 5.

(25,50-15,50)- 1
2

1

helt
5



Muodostetaan suorien yhtélot.

Vililla [15,50; 20,50] suoran kulmakerroin on

1
570 I

'720,50-15,50 25
ja suoran yhtdlo on
Y=Y =hk(x=x)

1
y—0 :2—5(x—15,50)

_ L. 3t
=5 50

Vililla [20,50; 25,50] suoran kulmakerroin on

01

_ s 1
?25,50-20,50 25

ja suoran yhtélo on
Y=Y, =k(x—x,)
1
-0=——(x-25,50
y 55 { )

1,5t

- — X+
TR



Muodostetaan tiheysfunktion lauseke.

0, kun x <15,50

%x—%, kun 15,50 < x < 20,50
JD=y "
——x+—, kun 20,50 < x <25,50
257 50

0, kun x > 25,50

Funktion f kuvaaja:

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

b) Lasketaan todenndkdisyys, ettd markkina-arvo on alle 19 €.

P(x<19)= lJ?f(x)dx

19

1 31
= [ (zzx—2)dx
I(zsx 50

15,50

=0,245



c) Jotta funktio olisi tiheysfunktio, sen pitii toteuttaa
tiheysfunktion médritelméan ehdot.

1) Pitidolla f(x)>0 kaikilla x.

2) Funktion kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-alan
tulee olla 1. Vilin 15,50 <x<30,50 ulkopuolella funktion

kuvaaja kulkee pitkin x-akselia. Siten funktion kuvaajan ja x-
akselin valilla [15,50; 30,50] rajaaman alueen pinta-alan
tulee olla 1.

Funktion kuvaajan ja x-akselin véliin jd4 kolmio, jonka kanta
onvili [15,50;30,50] ja korkeus 4, .

Ratkaistaan £, .

(30,50-15,50)-h, _,
2




Muodostetaan suorien yhtélot.

Vililla [15,50; 20,50] suoran kulmakerroin on
2
—=0
___ 15 _2

7 20,50-15,50 75
ja suoran yhtdlo on

Y=Yy, =k (x—x)
2
—0=—(x-15,50
y 75( )

2, 31
Y 757 75

Vililla [20,50; 30,50] suoran kulmakerroin on
2

0—=
i - 15 _ 1

*30,50-20,50 75
ja suoran yhtélo on

Y=Y, =k (x—x))
1
—0=——(x-30,50
y 75( )

__1 ol
Y5  s0



Muodostetaan tiheysfunktion lauseke.

0, kun x <15,50

%x_% kun 15,50 < x < 20,50
S(x)= 1 61
—-—x+—, kun 20,50 < x <30,50
757 150"

0, kun x > 30,50

Funktion f kuvaaja:

06
04

02

0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38
-02

Koska tiheysfunktion arvot eroavat nollasta valilla
15,50 < x <30,50, voidaan odotusarvon mééritelméssé esiintyva
integraali rajoittaa télle vilille.

Lasketaan odotusarvo.

E(X)= j xf (x)dx

30,50

- j f ()
ISJ‘SO (_x__)dx 20";0 (__x E)dx

=22,1666...~ 22,17

Odotusarvo on noin 22,17 €.



Vastaus

a) f(x)=

b) 0,245
) 22,17 €

0, kun x <15,50

ix—%, kun 15,50 < x <£20,50

25

1 51
——x+—, kun 20,50 < x £25,50
25 50

0, kun x > 25,50
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Normaalijakauman odotusarvo x# =0 ja keskihajonta o =1.

Tutkitaan satunnaismuuttujan Z jakaumaa geometriaohjelman
todennékoisyys-sovelluksella.

a) P(Z<1,5=0,9331..~93 %

M] | Normaalijakauma 3

[T o 1l
BB

P(X = 1.5 )= 0.93319




b) P(Z20,92)=0,1787..~18 %

||| Normaalijakauma ™

oo o1
3JE)E
P(0.92  |=X)= 0.17879




¢) P(-0,6<Z<1,2)=0,6106...~61 %

(/|| Normaalijakauma 3

p o o 1 |
FEE
P( -0.6 l=X=|1.2 )= 0.6107

Vastaus a)93 % b) 18 % c) 61 %
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Normaalijakauman odotusarvo x# =0 ja keskihajonta o =1.

Tutkitaan satunnaismuuttujan Z jakaumaa geometriaohjelman
todennékoisyys-sovelluksella.

a) P(Z<z)=0,1587
z=-0,9998...~ —1,00

el Normaalijakauma

u o ol
(A )IHJE)
P(X =| -0.9998 )= 0.1587



b) P(Z2z)=0,9599
z=—-1,7495..~ -1,75

-4 -2

/|| Normaalijakauma &l

bo o1 |

ABEE

P( -1.7495 =X)= 0.9599




c) P(-z£Z<z)=0,5991
Symmetrian perusteella

P(Z <2)=0,79955
z=0,84

P(X

IJ\

10.84001 )= 0.79955

Vastaus a) z=-1,00 b) z=-1,75 ¢) z=0,84
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Normaalijakauman odotusarvo x# =36 ja keskihajonta o =4,5.

Tutkitaan satunnaismuuttujan X jakaumaa laskimella tai
geometriaohjelman todennikoisyys-sovelluksella.

a) P(X <43)=0,9400...~ 0,94

55
H=36 o=45

M] | Normaalijakauma i

v 36 o 4.5
B
P(X = 43 )= 0.9401




b) P(X >30)=0,9087 ~ 0,91

1s 20 25

/|| Normaalijakauma :

w36 o 45
)5

P( 30 '<X)= 09088 |




c) P(B0<X<43)=0,8488..~0,85

45 50 55
Uu=36 o=4.5

15 20 25

(/|| Normaalijakauma B

M 36 o 4.5 |
BEE
P( 30 =X =43 ) = 0.8489

Vastaus a) 0,94 b) 0,91 0,85
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a) Olkoon satunnaismuuttuja X hiustenkuivaajan toiminta-aika.
Satunnaismuuttujan X odotusarvo g =15,2 kuukautta ja

keskihajonta o =2,5 kuukautta.

Madritetdédn, kuinka monta prosenttia kuivaajista rikkoutuu
vuoden aikana.

P(X <12)=0,1002...~10 %

b) Madritetdédn, kuinka monta prosenttia kuivaajista toimii
vioittumatta yli 18 kuukautta.

P(X >218)=0,1313...~13 %

Vastaus a)10% b) 13 %



Tekija e Pitkd matematiikka 10 o 5.3.2018

307

a) Olkoon satunnaismuuttuja X karkkipussin paino.
Satunnaismuuttujan X keskiarvo x =255 g
ja keskihajonta o =15 g.

Maiiritetddn, milld todennékoisyydelld satunnaisesti valitun
pussin paino on yli 250 g.

P(X 2250)=0,6305...~ 0,63

b) Maéritetddn, kuinka monta prosenttia pusseista on painoltaan
vililld 240 g— 260 g.

P(240 < X <260) =0,4719...~ 47 %

Vastaus a) 0,63 b)47 %
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a) Olkoon satunnaismuuttuja X 18-vuotiaan pojan pituus.
Satunnaismuuttujan X odotusarvo x =180 cm

ja keskihajonta o =7 cm.

Maiiritetddn, milld todennékoisyydelld satunnaisesti valitun
pojan pituus on alle 190 cm.

P(X £190)=0,9234...~ 0,92

b) Madritetddn, milld todenndkodisyydelld kaikkien 10 valitun
pojan pituus on alle 190 cm.

P(kaikki valitut ovat alle 190 cm)
=0,9234..."

=0,4508...

~ 0,45

¢) Tapahtuman ”ainakin yksi valituista on yli 190 cm”
vastatapahtuma on “kaikki ovat alle 190 cm”.

P(valituista ainakin yksi on yli 190 cm)
=1- P(kaikki valitut ovat alle 190 cm)
=1-0,4508...

=0,5491...~ 0,55

Vastaus a) 0,92 b) 0,45 ¢) 0,55
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Olkoon satunnaismuuttuja X soveltuvuuskokeen tulos.
Satunnaismuuttujan odotusarvo =74 pistettd

ja keskihajonta o =8,2 pistetti.

a) Madritetddn, mika pistemééra tulee asettaa rajaksi a, jos
halutaan, ettd kokeessa hyldtdan 75 %.

P(X <a)=0,75
a=179,53...~80

b) Maidritetddn, mika pistemairé tulee asettaa rajaksi b, jos
halutaan, ettd kokeessa hyldtdan 20 %.

P(X <b)=0,20
b=67,09...~ 67

Vastaus a) 80 pistettd b) 67 pistetti



Tekija e Pitkd matematiikka 10 o 5.3.2018

310

Olkoon satunnaismuuttuja X annoksen suuruus.
Satunnaismuuttujan odotusarvo x=20,0 mg

ja keskihajonta o =2,4 mg.

Maiiritetddn annoksen koko a, joka parantaa 95 % kissoista.

P(X <a)=0,95
a=23,947...~ 24

Vastaus 24 mg
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Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa.

Verrataan satunnaismuuttujan X jakaumaa normitettuun
normaalijakaumaan.

Olkoon arvoa x =20 vastaava normitettu arvo z,. Tulee olla
P(X<20)=P(Z<z)=0,20.
Saadaan

P(Z<z)=0,20
z, =—0,84162...~ —0,8416.

Muodostetaan normitusyhtilo.

20— u
o

—-0,8416 =

Olkoon arvoa x =36 vastaava normitettu arvo z,.Tulee olla
P(X <36)=P(Z<2z,)=0,80.
Saadaan

P(Z <z,)=0,80
z, =0,84162...~0,8416 .



Muodostetaan normitusyhtilo.

36— u
o

0,8416 =

Muodostetaan ja ratkaistaan yhtdlopari.

_0.8416=20=#
O

0,8416 = 20— H
O

4=28 ja 0=9,5057...~9,5

Odotusarvo on 28 ja keskihajonta on 9,5.

Vastaus odotusarvo on 28, keskihajonta on 9,5
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Olkoon satunnaismuuttuja X pussin massa.

Verrataan satunnaismuuttujan X jakaumaa normitettuun
normaalijakaumaan.

Olkoon arvoa x =400 g vastaava normitettu arvo z,. Tulee olla
P(X >2400)=P(Z 2z,)=0,95.
Saadaan

P(Z >2)=0,95
z, =—1,64485...~ —1,6449 .

Muodostetaan normitusyhtilo.

xX—Xx

z =
o)

400-x

~1,6449 =

x =419,738.... 420

Keskiméardinen massa on oltava 420 g.

Vastaus 420 g
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Olkoon satunnaismuuttuja X: ’vuorokauden keskilampotila
maaliskuussa”.

Satunnaismuuttujan X odotusarvo u=4,0 °C.

Verrataan satunnaismuuttujan X jakaumaa normitettuun
normaalijakaumaan.

90 % vuorokautisista keskildmpdtiloista on vililld 2 °C—-6 °C,
joten 5 % lampdotiloista on alle 2 °C

ja 5 % lampétiloistaon yli 6 °C.

Olkoon arvoa x =2 °C vastaava normitettu arvo z. Tulee olla
P(X<2°C)=P(Z<z)=0,05.

Saadaan

P(Z <z)=0,05
z=—1,64485..~ —1,6449 .

Muodostetaan normitusyhtilo.

2°C-4-°C
o
o=12159..°C=1,2 °C

—1,6449 =

Vastaus 1,2 °C
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Olkoon satunnaismuuttuja Y klaavojen lukumaérd 400:ssa kolikon
heitossa.

Koska kolikon heitto on toistokoe, satunnaismuuttuja noudattaa
binomijakaumaa.

a) Todennidkoisyys saada klaava yhdelld heitollaon p = %

Odotusarvo on u =np =400 % =200.

Keskihajonta on o =./np(1-p :‘/400-%(1—%) =10

b) Y~ Bin(400, %) ja n=400

Satunnaismuuttujan Y todennékdisyyksid voidaan arvioida
satunnaismuuttujan X ~ N(200, 10) avulla.

P(199<Y<201)=P(198,5< X <201,5)=0,1192... 0,119



c¢) Lasketaan todenndkoisyys kdyttden binomijakaumaa

Y ~ Bin(400, % ).

P(199 <Y <201)

_ 400 0.5 .. 52!
199 )7 ’

+ 400 0.52% . (). 5200
200) ’

+ 0.5%!.0.5'%
400 | ’
201

=0,1192...~0,119

Vastaus a) odotusarvo 200 ja keskihajonta 10
b) 0,119
c) 0,119
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Olkoon satunnaismuuttuja X lennolle saapuvien matkustajien
lukumééra.

Satunnaismuuttujan odotusarvo
u=np=208-0,92=191,36

ja keskihajonta

o =np(1- p) =/208-0,92(1-0,92) =3,91264...~3,9126 .
Satunnaismuuttujan jakauma X ~ N(191,36; 3,9126).

Lasketaan todennékdisyys, ettd lennolle saapuu korkeintaan 200
matkustajaa.

P(X <200)=0,986...~ 0,99

Vastaus 0,99
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Satunnaismuuttuja X noudattaa jakaumaa X ~ N(50, 10).
a) Lasketaan todennikdisyys.
P(X £40)=0,1586...~0,16
b) Lasketaan todennikdisyys.
P(40< X £50)=0,3413...~ 0,34
c) Lasketaan todennikoisyys.

P(X 263)=0,09680...~ 0,097

Vastaus a) 0,16 b) 0,34 ¢) 0,097
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Satunnaismuuttuja Z noudattaa jakaumaa Z ~ N(O0, 1).

a) Madritetddn satunnaismuuttujan arvo a.

P(Z <a)=0,95
a=1,6448..~ 1,64

b) Maddritetddn satunnaismuuttujan arvo a.

P(Z >a)=0,80
a=-0,8416...~ 0,84

c) Maidritetddn satunnaismuuttujan arvo a.

P(—a<Z<a)=0,40
a=0,5244...~ 0,52

Vastaus a) a=1,64 b) a=-0,84 ¢) a=0,52
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Olkoon satunnaismuuttuja X suomalaisen poikavauvan
syntymépituus.

Satunnaismuuttujan X keskiarvo X =52 cm
ja keskihajonta o =3,5 cm.

a) Madritetdédn, kuinka monta prosenttia poikavauvoista on
syntymépituudeltaan alle 56 cm.

P(X <56 cm) =0,8734...~87 %

b) Maidritetdédn, kuinka monta prosenttia poikavauvoista on
syntymdpituudeltaan yli 48 cm.

P(X 248 cm)=0,8734...~87 %

¢) Madritetddn, kuinka monta prosenttia poikavauvoista on
syntymipituudeltaan vililld 48 cm— 56 cm.

P48 cm < X <56 cm)=0,7469...2 75 %

Vastaus a)87 % b)87 % ¢)75 %
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Olkoon satunnaismuuttuja X keksipakkauksen massa.

Satunnaismuuttujan keskiarvo x =204 g
ja keskihajonta o0 =6 g .

Lasketaan, kuinka monella prosentilla pakkauksista massa oli alle
200 g.

P(X <200 g) =0,2524...~ 25 %

Lasketaan, kuinka monella prosentilla pakkauksista massa on valilla
200 g-210 g.

P(200 g < X <210 g) =0,5888... ~59 %

Vastaus 25 %:lla pakkauksista massa oli alle 200 g
ja 59 %:lla vililla 200 g-210 g
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Olkoon satunnaismuuttuja X koulumatkan kesto.

Satunnaismuuttujan keskiarvo X =24 minuuttia
jakeskihajonta o =35 minuuttia.

Jotta myo6hastymisriski olisi noin 10 %,
matkaan on varattava aika x,

jonka alle jdd 90 % koulumatkojen kestoista.

P(X < x)=0,90
x=30,407...~30

Selman on ldhdettdvi kotoa 30 minuuttia ennen koulun alkua.

Vastaus 30 minuuttia
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Olkoon satunnaismuuttuja X &dlykkyystestin tulos.
Satunnaismuuttujan odotusarvo x =100 ja keskihajonta o =15.

Jos halutaan mairitelld, ettd keskimméainen 60 % videstostd on
dlykkyydeltddn “normaaleja”, seké alarajan alapuolelle ettd yldrajan
yldpuolelle on jaatava 20 %.

Madritetddn alaraja X, .

P(X <x,)=0,20
X, =87,37...~87

Madritetddn ylaraja x, .
P(X 2x,)=0,20

x,=112,62...~113

Vastaus alarajaon 87 jayldrajaon 113
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Olkoon satunnaismuuttuja X kahvin maird kahvipaketissa.
Satunnaismuuttujan keskihajonta o =10 grammaa.

Verrataan satunnaismuuttujan X jakaumaa normitettuun
normaalijakaumaan.

Olkoon arvoa x =500 g vastaava normitettu arvo z,. Tulee olla
P(X <400)=P(Z<z)=0,02.
Saadaan

P(Z<z)=0,02
z,=—2,05374...~2,0537 .

Muodostetaan normitusyhtilo.

XxX—X

z =
o

2.0537=2200-¢

x =520,537....~ 521

Kahvin maaridn odotusarvo on oltava 521 grammaa.

Vastaus 521 ¢g
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Olkoon satunnaismuuttuja X led-lampun kéyttoika.

Verrataan satunnaismuuttujan X jakaumaa normitettuun
normaalijakaumaan.

Olkoon arvoa x =28 000 vastaava normitettu arvo z,. Tulee olla

P(X <£28000)=P(Z<z) =ﬂ: 0,4.
1000

Saadaan

P(Z<z)=0,4

z, =-0,25334...~ -0,2533.

Muodostetaan normitusyhtilo.




Olkoon arvoa x =34 000 vastaava normitettu arvo z,. Tulee olla

P(X 234 000) = P(Z > 2,) =—2_— 0,05
1000

Saadaan

P(Z>2z,)=0,05
z, =1,64485...~ 1,6449

Muodostetaan normitusyhtilo.

34 000 - u
(o)

1,6449 =

Muodostetaan ja ratkaistaan yhtdlopari.

~0,2533 _28000—u
(o2
16449 =>4 00— 4
(o2

1 ~28800 ja o ~3160

Odotusarvo on 28 800 tuntia ja keskihajonta on 3160 tuntia.

Vastaus odotusarvo 28 800 h ja keskihajonta 3160 h
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Olkoon satunnaismuuttuja X kuutosten lukuméddrda 300:ssa nopan
heitossa.

Koska nopanheitto on toistokoe, satunnaismuuttuja noudattaa
binomijakaumaa.

Todenndkdisyys saada kuutonen yhdelld heitollaon p = %

Odotusarvo on u=np =300 % =50.

Keskihajonta on o =/np(1-p) = ‘/300%(1—%) :#

a) X~ Bin(300, %) ja n=300.

Satunnaismuuttujan X todenndkdisyyksid voidaan arvioida

5J15

satunnaismuuttujan Y ~ N(50, —) avulla.

P(50< X <60)= P(49,5< X £60,5)=0,4789...~ 0,479
b) Lasketaan todennikdisyys.

P(60 kuutosta) = P(59,5 < X <60,5)=0,01864...~ 0,019

Vastaus a) 0,479 b) 0,019
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Olkoon satunnaismuuttuja ¥ maahanmuuttoon myonteisesti
suhtautuvien madrd 200:sta henkildsté.

Henkildiden valinta on toistokoe, satunnaismuuttuja noudattaa
binomijakaumaa.

Todennékoisyys, ettd henkilé on maahanmuuttomydnteinen, on
p=0,59.

Odotusarvo on
u=np=200-0,59=118.

Keskihajonta on

o =np(1- p) =/200-0,59(1—0,59) = 6,95557...~ 6,9556..

Y ~ Bin(200; 0,59) ja n=200.

Satunnaismuuttujan Y todennédkoisyyksid voidaan arvioida
satunnaismuuttujan X ~ N(118, 6,9556) avulla.

Lasketaan todennékdisyys, ettd 200 satunnaisesti valitun henkilon
joukossa on maahanmuuton vastustajia enemmisto eli

maahanmuuttomyonteisid on korkeintaan 99.

P(X <99) = P(X <99,5) = 0,003910... ~ 0,0039

Vastaus 0,0039
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Olkoon satunnaismuuttuja X, automatkan kesto.
Satunnaismuuttujan X, odotusarvo 4 =17 minuuttia

ja keskihajonta o, =5 minuuttia.

Olkoon satunnaismuuttuja X, metromatkan kesto.
Satunnaismuuttujan X, odotusarvo x, =13 minuuttia

ja keskihajonta o, =2 minuuttia.

Olkoon satunnaismuuttuja X = X, +X, tyomatkan pituus.
Talloin satunnaismuuttujan X odotusarvo

M= + 1, =17min+13min =30 min

ja keskihajonta

a:\/012+022 =57 +22 =29.

a) Lasketaan todenndkdisyys, ettd tyomatkaan kuluu alle 25
minuuttia.

P(X <25min) =0,17658...~ 0,177

b) Lasketaan todenndkdisyys, ettd tydmatkaan kuluu yli 40
minuuttia.

P(X 240min)=0,03165...~ 0,032

Vastaus a) 0,177 b) 0,032
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Olkoon satunnaismuuttuja X henkilon saapumisaika
pysékointialueelle.

Satunnaismuuttujan keskiarvo on klo 8.50 ja keskihajonta 5 min.

50 530 . 5
60 60 60

Lasketaan todennédkdisyys tapahtumalle
A: "henkild saapuu tyopaikalle klo 9.00 jalkeen”.

Tapahtuman A4 vastatapahtuma on

A : "henkild saapuu tyopaikalle viimeistdédn klo 9.00" .

Jos henkil6 10ytad paikan pysékdintialueelta, hinen on saavuttava
viimeistddn klo 8.55, jotta hin ehtii tydpaikalle viimeistidan klo 9.00.

Klo 8.55 on murtolukuna 8% = ﬁ

60

Jos henkil6 ei 16ydé paikkaa pysdkdintialueelta, hinen on saavuttava
pysékointialueelle viimeistdédn klo 8.45, jotta hén ehtii tydpaikalle
viimeistddn klo 9.00.

Klo 8.45 on murtolukuna 8% = ﬁ

60



P(henkild saapuu tyopaikalle klo 9 jilkeen)
=1- P(henkild saapuu tyopaikalle viimeistddn klo 9)

=1—(P(loytaa paikan)- P(saapuu viimeistddn 8.55)
+ P(ei 16yda paikkaa) - P(saapuu viimeistddn 8.45))

535 525
=1-(0,65-P(X <=2)+(1-0,65)- P(X <=
( ( 60) ( ) P( 60))

=0,3975...2 0,40

Vastaus 0,40
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