VALISARJA

TEHTAVIA

(1) Pyoréilija haluaa ajaa 50 kilometrin matkan kahdessa tunnissa. Ajettuaan 25 ki-
lometrid, hén huomaa ajaneensa siihen asti nopeudella 21 kilometrid tunnissa.
Milld nopeudella pyoriilijan on ajettava loppumatka, jotta tavoite toteutuu?

(a) noin 28 kilometrié tunnissa
(b) noin 29 kilometrié tunnissa
(¢) noin 30 kilometrid tunnissa
(d) noin 31 kilometrié tunnissa

(2) Luku a arvotaan satunnaisesti véliltd [2,4]. Muodostetaan kolmio, jonka sivut
ovat koordinaattiakselit sekd suora y = 2x + a. Milld todennékéisyydelld kolmion
ala on vahintdéan 27

(a) 0

(b) 7

(c) 2—+2
(d) 1
(3) Tarkastellaan lukua, jonka kymmenjérjestelméesitys saadaan kirjoittamalla luku
2023 perdkkain 2022 kertaa. Mité tastad luvusta voidaan sanoa?
(a) Se on jaollinen kolmella.
(b) Se on jaollinen viidella.
(c) Se on jaollinen seitsemalla.
(d) Se on jaollinen yhdelldtoista.
(4) Luvut z ja y ovat reaalilukuja. Maarité lausekkeen

22% + y? — 2zy — 2023

pienin arvo.

(5) Laatikossa on ainakin yksi pallo. Lisdksi tiedetdén, ettd palloja on alle 100. Pallot
ovat joko sinisid, punaisia tai valkoisia. Punaisia palloja on parillinen maéra. Val-
koisia ja sinisid on yhteensa nelinkertaisesti punaisten pallojen maara. Punaisia
ja sinisid palloja on yhteensé kuusinkertaisesti valkoisten pallojen méaéaréa. Kuinka
monta palloa laatikossa on?

(6) Piste O sijaitsee suunnikkaan ABC'D sisélla siten, ettd ZAOB + ZCOD = 180°.
Osoita, ettd ZOBC = Z0DC.



(1)
(2)

TEHTAVAT JA RATKAISUT

Pyoriilija haluaa ajaa 50 kilometrin matkan kahdessa tunnissa. Ajettuaan 25 ki-
lometrid, hén huomaa ajaneensa siihen asti nopeudella 21 kilometrid tunnissa.
Milla nopeudella pyéréilijan on ajettava loppumatka, jotta tavoite toteutuu?

(a) noin 28 kilometrié tunnissa

(b) noin 29 kilometrié tunnissa

(¢) noin 30 kilometrid tunnissa

(d) noin 31 kilometrié tunnissa
Ratkaisu: Alkuosaan on kulunut % tuntia. Loppuosaan on siis kiytettavissa 2— %
tuntia. Téssé ajassa tulisi ajaa 25 kilometrid. Nopeus on siis

2
—525 ~ 31km/h.

21

Luku a arvotaan satunnaisesti véliltd [2,4]. Muodostetaan kolmio, jonka sivut
ovat koordinaattiakselit seké suora y = 22 + a. Milla todennékoisyydelld kolmion
ala on vahintdan 27

(a) 0
(b) X
(c) 2—+2
(d) 1
Ratkaisu: Suora y = 2x + a leikkaa y-akselin pisteessd y = a ja z-akselin
pisteessi ¥ = —7. Kolmion ala on siis %. Ehto % > 2 toteutuu, kun a® > 8,

eli s > 2v2 (silléd vain positiivinen arvo kelpaa). Kysytty todenndkdisyys on siis
Tarkastellaan lukua, jonka kymmenjarjestelméesitys saadaan kirjoittamalla luku
2023 perdkkain 2022 kertaa. Mité tastad luvusta voidaan sanoa?

(a) Se on jaollinen kolmella.

(b) Se on jaollinen viidella.

(c) Se on jaollinen seitsemalla.

(d) Se on jaollinen yhdelldtoista.

Ratkaisu: Luku 202320232023 on jaollinen kolmella. Tehtdvanannon luku saa-
daan kertomalla tdma luku luvulla, joka on saatu kirjoittamalla % kertaa ykko-
nen ja aina kahden ykkosen véliin nolla. Siispé tdmékin luku on jaollinen kolmella.
Viite a on oikein. Luvun viimeinen numero on 3, joten b on véérin. Luku 2023 on
jaollinen luvulla 7. Siispa viite ¢ on oikein. Luku Se luku, joka saadaan luvusta
2023 kirjoittamalla se 11 kertaa perdkkiin, on jaollinen luvulla 11. Kertomalla ta-
ma luku luvulla, jossa on 183 ykkosta ja kahden ykkosen vilissa aina 11 -4 nollaa,
on luku, joka muodostuu kirjoittamalla luku 2023 tdsmaélleen 183 - 11 = 2013 ker-
taa perakkiin. Alkuperiinen luku saadaan tésti luvusta kertomalla se luvulla 1036
(jolloin loppuun saadaan 36 nollaa) ja summaamalla siihen luku, joka muodostuu
kirjoittamalla 2023 yhdekséan kertaa perdkkiin. Luku, joka saadaan kirjoittamal-
la 2023 yhdeksédn kertaa perédkkiin ei kuitenkaan ole jaollinen luvulla 11, joten
my6skaan kysytty luku ei ole jaollinen luvulla 11. Kohta d on siis vaarin.

Luvut x ja y ovat reaalilukuja. Méarita lausekkeen

22% + y? — 2zy — 2023

pienin arvo.



Ratkaisu: Taydennetddn lauseke nelioiksi:

207 +y* =20y — 2023 = (2”4 20+ 1) + (2" — 2wy +1%) — 2024 = (v +1)* + (x —y)* — 2024,

Neliot ovat aina epénegatiivisia, joten lausekkeen arvo on vahintdan —2024. Toi-
saalta tdma arvo saavutetaan, kun x = —1 ja x =y, eli my6s y = —1.
Laatikossa on ainakin yksi pallo. Liséksi tiedetdén, ettd palloja on alle 100. Pallot
ovat joko sinisid, punaisia tai valkoisia. Punaisia palloja on parillinen maéra. Val-
koisia ja sinisid on yhteensé nelinkertaisesti punaisten pallojen méara. Punaisia
ja sinisié palloja on yhteensa kuusinkertaisesti valkoisten pallojen maara. Kuinka
monta palloa laatikossa on?

Ratkaisu: Merkitdan sinisten pallojen méaéréa kirjaimella s, punaisten pallojen
méaaraa kirjaimella p ja valkoisten pallojen méaaraé kirjaimella v. Tiedetadn, etta
p on parillinen luku. Lisaksi

v+s=4p
p+ s = 6.

Vahennetaan yhtalot toisistaan, jolloin saadaan
v—p=4p — 6w,

eli 7v = bp. Luvun p on siis oltava jaollinen luvulla 7. Koska se on myos parilli-
nen, on sen oltava jokin luvuista 0,14, 28,.... Jos olisi p = 0, olisi my6s v = 0,
jolloin olisi myos s = 0. T&lloin pallojen kokonaismééré olisi nolla, mika ei ole
mahdollista.

Jos on p = 14, niin v = 10. Talléin s = 4p — v = 56 — 10 = 46. Liséksi ehto
p + s = 6v toteutuu, silla 14 + 46 = 6 - 10. Té&lldin pallojen kokonaismédrd on
14 + 10 + 46 = 70.

Jos p = 28, niin v = 20. Télléin s = 4p — v = 112 — 20 = 92, eli palloja on
yhteensé yli sata. Tamé ei ole mahdollista. Vastaavasti kiy, jos p > 28. Siispa
ainoa ratkaisu on yllamainittu, jossa p = 14 ja pallojen kokonaismaara 70.

Piste O sijaitsee suunnikkaan ABC'D sisalla siten, ettd ZAOB 4+ ZCOD = 180°.
Osoita, ettd ZOBC = Z0DC.

Ratkaisu: Piirretdéin aluksi tilanteesta kuva. Liséksi tehddan kopio alkuperai-
sestd suunnikkaasta ns. yhdensuuntaissiirtyméan avulla, eli piirretdédn toinen sa-
manlainen suunnikas, jonka vinot sivut ovat alkuperdisen suunnikkaan sivujen
jatkeita. Piiretddn samaan kuvaan myos valmiiksi kaksi apujanaa, jotka on mer-
kitty katkoviivoin:
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suunnikasratkaisu.png

Koska ZCOD = ZBO'A, on oltava ZAOB+ /B0’ A = 180°, eli AO’BO on jan-
nenelikulmio. Kehdkulmalauseen nojalla ZODC = Z0O'AB = Z0'OB. Toisaalta,
koska OO’ ja C'B’ ovat yhdensuuntaisia, on myos oltava ZO'OB = ZOBC. Viite
on todistettu.
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