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1. Yhtaldita ja sieventamisia

1. K2015/2

a) Madritad lausekkeen x(4x=2)=3x(x=1)—x arvo, kun x=-1. s :'i:
.-

b) Anna esimerkki toisen asteen yhtdlostd, jonka yksi juurion x =1 E

c) Muuttujan arvo x =2 toteuttaa yhtalén x(x—15)+ax =2. Maarita kerroin a.

2. S14/1
x+2 x-3
a) Ratkaise yhtdlo al - ==
5 6
+1  y-1 1 3
b) Laske lausekkeen T2 arvo, kun x=— ja y=—.
y=1  x+l 2

c) Missd pisteessa suorat x+5y=1 ja x—5y =35 leikkaavat toisensa?

3. S14/2

Mikd luku x toteuttaa annetun yhtalon?

a) 2 =2

|

)

w‘*_z

1

d 3.\ -

) 3=
e) 10" =1000

f) 10°=0,01.



4. K14/1

a) Ratkaise yhtalo 2x° =x
a* —h* )
b) Laske lausekkeen —b arvo, kun a=1 ja b=
=

X -—1
c) Ratkaise yhtalo =21

5. K14/2

a) Missd pisteessd suora x—5y =4 leikkaa y-akselin?

b) Ratkaise yhtald 4x% =48 Anna tarkka arvo ja kolmidesimaalinen likiarvo.
c) Ratkaise yhtdlg 2-3" =162.

6. S13/1

a) Ratkaise yhtdlo {.1—2]2 =4
b) Milld muuttujan x arvolla lausekkeet 2x+3 ja —(x+ 3) saavat saman arvon?

c) Laske lausekkeen a{h—ZH{a—h}j— h1—a) arvo, kun a=2 ja b=-2.

7. K13/1

a) Ratkaise yhtalo 2{x+4)-3(x-3)=10.

b) Laske lukujen % ja % kdanteislukujen keskiarvo.

3a—6a”

3a

c) Sievenna lauseke




8. K13/2b

a) Milld muuttujan x arvoilla 4x+17 on suurempi kuin 2-x?

b) Ratkaise yhtilé xP+14x=—49

c) Suora kulkee origon ja pisteen (2,3) kautta. Kulkeeko se myds pisteen (48,75) kautta?
a) xsuurempikuin-3 b) x=-7 c) ei kulje, silla 75 on erisuuri kuin 72
9. S12/1
a) Ratkaise yhtdlé x* —2x=0.
2 2
b) Ratkaise yhtalo EI_ 1= 3

c) Ratkaise yhtalépari

a)  x=0taix=2 b) x=5/2 c)x=-2jay=-1
10. S12/3

a) Maarita funktion f{:l:]:;r[.r+2}3 derivaatta kohdassa x=10.
b) Ratkaise yhtals 2> =32,
c) Ratkaise yhtdld log,(3x)=3.

a) f'(0)=4 b) x=4/3 c) x=64/3, ihme tehtava!




11. K12/1

a) Ratkaise yhtdld 7x+3=31.

2a+3b 5 7

b) Laske lausekkeen ar> arvo, kun ga=— ja b=—.
a->b 2 3
c) Ratkaise yhtaldpari
(2x—y=1
\x+y=8
a) x=4 b)72 c)x=3, y=5
12. S11/1
5
x —2x+1
a) Laske lausekkeen —l arvo, kun x=3.
J‘_
: i D 1

b) Ratkaise yhtalo — = -

X 2
c) Ratkaise yhtélé x* —3(x+3)=3x—18.

a)2 b)x=-10 c)x=3
13. K11/1
a) Ratkaise yhtalé 4x+(5x—4)=12+3x.
1

b) Sievenna lauseke x* +x—(:\'2 —x) jalaske sen arvo, kun x==.

c) Ratkaise yhtalGpari

(r—2)' =0
Lx -3y =1
a) x=8/3 b) 2x, arvo 1 c)y=-1, x=-2
14. S10/1
T l —=x 1
a) Ratkaise vhtilo — + — —.
) e N

b) Ratkaise yhtilé (z — 2)2 —4(2 —z) = 0.

3r—1 .
c) Mika on lausekkeen == [ anvo, kun 2 = 27

z+

a)x=-1 b) x=2 tai x=-2 c)arvo 5/11



15. K10/1

a) Ratkaise yhtils (32 —2) = 1(2z + 3).

b) Ratkaise yhtdlo (z + 2)(z — 2) = 5.

c) Maérita suorien =+ y = 2 ja 2z — y = 5 leikkauspiste.

a) x=12/5 b) x=3 tai x=-3 c)pisteessa (7/3, -1/3)

16. S09/1
I —5: 3 4 4
a) Ratkaise yhtilo 3 - +2 T‘
b) Sievenni lauseke (5 + x?) — (42? + z) ja laske sen arvo, kun z = —2.
c) Ratkaise yht#ls 4z — 8z + 3 = 0.
a)x=-13/30  b) -3x*2-x+5, arvo -5 c) x=3/2 tai x=1/2
17. K09/1
a) Muodosta polynomien —z? + 2z ja 2z* — 3z + 1 summa ja tulo. E
b) Ratkaise yhtlo —3 - % =z —1. '
c) Ratkaise yhtaloryhma z+y =1,z —y = 2.
a) S: xM2-x+1, T: -2xM4+7x"3-7x"2+2x b) x=6/5 c) x=3/2, y=-1/2
18. S08/1

a) Ratkaise yhtils 42% + 9 = —12z.

% T+ 3
b) Ratkaise yhtilo z = — T
r —

4 or+3y x—0y
c¢) Sievenni lauseke - — +

a) x=-3/2 b) x=-3 c)13x-12y



19. K08/1
a) Ratkaise yhtdls 2r + 1 = x* + 2.
b) Ratkaise vhtiloryhmi 2r +y=1,r —y =0.

¢) Kumpi luvuista 2 ja 3 on suurempi? Perustele ratkaisusi likiarvoja kiyttamatta

[

esimerkiksi muodostamalla lukujen erotus.

20. K08/2
a) Ratkaise yhtilo 5r — (1 — x) = 13x.
b) Maarita lukujen 7, 3, 6, 3, 5, 3, 1 mediaani ja keskiarvo.
a+3d Ja+9
a  2a

c¢) Sievenna lauseke

21. 507/1
a) Ratkaise vhtils 7z* + 3z = 0.

b) Ratkaise yvhtild ll-i‘ + 1= lj[.!: + 2).
1 1

c) Sievenni lauseke = .
r—1 x+1

22. K07/1
a) Ratkaise yhtilo 2(r — L) = 3(3x = ).
b) Ratkaise yhtils Tx(3 + 7x) — 4 = 0.
ala—1)
T

+ ar arvo, kun r =a — 17

c) Miki on lansekkeen

23. S06/1

Ratkaise yhtalit a) =+ 2(4 + z) = =1, b) : =

(merkkivirhe kohdassa b) oikea vastaus x=-1 ja x=15/2)

24. K06/1
Ratkaise yhtilst a) 202 =492+ 9=0, b) =+-==.




25. K06/2

Sievenni lausekkeet

2 9] - 42 —=2
g P21 @Y=
S G r? —4
26. S05/1
a) Ratkaise yhtalo (3 = 2)(3z 4+ 5) = 0. b) Miké on lausekkeen i arvo, kun
h—¢

a=1b==-2jac=-:1

27. K05/1

Ratkaise a) vhtild 3r + 2 = z — 4(5r — 1), b) vhtéls — 4 L_ =+ 1.

]

28. S15/1

a) Laske luvun —1 vastaluvun ja luvun 5 kdanteisluvun keskiarvo.

b) Melién sivun pituus on 2 ja ympyradn halkaisijan pituus on myds 2. Kuinka monta !
prosenttia nelidn pinta-ala on suurempi kuin ympyran pinta-ala?

c) Ratkaise yhtals 272 =21
29. S15/3

Oheisessa kuviossa on erddn funktion f(x) kuvaaja. M3aritd kuvaajan avulla ne muuttujan
xarvot, joille =2 <x <4 ja

a) f(x)=1
b) f(x)=<0
c) fix)=0.




30. K12/2

Kuvissa 1-6 on oheisessa taulukossa mainittujen funktioiden y= f(x) kuvaajat. Kopioi taulul
ko vastauspaperiisi ja merkitse siihen, mikd kuvaaja esittda annettua funktiota.
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Ratkaise yhtalot

1 3.6
X
2. —3X+6=-2x-2
3 X__3_2:1
2 3
3x-1 2X
4. =——
2 2
5 3x2-27=0
6 x(x-2)=0
7. (x+1)* = 2x
2X 2X+1
8. = (K0O)
2X+3 8
7 1
9. X X—— |=——X (K01)
( 10) 10
10. 2" =7

11. x*-76=0



12. Olkoon f(x) =x? —31x—14. Laske funktion nollakohdat ja tutki, milld vililla funktio saa
negatiivisa arvoja (K04)
13. Maarita yhtalén x? —x—-1=0ne ratkaisut, jotka ovat valilld -1 < x < 1,5. (K0O1)
- 4x
14. Milld x:n arvolla lauseke 1 saa arvon 13? (K03)
. I au2 . o
15. Tutki, onko yhtaléilla g X+ 2 =1ja 3x° — 7x— 20 = 0 samoja ratkaisuja. (K00)
16. Ratkaise yhtilo X(X +1) = 156 (K04)
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2. Mab9/prosenttiyo
1. S15/7 vaikea

Kotimaisen meetvurstin rasvapitoisuus on 36 painoprosenttia. Kuinka monta prosenttia
rasvaa meetvurstista pitdd vahentdd, jotta tuotteen uudeksi rasvapitoisuudeksi tulee 30
painoprosenttia?

2. S14/4

25 %, mutta samalla myyntihintaa korotetaan 40 %. Kuinka monta prosenttia kalliimpaa
hammastahna on uudessa putkilossa millilitraa kohden?

V:12%
3. K14/4
Kuution sdrman pituus puolittuu. Kuinka monta prosenttia pienenee kuution

a) tilavuus?
b) sivutahkojen yhteenlaskettu pinta-ala?

V:a)87,5% b)75%
4. K14/5

Boolimaljassa on 4,0 litraa sekoitusta, jonka tilavuudesta 70 % on kuohuviinia ja 30 % man-
sikkamehua. Kuinka paljon siihen taytyy lisdtd kuohuviinid, jotta mehun osuus on 20 %?

V: 2 litraa

5. sl13/2c

c) Suorakulmion kanta on 11 cm ja korkeus 7 cm. Sen kanta lyhenee 20 prosenttia, ja kor- EI . EI
keus kasvaa 20 prosenttia. Kuinka monta prosenttia suorakulmion pinta-ala pienenee? :

V: 4%



6. K13/6

Tennispalloja myydaan suoran ympyradlierion muotoisessa pakkauksessa, johon mahtuu
nelja palloa tiiviisti paallekkdin pakattuna. Tennispallon halkaisija on 6,68 cm. Kuinka monta
prosenttia pakkauksen tilavuudesta pallot tayttavat? Anna vastaus prosentin tarkkuudella.

7. K13/8

Vuonna 2005 yksityishenkildiden maksuhdirididen lukumaard Suomessa oli 422 500, ja

vuonna 2011 se oli 1 460 500.

a) Kuinka monta prosenttia maksuhairididen lukumdara kasvoi tallad aikavalilla? Anna vas-
taus prosentin tarkkuudella.

b) Vuonna 2011 ministerid asetti tavoitteeksi vihentdd maksuhdirididen madrdn nel-
jdssd vuodessa takaisin vuoden 2005 tasolle. Kuinka monta prosenttia maara vihenee
vuodessa, kun vuotuinen vahenemisprosentti on sama? Anna vastaus prosentin kym-
menesosan tarkkuudella.

Uudet maksuhgirit 2005-2011
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8. S12/2a

a) Mikd on meetvurstin suolapitoisuus prosentin kymmenesosan tarkkuudella, kun 250 gram-
massa meetvurstia on 9,0 grammaa suolaa?




9. K12/8

kuluttua, jos hintaa korotetaan vuoden valein 2,5 %?

10. S11/5

I3 34 prosenttia.

a) Oliko osakkeen arvo ndiden muutosten jdlkeen suurempi vai pienempi kuin ennen muu-
toksia?

b) Kuinka monta prosenttia jalkimmaisen nousun olisi pitanyt olla, jotta olisi palattu alku-
perdiseen arvoon?

11. K11/3b

a) Madritd sellainen vakio a, ettd x =2 toteuttaa yhtilén x* —dax+4a” =0,

b) Positiivinen luku a kasvaa 20% ja pienenee tdmain jilkeen 17 %. Onko tulos suurempi
vai pienempi kuin alkuperdinen luku @7 Kuinka monta prosenttia alkuperdisesta luvusta
muutos on?

12. K11/14

a) 5aatiolld on 1.8 miljoonan euron pddoma, jonka vuosittainen tuotto on 5,4 prosenttia. E

Erddnd vuonna sadtio on paattanyt siirtdd tuotosta 30 prosenttia pddomaan ja jakaa lo-
pusta tuotosta kaksi 21 000 euron suuruista apurahaa opiskeluun ulkomailla sekd 14
yhtd suurta matka-apurahaa. Kuinka suuria matka-apurahat ovat?

b) Kuinka suureksi sdatién 1.8 miljoonan euron pddoma kasvaa viidessd vuodessa, jos tuot- E .
to on jokaisena vuotena 5,4 prosenttia pddomasta ja vuosittain pddomaan siirretdan

30 prosenttia tuotosta?

13. S10/5

Tuotteen hintaa korotetaan ensin 45 prosenttia ja sen jdlkeen 62 prosenttia. Nayta, ettd
tulos on sama, jos tuotteen hintaa korotetaan ensin 62 prosenttia ja sitten 45 prosenttia.
Kuinka monen prosentin nousua tuotteen hinnassa korotukset yhteensa merkitsevat?
Anna vastaus yhden desimaalin tarkkuudella.




14. K10/4

Kuinka monta litraa 12-prosenttista suolalivosta on lisittdvd kolmeen litraan 5-prosent-
tista suolalivosta, jotta saadaan B-prosenttinen suclaliuos?

15. s09/4

Elintarvikkeiden arvonliséivero on 17 prosenttia tuotteen verottomasta hinnasta. Ta-
pio maksoi ruokaostoksistaan 54,35 eurca. Kuinka monta euroa ostoksen hinta ale-
nis1, jos ruoan arvonlisiverca laskettaisiin 9 prosenttiyksikollda? Kuinka suuri olisi
ostoksen hinnan alennus prosentteina?

16. s09/15

Mauri on ottanut asuntolainaa 81 600 euroa 4.2 prosentin korolla. Hin lvhentdi sité
vuosittain 4 8300 euroa ja maksaa samalla sithen mennessi kertyneet korot. Kuin-
ka paljon korkoa hin maksaa toisen vuoden lopussa? Kuinka monta vuotta lainan
takaisinmaksu kestdd? Kuinka paljon korkoa Mauri maksaa kaiken kaikkiaan?

17. K09/14

Talletustilin vuosikorko on 1,50 prosenttia. ja korkotuotosta peritédin vuosittain 29
prosentin lihdevero. Tilid avattaessa talletetaan 1000 €, eikd muita talletuksia teh-
dé.

a) Kuinka paljon tililld on rahaa kymmenen vuoden kuluttua, kun korko littetddn
péddomaan vuoden vilein?

b) Monenko vuoden kuluttua talletus on kaksinkertaistunut?

18. S08/4

Lentokoneen kiiyttikustannuksista polttoaineen osuus on 35 %. Kuinka monta pro-
senttia polttoaine voi kallistua, ennen kuin kiyttikustanmikset kasvavat 10 %7 Anna
vastaus promillen tarkkuudella.




19. K08/9

Lomapaketin hinta koostui hotelli- ja matkakustannuksista. Hotellikustannukset las-
kivat 5 % ja matkakustannukset nousivat 18 %. Muutosten jilkeen lomapaketin hinta
oli sama kuin aikaisemminkin. Kuinka monta prosenttia matkakustannukset olivat
lomapaketin hinnasta ennen muutoksia?

20. S07/3

Suomen sahkonkulutus vuonna 2005 oli 84,9 TWh (terawattituntia). Tésta katettiin
omalla ydinvoimalla 26.3 %, muilla kotimaisilla energialdhteilld 53.7 % ja tuontisih-
kiilléd loput. Olkiluodon nusi ydinvoimala liséi siihkéintuotantoa 14 TWh:lla vuonna
2009. Oletetaan, etti sihkénkulutus on télléin noussut vuoden 2005 tasosta 12 %,
muita muntoksia kotimaisessa energiantuotannossa ei ole tapahtunut ja tuonnilla
katetaan edelleen kotimaisen tuotannon vlittdvd osuns. Mikd on télldin kotimaisen
vdinvoiman ja miki tuontisihkin subteellinen osuus kokonaiskuhituksesta?

21. K07/4

Tuotteen myyntitulot kasvoivat edelliseen vuoteen verrattuna 5.0 % vuonna 2004
ja 3.0 % vuonna 2005. Vuonna 2003 tuotteen valmistuskustannukset olivat 91 %
tavaran myvntituloista. Vuonna 2004 valmistuskustannukset olivat 7,1 % suuremmat
kuin vuonna 2003, ja seuraavana vuonna ne nousivat edelleen 1.2 %. Kuinka monta
prosenttia myvntitulot olivat valmistuskustannuksia suuremmat vuonna 20057

22. K07/9

Tavttiessidn 20 vuotta Laura oli 25 prosenttia vanhempi kuin sisarensa Veera. Kuin-
ka monta prosenttia sisartaan vanhempi Laura on tiyttiessiin 30 vuotta?

23. K07/15

Piensijoittaja osti yhtion osakkeita 1200 eurolla. Ensimiéisend vuonna osakkei-
den kurssi laski 15,6 prosenttia, mutta seuraavana vuonna se nousi 8,1 prosenttia.
a) Kuinka monta prosenttia osakkeiden kurssin tulisi nousta kolmantena vuonna,
jotta osakkeiden arvo olisi alkuperiisen suurninen? b) Sijoittaja arvioi, ettd kurs-
sinousu kolmantena vuonna on normaalisti jakautunut keskiarvona 7.0 prosenttia
ja keskihajontana 5.0 prosenttia. Mika on todennakoisyys, etta kolmannen vuoden
lopussa osakkeiden arvo on vihintdin alkuperiisen sunruinen?




24. S06/7

Lauralta kulni koulumatkaan 15 minmuttia. Tavallisesti hdn saapm koulunn kellon
soidessa. Erdfind aamuna hin ldhti kotoa 6 minuuttia tavallista myohempéin, ja
vaikka héin kulki nopeammin, hin mydhistyvi. Koulun kellon soidessa hénelld oli
vield 5 % matkasta jdljelli. Kuinka monta prosenttia tavallista nopeammin hiin oli
talloin kulkenut?

25. S06/13

Tuotteen hintaa nostettiin p %. Huonon menekin vuoksi nain saatua hintaa laskettiin E
myohemmin 2p %. jolloin hinta oli 5.5 % halvempi kuin ennen korotusta. Muodosta =,

vhtals lnvun p médrittdmiseksi ja ratkaise p.

26. K06/5

Suomen viennin jakauma vuonna 2003 seki viennin méirissi vuonna 2004 tapahtu-
neet muutokset kiyviit ilmi seuraavasta taulukosta. (Lihde: Kaupan Keskushitto.)

Vienti toimialoittain Jakauma Muutos vaodesta 2003
vuonna 2003 (%) vuoteen 2004 (%)
Puu- ja paperiteollisuus 254 +13.6
Kemianteollisuus 8.7 +4.4
Kone- ja metallitecllisuus 25,1 —4.4
Sahkotekninen teollisuus 24.3 +1.9
Muut 16.5 +14.6

a) Lisddntyiko vai viheniko kokonaisvienti vuonna 20047 Kuinka monta prosenttia
muutos oli? b) Esitd viennin prosentuaalinen jakauma vuonna 2004.

27. S05/3
Boolin valmistukseen kiytettiin 0.4 litraa marjamehua, puoli litraa vodkaa ja 1,5 lit-

raa soodavetti. Vodkan alkoholipitoisuus on 38 tilavuusprosenttia. Paljonko boolissa
oli alkoholia a) litroina, b) tilavuusprosentteina?

28. K05/8

Henkiléin palkasta jéi ennakonpididtyksen jélkeen kiteen 73 %. Vuodenvaihteessa
henkilty sai 45 euron palkankorotuksen. Samanaikaisesti ennakonpiditys lasla (0,8
prosenttivksikkia. Henkilolle jii ennakonpidatyksen jialkeen kiateen nyt 49,60 euroa
enemmén kuin ennen muntoksia. Mikid oli henkilén uusi ennakonpidatysprosentti,
ja miki oli hdnen uusi palkkansa?




3. Geometrian yo-tehtavia

1. K2017/6

Uima-allas on 25 m pitkd ja 10 m leved. Se syvenee tasaisesti pituussuunnassa ja on
matalassa padssa 1,1 m ja syvissi padssia 3,0 m syvd. Uima-altaan sisdpinta (seinit ja
pohja) on tarkoitus laatoittaa 30 cm x 20 ¢m kokoisilla laatoilla, joita myydédén 30 laatan
laatikoissa.

Arvioi, kuinka monta laattalaatikkoa tédytyy ostaa altaan laatoittamista varten.
Tehtaviissi el tarvitse ottaa huomioon laattojen viliin jaédvien saumojen pinta-alaa eiki
sitd, ettd osaa laatoista joudutaan leikkaamaan, jolloin koko laatan pinta-alaa ei voida
hyodyntéa.

2. S2016/6

Tommi ostaa uuden kompostikiymaélin, jonka sisdosa on pyoriahdyskappale, jolla on
kuvan mukainen poikkileikkaus. Laske kompostikiyvmaléin siilion sisiatilavuus.

2cm 2cm

97 cm

132 cm

45 cm

2cm <http://sauna.net>.
65 cm Luettu 28.4.2015.



3. K2016/6

6. Peppi rakentaa oheisen kuvan mukaisista laudankappaleista linnunponton. Yksikkona
on senttimetri.
a) Paljonko linnunpéntté painaa? Sisdéintuloaukkoa ei tarvitse huomioida eiki kiiytet-
tdvia nauloja. Laudan tiheys on 550 kg/m® ja paksuus 2,0 cm.

b) Miki on linnunponton sisétilavaus?

26
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14

26

10 14
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26 26
10 10

<www.bing.com>. Luettu 18.11.2015.

<www.bing.com>. Luettu 18.11.2015.



4. S2015/2

Suunnikkaan sisalle piirretdan pienempi suunnikas, jonka karjet ovat alkuperaisen suunnik-
kaan sivujen keskipisteissa. Laske pienen suunnikkaan pinta-ala kayttamalld kuvioon mer-
kittyja pituuksia.

4cm

5. k2015/12

LED-TV:n suorakulmaisen kuvaruudun leveyden ja korkeuden suhde on 16 : 9. Kuvaruudun
ldvistdjan pituus on 40 tuumaa; yksi tuuma on 2,54 senttimetria.
a) Maarita kuvaruudun leveys ja korkeus millimetrin tarkkuudella.
b) Maarita kuvaruudun pinta-ala neliosenttimetrin tarkkuudella.

6. S2015/5

Alla olevassa kuviossa on silityslauta sivusta katsottuna. Siihen liittyvdt mitat on merkitty
kuvioon. Laske silityslaudan korkeus lattiasta.

33 cm
i




7. S2015/12

Suorakulmaisen kolmion 4BC kateettien pituudet ovat 4B =3 ja BC =4. Ympyran keski-
piste sijaitsee pidemmalld kateetilla. Lisdksi ympyra kulkee pisteen B kautta ja sivuaa kolmi-
on hypotenuusaa. Maaritd ympyran side.

8. k2015/4

Suorakulmaisessa kolmiossa 4 BC kateetin AFE pituus on 4,4 cm ja hypotenuusan AC pituus
8,1 cm.

a) Laske kateetin BC pituus.

b) Laske kolmion terdvien kulmien suuruudet 0,1 asteen tarkkuudella.

c) Laske kolmion pinta-ala 0,1 neliésenttimetrin tarkkuudella.




9. K2014/7

Seitsemdn mantytukkia sidotaan vaijerilla alla olevan poikkileikkauskuvion mukaisesti.
Kuinka paljon vaijeria tarvitaan yhteen kierrokseen? Jokaisen tukin halkaisija on 20 cm.
Anna vastaus senttimetrin tarkkuudella.

10. K2014/4

a) tilavuus?

b) sivutahkojen yhteenlaskettu pinta-ala?

11. $2014/10

Suorakulmaisen kolmion kummankin kateetin pituus on 5. Sen sisddn on piirretty nelié
kahdella eri tavalla kuvioiden mukaisesti. Kumman nelién pinta-ala on suurempi?

DR




12. S2014/6

Liito-oravan vaakasuora siirtyma suoraviivaisessa lildossa on parhaimmillaan 3,3-kertainen

korkeuden vahenemiseen verrattuna.

a) Huippukuntoinen liito-orava aikoo liitdd 60 metrid levedn aukion yli. Kuinka korkealta
puusta sen tdytyy ponnistaa, jotta se laskeutuisi aukion toisella puolella olevaan puuhun
yhden metrin korkeudelle? Anna vastaus metrin tarkkuudella.

b) Kuinka suuressa kulmassa vaakatasoon ndhden a-kohdan liito-orava liitda? Anna vastaus
asteen tarkkuudella.

<http://webbi.meili.fi/kettu/RunotKaunisMetsakauris/Liito_oravaKuvalaRuno.html>. Luettu 5.3.2013.

13. S13/4 korjaa video

Kuvan kaari-ikkunassa on lasin tukena rimoja. Kuinka paljon rimaa tarvitaan kuvan mukai-
seen kaari-ikkunaan, kun x=20 cm ja y=40 em? Rimaa kidytetddn kaikkiin kuvion janoi-

hin ja puoliympyréiden kaariin. Anna vastaus senttimetrin tarkkuudella.




14. S13/3

Tasakylkisen kolmion kylki on 90 m ja kanta 40 m.
a) Laske kolmion huippukulma asteen tarkkuudella.
b) Laske kolmion pinta-ala neliometrin tarkkuudella.

15. S12/9

Tarkastellaan cheisen kuvan mukaista sadnnollista kuusikulmiota, jonka sivun pituus on r.
a) Johda leveyden x lauseke sivun pituuden » avulla lausuttuna.

b) Johda korkeuden v lauseke sivun pituuden r avulla lausuttuna.

r
c) Laske kuusikulmion ja ympyrdn valiin jddvan alueen pinta-ala, kun ympyran side on —.

16. S12/2b

b) Sucrakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus on 4,9 m ja kateetin pituus 2,3 m. Laske
toisen kateetin pituus 0,1 metrin tarkkuudella.




17. K12/6

Biologi haluaa arvioida joen leveyttd, jotta han voi asettaa kalojen likkkumista mittaavia laittei-
ta jokeen. Han katsoo joen rannalla oclevasta pisteestd 4 kohtisuoraan vastarannalla olevaa
pistettd (. Pisteestd 4 hdn kdvelee 30 metria alavirtaan pisteeseen B, josta katsottuna vas-
tarannan piste ' ndkyy 50 asteen kulmassa alla olevan kuvan mukaisesti. Laske joen leveys
AC metrin tarkkuudella.

sif

18. (S11/7)

Kolmion sivujen pituudet ovat 2, 3 ja 4.

a) Laske pisintd sivua vastaava korkeus h kahden desimaalin tarkkuudella.
b) Laske kolmion kulmien suuruudet asteen tarkkuudella.

19. (K11/2a)

Suorakulmaisen kolmion toisen kateetin pituus on 2 ja hypotenuusan pituus 5. Laske
kolmion terdvien kulmien suuruudet asteen tarkkuudella.




20. (K11/4)

Muinaiset egyptildiset laskivat ympyran pinta-alan sellaisen nelion alana, jonka sivun pituus

on % ympyran halkaisijasta.

a) Laske tdll3 s3@nndlld ympyrdn ala, kun sen halkaisija on 5.

b) Onko edelld saatu ala lilan suuri vai lilan pieni? Kuinka suuri virhe on prosentteina?
Anna vastaus prosentin kyrmmenesosan tarkkuudella.

21. (K11/6)

Ad-kokoisen kartan mittakaava on 1:20 000. Kartta pienennetdan kopiokoneella A5-kokoi-
seksi, jolloin sen pinta-ala pienenee puocleen, mutta muoto sdilyy. Mikd on pienennetyn
kartan mittakaava?

22. (K10/7)

Suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat 3,2 cm ja 5,7 cm. Laske hypotenuusan
pituus ja suoran kulman karjen etdisyys hypotenuusasta.

23. K10/10

Suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat 2 ja 3. Kolmio pydrahtaa tayden kier-
roksen lyhyemman kateettinsa ympari, jolloin syntyy avaruuskappale. Piirra kappaleen
kuva ja laske sen tilavuus.

24. (S10/2a,b)

terdvat kulmat asteen tarkkuudella.

25. 510/4

Maarita suorakulmaisen kolmion muotoisen tontin sivujen pituudet ja pinta-ala, kun kar-
tasta mitattuna kahden pisimmadn sivun pituudet ovat 92 mm ja 73 mm. Kartan mitta-
kaava on 1 :2000.

26. S10/10



Suoran ympyrakartion korkeus on sama kuin sen pohjan halkaisija, kumpikin suuruudel-
taan = 1. Kartion sisdan asetetaan pallo, joka sivuaa kartion vaippaa ja pohjaa. Kuinka
monta prosenttia pallon tilavuus on ympyrakartion tilavuudesta? Anna vastaus prosent-
tiyksikon tarkkuudella.

talldin ndkyy, ts. mikd on janan pdatepisteisiin suuntautuvien tdhtdysviivojen valinen
kulma? Anna vastaus yhden asteen tarkkuudella.

28. S09/5
Sadetin kastelee urheilukenttdd 14 metrin padhén sektorissa, jonka keskuskulma on
105 astetta. Nurmikenttd vaatii 4 mm vettid. Kuinka kauan sadetinta on pidettava
toiminnassa, kun se kiyttad 32 litraa vettd minuutissa? Oletetaan, ettd sadettimen
vesi jakaantuu sektorille tasaisesti.

29. (s09/6)

Kaksi autoilijaa ajaa perikkiin vaakasuoraa tieti. Toinen nikee 5,0 m silménkor-
keutta ylempini olevat ryhmittymismerkit noin 15 asteen kulmassa ja toinen noin
35 asteen kulmassa vaakatasoon nidhden. Kuinka kaukana autoilijat ovat toisistaan?

30. S09/8

: e e : . . _
Suoran ympyrilierién muotoisessa 10,0 em:n korkuisessa lasissa on mehua 6,5 cm:n
korkeuteen. Lasiin upotetaan viisi pallon muotoista lasikuulaa, joiden halkaisija on
20 mm. Mehun pinta nousee talléin 7 mm. Laske lasin pohjan halkaisija.

31. (K09/9)

Kolmion kirjet ovat pisteissa (—6, 1), (0,0) ja (4,9).
a) Laske kolmion kulmat asteen kymmenesosan tarkkuudella.
b) Laske kolmion pinta-ala yhden desimaalin tarkkuudella.

[=]

32. K09/6

Kuparipallon ympérysmitta on 64,2 ecm ja massa 37,9 kg. Tutki, onko pallon sisalla
tyhjia tilaa. Kuparin tiheys on 8,96 g/c-.mgv




33. 508/7

Nelitpohjaisen suoran pyramidin korkeus on 8 ja pohjasirmén pituus 12. Maarita E
pyramidin sivutahkon ala. Kuinka suuren kulman pyvramidin sivusarma mmodostaa =
pohjatahkon kanssa? Ilmoita kulma 0,01 asteen tarkkundella.

34. S08/9

Helsingin Pasilassa sijaitsee linkkitorni, jonka korkeus meren pinnasta mitattuna on
146 metrid. Kuinka korkealta paikalta Tallinnasta tornin huippu on mahdollista nidh-
dé, kun Helsingin ja Tallinnan vilinen etédisvys maapallon pintaa pitkin mitattuna
on 85 km? Maapallon ympéryvsmitta on 40000 km.

35. K08/3

a) Laskettelurinteen kaltevuuskulma on 7,0 astetta ja rinteen korkeusero 180 met-
rii. Kuinka pitki rinne on? Kuinka kanan kestdi hithtohissilld matka rinnettd pitkin
alhaalta ylos, kun hiihtohissin nopeus on 6 km/h?

b) Suora kulkee pisteiden (1,0) ja (3,3) kautta. Kuinka suuren kulman se muo-
dostaa r-akselin positiivisen suunnan kanssa? Anna vastaus asteen kymmenesosan
tarkkuudella.

36. K08/4

Kumiputken ulkohalkaisija on 53 mm ja seinfimin paksuus 4 mm. Kuinka pitki
putken on oltava, jotta putkeen mahtuisi 3.0 litraa vettd?

37. (s07/6)

Talon harja on 1,80 metrid korkeammalla kuin
sivuseinien ylareunat. Raystdan kohtisuora etéi-
syys seinédstd on 54 cm. Pédidtyseinin pituus on L som
7,64 m. Talon harja on keskelld kattoa. Maarita
lappeen pituus AB senttimetrin tarkkuudella. ir -

54 cm 7,64m




38. K07/7

Kiitoradan pituus on 2,5 km, ja kone koskettaa kiitorataa 300 metrin padssi sen
alkupéasti. Kuinka kaukana kiitoradan alkupéistd (vaakasuoraan ajateltuna) kone ¥&=
oli 500 jalan korkeudessa (1 jalka = 0,3048 m)? Kuinka kauan téstd kului maakoske- [

tukseen, jos lentokoneen ldhestymisnopeus ilman suhteen oli 270 km/h? Oletetaan,
ettd sda oli tyyni.

39. S06/5

Omakotitalon raystaskouruja puhdistettaessa kaytettiin tikkaita, joiden pituutta E :'E
voidaan saatdda. Kun tikkaat oli asetettu viiden metrin pituisiksi ja sijoitettu pysty-

suoraa seinéi vasten siten, etti tikkaiden alapdi osui maahan 150 ecm:n etiisyydelle

seinésté, jéi tikkaiden yldpaa tasan metrin liian alas. Kuinka paljon tikkaita tuli pi-

dentdi, kun niiden alapadn paikkaa ei haluttu muuttaa? Anna vastaus senttimetrin E -
tarkkuudella. -1d

40. S06/8
Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus on 12,4 cm ja toinen terdva kulma

64,5°. Kolmio pyoridhtid pitemmin kateettinsa ympéri. Laske syntyneen kartion
tilavuus ja vaipan ala.

41. (K06/3)

Nelion ABC'D sivulla AB on sellainen piste E etti

D
AE =1 ja ED = 3. Laske nelién a) sivun pituus, .
b) pinta-ala, ¢) lavistajian pituus. Anna vastaukset
tarkkoina arvoina.
A E B

42. (K06/10)



Suunnikkaan ABC'D kérkipisteet ovat A = (1, -2), B =(6,—1), C =(7,2) ja D =

(2,1). Laske suunnikkaan pinta-ala sekd kulmien suuruudet asteen kymmenesosan

tarkkuudella.

43. (K05/6)

Kesamokin kalliolle porataan kaivoa. Pyorein porausreiin halkaisija on 140 mm ja
syvyys 57,2 m. Reidstd porattu kiviaines levitetiéin tasapaksuna kerroksena suora-
viivaisesti kulkeville mékkipoluille, joiden leveys on 45 em ja yhteispituus 72,5 m.
Kuinka paksu kerros syntyy? Oletetaan, ettd kiviaineksen tilavuus on sama kuin
porausreiin tilavuus.

44. (s05/2)

Oletetaan, ettd polyhiukkasen halkaisija on viisi tuhannesosamillimetria. Kuinka
monta hiukkasta mahtuu yhteen kuutiometriin, jos jokainen pélyhiukkanen vie kuu-
tionmuotoisen tilan, jonka sdrménpituus on hiukkasen halkaisija?

45. (s05/7)

Kuinka suuri on sen ympyrin side, jonka kehilla olevaa 5,1 metrin pituista [=]¢@
vastaa 9 asteen keskuskulma? !

46. (K05/2)

Muodosta yhtdlé oheisen suorakulmaisen

kolmion sivujen pituuksien vilille ja ratkai- Ty e
se tamén avulla kolmion kateettien pituudet. /}/ g 3x+3
P -
x
47. (s04/5)

Kaksi 14 mm paksua lautaa lintetddan paillekkain vhteen 30 mm pitkalla naulalla. Naulan
tulee jadda koko pituudeltaan lautojen sisdén, joten naula lyodaan hieman vinoon. Miké on
naulan a) pienin, b) suurin mahdollinen kaltevuuskulma, kun naulan tulee yltdi alempaan

launtaan vahintddn 8 mm:n syvyyteen mutta el kuitenkaan laudan lidp1? Vastaukset asteen
tarkkuudella.



48. (s04/9)

Tyynessa jarvessa uiva kesidlomailija on tarkkaillut veden pintaa ja vaittaa nakevinsa maa-
pallon kaareutumisen jarven pinnan kohoumana. Oletetaan, ettd kaareuntuminen on mah-
dollista havaita veden pinnasta, jos pinta on uimarista vastakkaiselle rannalle ulottuvan
suoran linjan keskikohdalla vahintdain 20 cm linjaa ylempéana. Kuinka kaukana mimarista
vastarannan on silloin vihintdin oltava? Maapallon ympéarysmitta on 40000 km.

49. (K04/4)

Metséipalstan pinta-alaksi peruskartalla mitattiin 2,9 cm?, missé mittausvirhe on

enintdin 0,1 cm?. Laske palstan koko hehtaareina ja sen maksimivirhe, kun perus-

kartan mittakaava on 1:20000.
50. (s03/4)

Maapallon vékiluku on 6.3 miljardia, ja maapallon sidde on 6370 km. Mikéd on vaeston
tiheys (henked/ kmg), jos viestd ajatellaan jaetuksi tasaisesti koko maapallolle? Miki on
vieston tiheys, jos otetaan huomioon vain maapinta-ala? Vesistojen osuus maapallon pin-
nasta on 71 %.

51.

Strategiapelisséd rakennetaan uudelle planeetalle makean veden séiliotd. Sailié on ympyridpohjai-
nen lierid. jonka korkeus on 320 m ja pohjan halkaisija 2 000 m. Sdiliéstd haihtuu vettd keskimaa-
rin 100 litraa minuutissa. Kuinka monta planeetan vuotta sédilidssé riittéisi vettd, ennen kuin tiysi
sdilio pelkistiéin haihtumisen vuoksi olisi tyhjentynyt? Planeetan vuosi on 3 - 107 sekuntia.

52.

Urheilukentin juoksuradan sisipuolinen kentta koostuu suorakulmiosta ja sen péissi ole-
vista puoliympyrdéistd, joiden sidde on 36,00 m. Kuinka pitkidt ovat juoksuradan suorat
osat, kun juoksuradan koko pituus on tasan 400 metrid radan sisdreunaa pitkin mitattu-
na? Juoksuradalla on yhteensa kahdeksan 122 em:n levyista rinnakkaisrataa. Kuinka mon-
ta metrid uloin, kahdeksas rata on sisidrataa pidempi ratojen sisdreunoja pitkin mitattuna?
Anna vastaus 0,01 metrin tarkkuudella. Kuinka monta prosenttia tdma ero on?

53.

Jalallisen viinilasin sisitila on karjelladn seisova suora ympyrikartio, jonka tilavuus on
1.75 dl. Kuinka paljon lasissa on nestetti nestepinnan lasissa ulottuessa puoleenviliin
lasin sisitilan korkeudesta?



54.

Katsoja nikee pilvien vilisen salaman vilidhdyksen 25 asteen kulmassa horisontin yla-
puolella ja kuulee jyrahdyksen 35 sekunnin kuluttua salamaniskusta. Kuinka korkealla
salamanisku tapahtui? Kuinka etdilla katsojasta oli paikka. jonka ylapuolella salama 1ski?
Aznen nopeus on 340 m /s. Maan pinta oletetaan tasoksi.

55.

Ympyrin pinta-ala on 12 em?. Mikd on ympyrian ympiri piirretyn nelion ala? Enté
ympyrin sisddn piirretyn nelion ala? Anna vastaus nelidsenttimetreind kahden desi-
maalin tarkkuudella.

56.

Matkapuhelinmasto sijaitsee miellid, joka kohoaa 32 metrid ldheisen jirven pintaa
korkeammalle. Maston korkeus on 120 metria. Missd kulmassa (vaakasuoraan tasoon
nihden) jarven vastakkaisella rannalla mastosta 4.5 kilometrin pédssi oleva katsoja
nikee maston huipussa olevan punaisen valon? Vastaus 0,1 asteen tarkkuudella.

57.

Tuoreen koivutukin pituus on neljid metrid ja sen keskiméariainen halkaisija puoli metria.
Mik& on tukin massa, kun tuoreen koivun tiheys on noin 0,9 kg/ dm??

58.

Ajatellaan, ettd Helsingistd Brysseliin kaivetaan litkennetunneli, joka vhdistaa kaupungit
suoraviivalsestl maapallon jainnettd pitkin. Miten syvilld on tunnelin syvin kohta? Kuinka
monen asteen kaltevuudessa tunneliin ajetaan sen kummassakin paiatepisteessa? Maapal-
lon sdde on 6 370 km. Helsingin ja Brysselin vilinen lyhin etiisyys maapallon pintaa pitkin
mitattuna on 1650 km.

59.

Taysinalsessa, tiiviisti  pakatussa ympyralierion muotoisessa

sillytyskotelossa on nelja tennispalloa. Kuinka suuri osa pallojen
tilavuus on kotelon tilavuudesta?

60.

Suorakulmaisen kolmion A BC' kateetin AC pituus on 8,6 cm ja kateetin BC' pituus 5,8 cm.
Kateetilla AC on piste D siten, ettd DA = DB. Maarita janojen AB ja C'D pituudet.



61.

Pystyssa olevan suoran ympyréilierion muotoisen tynnyrin pohjan halkaisija on
0,70 m ja korkeus 1,20 m. Tynnyriin kaadetaan 120 litraa oljya. Maarita tyhjan
tilan korkeus tynnyrissi.

62.

Kolmion kiirjet ovat pisteissi A = (—2,2v/2), B = (=2, —v2) ja C = (3,1/2). Laske
kolmion kulmien suuruudet 0,1 asteen tarkkuudella.

63.

Suorakulmaisen sdrmién muotoinen hautakivi on 80 cm korkea. 2.10 m pitkd ja 32 cm leved. Voi-
daanko kivi nostaa nosturilla. joka pystyy nostamaan enintdidn kahden tonnin painoisen kuorman?
Hautakiven tiheys on 2,7 - 10° kg/m’.

64.

Harjakattoisen talon pituus on 12.0 m ja leveys 8,0 m. Talon péity muodostuu 3,0 m x 8,0 m
suurnisesta suorakulmiosta ja tasakylkisestd kolmiosta. jonka kanta on 8.0 m. Katto jatkuu seinén
yli 0.5 m talon joka sivulla muodostaen riaystdit. Suunnitteluvaitheessa piaityseiniin kolmio oli

ajateltu 2.0 m korkeaksi. mutta rakennusvaiheessa siitd kuitenkin tehtiin 2.5-metrinen. Kuinka
monta prosenttia talon katon pinta-ala muutoksen johdosta kasvoi?



4. Yo-tehtavat suorista
1. K16/9

Suora Ly kulkee pisteiden (3,0) ja (0, 5), suora Ly pisteiden (6,0) ja (0,3), ja suora Ly
pisteiden (2.0} ja (2,2) kautta. Nima kolme suoraa ja koordinaattiakselit rajoittavat
monikulmion, jonka yksi kirki on (0. 0). Etsi funktion f(zr,y) = 2r — 4y + 10 suurin ja
pienin arvo tissd monikulmiossa.

2. Ki5/1

. Alla on kolmen suoran kuvaajat. Esitd niiden yhtdl6t muodossa v = kx + b, Perusteluita ei
tarvita.

Suoral Suora 2 Suora 3
¥ y V

T )

2 \2

. ] .

X . \ - X . ‘ - X
1\1

L

3. K15/5

Yksinkertaistetun mallin mukaan ilman l3mpdtila laskee lineaarisesti korkeuden k suhteen

noin 11 kilometriin saakka. Merenpinnan tasolla h =0 keskilampdtila on +15 celsiusastet- g

taja 11 kilometrin korkeudella =56 celsiusastetta.

a) Kuinka monta astetta ilma jadhtyy, kun noustaan 5,0 kilometrin korkeudelta 1,0 kilo-
metrid ylospain?

b) Maaritd ilman lampdtilan lauseke T = T{h} korkeuden h avulla lausuttuna ja piirrd sen

kuvaaja {h,]‘"]-konrdinaatismon, kun 0=h <11 km.

4. S14/1c

c) Missd pisteessa suorat x+5y=1 ja x=5y =35 leikkaavat toisensa?




5. S14/13
a) Epayhtdlot x+3y =18, 3x+2y =19, x=0 ja y=0 maarittelevat nelikulmion N. Piirrd

sen kuva xy-koordinaatistossa ja laske kirkien koordinaatit.
b) M&aritd lausekkeen 2x+ y suurin ja pienin arvo nelikulmiossa N.

6. K14/2

a) Missa pisteessad suora x—5y =4 leikkaa y-akselin?

b) Ratkaise yhtald 4x° =48. Anna tarkka arvo ja kolmidesimaalinen likiarvo.
c) Ratkaise yhtalé 23" =162.

7. S13/2a

a) Missa pisteissd suora y=-3x+12 leikkaa koordinaattiakselit?

8. S12/2c

c) M3arita pisteiden (0,8) ja (12,0) kautta kulkevan suoran yhtalo.

9. K12/4

a) Funktion fix)= %x+ h nollakohta on 2. M&aritd vakion b arvo.

b) Missa pisteessa a-kohdan funktion kuvaaja leikkaa y-akselin?
c) Kuinka suuren terdavan kulman a-kohdan funktion kuvaaja muodostaa x-akselin kanssa? An-
na vastaus asteen kymmenesosan tarkkuudella.




10. S10/3

Oheisessa kuviossa on kaksi suoraa. Maarita ndiden yhtalot, ja laske niiden leikkauspisteen
koordinaatit. Mikd on suorien ja y-akselin rajaaman kolmion pinta-ala?

11. K10/1c

c) M3Erits suorien = + y = 2 ja 2 — y = 5 leikkauspiste.

12. K10/9

koordinaattiakselit? Piirra kuvio.

13. S09/12

Suorat r +y — 8, x + 3y — 18 ja y — 3 = 0 rajoittavat kolmion. Piirrd kuvio ja E:
laske kolmion pinta-ala. Muodosta epayhtidléryhmé, jonka ratkaisuna on piirtimési ™)
kolmio sivut mukaan lukien.




14. K09/3a (videossa piirroksessa virhe)

a) Suoran kulmakerroin on —3, ja suora kulkee pisteen (=1, 2) kautta. Esitd suoran

vhtild mmodossa y = kx + b.

15. S08/2a

a) Suora kulkee pisteiden (—2,0) ja (1,7) kautta. Muodosta sen yhtilé muodossa E

y=ax+bh
b) Pallon tilavuus on 1000 m®. Laske pallon side kolmen numeron tarkkuudella.

c) Ratkaise yhtilo 27 = 1024.

16. K08/3b

dostaa r-akselin positiivisen suunnan kanssa?” Anna vastans asteen kymimenesosan

tarkloundella.

17. S07/4

Mé&érita suorien y = 2= — 3 ja y = 3z — 2 leikkauspiste P. Suora s kulkee pisteiden =4

(7,7) kautta. Maarita suoran s yhtalo. Piirra kuvio.

Pija@Q =

18. S07/10

Ratkaise graafisesti epayvhtialoryhma
y=x=-2,
Tr+ 2y = 14

hr 4+ dy < 28

Anna vastauksena kuvio, johon on merkitty ratkaisujoukko.



19. K07/5

a) Miarita pisteiden (1,2) ja (4,3) kautta kulkevan suoran yhtidlé muodossa y =
kx + b. b) Onko piste (120, 40) tilla suoralla?

20. S06/2

Olkoon annettuna kaksi pistettia: A = (2,6) ja B = (1, —1). Méiéiritd a) pisteiden E E

A ja B miéirittamén suoran yhtilo, b) janan AB pituus, ¢) janan AB keskipisteen

koordinaatit. — _.;

21. S05/12
Miiritd paraabelin ¥y = 22 — z ja suoran y = = + 2 leikkauspisteet ja niiden vilinen E_ E
etiisyys.

22. K05/9

Tasaisella vaakasuoralla puutarhapalstalla peruskallio on ldhelld maanpintaa. Puu-
tarhuri etsi kokeilemalla rautakangen avulla kohtaa, jossa peruskallio on lahinna
maanpintaa. Hian mittasi peruskallion syvyyden kolmessa pisteessid, jotka erdés-
s zy-koordinaatistossa (yksikkond cm) olivat A = (132,247), B = (357,519) ja
C = (471,125). Peruskallio oli syvimmilldén pisteessi A. Siten kallio nédytti nouse-
van maanpintaa kohti, kun pisteestd A siirryttiin kohti pisteita B ja C'. Puutarhuri
padatti siirtya pisteestd A ensin janan BC' keskipisteeseen ja siita vield samaan suun-
taan yhtd pitkdn matkan pisteeseen D, jossa hin mittasi kallion syvyyden. a) Piirra
kuvio. b) Laske janan BC' keskipisteen koordinaatit. ¢) Laske pisteen D koordinaa-
tit.

23. K05/12

Limpdmittaria  tutkittiin - tarkkuusmittarin - avulla. Kun ldmpémittari néytti
=09 °C, pikea lampdtila oli =9.2 °C. Kun lampomittari nivtti 18.5 °C, oikea lim-
pitila oli 18,1 °C. Oletetaan, etta oikean lampétilan ja l[impdmittarin lukeman va-
linen riippuvuus on lineaarinen. a) Johda lauseke, jolla oikea ldmpitila y voidaan
laskea, kun lAimpomittarin lukema r tunnetaan. Ilmoita esiintyvit kertoimet neljin
desimaalin tarkkuudella. b) Missi limpitilassa limpdmittari ndyttid aivan oikein?




5. Eksponentiaalisen muutoksen yo-tehtavia

Vastausvideot aukenevat QR-koodien avulla puhelimellasi. Vieressa teoriavideo ->.

1. K15/8(a)212 000, b)25%, c)31h)

Ravintoliuoksessa kasvatettavan bakteeripopulaation yksilormaara N(t) kasvaa eksponen-

tiaalisen mallin N(¢)=1000- 1,25" mukaisesti, kun aika r ilmoitetaan tunteina.

a) Mikd on populaation koko 24 tunnin kuluttua? Anna vastaus tuhannen bakteerin tark-
kuudella.

b) Kuinka monta prosenttia populaatio kasvaa jokaisen tunnin aikana?

c) Kuinka monta tuntia kestda, ettd populaation koko ylittdd miljoonan?

2. S14/12 (58%)

Yhdistyneet kansakunnat asetti vuosituhannen vaihteessa yhdeksi tavoitteekseen, ettd
maailman hiilidioksidipdastot olisivat vuonna 2015 merkittdvasti pienemmat kuin vuonna E E
1990. Tavoite ei ndytd toteutuvan, silld vuosina 19902008 pddstojen maard kasvoi 39 %.
Oletetaan, ettd pddstdjen vuotuinen kasvuprosentti on ollut aikavalilla 1990—-2008 vakio.
Kuinka monta prosenttia pdastot kasvavat yhteensad vuosina 1990—2015, jos niiden vuo- E
tuinen kasvuprosentti pysyy edelleen samana? Anna vastaus prosenttiyksikén tarkkuudella.

3. s13/10(12,2%)

[=]
[=]

Maaldmpdpumppuja myyvan yrityksen liilkevaihto kymmenkertaistui kahdessakymmenessa
vuodessa. Kuinka monta prosenttia liikevaihto kasvoi vuodessa, kun vuotuinen kasvu- n
prosentti pysyi koko ajan samana? Anna vastaus prosentin kymmenesosan tarkkuudella.

[=]



4. k13/8 (246%, -26,7%)

Vuonna 2005 yksityishenkildiden maksuhairididen lukumaara Suomessa oli 422 500, ja

vuonna 2011 se oli 1 460 500.

a) Kuinka monta prosenttia maksuhdirididen lukumaara kasvoi talla aikavalilla? Anna vas-
taus prosentin tarkkuudella.

b) Vuonna 2011 ministerid asetti tavoitteeksi vahentad maksuhairididen maaran nel-
jassd vuodessa takaisin vuoden 2005 tasolle. Kuinka monta prosenttia maard vihenee
vuodessa, kun vuotuinen vahenemisprosentti on sama? Anna vastaus prosentin kym-
menesosan tarkkuudella.

Uudet maksuhdiriot 2005-2011
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<http://www.asiakastieto.fifasiakastieto/tilastot/maksuhairiot/>. Luettu 5.3.2012.

5. s12/12 (vuonna 2048)

Maailman vakiluvun kasvua kuvataan usein eksponentiaalisen mallin avulla. Vuonna 2004
vakiluku oli 6,4 miljardia ja vuonna 2010 noin 6,8 miljardia. Mind vuonna vakiluku ylittaa

mallin mukaan 10 miljardin rajan?

6. k12/8 (57,60e)

Naisten hiusten leikkaus maksaa nyt 45 euroa. Kuinka paljon se maksaa kymmenen vuoden

kuluttua, jos hintaa korotetaan vuoden vilein 2,5 %?

7. k11/14 (1860e, 1,95me)
a) Saatiolla on 1,8 miljoonan euron pddoma, jonka vuosittainen tuotto on 5,4 prosenttia.

Erddnd vuonna s3atid on pdattdnyt siirtda tuotosta 30 prosenttia pddomaan ja jakaa lo-

pusta tuotosta kaksi 21 000 euron suuruista apurahaa opiskeluun ulkomailla sekd 14
yhta suurta matka-apurahaa. Kuinka suuria matka-apurahat ovat?
b) Kuinka suureksi sadtion 1,8 miljoonan euron padoma kasvaa viidessa vuodessa, jos tuot-

to on jokaisena vuotena 5,4 prosenttia padomasta ja vuosittain padomaan siirretdan

30 prosenttia tuotosta?



8. k11/11(8vrk, 59,5kBq)

Radioaktiivisen ndytteen aktiivisuudeksi mitattiin 25,0 kBq ja viisi vuorokautta mydhem
min 16,2 kBg. Laske pucliintumisaika ja ndytteen aktiivisuus kymmenen vuorokautta en

nen ensimmdistd mittausta. Radioaktiivisuus vdhenee eksponentiaalisesti, ja puoliintumis
aika on aika, jonka kuluessa aktiivisuus vihenee puoleen.

9. s510/12 (2016, 2046, Vaasassa samat)

Tgernobylin ydinvoimalaonnettomuuden jdlkeen vuonna 1987 cesium-137-laskeuman ra-
dioaktiivisuus er3ill3 alueilla Himeess3 ja Keski-Suomessa oli 78 kBq/m?. Vuonna 2006
tim3 oli laskenut arvoon 50 kBq/m?. Radioaktiivisuus vihenee eksponentiaalisesti. Mi-
nd vuonna alkuperdinen aktiivisuus on vihentynyt puoleen? Entd neljdnnekseen? Min3
vuonna Vaasan seudun pienempi aktiivisuus on vdhentynyt puoleen?

10. k10/14 (4,2%)

249 €, Kuinka monen prosentin vuosittaista hinnankorotusta tama vastaa, kun olete-
taan, ettd prosentti on jokaisena vuonna ollut sama?

11. s10/5

Tuhat euroa talletetaan viiden prosentin korolla 50 vuodeksi. Korko liitetddn pddomaan E
vuosittain. Laadi pylvasdiagrammi, joka kuvaa talletuksen arvoa viiden vuoden vdlein. =
Lihdeveroa ei oteta huomiocon. N

12. s09/7

Vuonna 1990 Helsingissi oli 492400 asukasta. Vuonna 2000 asukkaita oli 555474, E
Kuinka monta prosenttia vikiluku oli noussut keskiméirin vuodessa? Mikd on Hel-
singin vikilukn vuonna 2015, jos oletetaan, ettd viestonkasvu jatkuu vuodesta toi-
seen prosentuaalisesti samansuuruisena?



13. k9/14
Talletustilin vuosikorko on 1,50 prosenttia. ja korkotuotosta peritiin vuosittain 29 [=] g
prosentin lihdevero. Tilid avattaessa talletetaan 1000 €, eikd muita talletuksia teh-
da.
a) Kuinka paljon tililld on rahaa kymmenen vuoden kuluttua, kun korko liitetdén
padomaan viuoden vilein?
b) Monenko vuoden kuluttua talletus on kaksinkertaistunut?

14. s6/12
Radioaktiivisen aineen méiirin havaittiin vuodessa vihentyneen 0,043 %. Maisrita
aineen puoliintumisaika. X

15. K08/14

Vuoden 2002 alussa Liisa talletti 1 000 euroa tilille. jonka vuotuinen korko oli 1.5 pro-
senttia. Kuinka suuri talletus korkoineen oli viisi vuotta mydhemmin? Korkotulon
lahdevero oli 1.1.2005 lahtien 28 prosenttia ja sita ennen 29 prosenttia. Mika oli tal-
letuksen reaaliarvon muntos prosentteina” Vuoden 2002 alussa elinkustannusindelksi
oli 1548 ja viisi vuotta myShemmin 1632.

16. K06/8

Tehtaan on vihennettivi vesistoon joutuvia padstoja vhteensi 20 prosenttia seuraa-
vien neljin vuoden aikana. a) Kuinka monta prosenttia on asetettava vuotuiseksi
tavoitteeksi, kun halutaan. ettid suhteellinen vihennys on sama kaikkina vuosina?
b) Jos samaa vuotuista tavoitetta noudatetaan edelleen, kuinka monen vuoden ku-
luttua pédstot on saatu vihenemédn alle puoleen alkuperiisestd masriastaan?

17. K05/13
Maanjaristyksessa vapautuvan seismisen energian E' ja Richterin asteikon lukeman
M wvililld on yhteys log,, E = 11,8 4+ 1,5M. Rakennus on mitoitettu kestdmédn

jéristys, jossa vapautuva seisminen energia on 50 % suurempi kuin seisminen ener-
gia jiristyksessd, jonka voimakkuus Richterin asteikolla on 6.8, Kuinka voimakkaan
jéristyksen rakenmus kestiid Richterin asteikolla mitattuna?




18.
Tarina kertoo, etti tunnettu matemaatikko Jacques Bernoulli talletti vuoden 1699 alussa
Baselin pankkiin 58 Sveitsin frangia ja unohti sitten asian. Pankki maksoi talletukselle
periti 0.8 prosentin vuotuista korkoa, joka littettiin pifiomaan aina vuoden lopussa. Minki
vuoden alkuun mennessé talletus kaksinkertaistui? Enté nelinkertaistui? Kuinka suuri olisi
talletus ollut tiaméin vuoden alussa?

19.
Floridan rannikolta on loydetty fossiilisia hain hampaita, jotka ovat kuuluneet kym-
meniatuhansia vuosia sitten sukupuuttoon kuolleelle valkohain esi-isédlle. Kuinka
vanha on hain hammas, kun sen sisdltaméan radioaktiivisen hiili-isotoopin C-14-pi-
tolsuus on plenentynyvt 9 prosenttiin elavassa organismissa olevasta C-14-pitoisuu-
desta? Isotoopin C-14 puoliintumisaika on noin 5 730 vuotta.

20.
Liiikeaineen pitoisuus puoliintun elimistéssi vksilollisesti vaihdellen 15-18 tunnissa. Lii-
kitvksen péityttyvi aineen voidaan katsoa poistuvan elimistostéi ajassa. joka on viisi kertaa
puoliintumisaika. Kuinka monta prosenttia liikeainetta on tuolloin kuitenkin vieli jiljel-
147 Kuinka monta tuntia lidkitvksen jilkeen on odotettava, jotta 99 % ldikeaineesta on
poistunut elimistosta?

21.

T&ernobylin ydinvoimalaonnettomuuden jilkeen vuonna 1987 cesium-137-laskeuman ra-
dioaktiivisuus erdilld alueilla Himeess3 ja Keski-Suomessa oli 78 kBq/m?2. Vuonna 2006
tami oli laskenut arvoon 50 kBq/m?. Radioaktiivisuus vihenee eksponentiaalisesti. Mi-
na vuonna alkuperdinen aktiivisuus on vahentynyt puoleen? Entd neljannekseen? Mina
vuonna Vaasan seudun pienempi aktiivisuus on vahentynyt puoleen?

21.

Vuonna 2002 oli maksukorttimaksujen arvo Suomessa noussut noin 2,5-kertaiseksi
siitid, mitd se oli vuonna 1993, Kuinka monta prosenttia korttimaksujen arvo on nous-
sut vuosittain, jos oletetaan kasvun eri vuosina olleen prosentuaalisesti vhtd sunurta?
Kuinka suuri oli korttimaksujen arvo vuosina 2002 ja 1993 euroina ilmaistuna, kun
se vuonna 1995 oli 10,1 miljardia euroa?



6. Yo derivaatta

Mallivastausvideot |6ytyvat QR-koodin takaa kdannykallasi.

Derivaatan teoria lyhyesti

Derivaatta = kasvunopeus = kayran jyrkkyys = tangentin kulmakerroin
Derivaatta voidaan maarittaa
Kuvaajasta
a. piirra kysyttyyn kohtaan tangentti
b. maarita tangentin kulmakerroin
Laskemalla=derivoiminen
a. ”potenssi tippuu eteen kertoimeksi ja potenssista vahennetaan yksi”
b. 4x:n derivaatta on 4 ja pelkan luvun nolla
c. sijoittamalla derivaatan lausekkeeseen x:lle arvon, saat kayran
jyrkkyyden silla kohtaa

Kun derivaatta on nolla eli f'(x) = 0 on kuvaaja vaakasuora eli ollaan
kuvaajan huipussa tai montussa.

Kun derivaatta on positiivinen, niin kuvaajassa on ylamaki eli funktio on
kasvava.

Kun derivaatta on negatiivinen, niin kuvaajassa on alamaki eli funktio on
vdhenevd.

Funktion suurin tai pienin arvo (eli korkeus eli y) saavutetaan, joko
tarkasteluvalin paatepisteissa tai huipuissa, joissa f'(x) = 0

Sovellustehtavissa etsitdan usein suurinta (tai pienintad) arvoa.
1) tee funktio
2) katso milla valilla x voi vaihdella
3) etsisuurin arvo talla valilla



MAB4 — Matemaattinen analyysi tukiopetus Parolan lukio

T1. a) Maarita oheisen funktion f derivaatta \

kohdassa x = -2

b) Maarita f'(2). \

c) Maarita funktion nollakohdat.

d) Missa kohdissa f'(x) =07

ol

T2. Maarita

a) derivaatan nollakohdat

Y

b) funktion nollakohdat \

c) funktion arvo kohdassa x=4 \

d) f’(0) \

e)f’(2) \

S

T3.

a) Derivoi f(X)=-x>+2x-5 (1p)
b) Derivoi f(X)=(x-2)° (2p)

T4. Missd pisteessd on paraabelin Y = —x? —4x +1 huippu?

T5. Maaritd funktion f(X) = x® —2x? + 2 suurin ja pienin arvo vilills [-1,2].



Yo-tehtavit

1. S12/4
. 2 :
Tarkastellaan paraabelia y =x~ —12x+35.

a) Missa pisteissa paraabeli leikkaa x-akselin?
b) Maarita paraabelin huipun koordinaatit.

2. K10/3
Oheisessa kuviossa on erdan funktion kuvaaja. Maarita kuvion perusteella

a) funktion nollakohdat,
b) funktion derivaatan nollakohdat,

c) funktion suurin arvo vililla [—2, 3],

d) funktion pienin arvo vililld [—2, 3],
e) vilit, joilla funktio on kasvava, ja

f) vili, jolla funktio on vaheneva.

3. S11/6
M3aritd funktion 7(x)=x’ —4x+1 suurin ja pienin arvo valilld [-1.2].




4. KO0e/7

Tutki, milloin funktio f(zr) = 3 — 271 + 2 on kasvava ja milloin viihenevi.

5. K12/5

Tarkastellaan funktiota f(x)=(x+3)(x* —4).
a) Laske funktion f(x) nollakohdat.

b) Ma&arita derivaatta 7'(x).

c) Laske derivaatan nollakohdat.

6. S09/3
Olkoon f(z) = jo* — 22? + 4.

a) Muodosta Tunktic Fderivaatta.
a) Muodosta funktion lerivaatta

b) Missd kohdissa funktion kuvaajan tangentti on x-akselin suuntainen?

c) Milld vililld funktio on vihenevi?

7. S14/5

-

Milld muuttujan x arvolla summa (x—3)" +(x—9)" on mahdollisimman pieni?

8. KO08/7

Pallo heitetaan hetkella £ = 0. Sen lentokorkeus metreina saadaan lanseklkeesta
—0,15¢% + 2.4t + 1.8, missi t on aika sekunneissa. Kuinka korkealla pallo kiy? Mill4
aikavililld sen lentorata on laskeva?

9. S13/9

Mairita funktion f(x)=2x" —3x>—12x+5 suurin ja pienin arvo valilla [2,4].




10. S06/10

Toisen asteen polynomin y = azr® + bx + ¢ kuvaaja kulkee pisteiden (0,0), (1,2)
ja (4,3) kautta. Miiriti kertoimet a, b ja ¢ ja piirr polynomin kuvaaja. Mafritd
polynomin derivaatta kohdassa » = 2.

11. K10/6

Maarita funktion f(z) = (z — 2)(3 — z) suurin ja pienin arvo vililla [—3, 3].

12. K15/6

Metrin pituisista haloista kasataan suorakulmaisen sdrmidn muotoinen pino. Pino suoja-
taan pressulla sekd paaltd ettd kahdelta vastakkaiselta sivulta kuvion mukaisesti. Maarita
halkopinon leveys x ja korkeus h silloin, kun pressun pinta-ala on 10 nelidmetrid ja pinon
tilavuus on suurin mahdollinen.

13. K15/9
Kayrd y=(x+1)x+3)x—4) leikkaa x-akselin kolmessa kohdassa. Maarita keskimmai-

seen leikkauspisteeseen asetetun kdyran tangentin ja x-akselin valinen terdva kulma.




14. K14/13

a) Mihin kdyran _1.':—.1'3+_r‘+3_r pisteeseen asetetun tangentin kulmakerroin on suurin

mahdollinen?

b) Maaritd a-kohdan tangentin yhtalo.

15. K13/7 helppo viliin

Mit4 arvoja funktio f(x)=2x" +2x* —10x+5 saa valilla [0,2]?

16. S11/11
Paraabelin y=x?+4 pisteeseen 4=(3.13) asetetaan tangentti. Tama leikkaa x-akselin
pisteessd B. Pisteen .4 kautta kulkeva y -akselin suuntainen suora leikkaa x-akselin pis-

teessd C. Laske kolmion ABC pinta-ala.

17. K11/5
Alla on taulukoituina erdén funktion arvot 0,1:n vélein valilld [-1,1]. Hahmottele funktion

kuvaaja ja maarita sen avulla likimaardisesti funktion derivaatta kohdassa x =0.

¥ | f() x| &) x | /(¥ x | [
-1.0 | 0,00 0,5 | 5,64 0.1 | 10,51 0.6 | 11,19
-0.9 | L0 -0.4 | 6,72 0,2 | 10,89 0.7 | 1101
-0.8 | 2,18 -0,3 | 7,70 0,3 | 11.14 0,8 | 10,74
—0,7 | 3.34 -0.2 | 8,59 0,4 | 11.27 0,9 | 10,40
-0.6 | 4,51 -0,1 | 9.36 0,5 | 1128 L0 | 10,00
0,0 | 10,00




18. K11/9

Olkoon f(x)= X +x+2 ja g(x)= x° —x—2. Milld muuttujan

S (x)>g'(x)?

19. 510/7
coe oy . 9 3 9 9
Mddrita polynomin z° — 2° — S

a) nollakohdat,

b) &ariarvokohdat ja dariarvot sekd

c) piirrd polynomin kuvaaja.

20. K09/10

Suorakulmion yksi kiirki on origossa, toinen pisteessi (z,0), 0 < z < 4, ja kolmas
paraabelilla y = 4z — z%. Muodosta suorakulmion alan lauseke z:n avulla ja méariti
alan suurin arvo.

21. S07/12
Rautalanka. jonka pituus on 120 em, katkaistaan kahteen osaan. Toinen osa taivute-
taan nelidksi, toinen yvmpyriksi. Miten lanka on katkaistava, jotta ympyrin ja nelitn
alojen summa olisi mahdollisimman pieni?

22. S08/12

Madritd funktion f(z) = —z*+ 13,52% — 412+ 50 suurin arvo vililla [0, 10]. Miki on
vastaava muuttujan x arve? MillA muuttujan x arvolla funktio kasvaa nopeimmin?
Amnmna vastaukset kolmen desimaalin tarkkundella. Piirréd funktion kuvaaja ko, valilla.




23. K07/8

Miérita funktion f(r) = (3 — 4z — 2*) suurin ja pienin arvo vililli [—1, 3].

24. K07/14

Pallon sade on 3. Maarita pallon sisian mahtu-
van tilavuudeltaan mahdollisimman suuren suoran
yvmpyriakartion tilavuus. Ympyrikartion kirki ja
pohjaympyrin kehd ovat pallon pinnalla. Valitse
muuttujaksi pohjan etiisyys pallon keskipisteesté.
lmoita tarkka arvo ja kaksidesimaalinen likiarvo.

25. S06/9

. P Wy - - weem T we .
Tarkastellaan funktiota f(z) = — %?3 + l—J, vililla [—1,4]. a) Mairitd funktion
suurin ja pienin arvo annetulla v dlll]el ja piirrd funktion kuvaaja. b) Mafritd kiyrin

y = flr) tangentin kulmakertoimen suurin ja pienin arvo annetulla valllA.

26. K06/13

Pienien alumiinista valmistettavien suoran ympyrikartion muotoisten valaisinku-
pujen korkeuden ja pohjaympyrin halkaisijan summa on 18,6 cm. Méaritd kartion
pohjaympyrin side siten, ettd kartion tilavuus on mahdollisimman suuri. Madritéa
tamé tilavuus.

27. S09/10

Ravintolan julkisivu on 8,0 m., ja julkisivua tal sen osaa on tarkoitus Kayttiai ravin-
tolan suorakulmion muotoisen terassin yhtena sivuna. Terassin aitaa, portti mukaan
lukien, on kivtettavissid 20,0 m. Mikid on terassin suurin mahdollinen pinta-ala?
Minkii pituisia ovat terassin sivut?

28. S09/13

Pienoisrakettia laukaistaessa sen lahtosuunt: ||»()IH\1'~) 20 astetta pystysuorasta suun- E E
nasta. Raketti putosi sadan metrin pdihin lihtopaikasta. Kuinka korkealla raketti -
kivi? Lentorata oletetaan |uu;mh<'llk\l.




Vanhempia tehtavia

1.

Tutki, milloin funktio f(r) = 2* — 272 + 2 on kasvava ja milloin vihenevi.

Olkoon f(r) = 2z* — 3z + 1. Laske f'{

I

2y, Milli x:n arvoilla on f'(z) = 07
3.

Méérita ne kohdat, joissa funktion f(x) = z* — 22% + 3z + 17 derivaatta saa arvon 2.
4,

Olkoon f(x) = 2% — 3.1 — 1 4. Laske funktion f nollakohdat ja tutki, mills vlill4 se saa
negatiivisia arvoja.

Strutsien kasvattaja haluaa tilapiisesti vuokrata eldinten jaloitteluun peltoa. Pellosta pyy-
detifin vuokraa 1258 & hehtaarilta. Alue tulee lisdlcsi aidata, ja aitalmstannukset ovat 0,20 &
aitametriltd. Strutsitarmari on varannut tarkoitukseen 550 euroa. Kuinks suuren aidalla
vinparditdvin nelidnmuotoisen peltoalan hin pvstyy vuokraamaan?

6.

Osoita, ettd funktioilla f{z) = —42® ja g(z) = »* 42 ei ole dédriarvoja, mutta summafunk-
tiolla hizx) = f(x)+ giz) on. Mitkd ovat niméa aariarvot?

7.

Kannettoman nelidpohjaisen nmovisen laatikon valmistamiseen kiytetian materiaa-
lia sen verran, etta laatikon pohjan ja seinien kokonaispinta-ala on 1200 cm?. Laati-
kon tilavuus halutaan mahdollisimman suureksi. Maarita laatikon tilavuus, korkeus
ja pohjan sivun pituus.

8.

Tee selkoa, mitd polynomifunktion derivaatta kertoo funktion kulusts. Osoita, ett & funktio
flz) =52 + £2? 4+ 3z — 12 on kaikkialla kasvava.



a) Madritd funktion f(r) = 2r® — 327 suurin ja pienin arvo valilla [0,2). b) Mégritd vakio
a siten, ettd funktion g(x) = 22 — 32 4 a pienin arvo valilla [0,2] on —:L%. Miké on télloin
funktion suurin arvo ko. valilla7?

10.

Tutki, millainen luvun g tulee olla, jotta polynomifunktio f(z) = z* +2* +qr + 1
olisi ainakin jollakin valilla viheneva. Miké on talldin tAmé vali?

11.

Kennelin pitdjd tekee koirilleen aitauksen, jossa on rinnaklkain viisi samanlaista suoralul-
mion muotoista osastoa siten, ettd koko aitauksesta muodostuu suoralulmio. Aita-aineksia
on kévtettivissi tasan 200 metrin aitaan. Mitki ovat yhden osaston mitat silloin, kun kolko
aitaul=en ala on mahdollisimman suuri? Mikd on talloin koko aitaulsen ala?

12.

Miki vhteys on funktion f derivaatan f'(a) ja pisteeseen (a, f(a)) plrretyn funk-
tion f kuvaajan tangentin valilla? a) Madrita (1), kun funktion f kuvaajalla on
pisteessa (1, —%} tangenttina suora 4y + 5z = 2. b) Voike funktion f, f(z) = z*
kuvaajalla olla tangenttina suora y = x — 2 kiiyrin jossakin pisteessa?

13.

Pakkauslaatikoita valmistettaessa jaa ylimaaraisia 0,80 m pitkia ja 0,50 m leveita
snorakulmion muotoisia pahvipaloja. Niisté laaditaan kannettomia suorakulmaisen
sArmién muotoisia marjalaatikoita leikkaamalla joka nurkasta nelién suiruinen pala
pols siten, etta nelion sivu vastaa laatikon korkeutta. Kuinka korkea laatikosta tulisa
tehda, jotta saataisiin tilavuudeltaan mahdollisimman suuri laatikko? Kuinka monta
litraa marjoja tdhin laatikkoon enimmilldin mahtuu?



7. Todennakoisyys yo-tehtavia
1. s06/4(0,833;0,164; 0,003)

Abiturientilla on kaksi herdtyskelloa. Undempi toimii oikein 98 %:n todenniakoisyy-
della ja vanhempi 85 %:n todennikoisyydella. Matematiikan kokeen aattona abitu-
rientti asettaa molemmat kellot soimaan seuraavana aamuna. Milla todennékoisyy-
della kelloista. sol oikeaan aikaan a) molemmat, b) vain toinen, ¢) ei kumpikaan?

2. s08/11(0,936; 0,718)

Puutarhuri istuttaa siemenii, joiden itdvyys on 60 %.

a) Mikéd on todennikoisyys, etti kolmesta istutetusta siemenestd mikéadn ei idd?
Mika on todennikoisyys, etta ainakin yksi siemen itaa?

b) Siemenii istutetaan viiteen ruukkuun kuhunkin kolme. Miké on todennakoisyys,
ettd jokaisessa ruukussa ainakin yksi siemen itdi?

3. K13/10(15/36 ja 11/36)

Noppaa heitetddn kaksi kertaa. Milld todennadkdisyydelld
a) silmalukujen summa on vahintaan kahdeksan?
b) silmalukujen summa on suurempi kuin niiden tulo?

4. K14/9(0,33)

Sarjakuvanayttelyn lipun hinta on 5 €, mutta lipunmyyja on unohtanut ottaa mukaan vaih-
torahaa. Lippujonossa on nelja asiakasta, joista kullakin on vain yksi seteli. Kahdella on 5 €n
seteli ja kahdella muulla 10 €:n seteli. Kuinka suurella todennakaisyydelld asiakkaat ovat
sellaisessa jarjestyksessa, etta lipunmyyja voi antaa heti jokaiselle oikean vaihtorahan?

5. S03/9 (15 380937, on oikea, 10416, ja 224)

Lottoarvonnassa arvotaan 39 numerosta 7 mumeroa. Kuinka monta erilaista 7 rastin lot-
torundukkoa on olemassa? Kun on arvottu seitsemin numerca (eikd ns. lisinumerocita
oteta huomioon), erilaisia 4 oikein -rundukkoja on erfifin lehtiartikkelin mukaan olemassa
173600, Tarkista, onko luku oikea. Jos ei, niin mikéi on oikea lukum#&&rd? Laske, kuin-
ka monta erilaista 5 oikein -rundukkoa ja kuinka monta erilaista 6 olkein -rundukkoa on
olemassa.




6. K10/8 (0,0024;0,074)

Tiedonsiirtojdrjestelmdss3 havaittiin yksitt3isen bitin saapuvan virheellisen3 vastaanotta-
jalle todennakoisyydella 0,00015. Yksittaisten bittien siirtojen oletetaan olevan toisistaan
rilppumattomia.

a) Milld todennikoisyydelld vastaanottajalle saapuvassa 16 bitin jonossa on ainakin
yksi virheellinen bitti?

b) Jos ldhetetddn 32 kappaletta 16 bitin joncja, niin milld todenndk&isyydelld vas-
taanottajalle saapuu ainakin yksi virheellinen jono?

7. (a) 32, b)3003)

Iokelaan vlioppilastutkinnon matematiikan koe muodostuu 10 tehtivisti, Vanhan-
muotolsessa matematitkan kokeessa oli 10 tehtavaa ja osassa tehtavista ol kaksi
vaihtoehtoa, joista sai laskea vain toisen; nykyisessa kokeessa saa 15 tehtévista va-
paastl valita suoritettavakseen 10 tehtivii. Kuinka monta erilaista 10 tehtivin ko-
konaisuutta on a) vanhanmuotoisessa kokeessa, jossa vildessi tehtiivissi on kaksi
vaihtoehtoa, ja b) nyvkyisessi nudenmuotoisessa kokeessa7

8. s06/11 (2,65*%10732; 4060 ja 4,42*¥10731; 8,41*10712 vuotta)

a) Kuinka monta erilaista istumajirjestysta voidaan muodostaa luokassa, jossa on
30 oppilasta ja 30 pulpettia? b) Kuinka monella tavalla kolme tyhjii pulpettia voi-
daan valita luokassa, jossa on 27 oppilasta ja 30 pulpettia? Kuinka monta erilaista
istumajérjestysti on tissé luokassa? ¢) Kuinka monta vuotta tietokoneelta kului-
- . o .. .- . - o - . ser v o e -~ ~ a1 12

si, jos se kavisi lapi a-kohdan erilaiset istumajarjestykset kasitellen biljoona (10°4)
istumajarjestysta sekunnissa? Yksi vuosi on keskimadrin 365,25 vuorokautta.

9. K15/10 (0,055)

vastauksesta saa yhden pisteen ja vdarasta vastauksesta menettdd yhden pisteen. Huonosti
valmistautunut opiskelija valitsee kaikki vastaukset arvaamalla. Kuinka suurella todennakéi-
syydelld hidn saa kokeesta vihintdan 8 pistetta?




10. S13/8 (2/3n)

Pussissa on punaisia ja valkoisia palloja. Todenndkdisyys sille, ettd varida nakematta valitsee
punaisen pallon, on 0,4. Kuinka monta punaista palloa pussissa on, jos siind on n kappa-
letta valkoisia palloja?

11. S11/9

Varisdvy esimerkiksi www-sivulla voidaan ilmoittaa kuusimerkkiselld RGB-koodilla, joka si-
sdltdad tiedon sdvyn muodostavien perusvirien punainen (Red), vihred (Green) ja sininen
(Blue) maaristd. Kunkin perusvérin maard ilmoitetaan kahdella perdkkdin kirjoitetulla mer-
killa, jotka valitaan joukosta

0,1,2,3,4.5,6,7.8,9 a b.c def
Laske, kuinka monta erilaista varisavya RGB-koodilla voidaan ilmaista.

0000£f £5c97a

12. S10/8

Verkkopankkiin kirjaudutaan niin, etta ensin annetaan kuuden numeron pituinen kaytta-
jatunnus ja neljan numeron pituinen salasana, minka jalkeen annetaan vield neljan nu-
meron pituinen kertakdyttétunnus. Jokaisella pankin asiakkaalla on eri kdyttdjdtunnus,
mutta usealla asiakkaalla voi olla sama salasana ja kertak3yttStunnus.

a) Jos verkkopankilla on 600000 asiakasta, niin mikd on todennikéisyys sille, ett3
yhdelld arvauksella 16ytdd jonkun asiakkaan kayttdjdtunnuksen?

b) Mika on todennakaisyys sille, etta yhdelld yritykselld paasee kirjautumaan verkko-
pankkiin?




13. K11/8

Alla olevan kuvion 1 kukin ruutu varitetdan satunnaisesti ja toisista riippumatta joko ruske-

aksi tai siniseksi.
a) Milld todenndkéisyydellad saadaan kuvion 2 shakkilautakuvio?

b) Milld todenndkoisyydelld mikddn vaakarivi ei ole yksivarinen?

Kuvio 1 Kuvio 2

14. (K06/9)

Noppaa heitetaan 5 kertaa. Milla todennakoisyydella tuloksena on a) tasmalleen
kaksi kuutosta, b) vahintdin kaksi kuntosta?

15.

Sanan YLIOPPILAS kymmenesti kirjaimesta otetaan umpimihkiin kolme. Milld to-
dennikiisyydelld a) ensiksi otettu lirjain on vokaali, b) otetuista kirjaimista vain yksi
on vokaali, ¢) otetuista kolmesta kirjaimesta voidaan muodostaa sana ILO7

16. (k07/10)

Ranskalaisen Louis Braillen vuonna 1825 kehittamé pistekirjoi-
tus on kohokirjoitusta, jota luetaan sormin. Pistekirjoitusjirjes-
telméssia kutakin merkkid kohti on kiytettiivissi kuusi kiinteéi
paikkaa. joihin voidaan asettaa yvhdestd kuuteen pistetta. (Esi-
merkkinéd kuviossa on kirjain W.) Kuinka monta erilaista merk-
kid jirjestelmissi voidaan esittai?

17. K09/11

Vasenkitisia on erdian tiedon mukaan 10 % viestosta. Kuinka monta henkiloa tu-
lee satunnaisesti kootussa ryhmissa olla, jotta siini olisi ainakin yksi vasenkitinen
todennikoéisyydella 0,87




18. S07/11

Golfsimulaattorissa pallon puttaaminen reikdin onnistun varmasti, jos pallo on enin-
tidan 20 cm:n padssa reidstd. Tastd alkaen todennikiisvys saada pallo reikdan on
kiddntden verrannollinen pallon ja reiin vilisen etdisvyden nelibon. Milld toden-
nikdisvvdelld kyvmmenesti pallosta ainakin vksi menee reikiin putattaessa kolmen

metrin etaisyydelta?

19. K08/8

Kulhossa on viisi punaista ja kymmenen mustaa palloa. Kulhosta poimitaan wmpi-
méahkéin viisi palloa palauttamatta yhtikidn. Mikd on todennidkdisyys, ettd ainakin
vksi poimituista palloista on punainen? Milld todennakdisyvdelld kaikki viisi ovat
samanvarisia?

20. K05/10

Pelaaja ly6 euron vetoa, ettd rahanheiton tulos on kruuna, mutta hiaviad. Hin uudis-
taa vetonsa kaksinkertaistamalla panoksensa ja hiviai jalleen. Nain jatkuu edelleen.
Hévittyésin hiin undistaa aina vetonsa kaksinkertaistamalla panoksensa. a) Mikéi on
todennikoisyys sille, ettd pelaaja hiavidd 20 kertaa perdkkdin? b) Muodosta lauseke
sille rahaméirille, jonka hin on menettinyt n perikkiisen hivion jélkeen, ja laske =3
sen avulla, kuinka paljon pelaaja jaa voitolle, jos han 20 havion jalkeen wvoittaa 21. [=:
kerralla. Voitto on panoksen suuruinen.

21. S05/6

télliin kaikkiaan 66. Kuinka monta osanottajaa kokouksessa oli?




8. Yo Tilastot
1. S11/10 (47p)

Oletetaan, ettd matematiikan ylioppilaskokeen tulokset (jotka ovat valilld 0,....60 pistettd) E
jakautuvat likimain normaalisti keskiarvona 30 ja keskihajontana 10. Maarita tdman perus-
teella laudaturin pisteraja, kun tavoitteena on antaa laudatureja enintaan viidelle prosentil-
le osallistujista.

vl (1]

2. K11/7 (x=3,1, s=1,56)

Erddssd kokeessa annettiin suoritusten arvosanoiksi 0, 1, 2, 3, 4, 5 tai 6. Ndiden prosent-
tiosuudet olivat seuraavat:

arvosana | 0 1 2 3 4 5 1
osuus 5580|1099 | 17,54 | 24,78 | 19,95 | 15,48 | 5,46

Laske kokeen keskiarvo ja keskihajonta.

3. K13/12(0,055)

Valmistajan tarkistusmittauksissa todettiin, ettd hajuvesipullon sisdllén maard noudattaa
normaalijakaurnaa, jonka keskiarvo on 52 millilitraa ja keskihajonta on 1,25 millilitraa. Milla
todenndkdisyydelld hajuvesipullon sisdltd on alle 50 millilitraa?

4,

Kuvion summafrekvenssikuvaaja esittii ammatissa tolmivien lAfkirien ikéjakaumaa
vuonna 2001, (Lahde: Tervevdenhuollon ammattihenkilot 31.12.2001, Stakes 5/2002.)

T Arviol kuvaajan perusteella

100 - T T T T T T
gg B S Sl Sy St Sy S S~ a) ladkéreiden mediaani-ika,
[ e bh) iké, jonka 25 % liikirikunnasta alitti,
L fromemie o e iy
73 SO SN SO S S c) ikd, jonka 25 % lddkérikunnasta ylicti,
‘;g IR d) kuinks monta prosenttia ladkirikun-
ag bl ' nasta oli 40 vuotta tayttineita,

|:| TERENI ||I||||i|||||||||i||||i||||I||||;|||| {{} k‘-‘l-ll-l-ka- m'::ll-l-tﬂ- prﬂsellt-tlﬂ- Dllmlll]ﬂn. D].].

| | | | | .. e e e .
B0 25 30 35 40 45 50 55 0 65 alle 35-vuotiaita ladkareitd lkuin 55
T vuotta tayvttaneita.



5. s15/13 (a)10% b) 13%)

Hiustenkuivaaja toimii vioittumatta ajan, joka on normaalijakautunut odotusarvona 15,2
kuukautta ja keskihajontana 2,5 kuukautta. Kuivaajalla on yhden vuoden takuu.

a) Kuinka monta prosenttia kuivaajista joutuu takuukorjaukseen?

b) Kuinka monta prosenttia kuivaajista toimii vioittumatta yli 18 kuukautta?

6. k09/4

Alla oleva pylvisdiagrammi esittdéa kevaan 2007 lyhyen matematiikan vlioppilas-
kokeen tehtéviin & pistejakanmaa (vaaka-akselilla pisteet, pylviiden korkeus osoit-
taa kyseisen pisteméadrin saaneiden lukumiérin). Laadi vastaava sektoridiagrammi,
josta ilmenee kunkin pisteméadrin saaneiden suhteellinen osuus, ja ilmoita osuudet
prosentteina.

2500

7. K15/13 (x=4,86 ja s=1,25)

Erddn koulun matematiikan ylioppilaskokeen arvosanajakauma oli oheisen taulukon mukai-
nen. Madritd arvosanojen keskiarvo ja keskihajonta, kun arvosanoille kdytetdan taulukkoon
merkittyja numeroarvoja.

Arvosana | Numeroarvo | Lukum3ara
| 7 7
e 6 20
m 5 30
c 4 16
b 3 9
a 2 4
i 0 0




8. K12/14(1,2)

Vuorokauden keskildmpdtila maaliskuussa on erddlld paikkakunnalla normaalijakautunut niin,
ettd odotusarvo on 4.0 °C ja 90 % vuorokautisista keskilimpétileista on 2.0 °C - 6,0 °C.
Laske keskildmpd&tilan keskihajonta.

9. S14/8 (x=6555, s=1565, Jokerit ja HIFK)

Alla olevassa taulukossa ovat jadkiekon SM-liigan kuuden seuratuimman joukkueen keski-
madrdiset kotiottelujen katsojaluvut liigakaudella 201 1-2012.
a) Laske katsojalukujen keskiarvo ja keskihajonta.

b) Minka joukkueiden katsojaluvut poikkeavat keskiarvosta enemman kuin keskihajonnan
verran?

lokerit 9173
HIFK 8 266
Kérpat 582

TPS 5534
Tappara | 5359
lives 5177

10. S12/14 (0,023)

Erddssd tutkimuksessa mitattiin tiettya lisdainepitoisuutta sadassa pullollisessa virvoitus- E .
juomaa. Pitoisuuden keskiarvoksi saatiin x=0,215 % ja keskihajonnaksi s=0,005 %.

Lisdainepitoisuus noudattaa normaalijakaumaa. Milld todenndkdisyydelld lisdaineen pitoi-
suus pullossa ylittda sallitun rajan 0,223 %?

11. (7,5)
Erifssi matematiikan kokeessa arvosanojen jakauma oli seuraava:

4 5 6 7 8 0 10
13% 98% 158% 203% 233% 234 % 6.1%

Laske arvosanojen kesliarvo.



12. S09/9

Erdfin viestitilaston mukaan 18-vuotiaiden tyttijen pitunden keskiarvo on 165 cm
ja keskihajonta 6 cm. Samanikiisten tyttGjen pituus noudattaa likimain normaali-
jakaumaa. Mikd on todennidkiisyys sille, ettd umpiméhkiin valittu 18-vuotias tyttd
on korkeintaan 175 cm pitkid? Milld todennikibisyydelld kolmen tytén rvhméssi kaik-
ki ovat alle 175 em pitkid? Entd milld todennékéisvvdelld kolmesta tytostd ainakin

vksi on yli 175 cm pitka?

13. (helppo)
Suomalaisten 30-vuotiaiden miesten keskipituus on 130,0 cm, ja pituuksien keskiha-
jonta on 5.8 cm. Kminka monta prosenttia 3lbvuotiaista miehistd on vh kaksi metrié

pitkid, jos oletetaan, ettd pituns noudattaa normaalijakanmaa?

14. S05/14

Eradssi lvhyen matematiikan ylioppilaskokeessa keskiarvo oli 27,36 ja keskihajon-
ta 12,23 pistetti. Jos oletetaan pistemédrin noudattavan normaalijakaumaa, niin

a) mika on alin pistemaara, jolla saa landaturin, jos laudatur-arvosanojen osuudek-
sl halutaan enintaan 5 % kaikista kokelaista, b) kuinka monta prosenttia kokelaista
hyviksytain, jos alin hyviksytty pistemadri on 127

15. K05/3 (helppo)

Nuoripari pitad kirjaa talousmenoistaan. Joka kuukauden viimeisend paivana he
laskevat, kuinka paljon kuukauden menot ovat olleet. Erdinid vuonna marraskuun
lopussa menot olivat olleet keskimiarin 1651,20 euroa kuukaudessa. Joulukuussa
menot olivat 1 814,88 euroa. Mikéa oli talousmenojen kuukausikeskiarvo koko vuoden
osalta?

16. K05/15

Kilon sokeripusseja tivtetdin koneellisesti. Pussituskone voldaan asettaa téytti-
méiin pusseja, joiden paino noundattaa normaalijakanmaa keskiarvona koneelle ase-
tettu paino ja keskihajontana 5,0 g. Kuinka suureksi sokeripussin paino tulee asettaa
koneeseen, jotta 95 7 sokeripusseista olisi painoltaan vihintaan 1000 g7




17. K06/15

[po ja Antero sdétivit vuorotellen alumiiniprofiilin leikkurin terdd 2000 mm:n koh-
dalle. Hyvéksyttdva profillin pituus on 2000 mm + 0,40 mm. Siidetyn terdn lek-
kanskohdan oletetaan noudattavan normaalijalanmaa keskiarvona 2000 mm. Ilpon
siddion keskihajonta on 0,19 mm ja Anteron 0,24 mm. Kun jokaisella sdadaclla leika-
taan vhtd monta profiillia, niin kuinka monta prosenttia enemmén hukkakappaleita
leikkuri keskimédrin tuottaa Anteron sdftdméani kuin Hpon sddtimani?

18. s06/15

Automaattisessa nopeusseurannassa saatiin vuorokauden aikana tietoja mittaus-
kohdan ohittaneista kaikkiaan 4190 ajoneuvosta. Nopeuksien otoskeskiarvo oli
97,75 kmm/h ja otoskeskihajonta 10,70 km/h; nopeudet jakantuivat likimain normaa-
list1. a) Miiritd nopenden keskiarvon (odotusarvon) 95 % luottamusvili. b) Arvioi,
kuinka moni seuraavista mittauskohdan ohittavista 1 000 ajonenvosta ylittada nopeu-

den 90 km/h.




9. Yo Yhtaloparit ja epayhtalot
1. S13/2b
2x+y=4

b) Ratkaise yhtdlopari
—-x+2y=1L

2. Ki4/6

. Kiinalainen arvoitus 5 000 vuoden takaa: Hakissa on fasaaneja ja kaniineja. Niillda on yh-
teensd 35 paata ja 94 jalkaa. Kuinka monta fasaania ja kuinka monta kaniinia hakissd on?

<http://commons.wikimedia.org/wiki/ <http://www.hdwallpapersarena.com/
File:Common_Pheasant_RWD2.jpg>. rabbit-wallpapers.html>.
Luettu 12.3.2013. Luettu 12.3.2013.

3. S12/1

a) Ratkaise yhtalo ¥ —2x=0.
2 2
b) Ratkaise yhtalo Ex—l :5.

¢) Ratkaise yhtalopari
{r+ 2y=-4

2x—y=-3.
4. K11/1c
c) Ratkaise yhtalopari
x=2y=0

x-3y=1

5. S09/12
Suorat z +y = 8, z + 3y = 18 ja y — 3 = 0 rajoittavat kolmion. Piirrad kuvio ja
laske kolmion pinta-ala. Muodosta epédyhtiloryhmé, jonka ratkaisuna on piirtdmési
kolmio sivut mukaan lukien.




6. K12/1c
¢) Ratkaise yhtalopari

7. S07/8

Keltaista ja sinistd véripigmenttid kidytettiin kahden erisdvyisen vihreiin maalin se-
koittamiseen. Maaliin A tarvittiin litraa kohden 80 g keltaista pigmenttii ja 110 g
sinistd pigmenttid, maaliin B vastaavasti 120 g keltaista ja 90 g sinistd pigment-
tid. Kuinka monta litraa kumpaakin maalia valmistettiin, kun keltaista pigmenttia
kiytettiin 3,2 ke ja sinistd 3,5 kg?

8. K10/1c

c) Maérita suorien z + y = 2 ja 2z — y = 5 leikkauspiste.

9. S08/6

Kupari-nikkeliseoksessa on 75 % kuparia ja 250 % nikkelid. Toisessa kupari-nikkeli-
seoksessa on kuparia 80 % ja nikkelid 20 %. Naistd valmistetaan sulattamalla 300 g
kupari-nikkeliseosta, jonka nikkelipitoisuus on 22 %. Kuinka paljon kumpaakin seos-
ta tihén tarvitaan?

10. S07/10
Ratkaise graafisesti epiyvhtédloryhma
y=>r—=2
Tr+ 2y > 14,
hr 4+ dy < 28,

Anna vastauksena kuvio, johon on merkitty ratkaisujoukko.

11. S14/13

a) Epdyhtdlot x+3y =18, 3x+2y <19, x=0 ja y=0 maddrittelevit nelikulmion N. Piirrd
sen kuva xy-koordinaatistossa ja laske kdrkien koordinaatit.
b) Maaritd lausekkeen 2x+ v suurin ja pienin arvo nelikulmiossa V.




12. K09/1
a) Muodosta polynomien —z? + 2z ja 2z* — 3z + 1 summa ja tulo.
b) Ratkaise yht#ls 312:- - 5;’3 =z — 1.

c) Ratkaise yhtéloryhma z +y=1,2 —y = 2.

13. S13/13

Erddssa tosi-TV-sarjassa kilpailijoiden tehtavand on kerdtd kulta- ja hopearahoja. Yhteensa
niitd saa kerdtd enintdan 60 kappaletta. Kultarahan arvo on 25 € ja hopearahan arvo
20 €. Rahat taytyy kuljettaa ohuessa muovipussissa, joka kestdd kolikoita vain yhden kilo-
gramman verran. Yksi kultaraha painaa 20 grammaa ja hopearaha 10 grammaa. Kuinka
monta kulta- ja hopearahaa kilpailijan kannattaa kerdtd, jotta saaliin arvo on mahdollisim-
man suuri?

14. K09/12

Miké on suurin arvo, jonka lauseke x + y saa epayhtéldiden

x>0, y>0, 224+3y<24 ja 5x+3y<30

madrittelemésséd alueessa? Laske alueen karkipisteiden koordinaatit. Piirrd kuvio.

15. K12/11

Levitoimiseen tarvittavassa taikajuomassa on oltava vahintdan 20 hyppysellista jauhettua le-
pakon siiped ja vahintdaan 10 hyppysellista hamahakin seittia. Taikajuomapuodissa on kahta
valmissekoitetta Ascensus ja Sursum. Pikarillinen Ascensusta maksaa kaksi kultarahaa, ja siinad
on kolme hyppysellistd lepakon siipea ja kaksi hyppysellista hamahakin seittia. Pikarillinen Sur-
sumia maksaa kolme kultarahaa. Siind puoclestaan on nelja hyppysellista lepakon siipea ja yksi
hyppysellinen hamahdkin seittid. Kuinka paljon kumpaakin sekoitetta kannattaa levitoijakoke-
laan ostaa, jotta han saisi taikajuoman mahdollisimman edullisesti?

16. K08/9

Lomapaketin hinta koostui hotelli- ja matkakustannuksista. Hotellikustannukset las-
kivat 5 % ja matkakustannukset nousivat 18 %. Muutosten jéalkeen lomapaketin hinta
oli sama kuin aikaisemminkin. Kuinka monta prosenttia matkakustannukset olivat
lomapaketin hinnasta ennen muutoksia?




17. S10/13

Milld vakion a arvolla yhtdléparilla

2r 4+ (a+ 1)y =5,
3r+ (a—2)y=a

ei ole ratkaisua?

-
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The Romans didn't
find algebra very
challenging, because

X was always
10.

3. Find x.
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10. Yo Sarjat ja summat

Mallivastausvideot aukenevat gr-koodin avulla puhelimellasi.

1. K13/11

Lukujonossa (a,) on a, =2 ja a, =——. Maarita jonon sadan ensimmaisen termin summa,

'\JI||3

kun jono on
a) aritmeettinen
b) geometrinen. Anna tdman kohdan vastaus miljoonan tarkkuudella.

2. K09/13

Aritmeettisen jonon ensimméinen termi on 1, viimeinen termi on 61, ja jonon termien
summa on 961. Miké on jonon toinen termi?

3. S08/10

Lukujonon ensimmiinen termi on 2, ja jonon kukin seuraava termi on aina 5 % E E

suurempi kuin edellinen termi. Muodosta jonon n:nnen termin lauseke. Tutki tAmén
avulla, kuinka moni jonon termi on pienempi kuin 1000 miljoonaa. Laske néiden

termien summa kolmen numeron tarkkuudella.

4. S07/9

Vanhassa tarinassa Sakkilaudan 64 ruudulle sijoitetaan vehninjyvii: ensimmaiselle
ruudulle yksi, toiselle kaksi, kolmannelle nelji jne. Seuraavalla ruudulla on aina
edellisen ruudun mééra kaksinkertaisena. Kuinka monta ruutua voidaan tayttéaa
Suomen vuotuisella 700 miljoonan kilogramman vehnisadolla, jos oletetaan, etti
vksi vehnénjyva painaa 25 mg?

5. S03/7

Geometrisen jonon suhdeluku on 4 ja kymmenen ensimméisen termin summa 3844 775.
Ma&éarita jonon ensimmaéinen termi. Mika on jonon kymmenes termi?

6. K06/11

Aritmeettisen jonon ensimmiiinen termi on 2, toinen on 7 ja viimeinen 117. Laske
2
jonon summa.




7. S00/11

Toipilaan tulee leikkauksen jilkeen kuntouttaa lihaksiaan harjoittelemalla tiettya
litkkesarjaa péaivittain kuukauden mittaisen kuntoutusjakson ajan. Han aloittaa 15
minuutin pituisella voimistelulla ja lisdd suoritusaikaa kuntoutusohjelman mukaan
joka kerralla viidelld prosentilla. a) Kuinka pitkédn ajan hén voimistelee kuntoutus-
jakson 30. paivand? b) Kuinka paljon hin kaikkiaan kiyttdd aikaa voimisteluun
kuntoutusjakson aikana? Anna vastaukset minuutin tarkkuudella.

8. K12/7

Henkild lahettad sahkopostin kahdelle ystavalleen. Kumpikin naista |ahettda saman viestin 10
minuutin kuluttua edelleen kahdelle uudelle henkilélle, jotka toimivat samoin. Tilanne toistuu
kunkin saajan kohdalla aina samalla tavalla, eika kukaan saa kyseistd sahkdpostia toista kertaa.
Kuinka kauan kest&a, ettd 20 000 henkil6a on saanut sdhk&postin? Anna vastaus 10 minuutin
tarkkuudella.

9. K07/11

Verenpainelddkettd otetaan aamuisin kerta-annoksena 60 mg. Vuorokaudessa l&4-
kettd havida elimistosta 35 prosenttia. a) Laske, paljonko ladkettd on elimistossé
vilittomésti toisen ja viidennen lddkkeenottokerran jélkeen. b) Laske, paljonko lai-
kettd on elimistossd vilittomésti n:nnen ladkkeenottokerran jilkeen. ¢) Tutki (esi-
merkiksi laskinta kiyttden), mitd arvoa tima ladkkeen maira nayttaa lihestyvin
ladkkeenottokertojen méairin n kasvaessa.

10. K14/8

Pyramidihuijari avaa pankkitilin ja siirtda ensimmaisessd vaiheessa tilille 100 € Taman
jalkeen han houkuttelee mukaan kolme sijoittajaa, joista jokainen siirtda toisessa vaiheessa
huijarin tilille 100 €. Kolmannessa vaiheessa kukin ndistd kolmesta houkuttelee edelleen
mukaan kolme uutta sijoittajaa, joista jokainen siirtdd 100 € huijarin tilille. Huijaus jatkuu
saman kaavan mukaisesti. Kuinka monen vaiheen jilkeen tililld oleva summa ylittad
Suomen valtion vuoden 2013 talousarvion, joka on 54,1 miljardia euroa?




11. K12/9
Farao Djoser (hallitsi 2667-2648 eaa.) suunnitteli porraspyramidia, jossa on paallekkain 100
suorakulmaista neliépohjaista sarmiota niin, etta kaikilla on sama korkeus ja jokaisen pohja-
sarma on 10 % lyhyempi kuin alla olevan pohjasarma. Alimmaisen sarmion tilavuus on

10000 m®. Maarita tallaisen porraspyramidin tilavuus kolmen merkitsevin numeron tarkkuu-
della.

Porraspyramidi
<http://fi.wikipedia.org/wiki/Djoser>. Luettu 29.3.2011.

12. S11/13

Laske lukujen 1 000 ja 2 000 vilissa olevien 13 :lla jaollisten lukujen summa.

13. K11/13
Aritmeettisen jonon ensimmainen termi on 10 ja toinen termi 12. Geometrisen jonon en- E E
simmainen termi on 2 ja suhdeluku ¢ =—_ Monennestako termista lahtien geometrisen 'Eil-

e
jonon termi on suurempi kuin vastaava aritmeettisen jonon termi? Muodosta tarvittava qu
epayhtalo ja etsi sille ratkaisu kokeilemalla.

14. S10/11

Ryostoyrityksen keskeydyttya Arska pinkaisi poliisia pakoon ja sai 200 metrin etumatkan. EFJ E
Kun poliisi oli juossut taman 200 metrid, Arskalla oli vield etumatkaa 180 metrid. Kun
poliisi oli juossut taman, Arskan etumatka oli jalleen kutistunut kymmenesosalla. Takaa-
ajo jatkui samalla tavoin. Saiko poliisi Arskan kiinni? Jos sai, niin kuinka pitkdan matkan

juostuaan poliisi ulottui tarttumaan Arskaan? Poliisin kdden pituudeksi oletetaan puoli E
metria.



15. K10/11
Lukujonon seuraava termi a,, lasketaan edellisen termin a, avulla kaavan

1 2
Ant+1 = i(a'n S a)
mukaisesti. Laske desimaalilukuina riittdvalla tarkkuudella lukujonon termit a,, ag, as ja
ay, kun

a)ay=3 ja b)a=28.

Laske molemmissa tapauksissa, kuinka monta prosenttia termi a4 poikkeaa luvusta v/2.

16. S09/11

Postimywvntiliike pyrkii saamaan lisda asiakkaita lupaamalla lahjan asiakkaalleen,
joka hanlkii kaksi uutta asiakasta. Liisa haluaa lahjan ja ilmoittaa kaksi ystdvainsa,
jotka puolestaan hankkivat kukin kaksi uutta asiakasta jne. Oletetaan, etté jokaiseen
uusien asiakkaiden hankldmiskierrokseen kulun aikaa viikko eika entisid asiakkaita
saa pyvtid uudelleen. Kuinka monta uutta asiakasta talla tavalla olisi saatu kokoon
viidessa viikossa? Muodosta lauseke uusien asiakkaiden maérélle n viikon kuluttua.
Kuinka monta viikkoa menisi sithen, ettd niin hankittuja uusia asiakkaita olisi yli
100007

17. S09/15

Mauri on ottanut asuntolainaa 81 600 euroa 4,2 prosentin korolla. Hén lyhentéa sita
vuosittain 4800 euroa ja maksaa samalla sithen mennesséd kertyneet korot. Kuin-
ka paljon korkoa hin maksaa toisen vuoden lopussa? Kuinka monta vuotta lainan
takaisinmaksu kestad? Kuinka paljon korkoa Mauri maksaa kaiken kaikkiaan?

=2y

18. S08/14

[sovanhemmat sitoutuivat avustamaan lastenlastensa harrastustoimintaa viiden
vuoden ajan. Kuinka suuri kertasumma heidéan tulee vuodenvaihteessa sijoittaa tilil-
le, jonka korkokanta on 2,2 %, jotta he voivat jakaa lastenlapsilleen vuosittain 2 500
euroa seuraavien viiden vuoden ajan? Ensimmaéinen era maksetaan vuoden kuluttua
sijoituksesta ja seuraavat neljé erdd vuoden vilein. Lihdevero on 28 %.

19. S10/14

sen toiminnasta koituva haitta korvataan rajanaapureille. Haitan vuotuiseksi arvoksi ar-
vioidaan 7000 euroa, ja ennen laitoksen kdynnistamista on maksettava taman nykyarvo

kymmenen vuoden ajalta. Paljonko yrittdjan on maksettava haittakorvausta, kun lasken-
nassa kdytetddn 3,75 prosentin vuotuista korkoa?




20. K08/11

Isoisé avasi vuoden 2006 alussa lapsenlastaan varten tilin, jonka vuotuinen korkopro-
sentti lahdeveron viahentédmisen jilkeen on 1,750, ja talletti tilille 700 euroa. Isoisa
jatkaa seuraavina vuosina tallettamalla saman summan. Korko lisdtddn vuosittain
tilin saldoon vuoden viimeiseni paivani. Kuinka paljon tililld on rahaa vuoden 2010
lopussa koron lisdyksen jialkeen? Muodosta ja sievenné lauseke, joka antaa tilin sal-
don vuoden lopussa, kun talletus on tehty n kertaa. Minka vuoden lopussa rahaa
on vihintiin 12000 euroa?

21. S06/14

Henkil6 osallistuu jatkuvasti lottoarvontaan tayttamalla Internetissa vhden lottori-
vin kymmeneksi viikoksi joka toisen kuukauden alussa. Laske, kuinka paljon henki-
16lle kertyisi rahaa pankkitilille, jos hén loton sijasta 40 vuoden ajan, alkaen tammi-
kuun 1. paivista, tallettaisi joka toisen kuukauden alussa 7 euroa tilille, joka kasvaa
korkoa 1,5 % vuodessa. Liahdeveroa ei oteta huomioon.

22. 504/6

Muodosta geometrisen jonon %, l%, 4% ... nn ensimmaisen termin summa. Ratkaise
summalauseketta kidyttden, mistd n:n arvosta alkaen summa ylittda miljoonan.

23. K04/8

Opiskelija on opintojensa alussa tehnyt lainasopimuksen, jonka mukaan hén nos-
taa jokaisen opiskeluvuoden alussa opintolainaa 4000 €. Vuotuinen lainakorko on
4 %, mutta opiskeluaikana ei korkoa eiké lyhennyksii tarvitse maksaa, vaan kertynyt
korko liittetdéin jokaisen opiskeluvuoden lopussa lainapddomaan. Laske sopivan sum-
malausekkeen avulla, paljonko opiskelijalla on velkaa, kun hin 12 vuoden opintojen
jalkeen lopulta valmistuu.

24. K03/10
Lukujonon ensimmaéinen termi on 4 ja viides 1. Maéritd jonon toinen, kolmas, neljds ja kymmenes
termi. kun jono on a) aritmeettinen, b) geometrinen.

25. K02/12

Uutta pesukonemallia Suomeen tuova yritys sai joulukuussa 2000 myydyksi 470
pesukonetta. Yritys sal mainostajalta tarjouksen, jossa luvattiin mainostamisen
lisiavan myyntia vuoden 2001 alusta lihtien 25 % edelliseen kuukauteen verrat-
tuna joka kuukausi kahden vuoden ajan. a) Kuinka monta pesukonetta yritys myisi
tarjouksen mukaan vuoden 2001 kesikuussa? b) Kuinka monta konetta myynti olisi
koko kahden vuoden aikana?



11. Talousmatikan yo-tehtavat

Mallivastaukset aukeavat puhelimellasi/tabletillasi oheisista qr-koodeista. Ne l6ytyviat myos koneella
youtubesta etsimalla esimerkiksi hakusanoilla Matti Leppanen, MAB S15

1. K2017/5

a) Elina on lihdéssi tyomatkalle Norjaan. ITin vaihtaa aamulla 120 euroa Norjan kruu-
nuiksi alla olevan taulukon kurssilla. Sen jilkeen hén saa kuitenkin tiedon matkan
peruuntumisesta. Kuinka monta curoa Elina jai tappiolle, kun hin kiy vaihtamassa
samassa valuutanvaihtopisteessd kruunut takaisin euroiksi taulukon kurssilla? Yhtio

el perl vaihtamisesta erillista palkkiota.

Osto

Lihde (kuvat): <wikipedia.org>. Luettu 16.3.2016.
b) Vuonna 2015 Helsingin porssi heilahteli voimakkaasti. OMXIH-indeksi, joka kuvaa
porssivhtitiden kokonaismarkkina-arvoa, vaihteli vuosineljanneksittdin alla olevan tau-
lukon osoittamalla tavalla. Mika oli indeksin kokonaismuutos vuoden 2015 aikana, ja

mihin suuntaan?

Ajanjakso Muutos prosenteissa
1. neljainnes +16,19
2. neljannes h —&.10
3. neljinnes —7.25
4. neljinnes | +11,89

Lihde (kuva): < kauppalehtifi=. Luettu 16.3.2016.

2. K2017/10

Suomalaisten kotitalouksien talletusten kokonaisarvo oli 80 7
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Yhden euron arvo Norjan kruunuina,
setelikurssi

Myynti
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000 000 euroa vuoden

2015 lopussa. Niiden talletusten keskiméfrdinen korko oli 0,32 %. Valtiovarainministerio
yrittda arvioida talletusten koroista saatavan vuoden 2017 lihdeveron suuruutta seu-
raavien oletusten pohjalta: kotitalouksien talletusten arvo nousee vuoden 2016 loppuun
mennessi 1,5 % ja edelleen 1,0 % vuoden 2017 loppuun mennessi. Lisiksi arvioidaan,

ettd keskikorko laskee 0,05 prosenttivksiklkod kumpanakin vuonna.

Kuinka paljon Suomen valtio saa tdmén arvion perusteella talletusten koroista perittavia
lihdeveroa vuodelta 2017, kun lisiksi oletetaan, ettéd lihdeveroprosentti on koko ajan 307
Anna vastaus miljoonan euron tarkkuudella.

[=] ¥y []

[m] 2 5%



3. S2016/13

Allu haluaa ostaa 1 800 € maksavan maastopyoran. Mummo antaa hinelle 700 €. Allu
tallettaa mummolta saamansa rahat 30.12.2014 tilille, jonka vuosittainen korkotuotto
on 0.6 %. Lisiksi Allu asettaa itselleen kuukausittaisen saastotavoitteen: han tallettaa
jokaisen kuukauden ensimmaiisend paivinda tietvn summan, alkaen helmikuusta 2015,
Paljonko Allun tulee kuukausittain sadstii, jotta hin saa vuoden 2015 loppuun men-
nessa kokoon 1 800 €7 Oletetaan, etti jokaisessa kuussa on 30 piivai ja ettd lihdevero

on 30 %.

4. K2016/5

5. Oheinen taulukko kuvaa kuluttajahintaindeksin kehitystd 2000-Iuvulla.

a) Kuinka monta prosenttia kuluttajahinta on noussut kesiakuusta 2006 kesikuuhun

20107

Petteri on vuokrannut asunnon syyskuussa 2011. Vuokrasopimuksen mukaan vuolk-
ranantajalla on oikeus korottaa vuokraa kerran vuodessa niin, ettd korotus vastaa
kuluttajahintaindeksin muutosta. Vuokranantaja léyvttada korotusoikenttaan tiysi-
médriisend niin, ettd korotus tulee voimaan tammikuun alusta vuosina 2012, 2013
ja 2014. Kesikuussa 2014 Petterin vuokra on 542 € /kk. Mika oli vuokra vuokraso-
pimusta solmittaessa?

tammi helmi maalis huhti touke kesd heind elo  syys loka marras joulu
2014 1190 1193 1196 1198 1195 1195 1194 1196 1202 1200 119.8 1196
2013 1171 1178 1183 1185 1185 1185 1184 1182 1187 1188 118.6  119.1
2012 1152 1159 1163 116,77 1167 1168 1166 1168 1173 1174 117,00 1172
2011 1117 1124 1130 1132 1133 1136 1133 1137 1142 1145 1145 1145
2010 1083 1087 1092 1095 1094 1097 1091 1096 1100 1105 110,7 1113
2008 1085 1086 1086 1086 1084 1087 1080 1083 1085 1079 108,00 108,1
2008 106.2 1067 1076 1078 1084 1088 1086 1091 1096 1096 109.1 108,77
2007 1022 1029 1036 1041 1040 1042 1041 1042 1047 1050 105.3 105,1
2006 999 100.,7 1010 1015 1016 10L,7 1015 1019 1020 1023 02,3 1024
2005 99,1 99,8 1001 1002 999 100,0 996 1000 1005 1004 100,2  100,2

Lahde: Tilastokeskus



5. K2016/10
a) Annika sai 58 000 € perinténd. Kuinka monta euroa Annika maksaa perinnosti
veroa? Mikd on hénen perintéveroprosenttinsa?
b) Piirrd kuvaaja, josta kidy ilmi perintéveron suuruus prosentteina perinnén arvon
funktiona, kun perinnén suuruus on vililla 0 € ja 60 000 €.

Verotettavan osuuden  Veron vakioerd osuuden Vero alarajan ylimenevista
arvo, € alarajan kohdalla, € osasta, %
20 000-40 000 100 8
40 000-60 000 1700 11
60 000-200 000 3900 14
200000-1 000 000 23500 17
1 000 000~ 159500 20

(Perinto- ja lahjaverolaki, 378/1940, § 14)

6. S15/14

Vuonna 2014 pdaomatulojen veroprosentti on 40 000 euroon saakka 30 ja sen yli menevalta

osalta veroprosentti on 32.

a) Muodosta lauseke f{x) pddomatuloveron suuruudelle, kun pddomatulo x on yli 40 000
euroa vuodessa.

b) Laske veron maara, kun pddomatuloja on 41 700,23 euroa vuodessa.

c) Kun yksityishenkild saa osinkotuloa porssiyhtion osakkeista, niin veronalainen osuus on
85 % osinkotuloista. Tdstd osuudesta maksetaan paddomatuloveroa ylld mainitun
sddnndn mukaisesti. Kuinka monta prosenttia veroa henkilé maksaa osinkotulostaan,
kun osingon maara on 41 700,23 euroa?

7. K15/14
Sijoitustilin talletukselle lasketaan vuotuinen korko, josta vihennetdan ldhdevero. Jiljelle
jaanyt tuotto lisdtaan tilille vuoden lopussa. Hannele talletti vuoden 2010 lopussa 1 000
euroa sadstdtilille. Vuoden 2013 lopussa tililld oli 1 086,37 euroa. Kyseiselld aikavalilla
kuluttajahintaindeksi nousi arvosta 100,0 arvoon 108,53, toisin sanoen inflaatio oli talla
aikavdlilld yhteensa 8,5 %.

a) Laske talletuksen nimellinen vuosikorkoprosentti ndiden kolmen vuoden aikana.
b) Miké on talletuksen todellinen korko eurcina ndiden kolmen vuoden aikana?



8. S14/4
Hammastahnaputkilon tilavuus on 100 ml ja hinta 1,50 €. Putkilon tilavuutta kasvatetaan
25 %, mutta samalla myyntihintaa korotetaan 40 %. Kuinka monta prosenttia kallimpaa

hammastahna on uudessa putkilossa millilitraa kohden?

9. S14/14
Kristian aikoo vaihtaa autoa ja hakee pankilta 8 000 euron lainaa. Pankki tarjoaa hanelle ta-
saerdlainaa, joka maksetaan takaisin kahdessa vuodessa. Lainan vuotuinen korko on 6,6 %
koko takaisinmaksukauden ajan. Muita kuluja ei oteta huomiocon.

a) Maarita lainan kuukausittaisen tasaerdn suuruus.
b) Kuinka paljon lainaa on jdljella silloin, kun puolet takaisinmaksuajasta on kulunut?
¢) Kuinka paljon korkoa Kristian maksaa yhteensa koko kahden vuoden laina-aikana?

10. K14/8
Pyramidihuijari avaa pankkitilin ja siirtdd ensimmaisessd vaiheessa tilille 100 €. Taman
jlkeen hidn houkuttelee mukaan kolme sijoittajaa, joista jokainen siirtda toisessa vaiheessa
huijarin tilille 100 €. Kolmannessa vaiheessa kukin naistd kolmesta houkuttelee edelleen
mukaan kolme uutta sijoittajaa, joista jokainen siirtad 100 € huijarin tilille. Huijaus jatkuu
saman kaavan mukaisesti. Kuinka monen vaiheen jilkeen tilillda oleva summa ylittaa
Suomen valtion vuoden 2013 talousarvion, joka on 54,1 miljardia euroa?

11. S13/10

Maaldmpopumppuja myyvan yrityksen lilkevaihto kymmenkertaistui kahdessakymmeness3
vuodessa. Kuinka monta prosenttia lilkevaihto kasvoi vuodessa, kun vuotuinen kasvu-
prosentti pysyi koko ajan samana? Anna vastaus prosentin kymmenesosan tarkkuudella.

12. S13/14
Abiturientti saa lahjoituksen, jonka suuruus on verojen jdlkeen 12 000 €. Han sijoittaa sen
vuodeksi kahteen rahastoon, joiden vuotuiset korot ovat verojen jalkeen 3,5 % ja 5,5 %.
a) Lahjoituksesta x euroa sijoitetaan 3,5 % tuoton tarjoavaan rahastoon ja loput toi-
seen rahastoon. Esitd koko sijoituksen arvo ¥ muuttujan x avulla lausuttuna, kun

0=x=12000.
b) Piirra a-kohdan funktion kuvaaja valilla 0= x <12 000,




13. K13/8

. Vuonna 2005 yksityishenkildiden maksuhairiciden lukumadrd Suomessa oli 422 500, ja

vuonna 2011 se oli 1 460 500.

a) Kuinka monta prosenttia maksuhdirididen lukumdard kasvoi tallad aikavalilla? Anna vas-
taus prosentin tarkkuudella.

b) Vuonna 2011 ministerio asetti tavoitteeksi vahentdd maksuhdirididen méaaran nel-
jadssd vuodessa takaisin vuoden 2005 tasolle. Kuinka monta prosenttia méarad vihenee
vuodessa, kun vuotuinen vdhenemisprosentti on sama? Anna vastaus prosentin kym-

menesosan tarkkuudella.

Uudet maksuhdiriat 2005-2011
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<http://www.asiakastieto.fi/asiakastieto/tilastot/maksuhairiot/>. Luettu 5.3.2012.

14. K13/14

Yhtio valmistaa kdnnykkdkoteloita, joiden valmistuskustannukset ovat 12,30 € kappale. E

Taman lisdksi yhtion kiintedt kustannukset ovat 98 000 euroa. Koteloita myydaan aluksi

17,99 eurolla, mutta viimeiset 25 % myyddan varaston tyhjentamiseksi 14,00 eurolla

kappale. Oletetaan, ettd yhtit saa myytyd kaikki kotelot. Tehtdvdssa ei oteta huomioon

verotusta.

a) Muodosta lauseke, joka kuvaa yhtitn kokonaiskustannuksia koteloiden valmistusmaaran
x avulla lausuttuna.

b) Muodosta lauseke, joka kuvaa yhticn saamaa voittoa valmistusmaaran x avulla lausut-
tuna.

¢) Kuinka monta koteloa yhtidn taytyy valmistaa, jotta kiintedt kustannukset saadaan katet-
tua ylla mainitulla hinnoittelustrategialla?

15. S12/13
Karoliina ja Petteri tallettivat kumpikin 10 000 euroa vuodeksi. Karoliina sijoitti rahansa
vuoden madraaikaistilille 2,20 %:n vuotuisella korolla. Maksetusta korosta pankki pidatti

30 % lahdeveroa. Petteri sijoitti rahansa ensin puolen vuoden maariaikaistilille, jonka vuo-
sikorko oli 2.35 %. Puolen vuoden kuluttua Petteri sijoitti pddoman korkoineen, josta

pankki oli pidattanyt 30 % lahdeveroa, toiselle puolen vuoden maaraaikaistilille. Taman ti-

lin vuosikorko oli 2,00 %. Maksetusta korosta pankki pidatti jélleen 30 % lahdeveroa.

Kumpi teki paremman sijoituksen, ja mika oli sen arvo vuoden kuluttua?



16. K12/8

Naisten hiusten leikkaus maksaa nyt 45 euroa. Kuinka paljon se maksaa kymmenen vuoden
kuluttua, jos hintaa korotetaan vuoden valein 2.5 %?

17. K12/13

Simeoni osti Saapasnahkatornin 12 000 eurolla ja teetti siihen mydhemmin 4 000 euron pe-
ruskorjauksen. Yksitoista vuotta mydhemmin hdn myi sen Juhanille 42 000 eurolla. Voitosta
on maksettava 30 % pddaomatuloveroa. Verottaja tulkitsee voitoksi summan, joka saadaan,
kun myyntihinnasta vdhennetdan ostohinta ja peruskorjauskulut. Toisaalta Simeoni voi myds
halutessaan kdyttda ns. hankintameno-olettamaa. Talloin myyntihinnasta vahennetdin 20 %,
jos on omistanut tornin alle 10 vuotta, ja 40 %, jos on omistanut yli 10 vuotta. Mitddn muita

vahennyksia ei saa tehda. Jdljelle jadneestd summasta maksetaan 30 % piddomatuloveroa.

a) Paljonko Simeonille ja3 myyntihinnasta verotuksen jalkeen, kun han valitsee edullisemman
vaihtoehdon?

b) Mika olisi sellainen myyntihinta, ettd Simeoni maksaisi kummassakin verotusvaihtoehdossa

18. S11/5

Osakkeen arvo laski 46 prosenttia ja nousi sitten ensiksi 15 prosenttia ja tdman jalkeen vie-

la 34 prosenttia.

a) Oliko osakkeen arvo naiden muutosten jalkeen suurempi vai pienempi kuin ennen muu-
toksia?

b) Kuinka monta prosenttia jalkimmaisen nousun olisi pitdnyt olla, jotta olisi palattu alku-
peraiseen arvoon?

19. S11/14

Matti lainaa ystavaltdan 7 500 euroa ja maksaa summan takaisin neljassa 2 000 euron
erdassd vuoden valein, ensimmaisen erdn vuoden kuluttua lainan nostamisesta. Ma&arita,
millaista vuotuista korkoprosenttia p tama vastaa muodostamalla ensin yhtalé korkoteki-
jalle g:1+p/100 ja etsimdlla talle likimaardinen ratkaisu. Anna vastauksena korkopro-

sentti yhden desimaalin tarkkuudella.




20. K11/14

a) Saatidlla on 1,8 miljoonan euron pddaoma, jonka vuosittainen tuotto on 5,4 prosenttia.
Erdadna vuonna saitid on paattanyt siirtda tuotosta 30 prosenttia pddomaan ja jakaa lo-
pusta tuotosta kaksi 21 000 euron suuruista apurahaa opiskeluun ulkomailla sekd 14
yhta suurta matka-apurahaa. Kuinka suuria matka-apurahat ovat?

b) Kuinka suureksi sdatién 1,8 miljoonan euron padaoma kasvaa viidessa vuodessa, jos tuot- E -

to on jokaisena vuotena 5,4 prosenttia pddomasta ja vuosittain pddomaan siirretdan

30 prosenttia tuotosta?

21. S10/5
[=]

Tuotteen hintaa korotetaan ensin 45 prosenttia ja sen jalkeen 62 prosenttia. Naytd, ettd
tulos on sama, jos tuotteen hintaa korotetaan ensin 62 prosenttia ja sitten 45 prosenttia.
Kuinka monen prosentin nousua tuotteen hinnassa korotukset yhteensd merkitsevat? 1
Anna vastaus yhden desimaalin tarkkuudella. E

22. S10/14

Yrittdjdlle mydnnetdan lupa kalanviljelylaitoksen perustamiseen edellyttden, ettd laitok-
sen toiminnasta koituva haitta korvataan rajanaapureille. Haitan vuotuiseksi arvoksi ar-
vioidaan 7000 euroa, ja ennen laitoksen kdynnistimistd on maksettava tdmin nykyarvo
kymmenen vuoden ajalta. Paljonko yrittdjan on maksettava haittakorvausta, kun lasken-
nassa kaytetdan 3,75 prosentin vuotuista korkoa?

23. K10/5

Tuhat euroa talletetaan viiden prosentin korolla 50 vuodeksi. Korko liitetddn padgomaan
vuosittain. Laadi pylvasdiagrammi, joka kuvaa talletuksen arvoa viiden vuoden vilein.
Lihdeveroa ei oteta huomioon.

24. K10/13

Lahjavero maaraytyy ensimmdisessd veroluokassa seuraavasti:

Verotettavan osuuden arvo, Veron vakioeri osuuden Veroprosentti
euroa alarajan kohdalla, euroa ylimenevidstd osasta
4000-17 000 100 7
17 000-50 000 1010 10
50000~ 4310 13

Lihde: www.vero fi
(26.5.2000)

a) Kuinka paljon veroa menee 30000 euron lahjoituksesta?

b) Piirra sen funktion kuvaaja, joka esitta3 lahjaveron riippuvuutta lahjan arvosta (so.
verotettavan osuuden arvosta).



25. K10/14

Sanomalehden tilaushinta vuodeksi 2003 oli 194,26 € ja vuodeksi 2009 vastaavasti
249 €. Kuinka monen prosentin vuosittaista hinnankorotusta tam3a vastaa, kun olete-
taan, ettd prosentti on jokaisena vuonna ollut sama?

26. S09/4

Elintarvikkeiden arvonliséiivero on 17 prosenttia tuotteen verottomasta hinnasta. Ta-
pio maksoi ruokaostoksistaan 54,35 euroa. Kuinka monta euroa ostoksen hinta ale-
nisi, jos ruoan arvonlisdveroa laskettaisiin 9 prosenttiyksikolla? Kuinka suuri olisi
ostoksen hinnan alennus prosentteina?

27. S09/15

Mauri on ottanut asuntolainaa 81 600 euroa 4,2 prosentin korolla. Hin lyhenti siti
vuosittain 4800 euroa ja maksaa samalla sithen mennessi kertyneet korot. Kuin-
ka paljon korkoa hin maksaa toisen vuoden lopussa? Kuinka monta vuotta lainan
takaisinmaksu kestdd? Kuinka paljon korkoa Mauri maksaa kaiken kaikkiaan?

28. K09/8

Opintorahaa saanut opiskelija saattoi vuonna 2006 tehdi kunnallisverotuksessa an-
siotulosta opintorahaviahennyksen, jonka suuruus laskettiin seuraavasti: Vahennyk-
sen enimmaéisméiri oli 2200 euroa, ja sitd pienennettiin 50 prosentilla siitd méa-
riastd, jolla puhtaan ansiotulon maara ylitti vihennyksen enimmaismadrin. Kui-
tenkin vihennys oli enintddn opintorahan suuruinen. Piirrd kuvaaja, joka osoittaa
vihennyksen riippuvuuden palkkatulosta, kun opintorahan suuruus on 1500 euroa.
Oletetaan, ettd puhdas ansiotulo muodostuu palkkatulosta ja opintorahasta. Miten
suurilla palkkatuloilla vihennysta el tdssd tapauksessa endd saa?

29. K09/14

Talletustilin vuosikorko on 1,50 prosenttia, ja korkotuotosta peritdin vuosittain 29
prosentin lihdevero. Tilid avattaessa talletetaan 1000 €, eikd muita talletuksia teh-
da.

a) Kuinka paljon tililld on rahaa kymmenen vuoden kuluttua, kun korko liitetéddn E
padomaan vuoden vilein?

b) Monenko vuoden kuluttua talletus on kaksinkertaistunut?




30. S08/4

senttia polttoaine voi kallistua, ennen kuin kayttékustannukset kasvavat 10 %7 Anna
vastaus promillen tarkkuudella.

31. S08/14

[sovanhemmat sitoutuivat avustamaan lastenlastensa harrastustoimintaa viiden
vioden ajan. Kninka suuri kertasumma heidin tulee vuodenvaihteessa sijoittaa tilil-
le, jonka korkokanta on 2.2 %, jotta he voivat jakaa lastenlapsilleen vuosittain 2 500
enroa seuraavien viiden vuoden ajan? Ensimméinen erd maksetaan vuoden kuluttua
sijoituksesta ja seuraavat nelji erdi vuoden vilein. Lihdevero on 28 %.

32. K08/9

Lomapaketin hinta koostui hotelli- ja matkakustannuksista. Hotellikustannukset las-
kivat 5 % ja matkakustannukset nousivat 18 %. Muutosten jilkeen lomapaketin hinta
oli sama kuin aikaisemminkin. Kuinka monta prosenttia matkakustannukset olivat
lomapaketin hinnasta ennen muutoksia?

33. K08/11

Isoisé avasi vuoden 2006 alussa lapsenlastaan varten tilin, jonka vuotuinen korkopro-
sentti lahdeveron vahentamisen jialkeen on 1,750, ja talletti tilille 700 euroa. Isoisa
jatkaa seuraavina vuosina tallettamalla saman summan. Korko lisidtaan vuosittain
tilin saldoon vuoden viimeisena paivana. Kuinka paljon tililla on rahaa vuoden 2010
lopussa koron lisivksen jilkeen? Muodosta ja sievenné lauseke, joka antaa tilin sal-
don vuoden lopussa, kun talletus on tehty n kertaa. Minki vuoden lopussa rahaa
on vihintdsin 12000 euroa?

34. S07/3

Suomen sdhkénkulutus vuonna 2005 oli 84,9 TWh (terawattituntia). Tésta katettiin
omalla ydinvoimalla 26,3 %, muilla kotimaisilla energialihteilld 53.7 % ja tuontisih-
killa loput. Olkiluodon uusi ydinveoimala lisdd sdhkintuotantoa 14 TWhlla vuonna
2009. Oletetaan, ettd sihkinkulutus on tilléin noussut vuoden 2005 tasosta 12 %,
muita muutoksia kotimaisessa energiantuotannossa ei ole tapahtunut ja tuonnilla
katetaan edelleen kotimaisen tuotannon vlittiva osuus. Mikd on tdll6in kotimaisen
yvdinvoiman ja miki tuontisihkén suhteellinen osuus kokonaiskulutuksesta?



35. S07/14

Veljekset Matti ja Teppo ostavat vhdessi naapuriltaan Sepolta kiivtetyn leikkuupui- E
murin. He sopivat seuraavanlaisesta maksujirjestelysti: Matti maksaa heti 32000 €
ja timén jilkeen nelji kertaa vuoden vilein 900 €. Teppo maksaa heti 30 500 € ja téa-
min jilkeen kaksi kertaa 2 500 € vuoden vilein. Miki oli leikkuupuimurin nykyarvo,
ja paljonko veljesten maksuosundet poilkkesivat toisistaan nykyvarvoina laskettuina,
kun laskentakorkokanta oli 1,95 %7

36. KO7/4

Tuotteen myyntitulot kasvoivat edelliseen vuoteen verrattuna 5,0 % vuonna 2004
ja 3.0 % wvuonna 2005, Vuonna 2003 tuotteen valmistuskustannukset olivat 91 %
tavaran myyntituloista. Vuonna 2004 valmistuskustannukset olivat 7,1 % suuremmat
kuin vuonna 2003, ja seuraavana vuonna ne nousivat edelleen 1,2 %. Kuinka monta
prosenttia myyntitulot olivat valmistuskustannuksia suuremmat vuonna 20057

37. K07/15

Piensijoittaja osti vhtitn osakleita 1200 eurolla. Ensimméiisend vuonna osalkkei-
den kurssi laski 15,6 prosenttia, mutta seuraavana viuonma se nousi 8,1 prosenttia.
a) Kuinka monta prosenttia osakkeiden kurssin tulisi nousta kolmantena vuonna,
jotta osakkeiden arvo olisi alkuperiisen suurninen? b) Sijoittaja arvioi, etti kurs-

ja keskihajontana 5.0 prosenttia. Miké on todennikdisyys, etti kolmannen viuoden
lopussa osakkeiden arvo on vahintaan alkuperiisen suuruinen?

38. S06/13

Tuotteen hintaa nostettiin p %. Huonon menekin vuoksi niin saatua hintaa laskettiin
mythemmin 2p %, jolloin hinta oli 5.5 % halvempi kuin ennen korotusta. Muodosta
vhtéld luvun p méidrittimiseksi ja ratkaise p.

39. S06/14

Henkilé osallistun jatkuvasti lottoarvontaan tavttamilla Internetissi vhden lottori-
vin kymmeneksi viikoksi joka toisen kunkauden alussa. Laske, kuinka paljon henki-
lille kertyisi rahaa pankkitilille, jos hiin loton sijasta 40 vuoden ajan, alkaen tammi-
kuun 1. paivasta, tallettaisi joka toisen kuukauden alussa 7 euroa tilille, joka kasvaa
korkoa 1,5 % vuodessa. Lahdeveroa el oteta huomioon.




40. K06/5

Suomen viennin jakauma vuonna 2003 seki viennin médriassd vuonna 2004 tapahtu- Ok
neet muntokset kiyvit ilmi seuraavasta tanlukosta. (Lahde: Kaupan Keskusliitto.) S

Vienti toimialoittain Jakauma Muutos vuodesta 2003
vuonna 2003 (%) vuoteen 2004 (%)
Puu- ja paperiteollisuus 254 +13,6
Kemianteollisunus 8,7 +4.4
Kone- ja metalliteollisuus 25,1 —4.4
Sihkitekninen teollisuus 243 +1.9
Muut 16,5 +14,6

a) Lisddntyiko val vihenikd kokonaisvienti viuonna 20047 Kuinka monta prosenttia
muutos oli? b) Esitid viennin prosentuaalinen jakauma vuonna 2004,

41. K06/14

Henkilo ottaa 120000 euron asuntolainan. Laina sovitaan hoidettavaksi tasaeri- eli
annuiteettilainana puolivuosittain, ja vuotuiseksi koroksi sovitaan 3,70 %. Harkit- if
tavana on laina-ajan pituus. Laske lainan hoitomaksun eli annuiteetin suuruus, jos
laina-aika on a) 22 vuotta, b) 60 vuotta. Kuinka paljon lainaa jalkimméiisessi ta-
pauksessa olisi vield jéljelld silloin, kun laina ensimméisessi tapauksessa olisi tullut
maksetuksi loppuun? Lainasta el atheudu muita kuluja.

42. S05/9

Vuonna 2002 oli maksukorttimaksujen arvo Suomessa noussut noin 2,5-kertaiseksi
glitd, miti se oli vuonna 1993, Kuinka monta prosenttia korttimaksujen arvo on nous-
sut vuosittain, jos oletetaan kasvun eri vuosina olleen prosentuaalisesti vhti suurta?
Kuinka suuri oli korttimaksujen arvo vuosina 2002 ja 1993 euroina ilmaistuna. kun
se vuonna 1995 oli 10,1 miljardia euroa?

43. S05/15
Henkilé avasi 2.5.2002 sdfstotilin ja talletti tilille 11 000 €. Tilin korko oli pankin
primekorko vahennettyna vhdella prosenttivksikolla. Primekorkoa tarkistettiin seu-
raavasti (tarkistuspiiva ja silloin voimaan tullut korko):

02.05.2002 3,50 02.01.2003 3,20
11.06.2002 3,75 03.03.2003 2,90
15.10.2002 3,50 24.06.2003 2,50

Korko laskettiin todellisten kalenteripdivien muikaan, ja vuoteen laskettiin 365 kor-
kopéivad. Tarkistuspéiiviltda korko laskettiin uuden koron mukaan. Korot, joista oli
peritty 29 % lihdeveroa, liitettiin pidomaan vuoden lopussa ja tilid lopetettaessa.
Henkild lopetti tilin 2.5.2003. Paljonko hin sai varat nostasssaan? Mika oli talletuk-
sen tuottoprosentti?



44. K05/8

Henkilén palkasta jii ennakonpidityvksen jilkeen kiteen 73 %. Vuodenvaihteessa
henkilé sai 45 euron palkankorotuksen. Samanaikaisesti ennakonpidatys laski 0.8
prosenttivksikkiod. Henkilolle jii ennakonpidityvksen jilkeen kiteen nyt 49,60 euroa
enemmin kuin ennen muutoksia. Miki oli henkilén uusi ennakonpiditysprosentti,
ja miki oli hinen uusi palkkansa?

45. K05/14

Postimyyntiyritys tarjoaa mainoslehtisessiiin nopeaa ja vaivatonta kulutuslainaa.
Lainaehtojen mukaan laina maksetaan takaisin vhtd suurin erin kunkin kuukanden
lopussa, kuukansikorko on 1.9 % jiljelld olevasta velkasaldosta ja lisiksi kuukansit-
tain peritiin lisimaksua, joka on 0.4 % myinnetyn luoton midiristi. a) Madrita
knukausierin suurnus ja lainan kokonaiskustanmikset, jos lainasumma on 1200 en-
roa ja laina-aika vksi vuosi. b) Osoita, etti lainan todellinen vuosikorko on noin
31 %, toisin sanoen vhti suureen kuukausieriin paidvtian, jos kuukausittain ly-
hennettivin tasaerilainan korko on 31 % vuodessa. Anna vastaukset euron tark-

kuudella.

46. S04/7

Metsinomistaja teetti metsatoitd urakoitsijalla ja sopi alustavasti tydn hinnaksi kunitupuun
osalta 14 €/ m® ja tukkipuun osalta 9,2 €/ m®. Kuitupuuta kertyi 156 m® ja tukkipuuta
80.4 m®. Alustaviin hintoihin ei sisiltynyt kuitenkaan arvonlisiveroa, vaikka metsinomis-
taja oli ndin ymmirtdnyt. Keskustelujen jilkeen osapuoclet péfityivit sopimukseen, jon-
ka mukaan urakoitsija alentaa ilmoittamiaan verottomia hintoja siten, ettd koko urakan
osalta metsdnomistajalle koituva lisimaksu tulee yhtd suureksi kuin urakoitsijan antama
alennus. Kuinka paljon metsinomistaja maksol teettiméistidin tydstd arvonlisiveroineen?
Arvonlisdveron suuruus on 22 % tydn verottomasta hinnasta.

47.

14. Henkils tekee sdistésuunnitelman seitsemiksi vuodeksi ja tallettaa vuosittain kunkin vuo-
den alussa tietyn summan tilille, jolle maksetaan vuotuista korkoa 2,00 prosentin mmkaan.
Hin haluaa ottaa suunnitelmassaan huomioon inflaation vaikutuksen ja korottaa talle-
tuksensa méirdd keskimiiriisen inflaatio-odotuksen mukaisesti aina kahdella prosentilla
edellisen vuoden talletuksen maarastia. Mika on sddstosumma sen vuoden lopussa, jona
seitsemés talletus on tehty, kun ensimméinen talletus on K eurca? Laske sovelluksena
sifistisumma tapauksessa K = 500 €. Lahdevero on 29 %.

48. K04/8

8. Opiskelija on opintojensa alussa tehnyt lainasopimuksen, jonka mukaan hin nos-
taa jokaisen opiskeluvuoden alussa opintolainaa 4 000 €. Vuotuinen lainakorko on
4 %, mutta opiskeluaikana ei korkoa eiki lvhennyksii tarvitse maksaa, vaan kertynyt
korko littetiiin jokaisen opiskeluvuoden lopussa lainapéifiomaan. Laske sopivan sum-
malansekkeen avulla, paljonko opiskelijalla on velkaa, kun hiin 12 vuoden opintojen
jilkeen lopulta valmistuu.



49. K04/15

15. Henkils otti vuoden 2003 alussa 40 000 euron asuntolainan 10 vuodeksi. Hin maksaa
lainan ja korot yvhtéd suurena vuotuisena erind aina vuoden lopussa, ts. kyseessid on
tasaerilaina. Miké on erin suuruus, jos korko on nelji prosenttia? Lainasopimuksen
mukaan koron noustessa erdn suuruus el muutu (mahdollisesti pienemméksi jAavai
vilmeistd erdd lukuun ottamatta), vaan laina-aikaa pidennetiin nousua vastaavas-
ti. Minki vuoden lopussa henkilt maksaa viimeisen erin, jos korko nousee viiden
viuoden kuluttua kuuteen prosenttiin eiki tdmén jilkeen muutu? Miki on viimeisen

erin suuruus?

50. S03/8

8. Tilille sijoitettiin ensimméisen vuoden alussa 5000 € ja toisen vuoden alussa 4500 €.
Kolmannen vuoden alkaessa tilin saldo oli 9 894,85 €. Miki on tilin korkokanta. kun korko
lisattiin pasdomaan vuosittain vuoden lopussa ja koroista perittiin vuosittain lahdeveroa
20 %7 Tililli ei kyseiseni aikana ollut muita tilitapahtumia.

51. S03/14

14. Rahastosaastidja ostaa osakerahaston osuuksia tai niiden osia 100 eurolla joka kuukausi.
Ensimmaiiselld ostokerralla vhden rahasto-osuuden arvo on 20 €. Oletetaan, ettid kurssi
laskee tistd 2 eurolla joka kuukausi, kunnes saavuttaa pohjalukeman 8 €. Tamén jilkeen
kurssi alkaa tolpua ja nousee 2 eurolla joka kuukausi. kunnes se on saavuttanut lihtdar-
vonsa 20 €, jolloin saastaja tekee vilmeisen ostonsa. Selvita saastajan osakesalkun arvo
periodin lopussa. Kuinka monta prosenttia suurempi timé on, kuin jos hin olisi sijoitta-
nut periodin alussa vhdelld kertaa koko sijoittamansa summan? Sijoittamisesta koituvia
kuluja (ja mahdollisia osinkoja) ei oteta huomioon.

52. K03/2

2. Sidhkénkulutuksen jakauma vuonna 2001 kiy 1lmi alla olevista diagrammeista. Palveluaden ja jul-
kisen sektorin kulutus oli 14 717 GWh. (Lihde: Ympéanstotilasto 2002.) Kuinka suun ol metalli-
teollisuuden sihkénkulutus kyseisend vuonna?

SAHKON KULUTUS SEKTOREITTAIN SAHKON KULUTUS TEOLLISUUDEN JA RAKENTAMISEN SEKTORILLA,
53% RO
4%
1%
18%
25% 16% 145
] Teollisuus ja rakentaminen 0 Metsateollisuus
] Koti- ja maatalons [ Metalliteollisuus
B Palvelut ja julkinen sektori B Kemianteollisuus

B siirto- ia iakeluhaviot B o teollisuus



12.

14.

53.

fnoden 2002 tammikuun alussa talletetaan tietty summa tilille, jolle maksetaan vuotuista korkoa
2.54 %, ja tasan vuoden kuluttua samansuuruinen summa toiselle tilille, jonka korkoprosentti on
3.25. Varat on tarkoitus nostaa tileiltd, kun talletukset ovat kasvaneet vhiid suurnks:. Arvior kuu-
kauden tarkkuudella, milloin timé tapahtuu. Sovella koronkoronlaskuperiaatetta, muodosta yvhtald
ja ratkaise se. Lihdeveroa e1 oteta huomioon.

54.

Piensijoittaja osti vuoden alussa erddn vhiion osakkeita. Osake menetts kutenkin lyhvessi ajassa
viidenneksen vuoden alun arvostaan. Tamin jilkeen osakkeen kurssi kiifintyvi hitaaseen nousuun ja
noust vuoden loppuun mennesséd alimmalta tasoltaan 7.0 %, a) Kuinka monta prosenttia osakkei-
den arvo oli muuttunut vuoden alusta vuoden loppuun mennessd? b) Mihin hintaan piensijoittaja
oli osakkeet ostanut, kun hin my1 ne vuoden lopussa ja laski menettineensid 900 €7 ¢) Kuinka
monta prosenttia osakekurssin olisi tullut edelleen nousta. jotta se olisi saavuttanut alkuperdisen
tasonsa? Pérssin vilityspalkkioita tms. e1 laskussa oteta huomioon.



12. Yo Mab8

1. K17/11 (jarjettdman vaikea)
Maakellarin sisalampotila vaihtelee hitaasti vuodenaikojen mukaan. Alin lampétila 2 °C
saavutetaan helmi-maaliskuun vaihteessa, ja vlin lampétila 8 °C saavutetaan elo-syyskuun
vaihteessa. Oletetaan, ettd lampdtilan vaihtelua voidaan kuvata sinikéyrilla. Maarita sel-
laiset parametrien A, B, ¢ ja t, arvot, ettd lampdtila T’ saadaan kaavalla

T=A+ Bsin(c(t + tu)),

kun ajan ¢ yksikkénd on kuukausi. Tehtivissda kaikki kuukaudet voidaan olettaa yvhté
pitkiksi.

2. Kle/11
a) Madritellddn funktio f(z) = cos(x) 4+ 1. Mééritd funktion suurin ja pienin arvo.
b) Madiritellddn funktio g(x) = Asin(x)+B, missd A, B > () ovat vakioita. Mité kaikkia
arvoja tdméi funktio voi saada?

3. S15/15

. Aino ja Mikko ovat maailmanpyo6ran kyydissa. Korin korkeus y merenpinnan tasosta mi-
tattuna on

y=17sin ud + 55 metria,
i 25

kun ajan 7 yksikkond on sekunti ja kulma ilmaistaan radiaaneina.

a) Laske korin suurin ja pienin korkeus sekd maailmanpyoran halkaisija.

b) Kuinka monen sekunnin kuluttua kori saavuttaa ensimmadisen kerran maksimikorkeu-
tensa hetken 7 =0 jdlkeen?

¢) Kuinka monen sekunnin kuluttua kori on ensimmadisen kerran hetken =0 jadlkeen 45
metrin korkeudella merenpinnan tasosta? Voit ratkaista tdman kohdan joko graafisesti
kuvaajan avulla, kun 0 <7 < 50 sekuntia, tai laskemalla lausekkeiden avulla.

<www.panoramio.com>. Luettu 20.2.2014.



4. K15/15

a) Suorakulmion kolme kérked ovat origossa, pisteessd (2,1) ja pisteessa (2,—4). Madritd
neljannen karjen koordinaatit.

b) M&aritd a-kohdan suorakulmion pinta-ala.
c) Yhdysjanat origosta pisteisiin (1,2,1), (1,=1,1) ja (2,0,-2) muodostavat suorakulmaisen = «

sarmidn kolme sdrmdd. Mihin pisteeseen padttyy origosta alkava sdrmidn avaruus- E
lavistdja?

5. S14/15

v =27—3I+6ﬁ7 suuntaan. Raketti lentdd suoraviivaisesti 105 metrid, kunnes se rdjdhtaa.
Koordinaatiston yksikkdnad on metri.

a) Missa pisteessa raketti rajahtaa?

b) Kuinka kaukana koordinaatiston origossa seisovista katsojista rajahdyspiste on?

6. K14/15

a) Ratkaise yhtild tan ¥ =1, kun 0° <y <36(0°.

b) Oheisessa kuvassa on vierekkdin kolme nelidta, joiden sivun pituus on 1. Lisdksi kuvioon
on merkitty kulmat @, f§ ja 7. Llaske tan{e+ f) kayttdmalla tangentin yhteenlasku-
kaavaa

tan(a+ §) = taner +tan §
1-tanertan §

ja perustele yhtdld a+ =y

/

|




7. S13/15

Olkoot @ =i +27+2k ja b =j-2k.

a) Laske E|E|2 +2|J';|2_

b) Laske |E+E|3v |a—5|3.

8. K13/15
15. Alla on funktion f(x)= Asin(hx) kuvaaja vililli xe [=720°,720"]. M&aritd kuvaajan perus-

teella

a) vakion 4 arvo

b) vakion b arvo

¢} funktion [ Iyhin jakso L, jolle pitee L>0 ja f(x+L)= f(x) kaikilla x.

oy
44
34
27 f(x) =Asin(bx)
1 -
I T T A : N
7207 540 -3 ase /] 120P !
-3
-3
-4

9. S12/15
Paikkavektorit O4=4i +2j+k. OB=6i +5j +2k ja OC=7i +9; +3k madrittavat
suunnikkaan kolme karkipistettd 4. B ja (. Maarita neljannen karjen D paikkavektori

OD seki suunnikkaan lavistajavektorit AC ja BD.

";1...,,....,.....,..,.....,,..



10. K12/15

a) M3aarita yhtalén

: . 3
sm(2x+4") =

ratkaisut valilla x [0°,90°].
b) Maarita a-kohdan yhtalon kaikki ratkaisut.

11. S11/15

Kulma x on valilla [0°,360°]. Ratkaise asteen tarkkuudella seuraavat yhtalét:

b) COS.\’:%. c) tan x = !

. 1
a) sinx= —
5

=
2

12. K11/15

Laske avaruuden kulman XBAC suuruus asteen tarkkuudella, kun 4=(1,2.3), B=(4,5,6)
ja C=(9,8,7).

13. K10/15

Pystysuora vektori 7 = 5j esitetddn kahden vektorin
a=—-ri+yj ja b=mxi+yj

summana. Miten on = ja y valittava, kun vaatimuksena on, ettd sekd vektorin @ ettd
vektorin b kulma xz-akseliin ndhden on 2°7




14. S09/14

Ratkaise yhtiilo cos 3a = %2, Mitki ratkaisuista ovat vililla [180°, 360°]?

15. K09/15
Olkoon @ = —2i — 5j ja b = 2i — j.
a) Laske b — a.
b) Piirrd vektorit @, b ja b — @ koordinaatistoon siten, ettd niiden alkupiste on
origossa.

¢) Miiirité vektoreiden a ja b vilinen kulma.

16. S08/15

B) Kuminauhaan ripustettu paino saatetaan heilahtelemaan pystysuoraan. Sen
poikkeamaa tasapainoasemasta mallintaa télléin muotoa A sin(bt) oleva funktio, mis-
sd ¢ on aika sekunteina. Piirrd funktion kuvaaja, kun A = 1 ja b = 2. Miké arvo
kertoimella b on, jos kahden perikkiisen alimmassa asemassa kdynnin vililld kuluu
3,2 sekuntia? Anna vastaus viiden desimaalin tarkkuudella.

17. K08/15

KCLLHA. =
B) Suunnikkaan ABC'D kiirki A on pisteessé (—3,7) ja sen pisteestd A ldhtevini E
sivuina ovat vektorit AB = 3i + 2j ja AD = i + 5j. Méiritd pisteiden B, C ja
D paikkavektorit. Kuinka sunri on livistijivektoreiden AC' ja DB viilinen kulma?
Anna vastaus asteen kymmenesosan tarkkuundella.

18. S07/15
B) Laske vektoreiden a = 2i + %j ja b = 3i +4j pituudet ja suuntakulmat z-akseliin
nihden. Laske myos vektoreiden summa a + b ja erotus a — b.




