Eukleidinen geometria aksiomaattisena systeemina

Harri Makinen

Kreikkalaisen Eukleides Aleksandrialaisen noin 300 vuotta ennen ajanlaskun alkua kirjoittama
Alkeet (kreikaksi Stoikheia, latinaksi Elementa), oli ensimmainen matematiikan oppikirja, jossa
matematiikan logiikka perustettiin aksioomiin. Kirjan alussa esitelldan joukko yleisesti hyvaksyttyja
Maaritelmia ja viisi postulaateiksi nimettya yleisesti hyvaksyttavaa geometrian totuutta, seka
kahdeksan aksioomaksi nimitettya selviota. Kaikki kirjassa esitetyt tulokset ja todistukset on
rakennettu kdyttdaen naita postulaatteja, aksioomia, selvidita ja paattelysaantoja, tai niiden avulla
aikaisemmin todistettuja lauseita.

MAARITELMAT

Ennen postulaattien ja aksioomien esittelya Alkeissa esiteltiin ensin joukko maaritelmia, kuten
pisteen, viivan, suoran, tason (eli pinnan), ympyran ja suoran kulman maaritelma. Naita
maaritelmia oli yhteensa 34, eika niiden kaikkien esittely ole tdman esitelman kannalta
valttamatonta. Esitelmaan valitsemissani todistuksissa kaytetaan kuitenkin maaritelmia 15 ja 23,
joten niiden esittely on tarpeellista esitelmassa esiteltyjen todistusten logiikan ymmartamiseksi.
Maaritelmat oli kirjoitettu seuraavasti

(15) Ympyra on sellaisen viivan rajoittama kuvio, etta kaikki janat samasta kuvion sisalld olevasta
pisteesta reunaviivalle (eli ympyran kehélle) ovat yhté pitkat.

(23) Monikulmio, jonka sivut ovat yhta suuria, on tasasivuinen. (Maaritelma 23 sisalsi myds muita
monikulmioita koskevia maaritelmia.)

Maaritelmien jalkeen Alkeissa esiteltiin viisi postulaattia, jotka ovat merkittdava osa matematiikan
historiaa.

POSTULAATIT

Eukleideen nelja ensimmaista Alkeissa esiteltya geometrian postulaattia ovat

(P1) Voidaan vetda suora viiva mista pisteesta tahansa mihin pisteeseen tahansa

(P2) Janaa voidaan jatkaa kumpaankin suuntaan yli paatepisteidensa.

(P3) Pisteen ympari voidaan piirtda minka tahansa toisen pisteen kautta kulkeva ympyra.

(P4) Kaikki suorat kulmat ovat yhta suuria.



Viides postulaatti, jota nimitetaan Paralleelipostulaatiksi, on monimutkaisempi kuin nelja edellista.
Paralleelipostulaatti kuuluu Eukleideen esittdamassa muodossa seuraavasti:

(P5) Jos suora leikkaa kaksi muuta suoraa siten, etta sisdpuolisten, leikkaajan samalla puolella
olevien kulmien summa on vahemman kuin kaksi suoraa kulmaa, nama kaksi suoraa leikkaavat
toisensa silla puolella.

Viidetta postulaattia voidaan havainnollistaa ylla olevalla kuvalla. Koska viides postulaatti ei ollut
yhta selked kuin edeltavat postulaatit, sita yritettiin myohemmin todistaa neljan ensimmaisen
postulaatin avulla, kunnes 1800-luvulla epaeuklidisen geometrian kehittamisen yhteydessa
todistettiin, ettei se ollut mahdollista.

AKSIOOMAT

Postulaattien jalkeen Eukleides maaritteli kahdeksan aksioomaa, joista esimerkkitodistusten
logiikan seuraamisen kannalta riittaa tassa esitelmassa esitelld kolme ensimmaista aksioomaa.

(1) Saman kanssa yhta suuret ovat yhta suuret.
(2) Jos yhta suuret yhdistetdan yhta suuriin, niin saadaan yhta suuret.
(3) Jos yhta suuret poistetaan yhta suurista, niin jadnnokset ovat yhta suuret.

Maaritelmien, postulaattien ja aksioomien esittamisen jalkeen Alkeissa esitettiin useita tehtavia ja
todistuksia, jotka perustettiin noihin perusolettamuksiin, joita myohemmin nimitettiin yleisesti
pelkastdan aksioomiksi. Esimerkeiksi valitsin kirjan ensimmaisen tehtdvan, jossa muodostettiin
tasasivuinen kolmio ja viidennen todistuksen, jossa todistettiin tasakylkisen kolmion kantakulmien
yhtasuuruus.



TASASIVUISEN KOLMION KONSTRUOIMINEN
Tehtdva 1.1. On konstruoitava tasasivuinen kolmio, jonka yhtena sivuna on annettu jana.

Ratkaisu. Tehtavan ratkaiseminen alkaa konstruoimalla viivoittimella ja harpilla alla oleva kuvio.
(Olen kayttanyt kuvioissa ja todistuksissa latinalaisia kirjaimia kreikkalaisten asemasta.)
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Ota A keskipisteeksi ja piirra ympyra, jonka keha kulkee toisen pisteen B kautta [Post. 3]. Ota sitten
B keskipisteeksi ja piirra ympyra, joka kulkee A:n kautta [Post. 3]. Yhdista ympyroiden
leikkauspiste C suorilla viivoilla pisteisiin A ja B [Post. 1].

AB ja AC ovat sateet samasta ympyrasta ja siten yhtd suuret [Maar. 15]. Samoin ovat AB ja BC yhta
suuret [Maar. 15]. Koska AC ja BC ovat saman janan AB kanssa yhta suuret, ovat ne keskendan
yhta suuret [Aks.1]. Kaikki kolmion AABC sivut ovat siis yhta suuret, joten kolmio AABC on
tasasivuinen [Maar. 23]. On siis konstruoitu tasasivuinen kolmio, jossa AB on sivu, kuten
tehtavassa vaadittiin.

Kuten huomattiin, ratkaisu kyettiin konstruoimaan ja todistamaan edelld mainittujen
madritelmien, postulaattien ja aksioomien avulla. Todistukseen jai tosin kuvainnollisesti sanoen
pieni aukko ympyran kaarien leikkauspisteiden kohdalle, silla Eukleideella ei ollut mitaan
aksioomaa, joka takaisi ympyroéiden leikkauspisteen olemassaolon. Se otettiin Alkeissa
itsestadnselvyytend, mutta asia korjautui myohemmin Alkeiden pohjalta tehdyissd uudemmissa
geometrian aksioomajarjestelmissa, kuten esitelmassa myohemmin esiteltdvissa Hilbertin
aksioomissa.

THALEEN KANTAKULMALAUSE

Seuraavaksi esittelen esimerkin vuoksi Alkeissa esitetyn niin sanotun Thaleen kantakulmalauseen
todistuksen esimerkkina todistuksesta, jossa todistus perustetaan aksioomien lisdksi aikaisemmin
todistettuihin lauseisiin. Todistus kayttda kirjan tehtavaa 1.3, jossa esitellddn menetelma annetun
lyhyemman janan pituisen janan leikkaamiseksi pidemmasta janasta, seka lausetta 1.4, jossa
todistetaan niin sanottu SKS-lause, eli kaksi kolmiota ovat yhtenevat, mikali niiden kaksi
vastinsivua ovat yhta pitkat ja vastinsivujen valinen kulma on yhta suuri. Tehtdvan 1.3 ratkaisu ja
lauseen 1.4 todistus jatetdan tassa esitelmdassa esittamatta, jotta esitelman pituus ei kasvaisi
kohtuuttomaksi, mutta todistukset voi lukea esitelman lopussa mainitusta lahteesta.



Lause 1.2. Tasakylkisessa kolmiossa ovat kannan viereiset kulmat, kantakulmat, yhta suuret.
Samoin ovat niiden ulkopuoliset kulmat yhta suuret.

Todistus. Olkoon annettuna tasakylkinen kolmio AABC, jossa sivut AB ja AC ovat yhta suuret, ja
olkoot BD ja CE janojen AB ja AC suoraviivaiset jatkeet [Post. 2]. Vaitan, etta sisakulmat £ABC ja
£ACB ja ulkokulmat £CBD ja £BCE keskenaan ovat yhta suuret. (Kulmien nimedminen ei vastaa
nykyista kaytantoa.)

Valitaan BD:Ita mielivaltainen piste F. On olemassa piste G puolisuoralla AE siten, etta AG ja AF
ovat yhta pitkat [1.3]. Oletuksen mukaan sivut AB ja AC ovat keskenaan yhta pitkat, konstruktion
mukaan sivut AF ja AG ovat keskenaan yhta pitkat, ja kulmat 2FAC ja £GAB ovat perati samat. Siksi
kolmiot AAFC ja AAGB ovat SKS-lauseen 1.4 mukaan yhtenevat ja erityisesti kannat FC ja GB ovat
yhta pitkat ja vastinkulmat £ACF ja £ABG seka £AFC ja £AGB keskenaan yhta suuret [1.4]. Ja
koska koko AF ja koko AG on tehty yhta suuriksi, ja niissa AB ja AC ovat yhta suuret, ovat
jdannospalat BF ja CG nekin yhta pitkat [Aks. 3]. Kolmiot ABFC ja ACGB ovat siis SKS-lauseen 1.4
nojalla yhtenevat ja erityisesti kulmat 2FBC ja £GCB yhta suuret [1.4]. Tata vaitettiin. Sisakulmat
syntyvat vahentamalla naista keskendan yhta suuriksi todetuista kulmista kulmat 2CBG ja £BCG,
nekin samojen yhtenevien kolmioiden vastinkulmina yhta suuret [Aks. 3].

Todistus oli aika monimutkainen ja jo antiikin aikoina keksittiin helpompi tapa todistaa
tasakylkisen kolmion sisakulmien yhtasuuruudet. Riittda kun huomaa, etta kolmiot AABC ja AACB
ovat SKS-lauseen 1.4 mukaan yhtenevat.

Eukleideen Alkeissa on monia muitakin myéhemmin havaittuja puutteita, mutta silti sen ansiot
ovat kiistattomat ja se on yksi eniten kadytettyja matematiikan oppikirjoja matematiikan
historiassa. Ensimmaisena aksiomaattisena matematiikan teoksena se viitoitti tieta nykyaikaisen
matematiikan kehittamiselle.



HILBERTIN AKSIOOMAT

Eukleideen jalkeen monet matemaatikot kehittivat aksiomaattista geometriaa Eukleideen
aksioomien pohjalta. Vuonna 1899 julkaisi saksalainen matemaatikko David Hilbert teoksensa The
Foundations of Geometry, jossa han esitti Eukleideen geometrian nykyaikaistetussa muodossa.

Hilbert jarjesti aksioomat viiteen eri ryhmaan, niiden kuvaamien ominaisuuksien mukaisesti.
Nama aksioomaryhmat olivat seuraavat

I.  Liitdnndisaksioomat
II.  Jarjestysaksioomat
lll.  Yhtenevdisyysaksioomat
IV.  Yhdensuuntaisuusaksiooma (paralleeliaksiooma)
V.  Jatkuvuusaksioomat

Aksioomissa merkitdan pisteita suurilla kirjaimilla ( 4, B ...), suoria pienilld kirjaimilla (a, b ...) ja
tasoja kreikkalaisilla kirjaimilla (a, 5 ...).

. LITANNAISAKSIOOMAT

Hilbertin liitannadisaksioomat muodostavat yhteyden pisteiden ja suorien valille. Suorien lisaksi
Hilbertin aksioomat maarittelevat myos tason ja tasojen yhteyden suoriin ja pisteisiin. Toisin kuin
Eukleideen aksioomissa, Hilbertin aksioomissa ei sen sijaan maaritelty lainkaan ympyraa.

I-1 Jos P ja Q ovat eri pisteitd, on olemassa yksi ja vain yksi suora, joka kulkee pisteiden P ja Q
kautta.

I-2  Jokaisella suoralla on vahintaan kaksi eri pistetta

-3  Kolme pistettd A4, B ja C, jotka eivat ole samalla suoralla, maarittelevat yksikasitteisesti tason
a, johon pisteet 4, B ja C kuuluvat. Kaytdmme merkintaa taso ABC = a.

I-4  Jos suoran a mitka tahansa kaksi pistetta A ja B kuuluvat tasoon «, niin tasoon a kuuluvat
my0s kaikki muutkin suoran a pisteet.

I-5 Jos kahdella tasolla « ja § on yksi yhteinen piste A, niin tasoilla a ja § on vahintdaan kaksi
yhteista pistettd A ja B.

-6 Avaruudessa on vahintdan nelja eri pistettd, jotka eivat ole samalla tasolla.

Lause 2.1 Olkoot a ja [ kaksi tasoa. Talldin niilla on joko yhteinen suora tai ei ollenkaan yhteisia
pisteita.



Todistus. Koska tasot ovat toisistaan eridvia, niilla ei valttamatta tarvitse olla yhteisia pisteita.
Mikali niillda on yhteinen piste A, niin aksiooman I-5 mukaan niilla taytyy olla myds toinenkin
yhteinen piste B. Talloin aksiooman I-4 mukaan niilld on yhteinen suora AB. Valitsemme
vield mielivaltaisen tason a pisteen C, joka ei kuulu suoralle AB. Talloin aksiooman [-3
mukaan , jos piste C kuuluu tasoon f3, niin tasot ovat samat, eli @ = ABC = (3. Siis tasoilla a
ja B on joko yhteinen suora tai ei ollenkaan yhteisia pisteita.

1. JARJESTYSAKSIOOMAT

Jarjestysaksioomat maarittelevat tasmallisesti pisteiden valissa olon suoralla. Paschin aksioomaksi
nimetty neljas jarjestysaksiooma maarittelee suorien leikkaamisen, mika Eukleideen aksioomissa
jai maarittelematta. Esimerkissa todistamme jarjestysaksioomien avulla, ettd suoralla on dareton
madara pisteita.

Jarjestysaksioomien merkinnat A * B * C tarkoittaa, etta piste B on pisteiden A ja C valissa ja

merkita AB tarkoittaa suoraa, joka kulkee pisteiden A ja B kautta.
-1 JosA* B *C,niin A, B ja C ovat saman suoran pisteita ja myos C * B * A.

II-2 Jos A ja B ovat eri pisteitd, niin suoralla AF on pisteet C, D ja E siten, etta *
AxB,AxD+*B ja AxB=x*E.

lI-3  Jos A, B ja C ovat saman suoran pisteitd, niin tasan yksi niistd on toisten pisteiden valissa.

[I-4  (Paschin aksiooma). Olkoot tasolla suora a ja siihen kuulumattomat pisteet A, B ja C, jotka
eivat ole samalla suoralla. Jos suora a leikkaa janan AB, niin sen taytyy leikata myds jana BC
tai jana AC.

Paschin aksioomaa voidaan havainnollistaa esimerkiksi ylla olevalla kuvalla.



Lause 2.2 Suoralla on kahden pisteen valissa darettéman monta pistetta.

Todistus: Tarkastellaan kahden pisteen A ja B maarittelemaa suoraa (kuva). Aksiooman II-2

mukaan pisteiden A ja B valista 16ytyy aina yksi piste C. Nyt saman aksiooman II-2 mukaan
pisteiden A ja C valista l0ytyy myos piste D, ja pisteiden A ja D vilista piste E jne. Ketjua voi
jatkaa loputtomiin, joten jokaisen kahden suoralla olevan pisteen valista 16ytyy siis daretdn
maara pisteita.

YHTENEVAISYYSAKSIOOMAT

Yhtenevdisyysaksioomat maarittelevat janojen ja kulmien véliset yhtenevaisyysrelaatiot.

-1

-2

-3

-4

-5

-6

Jos A ja B ovat kaksi suoran a pistettd, ja jos piste A’ on suoralla a’, joka voi olla myds sama
suora kuin a, niin suoralla @’ on annetulla puolella taismalleen yksi piste B’, niin etta janat
AB ja A’B’ ovat yhteneviat. Tata suorien valistd suhdetta merkitdan AB = A'B’. Jokainen
jana on yhteneva itsensa kanssa, joten aina patee AB = AB.

Jos jana AB on yhtenevi janan A'B’ kanssa ja myds janan A"’ B’ kanssa, niin myds jana A’B’
on yhtenevi janan A" B" kanssa.

Olkoon suoralla a kaksi janaa AB ja BC, joilla on yhteisena pisteena ainoastaan piste B.
Olkoon lisaksi suoralla a’, joka voi olla myds suora a, kaksi janaa A'B’ ja B'C’, joilla on
yhteisen pisteena ainoastaan piste B'. Tall6in, jos AB = A'B’ ja BC = B'C’, niin taytyy olla
AC = A'C'.

Olkoon tasolla a jokin kulma £(h, k) ja suora a’. Olkoon myds annettuna toinen suoran a’
maadraamista puolista. Olkoon suoralla a’ puolisuora h' joka alkaa pisteestd P’. T&ll6in
annetulla puolella suoraa a’ on tasmalleen yksi sellainen puolisuora k', ettd kulma 2(h, k)
on yhtenevéa kulman 2 (h', k") kanssa. Samalla kaikki kulman 2(h', k") pisteet sijaitsevat
samalla puolella suoraa a’. Merkitsemme 2(h, k) = 2(h',k"). Jokainen kulma on yhtenevi
itsensa kanssa, eli 2(h, k) = 2(h, k) tai 2(h, k) = 2(k, h).

Jos kulma £(h, k) on yhteneva kulman 2(h', k") ja kulman £(h", k'"), niin kulma 2(h', k") on
yhteneva kulman 2(h", k") kanssa. Eli jos 2(h, k) = 2(h', k") ja 2(h, k) = 2(h",k"") niin
my6s 2(h', k") = 2(h", k'"").

Jos kolmioissa AABC ja AA'B'C' pitee AB = A'B' ja AC = A'C' ja £CAB = +C'A'B’, niin
patee myds LABC = £A'B'C'ja 4BCA = +«B'C'A’.



Merkillepantavaa on, etta Hilbertin aksioomissa ei maaritellda ympyraa, kuten oli Eukleideen
aksioomissa. Tama johtuu siitd, ettd ympyra voidaan helposti maaritelld muiden aksioomien
avulla. Ympyra voidaan maaritella pistejoukkona, jonka etdisyys ympyran keskipisteesta on vakio.

Maaritelma 2.3 Janan AB pituisen sateen ja keskipisteen O maarittelma ympyrd on pistejoukko S,
jossaS ={C €S|0C = AB}.

Lause 2.4 Janojen yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Jotta janojen yhtenevyys olisi ekvivalenssirelaatio, janojen yhtenevyyden tulee olla
refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen. Refleksiivisyys: Aksiooman IlI-1 mukaan
jokainen jana on yhteneva itsensa kanssa. Siis janojen yhtenevyys on refleksiivinen.
Symmetrisyys: Olkoon AB = A'B’, jolloin refleksiivisyyden perusteella A'B’ = A'B’ . Nyt
aksiooman I11-2 mukaan A'B’ = AB. Siis janojen yhtenevyys on symmetrinen.
Transitiivisuus: Olkoot AB = A'B’ ja A'B' = A"'B"'. T4lldin symmetrisyyden perusteella
A"B" = A'B’, jolloin aksiooman IlI-2 mukaan AB = A"'B"'. Siis janojen yhtenevyys on
transitiivinen. Refleksiivisyyden, symmetrisyyden ja transitiivisuuden perustella janojen
yvhtenevyys on ekvivalenssirelaatio. m

V. YHDENSUUNTAISUUSAKSIOOMA

Yhdensuuntaisuusaksiooma korvaa Eukleideen paralleelipostulaatin. Siina lahestytddan ongelmaa
hieman eri suunnasta. Hilbert maarittelee yhdensuuntaisen suoran, kun taas Eukleides maaritteli
milloin suorat eivat ole yhdensuuntaiset.

IV-1 Jos tasolla a on suora a ja piste A, joka ei ole suoralla a, voidaan pisteen A kautta piirtaa
tasmalleen yksi suora joka ei leikkaa suoraa a. Naita suoria kutsutaan yhdensuuntaisiksi
suoriksi.

V. JATKUVUUSAKSIOOMAT
Jatkuvuusaksioomat maarittelevat geometrian jatkuvuuden ja taydellisyyden.

V-1 (Arkhimedeen aksiooma) Olkoon piste A; missa tahansa janalla AB. Valitaan pisteet
A,, Az, ... siten, ettd piste A, sijaitsee pisteiden A ja A, valissa, A, pisteiden A, ja Asvalissa
jne. Olkoon myo0s janat AA4, A1A,, A, A5... kaikki yhtenevid. Talldin 16ytyy aina jokin piste
A, siten, ettd piste B sijaitsee pisteiden A ja A,, valissa.



V-2 (Taydellisyysaksiooma) Pisteiden, suorien ja tason muodostamaan jarjestelmaan on
mahdotonta lisatd muita elementteja siten etta jarjestelma yleistettyna muodostaisi uuden
geometrian joka noudattaisi kaikkia ndiden viiden ryhman aksioomia.

AKSIOOMAJARJESTELMAN RISTIRIIDATTOMUUS JA KESKINAINEN RIIPPUMATTOMUUS

Jotta aksioomajarjestelma olisi hyodyllinen, pitaa sen olla ristiriidaton ja eri aksioomien pitaa olla
riippumattomia toisistaan. Riippumattomuutta emme esitelméan rajoitusten vuoksi todista, mutta
lopuksi konstruoimme reaaliluvuista mallin, joka osoittaa aksioomat ristiriidattomiksi [6].

Esimerkki 2.5 Olkoon joukko (Q sellainen, ettd se koostuu kaikista niista luvuista, jotka on saatu
reaaliluvusta 1 soveltamalla siihen darellisen monta kertaa viitta eri laskutoimitusta, joihin

kuuluvat yhteen-, vdhennys-, kerto- ja jakolasku. Viidentend laskutoimituksena on |V1 + w?|,
missa luku w on saatu ndiden viiden laskutoimituksen avulla.

Madrittelemme lukuparin (x,y) € Q pisteeksi ja kutsumme pistetta (0,0) origoksi. Lisaksi
madrittelemme suoraksi kolmen luvun u, v,w € Q) suhteen(u: v: w), missa luvut u ja v eivat voi
yhta aikaa olla nollia. Taman jalkeen ajattelemme, ettd jos yhtalo

ux +vy+w=20

on voimassa, niin piste (x, y) on suoralla (u: v: w). Tall6in selvasti aksioomat I-1 -3 ja IV ovat
voimassa, silla kahden pisteen avulla voimme yksikasitteisesti maarittaa kertoimet u ja v, jotka
maaraadvat suoran suunnan. Luku w puolestaan kertoo meille suoran sijainnin origon suhteen, eli
sita vaihtelemalla saamme yhdensuuntaisia suoria.

Joukon Q luvut ovat reaalilukuja, joten voimme jarjestaa ne suuruusjarjestykseen. Talloin
loydamme helposti sellaisen tulkinnan naiden pisteiden valille, ettad kaikki ryhman Il aksioomat
ovat voimassa. Jos valitsemme joltakin suoralta jonon mielivaltaisia pisteita

(x1,y1), (x2,v2), (x3,¥3), ..., voidaan tata jarjestysta pitaa pisteiden jarjestyksena suoralla, kunhan
luvut x4, X5, X3, ... ja Y1, V2, Y3, -.. kasvavat tai vahenevat samassa jarjestyksessa. Nyt aksioomat Il-
1-3 ovat voimassa. Jotta aksiooma Il-4 olisi voimassa, niin meidan taytyy sopia vield, etta kaikki ne
pisteet (x,y), joille ux + vy + w > 0, ovat eri puolella suoraa (u: v: w) kuin ne pisteet (x, y),
joille ux + vy + w < 0. Naemme helposti, ettd myds tdman tulkinnan mukaan pystymme
maarittelemaan pisteiden jarjestyksen suoralla.

Janojen ja kulmien maarittely seuraa tunnetusta analyyttisen tasogeometrian maarittelysta.
Kuvauksellax’ = x + ajay’ = y + b maaritelldan janojen ja kulmien siirto, kun taas kuvaus

x" = x jay' = —y antaa meille peilauksen suoran y=0 suhteen. Olkoot nyt pisteet 0 = (0,0),
E = (1,0) ja mielivaltainen piste C = (a, b). Tall6in kulmaa 2COE vastaava pisteen (x,y) kierto
pisteen O suhteen pisteeksi (x’, y’) voidaan nayttaa kuvauksella



, a b
x' = X —
Va2 + b2 Va2 +b2y
b a

x— :
VZ b2 N+ b2

)
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C(a,b)

(x.y)

Kuvassa pisteen (x,y) kierto pisteen O suhteen pisteeksi (x’,y’) kulman £COE verran.

Koska luku vVa? + b2 = b /1 + (%)2 kuuluu joukkoon Q , aksioomat Il 1-5 toteutuvat tulkinnoille.

Selvasti myos aksiooma V-1 patee, kun taas taydellisyysaksiooma V-2 ei pade. Edelld olevan
perusteella jokainen aksioomajdrjestelmamme ristiriitaisuus taytyy ilmeta myos joukon ()
aritmetiikassa.

Jos olisimme kayttaneet maarittelyjoukon Q sijasta kaikkia reaalilukuja, myo6s
taydellisyysaksiooma V 2 olisi toteutunut. Talléin ryhmien |-V aksioomien ristiriitaisuus nakyisi siis
reaalilukujen aritmetiikassa. Kutsumme tata geometriaa karteesiseksi geometriaksi. Nyt siis on
daretdn maara geometrioita, joissa aksioomat |-V ja V-1 ovat voimassa, mutta ainoastaan yksi
geometria, jossa lisdksi aksiooma V-2 on voimassa samaan aikaan.
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