MAA2-opintojaks, kertaus toiseen vilikokeeseen. Kertauksessa keskitytaan tehtaviin, jossa A-osan
tyokalut ovat kaytéssa. Viimeista kokeen aihetta 24. yleinen juuriyhtalo ei kayda lapi.

Tehnyt: Pasi Jantti

Aloitetaan kertaus muistikaavoista. Muistikaavat tulevat vastaan useissa tilanteissa. ja niiden hyddyntdminen on tirkei taito.
Muistikaavoja on kolme ja nima 16ytyvit MAOL :sta:

(a+ b)2 — a? 4+ 2qb+b* Summan nelid
(a— b)z =a? —2ab+ b* Erotuksen nelit (ndmé kaksi yhdessi ovat nimeltdén binomin nelit)

(a+b)(a—0b)= a? —b?  Summan ja erotuksen tulo.
Erityisen tarkedd on huomata ero:

(a+b)? = (a+b) (a+0b) =da® + 2ab+ b
(a—b)? = (a—b) (a—b) = a® — 2ab + b
(a+b)(a—b)=a® —b

Mité tdssd pitdd huomata? Se, ettd binomin nelid voidaan tarvittaessa purkaa potenssin mééritelmén avulla.
Muutama harjoitusesimerkki:

(20—37%=(2z)2—2-20-3+32 =42> — 122+ 9
(22 +v2)° = 22)° +2-22- V2 + (v2)* = 4a® + 42 + 2

(32 = V/B) (32 + V/5) = (32 +B) (32— VB) = (30)" — (VB)" = 92" =5
Harjoittele seuraavilla esimerkeilld ja tarkista, ettd saat samat vastaukset. Sievenna ja laske, mikili mahdollista:

a) (2z—1)°  Vastaus : 4o — 4z + 1

b) (54/3+2)(54/3—2) Vastaus: 71

1\’ 1 1 1
c) ($+§) —(3:+§) (T—E) Vastaus : $+§

Sitten siirrytiin varsinaiseen toisen vilikokeen aihepiiriin: Korkeamman asteen polynomifunktio, korkeamman asteen
yhtild, nollakohtien ja tekijdiden vélinen yhteys sekéd korkeamman asteen epéayhtilo.

Miaritelma
Polynomifunktio, jonka asteluku on kolme tai sitd suurempi, kutsutaan korkeamman asteen polynomifunktioksi.

Tiirkei tulos muistaa:
-Mikili polynomifunktion asteluku n on parillinen, niin funktiolla on korkeintaan n nollakohtaa.
-Mikili polynomifunktion asteluku n on pariton, niin funktiolla on vihintddn 1, mutta korkeintaan n nollakohtaa.

Polynomifunktion kuvaajan muoto (nollakohtien méaéra seké kaytos isoilla ja pienilld x:n arvoilla) riippuu polynomin

asteluvusta sekd korkeimman asteen termin kertoimesta.

Korkeimman asteen termin tulee madradmadn tahdin suurilla ja pienilld x:n arvoilla eli toisin sanoen mitd tapahtou, kun x

kasvaa tai pienenee rajatta. Mieti, jos sijoitat vaikka x=1000 tai x=-1000 polynomifunktion lausekkeisiin
f@)=a'—222+1 tai g(x)=—xd+22-1

Harjoittele kuvaajan tulkitsemista kirjan tehtdvilla 15.8, 15.10 ja 15.12, mikéli tuntuu, ettd ndisséd on hankaluutta.



Korkeamman asteen yhtiilé

Ensimméisen asteen yhtélsitd osaamme ratkaista helposti. Toisen asteen yhtilodille 16ytyy ratkaisukaava, jonka kiyttdd on
harjoiteltu pitkin opintojaksoa. Mutta miten ratkaistaan korkeamman asteen yhtdlditd, esimerkiksi kolmannen tai neljinnen
asteen yhtdlo?

Idea on seuraava: muokataan yhtilo sellaiseen muotoon, ettd vasemmalla puolella on polynomien tulo ja oikealla puolella
on nolla. Télléin voidaan soveltaa tulon nollasadntda.
Miten yhtilén vasemmalle puolelle saadaan polynomien tulo? Tapoja on kolme: muistikaavat, yhteisen tekijin ottaminen

sekd ryhmittely.
Otetaan esimerkkejd. Ratkaise vhtdlot

a) 4g* —9 = Summan ja erotuksen tulon muistikaava:
(222)" —3% =0
(2$2 + 3) (21:2 - 3) = (0 Tulon nollasééntd

207 +3=0 tai 22° —3=0

912 — 3 tai 2z° = 3 |: 2 Ensimmidiselld yhtdlolld ei ole ratkaisuja. Néin ollen ratkaisut ovat

=L 5 Tédmin yhtilon olisi voinut myds ratkaista eri tavalla. Voit miettid miten!

b)

5 — 922 — 924,  Siirretdén termejé, jotta oikealla puolella on nolla
5 — 9272 — 943 = ( Otetaan yhteinen tekiji x
T (mQ — 9 — 24) =( Kaytetdin tulon nollasdéntda

=0 tai ©° — 2¢ — 24 — 0 Toinen yhtild tiytyy ratkaista ratkaisukaavalla:

2
B 2+ \/(*2) —4-1-(-24) - 24 /100 - 2+ 10 Téssd vaiheessa pieni vinkki. Kannattaa varmistaa
= = 5 =

”’ 2.1 5

&

Speedcrunchilla hankalammat laskut, niin ei tule laskuvirheita!
Téstd saadaan kaksi eri ratkaisua:
2410 2—10
= —_— = 6 t ) = 0 =
> ai 5

Niin ollen alkuperdisen yhtalon ratkaisut ovat x=0, x=6 tai x=-4.

75 —4




¢)

7% + 4 = 323 + 3x Muokataan termit vasemmalle puolelle

—3x% + 42” — 3z +4 =0 Ryhmitelldén

x> (—3z+4)+1(—3x+4) =0 Oftetaan yhteinen tekijd. Tdsséd voisi ryhmitelld myds eri tavalla!
(—3z +4) (2* + 1) = 0 Kiytetin tulon nollasiintdd

3z +4=0 tai 2> +1 =0 Jilkimmdiselld yhtilolld ei ole ratkaisuja. Néin ollen
—3z=—4 |: (—3)

L = =

3
Niin ollen yhtéldn ainut ratkaisu on x=4/3.

Harjoittele seuraavilla esimerkeilla:

a) 3 —16x=0 wvastaus: z=4,z=—4taiz=0

b) 423 — z* = 5z vastaus : r=—1, =0 taing

x

¢) g’ —z° =1— 2% vastaus : xr=+1

Nollakohtien ja tekijoiden vilinen yhteys

Téhéan aiheeseen liittyy kaksi tirkedd tulosta, jotka muistaa.
Ensimmadinen on seuraava:

Luku Zo on polynomin P(x) nollakohta tismiilleen silloin, kun = — x5  on polynomin P(x) tekija.
Esimerkki. Onko binomi x —3 polynomin P (z) = (mz — 9) tekija?

Binomi x-3 on polynomin P(x) tekijé, mikéli x=3 on polynomin P nollakohta. Méaritetddn polynomi P nollakohdat:

P(z)=0

?—9=0

2’ =9 | v

z = +3 .Koska x=3 on polynomin P nollakohta, niin x-3 on polynomin P tekijd. Toinen tapa tehdi tehtivi olisi ollut

muokata polynomia P eri muotoon: P (;,3) — gl _g—g2_32 (g; + 3) (:r — 3) , mistd ndhddin suoraan, ettd x-3

on polynomin P tekiji.



 Toinen tulos esitellizin lauseena, joka loytyy myos MAOL:sta

Jos n:nnen asteen polynomilla P(x) on nollakohdat 1, Z2,...,2p , niin polynomi P on muotoa

P(z)=a(z—mx1)(z—x) .. (& — @) ,missdkerroin a on polynomin P korkeimman asteen termin kerroin.

Muutamia tirkeitd havaintoja lauseesta:
-mikali polynomilla ei ole yhtdan nollakohtaa, sitd ei voida esittdd ensimmadisen asteen tekijdiden avulla.

Esimerkki. Polynomi P (m) — gt + 1 . Téllé ei ole nollakohtia reaalilukujen joukossa, joten sité ei voida esittda

ensimmadisen asteen tekijoiden avulla.

-Ensimmdisen asteen tekij voi esiintyd useammin, mikili nollakohta on kaksinkertainen tai kolminkertainen.
P(z)=0
22 — 2z 4+ 1 =0 Erotuksen nelion muistikaava. Téssd voisi my0s kiyttdd ratkaisukaavaa!

(I — 1)2 — () Huomataan, ettd yhtéldlld on vain yksi ratkaisu x=1. Néin ollen x=1 on kaksinkertainen nollakohta. Toisen

asteen polynomifunktiolla voi olla korkeintaan kaksi nollakohtaa. Koska korkeimman asteen termin kerroin a=1, niin
polynomi P voidaan esittdd muodossa

Pz)=a(x—z)(x—z)=1(x—1(x—1) = (z —1)°

Esimerkki. Jaa polynomi P (g:) — 325 — tekijoihin.

Ratkaistaan ensin polynomin P(x) nollakohdat:

P(z)=0

323 — x = ( Otetaan yhteinen tekiji
( 2 _ e

z (32" — 1) = (0 Tulon nollasdéntd

=0 tai 3z>2 —1 =0 Ratkaistaan toinen yhtild

:I:\/T:bl
J’,‘: =
3 V3

Kolmannen asteen polynomilla on korkeintaan kolme nollakohtaa, ja timi tilanne meilld on. Korkeimman asteen termin
kerroin on 3. Néin ollen polynomi P on muotoa

P(z)=a(z—=21)(z—m)(z—23) =3(z—0) (”’_L) (x_ (_L))

V3 V3
P(z) = 32 (m—%) ($+%)

Mikali tdima tuntui hankalalta, harjoittele ja kertaa kappaleen 17 tehtavilla.




Korkeamman asteen epiiyhtilo

Tiedetéin, ettd polynomifunktio voi vaihtaa merkkidén vain nollakohdissa. Huomaa, ettd vilttdmaétta se ei vaihda!
Idea korkeamman asteen epdyhtdlon ratkaisussa on vaiheittain seuraava:

1: Muokkaa epiyhtild muotoon, jossa oikealla puolella on nolla.

2: Ajattele, ettd vasemmalla puolella oleva lauseke on jokin funktio f(x), ja ratkaise sen nollakohdat. Téma vastaa
korkeamman asteen yhtélon ratkaisua! Eli tiytyy muokata vasen puoli muotoon, jossa esiintyy polynomien tulo.
3: Tutki funktion f(x) merkkeji eri alueissa nollakohtien perusteella kéyttien testipisteita.

4: Tee funktion f(x) merkkikaavio ja paittele epayhtdlon ratkaisu.

Esimerkki.
Ratkaise epéyhtilo

z® > 1627

28 — 1622 > 0 Merkitddn, ettd  f (z) = 28 — 162% ja ratkaistaan sen nollakohdat
f(z)=0

8 — 1622 = (0 Otetaan yhteinen tekiji

x> (:1:!1 = 16) — (0 Tulon nollasdintd

22 =0 taiz! —16 =0

=0 tai z* = 16

=0 tai z = ++/16 = +2

Niin ollen funktiolla f(x) on kolme nollakohtaa x=0, x=2 ja x=-2. Nopein tapa médrittdd funktion merkit nollakohtien
jakamissa alueissa on laskea funktion arvot speedcrunchin avulla. ALA missééin nimessi laske kokeessa niité kisin, kun voit
tehdd Speedcrunchilla. Néin séastit hurjasti aikaa, ja viltyt laskuvirheilta.

Valitaan testipisteiksi x=-3, x=-1, x=1 ja x=3.

f(—3)=585>0
f(-1)=-15<0
f(1)=—-15<0
£(3)=585>0

Téssé kuva Speedcrunchista:

()= "6-16<"2

| F(-3)
= 585

(-1)

-15

(1)




Piirretddn funktion merkkikaavio. Nopein tapa on tehda tdimé Paintilla:

_/; C

Niin ollen epayhtilo

20 —162% >0 toteutuu, kun

r< -2, x=0 tai x> 2

Harjoitusesimerkki: Ratkaise epayhtilo

3xt —182° — 32+ 18>0 wastaus: x <1 taizx > 6

Seuraavaksi siirrytidin rationaalifunktion kasittelyyn.

Rationaalifunktioihin liittyy muutamia késitteitd, jotka téaytyy tietds.

Néma ovat médrittelyjoukko, médrittelyehto ja arvojoukko.

Polynomifunktiot ovat médritelty koko reaalilukujen joukossa, mutta rationaalifunktiota ei vélttimittd ole.
Mairittelyjoukko ja méairittelyehto

Madrittelyjoukko tarkoittaa sitd, ettd milld x:n arvoilla funktio on mééritelty. Annetaan joukkomerkintdn4!
Midrittelyehto on sama asia kuin médrittelyjoukko, mutta annetaan x:n avulla sanottuna!

Esimerkki. Madritd funktion

@) ==+

r—3 T+

Madrittelyjoukko ja méérittelyehto.

Funktio on médritelty x:n arvoilla, joissa nimitt4ji ei ole nollaa. Nain ollen funktio on médritelty, kun  x %+ 43
Madrittelyehdon saat ratkaisemalla nimittéjan nollakohdat.

Funktion médrittelyehto on  x # +3

Funktion médrittelyjoukko on: E\ {-3, 3}. Huomaa joukkomerkinti!

Arvojoukko
Funktion arvojoukko on ne funktion arvot, joita funktio voi saada médrittelyjoukossaan. Esimerkiksi funktion

flz) = —x% +1 arvojoukko on J-, 1]. Polynomifunktiona se on médritelty kaikilla reaaliluvuilla. Funktion kuvaaja

on alaspiin aukeava paraabeli, jolla on kaksi nollakohtaa x=+1. Funktion suurin arvo on 1, pieninté arvoa ei ole. Kuva nayttad
télta:

-5 -4 -3




Esittelen seuraavaksi muutaman tilanteen rationaalifunktioista seki tirkeistd huomautuksista.

15z — 622

Esimerkki. Selvitd funktion £ (x) = midrittelyehto ja supista funktion lauseke.
3

g
Rationaalifunktio f on médritelty kohdissa, joissa nimittdji ei ole nollaa. Nimittdji saa arvon 0, jos x=0.
Niin ollen funktio f on mééritelty, kun x#0.
Supistetaan funktion lauseke:
—6z2 3z(5b—2zx = .
f(x):wa: 6x _ ( ):5 2$:5_2$ . misséi x70.
3z 3T 1
On erittdin tdrkedd huomata, ettd jos kuvaaja piirretddn Geogebralla, niin nollan kohdalla ei ndy "reikda", vaikka sielld funktio
ei ole médritelty!! Tamai johtuu siité, ettd kyseessd on vain yksittdinen x:n arvo ddrettdmén monesta ja Geogebra ei pysty sité
erottamaan jatkuvasta viivasta. Télldinen tilanne merkitdn tehtdviin piirtdmalld funktion kuvaajalle avoin pallo kohtaan,
jossa funktio ei ole médritelty, katso tehtdvd 19.18.

Otetaan sitten soveltavampi esimerkki, jossa kertaantuu nollakohtien ja tekijdiden vilinen vhteys. (kirjan tehtdva 19.9).
z2+3z+e¢
2+ 12

taytyy yla- ja alakerrassa olla yhteinen tekijd. Muokataan ensin lauseketta:

2 2
z-+3xz+c z"+3mtc ) . P
= Huomataan, ettd murtolauseke on médritelty, kun x#-6 ja ettd nimittéjalld on tekiji

2z + 12 2(x + 6)

(x+6). Jotta murtolauseke voidaan supistaa, niin myds osoittajalla tdytyy olla tekijd x+6. Téstd seuraa se, eftd luvun x=-6
taytyy olla osoittajan nollakohta! Tésté tiedosta voidaan ratkaista vakion ¢ arvo. Tiedetédén siis, ettd

(—6)> +3-(—=6)+c=0
36—18+c=0
c=—18

Maédritd ne vakion c arvot, joilla murtolauseke voidaan supistaa. Jotta murtolauseke voidaan supistaa,

ratkaista sen nollakohdat:

22 +3x —18 = 0 Ratkaisukaava

b 2 3
T = B \/3 —eelle(ELy _ —3+4++8l —3+9 Saadaan kaksi ratkaisua
P = = = =

2.1 2 2

T = %J“g =3 tai = %‘9 — —6 (Timi nollakohta jo tiedettiinkin! )

Polynomi 2 4 3z — 18 on toisen asteen polynomi, joten silld voi olla korkeintaan kaksi nollakohtaa. Ratkaistiin, etté

2 +3x—18=a(z—z) (z —x3) = 1(z —3) (z + 6)
Palataan takaisin alkuperdiseen murtolausekkeeseen ja sijoitetaan timé muoto osoittajan lausekkeeseen ja supistetaan:
2 +3z+c  l(@-3)(z+6) 1(z—-3) z-3

= , kun x#6.
20+ 12 2(x+6) 2 2




Otetaan rationaalilauseklkeet ja rationaaliyhtilot yhdelli kertaa.

Rationaalilausekkeet ja rationaalivhtdlot ovat méaritelty kaikkialla, paitsi nimittdjan nollakohdissa.

Muista, ettd ainostaan tilanteet, joissa osoittaja on nolla on médritelty eli esimerkiksi 0/5. Tilanteet 0/0 tai 5/0, eli tilanteet,
joissa nimittdjd on nolla, ei ole mairitelty!

Esimerkki rationaalilausekkeista: Sievenné yhdeksi murtolausekkeeksi rationaalilauseke

2 _
20 — 1+ z j . Rationaalilauseke on médritelty, kun x#-4. Idea on seuraava: lavennetaan termit niin, ettd nimittdjat
78 <

ovat samoja. Lavennetaan ensimmadinen ja toinen termi lausekkeella x-+4:

2c(z+4) z+4  2*-5
x+4 z+4 z+4

Lasketaan osoittajat yhteen:

29:(9:—&—4)—(9:4—4)4—3:.2—5
rz+4

2 o 2
= 20" +8z—z—4d+a o Yhdistetaan samanmuotoiset termit

z+4

2 _
= M’ missi x #+ —4. Lauseketta ei voi sieventdd enempéi.

z+4

Rationaaliyhtilditd ratkaistaan niin, ettd katsotaan ensin milloin yhtdlo on médritelty. Tdmin jédlkeen lavennetaan yhtdlossd
olevia termejd tilanteen mukaan. Lopuksi tarkistetaan, toteuttaako ratkaisu méaérittelyehdon.
Esimerkki. Ratkaise yhtdld

1 z+1

r x—1

= (0 Huomataan, ettd yhtdld on mééritelty, kun x#0 ja x#1, silld ndma ovat nimittdjin nollakohdat.

Lavennetaan ensimmaéinen termi (X-1):114 ja toinen termi x:114, jolloin saadaan:
z—1 z(x+1) P
z(xz—1) z(zx-—1)

-1 2
i e = (0 Lasketaan osoittajat yhteen
z(z—1) z(zx—1)

r—1—(z° + )
z(x—1)

=0

r—1—z%—z

= (0  Yhdistetddn samanmuotoiset termit
z(x—1)

2
—xr° —1
—— =0 cx(x—1 0
=0 | a1 #
—z* —1=0
x? — —1 Tilld yhtildlli ei ole ratkaisuja.

Niin ollen alkuperiisella yhtdlolla ei ole ratkaisuja.



Esimerkki.

1
— — = 2 Yhtilo on méaéritelty, kun x#2 ja x#0 (nimitt&jin nollakohdat).

Ratkaise yhtdlo
=L &

Ratkaistaan laventamalla yhtadldn vasemmalla puolella olevat termit samannimisiksi:
z (2x) (x—2)

z(x—2) _;c(:::—2) =2

22 xr—2 o
— = 2 Lasketaan osoittajat yhteen

z(x—2) z(zx—2)

2z% — (. — 2) »

z(x—2)
272 —x —2 L . s ,
—— =2 | -z(x—2)+#0 Jakajavoidaan kertoa pois, kun méarittelyehto on voimassa.

z(x—2)
222 — 2 — 2 =2z (z —2)

22 — 1 —2 =222 — Az

x = — Tédma ratkaisu toteuttaa méérittelyehdon x#2 ja x#0, joten yhtdlon ratkaisu on x=2/3.

Harjoittele seuraavalla esimerkilli. Ratkaise yhtiilot

3r—1 —5
a) i _z =1 wvastaus: = —4
T T
4 4
b) EN - =4 wastaus: r=—3
z z—1

Viimeiseksi kisitellddn juurifunktiot ja neliéjuuriyhtlst. Yleisen juuriyhtélon jitan kdsittelemdttd, silld se tulee viimeisilld
tunneilla, joten tuskin tarvitsee kerrata :)
Aloitetaan juurifunktioista. Tapaukset jaetaan parittomiin ja parillisiin juuriin. Kéytan kirjan méaritelmid juurifunktioille:
Pariton juurifunktio

f(z) = Y=z, missa n =1, 3,5,... Kuten huomautin oppitunneilla, niin ensimméinen juuri on aika hassua

1

médritelld, silld = a3

Keskitytadn siis tapauksiin, missd n=3.5,...,
Parittoman juurifunktion méaérittely- ja arvojoukko on = eli kaikki reaaliluvut.



On tirkedd huomata, ettd tAima ei endd valttimatta pida paikkaansa, jos juuren sisélld oleva lauseke ei ole pelkki x.
Demonstroin titd esimerkilla.

Esimerkki

Maédritd seuraavien funktioiden méérittelyehdot ja arvojoukot.

f@=VE jagl)=g——

Funktio f on pariton juurifunktio, joten se on médritelty kaikilla x:n arvoilla. Maérittelyehto on néin ollen kaikki reaaliluvut.
Sen arvojoukko on F.

Tutkitaan sitten funktiota g. Pariton juurifunktio on kylld maaritelty kaikilla muuttujan arvoilla, mutta juuren sisélld oleva
murtolauseke ei ole. Téstd seuraa, ettd funktio g ei ole médritelty niissd kohdissa, missé juuren sisalld olevan lausekkeen
nimittdji on nolla. Ratkaistaan nimittdjan nollakohdat:

P —1=0
z2=1 | v
=41
Niin ollen funktion g méarittelyehto on x#+1. Arvojoukko on edelleen =. Tasséd kuva vield funktiosta:
T =N
f(x) = 21 s
SyGttokentta... 5

-2

Kuten kuvasta huomataan, niin kéytds "pahojen pisteiden” x=+1 ympérilld on hassua. Mutta kaikki reaalilukuarvot timéa
funktio saa. joten arvojoukko on edelleen E..

Katsotaan seuraavaksi parillisen juurifunktion tapaus. Parillinen juurifunktio mééritelldéin seuraavasti
flz) = Yz, missé x =2, 4, 6,... Huomaa, ettd tapaus YT = /T on tavallinen nelidjuuri! Tdma on

vakiintunut tapa merkitd nelidjuurta.

Parillinen juurifunktio on médritelty vain, kun juurrettava on epédnegatiivista. Toisin sanoen médrittelyjoukko on [0,0[.
Parillisen juurifunktion arvojoukko on vili [0, sof.

Jélleen ndma dsken kaksi mainittua ominaisuutta ei valttamattd pidad paikkaansa, mikéli juuren sisilld oleva lauseke on jotain
muuta kuin pelkkd x. Tdtd demonstroi seuraava esimerkki:



Esimerkki. Miéritd funktioiden

f (g;) = % ja g (:r) = 2 + 22 — 4 maédrittelyehdot ja arvojoukot.

Aloitetaan funktiosta f(x). Kyseessd on parillinen juuri, joten funktio on méiritelty, kun juurrettava on epinegatiivista.
Tilloin funktion médrittelyehto on x>0. Arvojoukko on [0,2c[. Miten tdméin voi paitelld pelkistd lausekkeesta? Mieti, kun
x=0 niin myd&s kahdeksas juuri luvusta x=0 on 0. Néin ollen funktion pienin arvo on 0. Kun juuren sisélld oleva x kasvaa, niin
kasvaa myds kahdeksas juuri tdstd luvusta. Voit tarkistaa tilanteen piirtdmélld kuvaajan:

f(x) = v/x =N 5
Syottokentta 3

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11

-1
Vaikkakin funktion f arvot kasvavat hitaasti, niin silti ne kasvavat rajatta, kun x kasvaa rajatta. Niin ollen arvojoukko on
[0,00[-

Kisitellddn sitten funktio g(z) = o2 4 ¢ —2 . Kyseessi on parillinen juuri, joten se on miiritelty kun juurrettava on
epinegatiivisti. Midrittelyehto on siis

2% + 1 —2 >0 Ratkaistaan laskimella

solve(x2+x-220, X
{x=£-2, 1=x}

Niin ollen funktio g on méaritelty, kun x<-2 tai x>1.
Kuvaaja néyttia tilta:

fx) = V@+x-2 =N ?

Sydttakentti

17 s & 4 la ) 1 a 1 2 a a 3 & >

Funktiolla on pienin arvo 0 ja suurinta arvoa ei ole. Néin ollen arvojoukko on [0,xc[. Voit miettid, miten arvojoukon olisi
voinut myds madrittédd ilman kuvaajaa! (Juuren sisélléd oleva lauseke on yldspéin aukeava paraabeli, jolla on kaksi
nollakohtaa. )

Harjoittele seuraavilla esimerkeilli:
Esimerkki. Maéritd seuraavien funktioiden méérittelyehdot sekd arvojoukot. Voit kayttdd kuvaajaa apuna.

1
a) /T—2x wastaus : miirittelyehto © < 3 arvojoukko [0, <[
b)
J1 4+ 2z wvastaus : madrittelyehto x > 0, arvojoukko [1. [



Kisitellidiin vielid neliéjuurivhtilo.
Nelidjuuriyhtiloiden kanssa pitdé olla varovainen. Neligjuurivhtéldiden ratkaisuun on kaksi eri tapaa, joista esittelen ensin
helpoimman tavan, joka toimii "melkein aina".

Tapa 1: Ratkaise nelioonkorottamalla ja tarkista ratkaisu
Esimerkki. Ratkaise yhtild

Vi—z—2==x

VA —1x =x+ 2 Korotetaan puolet neliéén

(VE=z)' = (@ +2)
4—r=2°+4r+4

—q¢2 _ By = Otetaan yhteinen tekiji
—x(z +5) =0 Tulon nollas&nto:

—z=0taix+5=0

z =0 tai x = —5  Tarkistetaan ratkaisut sijoittamalla alkuperiiseen yhtdloon. Aloitetaan ratkaisusta x=0:

2 =2 Tosi, joten x=0 on ratkaisu. Tarkistetaan sitten ratkaisu x=-5:

)

VIi—zx=x+2
\/1+5=—5+2

v/9 = —3 Epitosi, joten x=-5 ei ole ratkaisu.

Niin ollen yhtélén ratkaisu on x=0.

Tapa 2: Tarkista juuren miirittelyehto seki nelibénkorotusehto. Ratkaise timin jilkeen yhtiilo neli6onkorottamalla
ja katso, toteuttavatko ratkaisut kummatkin ehdot.
Kaytetddn esimerkkind samaa yhtilsa:

VIi—z=x+2
NeliGjuuri on méairitelty, kun juurrettava on epénegatiivista:

4—x2>0

—r = —4

x < 4 .Niin ollen yhtédlon vasen puoli on mééritelty ja epdnegatiivista, kun x<4. Neliéonkorotusehto vaatii, ettd myos

oikea puoli on epénegatiivista:
z+2>0

x> —2 Yhdistimilli nam4 kaksi ehtoa saadaan

—2<r<4



Ratkaistaan yhtil6 neliGonkorottamalla:
Vi—z=z+2 |()?
4—z=(z+2)°
4—z=2"+4z+4
—q?2 _5p = Otetaan yhteinen tekija
—z(x+5) =0 Tulon nollasddnto
—z=0tatz+5=0

z=0tat x = —5H

Niistd ratkaisuista ainoastaan x=0 toteuttaa ehdon -2<x<4. joten yhtdlon ratkaisu on x=0.
Téssd vaiheessa voisin kommentoida oman mielipiteeni. Usein nopein tapa on tehdé tavan 1 mukaisesti.

Harjoittele seuraavalla esimerkilld. Miiritid funktion nollakohdat, kun funktio on

1
a) f(z)=+vx—ax2—x Vastaus: :E:Utaz'xza

b)

g(z) =+8x—+2x—2 Vastaus: x =2

Varoituksen sana: Kohta b on hankalampi, vaatii kaksi nelidénkorotusta, kuten kappaleen 23 esimerkissi 3.



