RATKAISUT 3.

1. 0<2k-="4 (Funktion [ kuvaaja on vldspiin
‘ _ L aukeava paraabeli, joten funktion kaikki arvot
On osoitettava, etté luku of3 — 1 onluvun 4 -2,/3 nelitjuuri. ovat positiivisia, kun funktiolla ei ole nolla-
Luvun /3 —1 on oltava epiinegatiivinen, ja luvun /3 — 1 nelion tulee olla kohtia, Siis yhialon x> + kx + k=0 diskri-
4-2.3. minantin k% — 4k tulee olla negatiivinen.)
1° J3 —1=07 > 0. Siis luku /3 — 1 on epiinegatiivinen. 4.
2° (W3 —1)? (a-bP=a*-2ab + b 9x> —1 _Bx+DBx-1) 3x+1

=32 =23 1412 12x—-4  43x -1 4

=3-23+1=4-2.[3

Siis (Jf3 —1)2=4-2,/3.
Arvoilla a==3 ja a= %

Kohtien 1° ja 2° nojalla luku /3 — 1 onluvun 4 —2,/3 nelidjuuri. [J Kun a= -3, raja-arvo on —7:

| .
) kun a = 5 » Fja-arvo on 1.

) ) iLansekkeen tulee olla kohdassa a
a) Yhtdlo on P(x) = 0, missd polynomi P on muotoa

P(x)=alx = (3)(x = (-D)(x =2) = a(x+ 3)(x + D(x - 2),

" 0. . . .
muoloa 0 eli luvun g tulee olla jompi-

, L . 1
. - kumpi osoittajan nollakohdista =3 ja =
missd a onvakioja a#0. P ! 32

Sus esimerkiksi kelpaa yhtdlo (x + 3)(x + I)(x — 2) = 0. x4+ 3)x— ];J
Kun a=-3, lauseke on —_;"
b) P(l) = -72: e |
M+ 3ix-—2)
a(l + 3)(1 + 1)(1 - 2) =72 Kun a= % lauseke on —Izr )
a-(-8)=-72 |- (-8) : T3

a=9
Siis P(x) = 9(x + 3)(x + D(x — 2).



kun =L =v<1ltil<x<?2 Tapa 1. Ratkaistaan ensin cos a trigonometristen funktioiden Pythagoraan
2
lauseella.

(LI on midritelty, kun vz 1, lg(2 =x) on
¥ —

cos
midritelty, kun x < 2,ja Jf5x+3-2x" on

midritelty, kun 5x+ 3 — 22° =0 eli kun

osa= 2 tai coso=— |2
_% =x=3) Lusm—J; i coso= J;
Koska 90° << o << 180° eli o on koordinaatis- ‘h

) ton II neljinneksessii, cos o on negatiivinen. ‘P
2log (6 — L) =log, (6 - J2)°

Siis
=log, (8 — 4.3 1=log, 42 - J3) cosa=—J§ =—’§ Ja
9
=logy (2 JB)+log 4 =log, (2 - Jf3)+2

2
la=1-sinfa=1 —[%] :g

ama=Sne 2. 5,2 3, 2
an o= s a 3'( 3) 3 ( 5] 5

Tapa 2. Lasketaan ensin sinin, kosinin ja tangentin itseisarvoilla,

Piirretiiiin suorakulmainen kolmio, jonka toisen teri-

viin kulman sini on % . Vastaisen kateetin pituudeksi 3 Z

voidaan valita 2 ja hypotenuusan pituudeksi 3.

Vs

Toisen kateetin pituus on /32— 22 = /5 ja saman teriiviin kulman
kosini on ﬁ';i Ja tangentti 2z

3

Kulman o« kosinin itseisarvo on '—'\}35 ja tangentin itseisarvo 2

3



9.

Sinifunktion suurin arvo on 1 ja pienin arvo —1, joten
funktion 1 + 3sin2a suurinarvoon 1+3-1=4 ja
ptenmmarvo 1 +3-(-1)=1-3=-2.

Koska sinin arvojoukko on vili [-1, 1], funktio 1 + 3sin 2a

saa myOs kaikki suurimman ja pienimmién arvonsa vilissd olevat

arvot. Suis arvojoukko on [-2, 4].

10.

7.8
11,7

2
Tolkkien pinta-alojen suhde on ( ) ~ 0,44.

Suis prenempiin tolkkiin tarvitaan 44 % isomman télkin
peltimdiristd, joten tarve on 56 % pienempi.

11.

Merkitiddn ympyriin sidettd r. Ratkaistaan
nelion sivu x.

X2+ ('\ ’ =2 Pythagoraan lause
> 3 ythagoraan lause } - |
2
X<+ 1 \'z—l‘
g
5(3_[_1 4
4 5
\‘2—4r3
’ 9
"
x=h-=r
N&

5

= 22, ja puoliympyriin pinta-ala on

Nelion pinta-alaon Ay = (

i

¥

Pinta-alojen suhde on

Ay 45 1_2 42 2 8
= =D St = = =
Ap 5773 a 5 mr? 5mn
8
— =0,51
Sn

12.

o : . : v3
Tasastvuisen kolmion korkeusjanan pituus on - b,
missd b on kolmion sivunpituus.

Tasasivuisen kolmion siséén ja ulos purrettyjen ympyroiden
keskipiste on korkeusjanojen leikkauspiste, joka on korkeusjanan
kolmasosan padssa kannasta.

\/g S5a =¥a.

a) Korkeusjanan pituuson h = —-

2
Sisddn piirretyn ympyrin side on %h = %a.

13.

4—m
(3+22)m
pinta-ala on 4~ — r' = (4 — )l
Ulkopuolelle piirretyn ympyriin siide on

= 0,047 (Viiliin jédviin alueen

rf2 +r=(J2 + 1)r japinta-ala
w2+ 1P =w3+ 20207



14.

Leikataan kappaleet tasolla, joka sisiltidd kartion akselin.

Merkitidin kartion pohjan séidettd R. c
Kuvion kolmiot ABC ja BDC ovat yhdenmuo- :1: /
toiset (kk). silld niilld on yhteinen kulma ja mo- %)
lemmissa on suora kulma.
o
04

Pythagoraan lauseella saadaan janan AC pituus

4 —_—— R
J(fz +R?. ”

Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan yhtilo.,
d .

d . p___d__
2 Jd* + R?

d___d |:d

2R 2+ R? ‘

L = ; Kerrotaan ristiin.
2R /42 + R2

2R=Jd*+ R?

Koska 2R = 0, yhtild on yhtdpitivi nelidon korottamalla saadun yhtilon
kanssa.

AR =d?+ R?
3R ="

RP=-d°

1
3

R=.;i:ld

3

Kartion pohjaympyrin halkaisija on 2R = ==d.

&

15.

a) paraabelin y= = x>+ = (Olkoon (x. v}

o | =
P | =

ympyrin keskipiste. Keskipiste on yhti etaiil-
li x-akselista ja pisteestii (0, 1) eli

b=+ (r-1)2))

b) paraabelin y= if {Olkoon (x, v) halkai-
sijan toinen piitepiste, Pisteitid (x, v) ja (0, 1)

vhdistiiviin janan keskipiste {%A. % v+ 1) on
a-kohdan kiyrilld, joten

1. 1,0 a ]
EI[_3+I]—E{EJJ +§_}

16.

Suoralla on suuntavektori

Vv=AB=(@4-3)i+(5-3)j+(0-2k=i+2j-2k
Piste P =(x, y,z) on suoralla, joka kulkee pisteen A(3, 3, 2) Kkautta ja jonka
suuntavektori on v, jos ja vain jos on olemassa sellainen luku 1, ettd

OP=0A+1v Sijoitetaan pisteiden P(x, y, 2) ja A3, 3,2)
paikkavektorit ja suuntavektori v.

xi+yj+zk=3i+3j+2k+1(i+2j—2k) Poistetaan sulkeet.
Xi+yj+zk=3i+3j+ 2k +ti + 2tj - 2tk Yhdistetiiin kantavektorien kertoimet.

Xi+yj+zk=C@+0i+ 3 +2)j+ (2 -2k



Komponenttiesityksen yksikisitteisyyden nojalla piste P=(x, y, z) on suoral-

la, jos ja vain jos"

x=3+1
y=3+2t
z=2-2t.

Piste C=(-9,~21, 26) on suoralla, jos ja vain jos on olemassa sellainen
luku 1, ettd

-9=3+¢
=21=3+2r
26=2-21.

Tutkitaan, onko yvhtildryhmilld ratkaisu 7. Ensimmiisestd yhtilo toteutuu,
kun r=-12. Sijoitetaan r=—12 toiseen ja kolmanteen vhtil&én.

=21=3+2.(-12) 26=2-2-(-12)

—21=3-24 26=2 + 24
-21=-21 26 =126
tosi tosi

Luku r=-12 toteuttaa kaikki kolme yhtilii. Siis piste C on pisteiden A ja
B kautta kulkevalla suoralla.

On.

17.

A
10

l6on x=3yv+ 8=0. Piste P on suoralla, kun
2—r=3{1430+8=0)

= (Piste P=(2 -1, 1+ 3r). Suoran yhii-

18.

Funktion f miiirittelyjoukko on reaalilukujen joukko R.

Derivoidaan.

f’(.l'} - _3E—."Lr + 1

Koska kaikilla x on ¢ = 0, niin f(x) < 0 kaikilla x. Funktio f on kaikkialla
aidosti vithenevi, joten sillid on kidnteisfunktio.

Kiiinteisfunktion méiirittelyjoukko on funktion f arvojoukko.

Kun x — o, niin =3x 4 1 = —ea jasiis f(x)=e ™+ 125 0-2=-2.
Kun x — —eo, niin —3x+ 1 —3 o0 jasiis f(x)=e¢ 1 -2 > oo,

Koska funktio f on jatkuva, se saa jokaisen arvon kahden saamansa arvon vii-

listiéd. Funktion f arvojoukko ja siis kiiiinteisfunktion méirittelyjoukko on vili
J—Z, Wl.

Miiiiritetiiin kiéinteisfunktion lauseke ratkaisemalla x vhtilostd fix) =y,

M 0oy foy=y
ey g0
B+ 1=ln(y +2)
3x=In(y+2)-1 [:(=3)

= —= ' 7 .L — =l
X 3ln(}+-)+3 x="w

Siis f1(y) = -;- In(y+2) + % . Voidaan myds merkiti muuttujaa x:114, jolloin

=] 1
[ = 3In{):+2)+3,

kiinteisfunktion mairittelyjoukko |-2, oo, _f‘l(}'}=—% In(v +2) + %



19.

L op= & {Jos p =10, niin funktio on

327 + 6x + 1. Funktion kuvaaja on paraabeli,
joten funktio ei ole kaikkialla aidosti kasvava.
Oletetaan, ettd p# 0. Funktion

Sflx)=2px* 4 3x% 4 6x + | derivaattafunktion
F(x) = 6px? + 6x + 6 kuvaaja on paraabeli.
Jotta f olisi kaikkialla aidosti kasvava, paraa-
belin tulee aveta ylospiin ja sen tulee olla
a-akselin ylipuolella tan sivata v-akselia.
Siistwlecolla p =0 ja D=36-14p =10

20.

Siirmi6 on kuutio, jonka siirmien pituus on

-J_i. (Jos sirmion pohjasirmad on a ja kor-

keus /1, niin sédrmion tilavaus on V= ah,
Leikataan kappaleet tasolla, joka kulkee sidrmi-
on kahden vastakkaisen pystysidrmin kautta.
Kuviossa on l-sdteisen ympyrin sisillid suora-
kulmio, jonka sivut ovat a2 ja h.

Saadaan (a2 )2 +h?>=22 eli 2a° + hi® =4.
Valitaan muuttujaksi £ (jos muuttuja olisi a,
niin V:n lausekkeeseen jiisi neliojuuri), jol-
loin

) (PYTRrS W
(1—2(4 h*) ja

Vih) = %(4 —h)h= %(4/: — 1), missd

0= h = 2. Viililli 10, 2[ on derivaattafunkti-

on V'(hy =14 -3k nollakohta .

3

Suurin arvo perustellaan laskemalla funktion
V' arvo derivaatan nollakohdassa ja vilin pid-
tepisteissi tai laatimalla kulkukaavio (derivaat-
tafunktion kuvaaja on alaspiiin aukeava paraa-
beli). Edelleen saadaan sirmion pohjasirmin

pituudeksi myos 2 2

Ve

21.

333n

TR 105 (Yhtillésti v=2x" + 1 saadaan

x=3fy—1. Alueen y-akselia vastaan kohti-
suoral poikkileikkaukset ovat vmpyroiti, joi-

den siide on 3 — /v — | . Kappaleen tilavuus
9

V=mn j (3-3F—1)7dy
i

o 1 2
== | 9—6(r—1) + (y—1)" )y
(1

g 4 3
=n / {‘:l'y—ﬁ~§ Cy—1) +§{y—n3}

0

4
=n [ Oy~ g o+ % A1
i



22, b) Tapahtumalle “nelji naista ja kolme miestd™ suotuisia ovat seitsemiin val-
tuutetun osajoukot, joissa on nelji naista ja kolme miesti.

14, pallo  (Perikkiiset pallot ovat saman kuu-
Valitaan osajoukkoon ensin naisjdsenet ja sitten miesjdsenet.

on sdrmén pituus on g, niin kuution siséin

piirretyn pallon halkaisija on @ ja koution ym- Valitaan 4 naista 15 naisen joukosta: (lj) vaihtoehtoa.
péri piirretyn pallon halkaisija on kuution ava-
ruuslivistiji .:;Ji - Kuution sisdiin ja ymphri Valitaan 3 miesti 10 michen joukosta: (];)] vaihtoehtoa.

plirrettyjen pallojen tilavuuksien subhde on hal-
kaisijoiden suhteen kuutio

e T loperiattcen nojallasuotuisten alkeistapausten lkumra 15)_(1:1)’
[—] = —=. Pallojen tilavuudet muodosta- : '

ﬁ Hﬁ joten
(I:)(lf) _1365-120 _

vat siis geometrisen jonon V, Vi, Vi, .., jos-
|

sa g = —=. Epiiyhtiilé ¢"~ 'V, <1077V aista ja 3 miestii) =
q 3,\,5 piy iq 1 | P(4 naista ja 3 miesti) (25) 180700 0.34.
lg 10-9 !
toteutuy, kun n = £~ +1=13.6.)
lg g
a) 0,013  b) 034
23.
24,
Valitaan alkeistapauksiksi 25 valtuutetun joukon seitsemiin valtuutetun osa-
joukot.” 5
, 2x“ +a , Xim. %<1
Funktio f(x) = 5
. . 2 - ” ”
Kaikkien alkeistapausten lukumiiri on [‘;) X" —x%—2 kun x21

on jatkuva kaikkialla, jos se on jatkuva kohdassa 1.

a) Tapahtumalle “pelkkid naisia™ suotuisia alkeistapauksia ovat 15 naisval-

: : , - : _ Funktio f on oikealta jatkuva kohdassa 1.
tuutetun joukosta valitut 7 valtuutetun osajoukot. Suotuisten alkeistapausten

lukuméiiri on (ISJ‘ Siis f on jatkuva, jos xl—iﬂ— f(x)=f() elijos
YilPra=1"-1-2
[]5) a==4.
P(pelkkik naisia) = ; = 8435 ~0013
3)



Si1s jatkuva funktio on

Nollakohdat:
27 —4=0 P—x-2=0
¥=2 x=-1 tar x=2

2
" —x—2 kun x> 1.

2x2 -4 Ckun x <1
f(x) =

x:\/E tai x:—ﬁ

Funktion maarittelyn ehdot toteuttavat juuret — V2 ja 2.

25.

1. f(x+3)=f(x)f(y) kakillax, ye R

2. f(0)=1
3. fondenivoituva kohdassa x=0 eli f'(0) on olemassa.

Viite: f on derivoituva koko R:ssd ja f'(x) = f/(0) f(x).

Todistus:
Derivaatan maaritelman mukaan
P =l ENS@ . S@IB I
A= h h—0 h

i SO _ L F@ - O)
-0 h -0 h

=tiny 70 - i LEED=IO — 5. 10

_v_/ <
f(x) f’(o)

joten f on derivoituva kaikilla xe R ja f(x)= f'(0)- f(x) kaikilla
xeR.
O

Esimerkkifunktioksi kelpaa f(x)=e" . koska
L f(x+y)=e" =e"-¢’ = f(x)- f(») kaikillax, ye R
2. f(0)=e’=1
3. f(x)=¢". joten f'(x)=e". Talloin f7(0)=e’ =1.

Siis £'(0) on olemassa.

26.

j' In(7zx)dx = 0,25-(% )+ F(325)+ F(35)+ f(3,75)+%- f(4) =

0,25- (% In(7-3)+1In(7-3,25) + In(7-3,5) +In(7-3,75) + % In(7 - 4))

=23936...= 2,394.

/astaus: 2,394. (4p.)
27.

Derivoidaan: f'(x)=4x"+1

Alkuarvaus: x, =1

e PR s D B8

Y ) £ 55
1393

X =—

271905



x, =0,72454848001147
Ratkaistaan x yhtadlosta f(x)=0:
x, =0,72449196299104
xt=1-x
x, =0,7244919590005
' x=%Yl—-x
x, =0,72449195900052
Koska haettu nollakohta x on positiivinen, hylataan negatiivinen juuri. g(x)= N—x
Nayttaisi silta etta nollakohta 9 desimaalin tarkkuudella on x = 0,724491959.

Tarkistetaan tulos laskemalla funktion arvot

£(0.,7244919595)>0 Alkuarvaus: x, = %
£(0.7244919585)<0
Nyt, koska kyseessa on jatkuva funktio, voidaan Bolzanon lauseen nojalla todeta etta x5 =g(x,)= E =0.84089641525
nollakohta on valilla ]0,7244919585:0.7244919595] . Koska kaikki valin arvot pyoristyvat
samaan 9-desimaalin tarkkuuteen, on vastaus: x = 0,724491959 (4p.) =86 =R EISGTRI6600]
x, =0,77909315717133  (laskimella....)
28.
Ratkaistaan x yhtalostad f(x)=0: Xy = 0,72449204424094
x,, =0,72449190296222
x=1=-2x 3

Iteroitavana funktiona toimii siis g(x)=1-x" x; = 0.72449195900065

Alkuarvaus: x, = %

1 It X, = 0.72449195900043
x=g(x)= l—[—) =0,9375
2 vastaus: x = 0,724491959 (oikea tarkkuus perusteltiin jo tehtévassa 2) (4p.)

x=g(x)=1-0"=1
Huomataan, etta iterointi ei suppene (riippumatta alkuarvauksesta). Yritetaan vield 29.

toista muotoa iteroitavalle funktiolle: . :
Oletus: Olkoon n on positiivinen kokonaisluku.

Viiite: Luku (n+ 1)2 (n+ 2)3 (?m2 + 9n) on jaollinen luvulla 8.



Todistus: Muokataan lukua (1 + l): (n +2)3 (3)7: +9n) . Nyt
(n+ l):(n+2)3(3n: +9r1): (n+l)(n+1)(11+2)(n+2)(n+2)3n(n+3)

=3n(n+1)(n+2)(n+3)(n+1)(n+2)(n+2) (1p)
Koskan, n+1,n+2 ja n+3 ovat perikkiiset kokonaisluvut, niin jokin niistd on
jaollinen luvulla 4. (+2p)
Koskan+1 ja n+2 ovat perikkiiset kokonaisluvut, niin toinen niistid on

jaollinen luvulla 2. (+2p)

Luku 3(+1)(n+2)* on triviaalisti kokonaisluku.

Titen luku 3n(n+1)(n+2)(n+3)(n+1)(n+2)(n+2) onjaollinen luvulla 4.2 =8. (+1p)
Téten viite on todistettu.

30.

a) Mahdolliset summat ovat 19, 18 ja 17.

Saadaan jakauma

Summa | Todennikdaisyys
19
P(79+10 ta1 10+97)= zl+lz=l
43 43 3
s PCLOS tai 810 tai 9+97)= +. L, L1, 211
43 43 43 3
17 i
P(9+8 tai 8+9”)=2 1 + 121
43 43 3
Yhteensi 1 eli OK Oikea i
1
T
A~
1 = T
e ey X
3 13 13
1 1 1
b) Odotusarvo ,u=?l9+;~18+;~17=18

(Voidaan péiéitellérmybs s&mmetfian avulla)

, 6
Keskihajonta 6:\/%[(19—18)2 +(18-18)* +(17-18)'] = % =£z 0,82

Idea
L2
Vastaus (kelpaa myos \/; )
31.

Ratkaisu: a) 1) Derivaatan nollakohdat ovat ne kohdat, missé tangentti on vaakasuora
eli tangentin kulmakerroin on nolla. Nollakohdat ovat x ~ =2 tai x ~1.

2) Purretdén kohtaan x =—3 tangentti ja luetaan kuvasta tangentin kulmakerroin.
Tangentin kulmakerroin on derivaatan arvo annetussa kohdassa.

+2

+-a
i
/

f

/

Siis f'(~=3) ~ g =4




b) Funktio f(x)= \/ 4x —x* on mairitelty, kun juurrettava on p

4x—x*>0.
Nollakohdat:

dx—x" =0
x(4-x)=0
x=0 ta1 4—x=0

x=0 ta1 x=4
N

Kyseessi on alaspiin aukeava paraabeli, joten 4x—x >0, kun (

f(x) =+ 4x — x* miirittelyjoukko on siis 0<x < 4.

Vastaus: a) 1) x=-2 tat x=1 2) f'(-3)=4 b)0<x<4 o).



