10.

YLIOPPILASTUTKINTO- 29.09.2006 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA LYHYT OPPIMAARA

Kokeessa saa vastata enintdin kymmeneen tehtavaan.

9} 2 b5r—13
Ratkaise yhtdlot a) z + 2(4 + ) = —1, b) LIV 7
B

Olkoon annettuna kaksi pistettd: A = (2,6) ja B = (1,—1). Méaéritd a) pisteiden
A ja B madrittaman suoran yhtélo, b) janan AB pituus, ¢) janan AB keskipisteen
koordinaatit.

Kuinka paljon 2-prosenttista desinfektioliuosta tarvitaan, jotta siitd laimennettuna
saadaan 500 ml 0,35-prosenttista desinfektioliuosta?

Abiturientilla on kaksi heratyskelloa. Uudempi toimii oikein 98 %:n todennakéisyy-
delld ja vanhempi 85 %:n todennékoisyydelld. Matematiikan kokeen aattona abitu-
rientti asettaa molemmat kellot soimaan seuraavana aamuna. Milla todennakoisyy-
delld kelloista soi oikeaan aikaan a) molemmat, b) vain toinen, c) ei kumpikaan?

Omakotitalon raystaskouruja puhdistettaessa kaytettiin tikkaita, joiden pituutta
voidaan sdatdd. Kun tikkaat oli asetettu viiden metrin pituisiksi ja sijoitettu pysty-
suoraa seinéda vasten siten, ettd tikkaiden alapidi osui maahan 150 cm:n etdisyydelle
seinésté, jai tikkaiden ylapad tasan metrin liian alas. Kuinka paljon tikkaita tuli pi-
dentai, kun niiden alapaan paikkaa ei haluttu muuttaa” Anna vastaus senttimetrin
tarkkuudella.

Talon lammityskustannukset pakkasella ovat suoraan verrannolliset sisa- ja ulko-
lampdotilojen véliseen erotukseen. Ulkolampétilan ollessa —2,0 °C ja sisaldmpdotilan
22.0 °C sisalampotila pudotetaan 21,0 °C:seen. Kuinka monella prosentilla talon
lammityskustannukset talloin pienenevat?

Lauralta kului koulumatkaan 15 minuuttia. Tavallisesti han saapui kouluun kellon
soidessa. Eradnd aamuna han ldhti kotoa 6 minuuttia tavallista myohempaan, ja
vaikka han kulki nopeammin, hin myohéstyi. Koulun kellon soidessa hénellda oli
viela 5 % matkasta jaljelld. Kuinka monta prosenttia tavallista nopeammin han oli
talloin kulkenut?

Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus on 12,4 cm ja toinen terava kulma
64,5°. Kolmio pyoriahtad pitemmén kateettinsa ympari. Laske syntyneen kartion ti-
lavuus ja vaipan ala.

Tarkastellaan funktiota f(z) = 2® — 2% + 4 vililld [-1,4]. a) Maéritd funktion
suurin ja pienin arvo annetulla vélilld ja piirra funktion kuvaaja. b) Maarita kiyrin
y = f(x) tangentin kulmakertoimen suurin ja pienin arvo annetulla valilla.

Toisen asteen polynomin y = ax?® + bx + ¢ kuvaaja kulkee pisteiden (0,0), (1,2)
ja (4,3) kautta. Maéritd kertoimet a, b ja c¢ ja piirrd polynomin kuvaaja. Maarita
polynomin derivaatta kohdassa z = 2.
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a) Kuinka monta erilaista istumajirjestystd voidaan muodostaa luokassa, jossa on
30 oppilasta ja 30 pulpettia? b) Kuinka monella tavalla kolme tyhjaa pulpettia voi-
daan valita luokassa, jossa on 27 oppilasta ja 30 pulpettia? Kuinka monta erilaista
istumajarjestysta on tassd luokassa? ¢) Kuinka monta vuotta tietokoneelta kului-
si, jos se kivisi lapi a-kohdan erilaiset istumajarjestykset kisitellen biljoona (10'?)
istumajarjestystd sekunnissa? Yksi vuosi on keskiméairin 365,25 vuorokautta.

Radioaktiivisen aineen mé#éirén havaittiin vuodessa vahentyneen 0,043 %. Méaarité
aineen puoliintumisaika.

Tuotteen hintaa nostettiin p %. Huonon menekin vuoksi néin saatua hintaa laskettiin
myohemmin 2p %, jolloin hinta oli 5,5 % halvempi kuin ennen korotusta. Muodosta.
yhtilo luvun p méaadrittadmiseksi ja ratkaise p.

Henkil6 osallistuu jatkuvasti lottoarvontaan tayttdmalla Internetissi yhden lottori-
vin kymmeneksi viikoksi joka toisen kuukauden alussa. Laske, kuinka paljon henki-
16lle kertyisi rahaa pankkitilille, jos hin loton sijasta 40 vuoden ajan, alkaen tammi-
kuun 1. paivasta, tallettaisi joka toisen kuukauden alussa 7 euroa tilille, joka kasvaa,
korkoa 1,5 % vuodessa. Lahdeveroa ei oteta huomioon.

Automaattisessa nopeusseurannassa saatiin vuorokauden aikana tietoja mittaus-
kohdan ohittaneista kaikkiaan 4190 ajoneuvosta. Nopeuksien otoskeskiarvo oli
97,75 km /h ja otoskeskihajonta 10,70 km /h; nopeudet jakautuivat likimain normaa-
listi. a) Ma&aritd nopeuden keskiarvon (odotusarvon) 95 % luottamusvili. b) Ar-
vioi, kuinka moni seuraavista mittauskohdan ohittavista 1000 ajoneuvosta ylittiaa
nopeuden 90 km /h.



Lyhyt matematiikka 29.9.2006, ratkaisut:

1. a)z+24+z)=-1<=3x=-9<= 1 =-3.

b) Kertomalla 3z:113 ja sieventamalla saadaan yhtdlo muotoon 2z2 — 13z — 15 = 0.
13+v132+4-2-15 13+£17

Sen ratkaisu on x = 5 > eli z =2 tai z = —1.
Vastaus: a) Ratkaisu on £ = —3. b) Ratkaisut ovat z = % jax=—1.
6+1

2. a) Suoran kulmakerroin on

;= 7. Suoran yhtaloon y+1 =T7(x—1) eliy = Tx—8.

b) Janan AB pituus on /(6 + 1)2 + (2 — 1)2 = /50 = 5/2.
24+1 6—-1 3 5

Vastaus: a) y = 7z — 8, b) 5v/2, ¢) (2, 2).
3. Jos 0,35-prosenttista liuosta on 500 ml, on siina desinfektioainetta 0,0035 - 500 = 1,75

ml. Jos tarvittava maara 2-prosenttista liuosta on x ml, on 0,02z = 1,75, josta ratkeaa
7 = 87,5,

Vastaus: 87,5 ml.

c) Keskipiste on (

4. a) Molemmat toimivat todennakoisyydella 0,98 - 0,85 = 0,833.
b) Vain toinen toimii todennékéisyydelld 0,98 - (1 — 0,85) + 0,85 - (1 — 0,98) = 0,164.
c) Kumpikaan ei toimi todennakoisyydelld (1 — 0,98)(1 — 0,85) = 0,003
Vastaus: a) 0,833, b) 0,164, c¢) 0,003.

5. Olkoon tikkaiden alapaa kohdassa A ja ylapaa seinallad kohdassa B ja olkoon C seinin
kohta, joka on samalla tasolla kuin A. Suorakulmaisessa kolmiossa ABC on AB =5
m ja AC = 1,5 m. Jos BC = y m, on'y? = 52 — 1,52, josta y = /22,75 ~ 4,7697.
Jos tikkaiden uusi pituus on z m, on z2 = 1,52 + (14 1/22,75)? = 26 + 2,/22,75, josta
r =~ 5,9615. Tarvittava pidennys on 5 — z =~ 0,9615 m.

Vastaus: 96 cm.

6. Sisalampotilan 22° ja ulkolampdtilan —2° erotus on 24°. Kun sisalampotila pudote-

taan 21 asteeseen tulee erotukseksi ulkolampotilaan 23°. Jos lammityskustannukset

o , b 23 1 4,167 .
ovat aluksi a ja lopu1.<51 b, on ik Vi (1- ﬂ) ~ (1-— 1—00—-) Nain ollen lammitys-
kustannukset ovat pienentyneet 4,167 prosenttia.

Vastaus: 4,2 %.

k
7. Jos kouluun oli matkaa s km, oli Lauran tavallinen nopeus koulumatkalla v = % m—n;
1
Kyseisena kertana Laura kulki 95 % matkasta ajassa 15-6 = 9 min. Talloin hanen
, 0,95s km _ ve 0,958 15 4,75
nopeutensa oli ollut v9 = —. Nopeuksien suhde on — = : = ~
min v 9 S 3

1,5833. Nain ollen Lauran nopeus oli talla kertaa ollut 58,33 % tavallista suurempi.
Vastaus: 58 %.
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Kolmion toinen terava kulma on 90° — 64,5° = 25,5° eli on pienempi kuin 64,5°. Nain
ollen kolmio pyorahtda kulmaa 64,5° vastaavan kateetin ympari. Syntyneen kartion
korkeus h on pitemmaén kateetin pituus ja sade r lyhyemman kateetin pituus. Kartion
sivujana on kolmion hypotenuusa. Niin ollen h = 12,4sin64,5° ~ 11,1921 cm ja

r = 12,4c0s64,5° =~ 35,3383 cm. Kartlon tilavuus on V = 37r'r2h ~ 334,0032 cm?® ja
vaipan ala A = 7rs ~ 207,9589 cm?.

Vastaus: Kartion tilavuus on 334,0 cm? ja vaipan ala 208,0 cm?.

. a) Funktion f(z) = z® — 322 + L derivaatta on f'(z) = 32° — 939 = 3z(z — 3).
Derivaatta on nolla, kun z = 0 tai z = 3. Koska f(—1) =0, f(0) = 3, f(3) = -8 ja
f(4) = —2, on funktion suurin arvo f(0) ja pienin f(3).

b) Tangentin kulmakerroin k(z) = f’(z) = 322 —9z. Sen derivaatta on k'(z) = 6z —9.
Derivaatta on nolla, kun z = 3. Koska k(—1) = 12 k( ) = —2T ja k(4) = 12, on
kulmakertoimen suurin arvo k(—1) = k( ) ja pienin k( ).

Vastaus: a) Suurin arvo on f(0) = ! ja pienin f(3) = —8. b) Suurin arvo on
£/(=1) = f'(4) = 12 ja pienin f'(3) = ~Z.

Koska polynomin kuvaaja kulkee origon kautta, on 0 = y(0) = c¢. Koska kuvaaja
kulkee pisteiden (1,2) ja (4, 3) kautta, saadaan kert01m111e a ja b yhtalot a + b= 2 ja

16a + 4b = 3. Naistd saadaan 12a = —5elia = —35 jab =2 — 6= = 22. Polynomi
on siis y = —%:17 + 29:17 Polynomin derlvaatta on y e —m:c + . Derivaatan arvo
kohdassa =z = 2 011 Yy (2) =-12.2+8 =2

o — 2 '3
Vastaus: y = — ac —l— w Ja y '(2) = 1.

a) Erilaisia istumajarjestyksm on 30! ~ 2,65 - 1032,

, . 30 : —_p
b) Kolme tyhjia pulpettia voidaan valita ( 3 ) = 4060 eri tavalla. Istumajarjestyksia

téssé luokassa on z - 30! & 4,42 - 10%1.

30!
c) Tietokoneelta kuluu istumajérjestyksiin 10723600 . 24 - 365.25 ~ 8,4-101? vuotta.

Vastaus: a) 2,65 - 1032 jirjestystéd, b) 4060 tavalla, 4,42 - 103! jarjestysta, c) 8,4 102
vuotta.

Olkoon ¢ = 1 — 223 = 0.99957. Jos ainetta on aluksi a, on sitid vuoden paisti qa,

100
kahden vuoden qza ja n vuoden paasta q"a. Jos n on puoliintumisaika, on q"a = 0,5a
: log 0,5
eli ¢" = 0,5. Tasta saadaan nlogq = log0,5, joten n = o8 ~ 1611,62.
q

Vastaus: 1610 vuotta.

Jos tuotteen hinta oli alunperin A, oli se p % korotuksen jilkeen (1 + i£5)h. Tuot-
teen hinta oli 2p % suuruisen alennuksen jalkeen (1 — 100)(1 + 55)h. Téstd saa-

daan p:lle yhtalo ( — m)(l + #5)h = (1 - m)h Sievennyksen jalkeen yhtalo

saadaan muotoon WP +p—55=0eli p?+ 50p — 275 = 0. Taméin ratkaisu on

—50 + /502 4+ 4 - 275 —50 +
p = B0 ! 5 T = 502 o eli p = —55 tai p = 5. Ratkaisuista vain

jalkimmainen toteuttaa tehtavan ehdot.
Vastaus: p = 5.



14. Olkoon p = 1,5 ja ¢ = 1 4+ == = 1,015. Joka toinen kuukausi tapahtuva 7 euron

15.

100
i A | Tp-42
11 tt d korkoa — - —(124+10+8+6+4+2) = = 0.37
talletus tuottaa vuodessa korkoa 100 12( + +3+0+4+ ) 1200

euroa. Vuoden jalkeen tililla on rahaa a = 6 -7+ 0,37 = 42,37 euroa. Kahden vuoden
jilkeen tililld on rahaa a + ga euroa, kolmen vuoden jilkeen a + gqa + g*a euroa ja
lopulta 40 vuoden jilkeen a + ga + ¢%a + ... + ¢*°a euroa. Kyseessd on geometrinen

1= 40
sarja, jonka summa on a 7 qq = 2299,33 euroa.
Vastaus: 2299,33 euroa.
a) Nopeuden keskiarvon 95 % luottamusvéli on [T — 1,96—8—;5 + 1,96i]. Sijoitta-

vn vn
malla sithen n = 4190, Z = 97,75 ja s = 10,70 saadaan valiksi [97,4260; 98,0740].

b) Nopeudet v noudattavat jakaumaa N(97,75;10,70), missa yksikkona on km/h.

— 7
Siirrytdan normitettuun normaalijakaumaan N(0,1) muunnoksella z = %,
90 — 97,75 |
P = 7 70’ ~ —0,72430. Todenndkéisyys ylittdd 90 km/h on ®(—z)) =

®(0,7243) ~ 0,7655. Nain ollen voidaan arvioida, ettd seuraavista tuhannesta ajo-
neuvosta 766 ylittda nopeuden 90 km/h.

Vastaus: a) [97,426;98,074]. b) Noin 766.



