Lyhyt matematiikka 20.3.2009, ratkaisut:

1.

a) Summa on —z2+2x+222—3x+1 =22 —x+1. Tuloon (—2%+2x)(222-3x+1) =
—22% + (3+4)2® + (=1 — 6)2? + 22 = —22* + 723 — 72?2 + 22.

b) ;—%:SU—1<:>3£U—2£C:6(£U—1)<:>5£U:6<:>£U:g.

c) Laskemalla yhtélot yhteen saadaan 2x = 3 eli x = % Edelleen, y =1 —2x = —

Vastaus: b) z =2, ¢) x =3, y = —3.

D=
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a) Suoraan verrannollisuuden mukaan Y on vakio. Siis % =3 josta y = 5
x

b) Derivaatta f'(z) = 322 — 122 = 3x(x — 4) on nolla, kun x = 0 tai = = 4.
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c) Arvo on
Vastaus: a) y =32, b) 2 =0 taiz =4, c) 3.

a) Yhtéldson y —2=—1(z+ 1) eliy = —3z + 3.
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kyseessa on ylospain aukeava paraabeli, se saa negatiivisia arvoja, kun —3 < x < %

b) Polynomin nollakohdat ovat eliz = —3 tai z = 1. Koska

Tehtavaan vastasi kaikkiaan 9300 kokelasta. Eri pistemaarien prosenttiosuudet ja
sektoridiagrammin keskuskulmat ovat seuraavat:

pisteita 0 1 2 3 4 5) 6
Y%-osuus 21,8 13,4 23,5 8,5 7,2 9,8 15,8
kulma  78° 48° 85° 31° 26° 35° 57°

Olkoon Alpon ajoaika kohtaamispisteeseen ¢ tuntia. Koska Berit 1ahtee 15 min Alpon
jalkeen, on hanen ajoaikansa t — i tuntia. Koska matka = nopeus x aika, saadaan
yhtéls 120t 4+ 105(t — ) = 170 eli 225¢ = 170 + - 105. Tésté ratkeaa t = 137 tuntia

180
eli t = 52 min 20 s. Alpo on siten kohtaamispaikassa kello 9.12.20. Alpon ajomatka
157
kohtaamispisteeseen on 120 - 180 = 1042 (km).

Vastaus: Alpo ja Berit kohtaavat 104,7 km A:sta kello 9.12.

Pallon séteelle r patee 2mr = 64,2, joten r = % ~ 10,2177 (cm). Pallon tilavuus

V = 2mr3 = 47(221)3 ~ 4468,421 (cm®). Jos pallo on kokonaan kuparia, sen massa
on 8,96V ~ 40037 (g) eli 40,037 kg. TAmé& on enemmén kuin pallon massa 37,9 kg.

Vastaus: Pallon sisalla on tyhjaa tilaa.

Neljakkaan lavistajat ovat kohtisuorassa toisiaan vasten ja puolittavat toisensa. Jos
pitemmaén lavistdjin pituus on 2z, on Pythagoraan mukaan 22 + 22 = 82, josta z =
V60 = 24/15. Pitemmén lavistdjan pituus on 2x = 4y/15 ~ 15,4919 (cm).

Vastaus: 15,5 cm.



8.

10.

11.

Tarkastellaan x euron suuruista palkkatuloa ja 1500 euron opintorahaa. Jos z < 700,
on puhdas ansiotulo korkeintaan 2200 euroa ja opintorahavidhennys on 1500 euroa.

Jos x > 700, vihennys pienenee méaarélla 0,5(1500 + = — 2200) = 0,5z — 350 (euroa).
Vahennykseksi tulee ohjeen mukaan pienempi luvuista 2200—(0,52—350) = 2550—0,5x
ja 1500. Koska 2550 — 0,5z < 1500, kun x > 2100 (euroa), on vahennys 1500 euroa,
kun x < 2100 ja 2550 — 0,5z sen jalkeen.

Vahennys ei voi olla negatiivinen, joten on oltava 2550 — 0,5z > 0. Nain on, kun
x < 5100 (euroa). Tétd 5100 euroa suuremmilla palkkatuloilla ei enéé saa vihennysta.

Kysytty viahennyksen kuvaaja y = f(x) on murtoviiva, missi

1500, kun 0 < 2 < 2100,
flx) = { 2550 — 0,5z, kun 2100 < x < 5100,
0, kun x > 5100.

Merkitédén kolmion kérkid A = (—6,1), B = (0,0) ja C = (4,9). Piirretdan kolmion
ABC ympéri suorakulmio, jonka kédrjet ovat D = (—6,0), £ = (4,0), C ja F =
(—6,9).

a) Madritetddn kolmion kulmat syntyneiden apukolmioiden kulmien avulla. Kulmalle
a = [EBC pitee tana = %, joten a =~ 66,0375°. Kulmalle § = ZABD patee
tan (8 = %, joten B =~ 9.4623°. Nain ollen kolmion ABC kulma v, = ZABC =
180° — a — 8 =~ 104,5002°.

Kulmalle § = ZACF pétee tand = 1%, joten § = 38,6598°. Nain ollen kolmion ABC
kulma v = ZACB = 90° — (90° — o) — § = o« — § =~ 27,3777°.

Kolmion kolmas kulma v3 = ZBAC = 180° — 71 — 72 ~ 48,1221°.

b) Suorakulmion DECF ala on 9-10 = 90. Apukolmion BEC' ala on % -4-9=18.
Apukolmion ADB ala on % -1-6 = 3. Apukolmion ACF ala on % -8-10 = 40. Kolmion
ABC ala on siten 90 — 18 — 3 — 40 = 29.

Vastaus: a) Kolmion kulmat ovat 104,5°, 27,4° ja 48,1°. b) Kolmion pinta-ala on 29.

Suorakulmion kolmas kiirki on (x,4x — z?) ja neljis (0,4x — 2?). Suorakulmion ala
f(z) = z(4z—2?) = 42®—23. Alan derivaatta f/(x) = 8x—32% = x(8—3z). Derivaatta
haviaa, kun z = 0 tai x = %. Alan suurin arvo on joko derivaatan nollakohdassa tai
médrittelyvélin [0,4] pédtepisteissid. Koska f(0) = f(4) = 0 ja f(5) = 22 ~ 9,48,
antaa derivaatan nollakohta suurimman arvon.

Vastaus: Alan lauseke on 4z2 — z® ja sen suurin arvo on %2

Olkoon ryhmassa n henkiloa. Todennakoisyys sille, ettei ryhméssa ole yhtaan vasen-
katista, on 0,9". Todennakoisyys sille, etta ryhmaéssa on ainakin yksi vasenkatinen, on
1—-0,9™. Tasta saadaan ehto 1—0,9" = 0,8 eli 0,9" = 0,2. Edelleen, nlog0,9 = log0,2,
log 0,2

~~ 15,2755.
log 0,9
Vastaus: Vahintaan 16 henkil6a.

jostan =
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Epayhtaloiden méaarittelema alue on nelikulmio, jonka karkipisteet ovat origo O, suo-
rien y = 0 ja 5x+3y = 30 leikkauspiste A = (6, 0), suorien 2z+3y = 24 ja 5x+3y = 30
leikkauspiste B = (2, %) seké suorien z = 0 ja 2z + 3y = 24 leikkauspiste C' = (0, 8).
Esimerkiksi nelikulmion sisépiste (1, 1) toteuttaa kaikki epayht&lot.

On loydettava suurin arvo ¢, jolla suoralla x + y = t ja nelikulmiolla on yhteisia
pisteitd. Mahdollisia pisteita ovat nelikulmion karkipisteet. Origossa t = 0+ 0 = 0,
Assat=6+0=06, Bissat =2+ ? =2 = 8% ja C:ssda t = 04 8 = 8. Naista suurin

3
t:n arvo on %.

Vastaus: Kérkipisteet ovat (0,0), (6,0), (2,%) ja (0,8). Suurin arvo on 2.

61
* = 961.

Tasta ratkeaa n = 31. Jos jonon toinen termi on 14d, saadaan d:lle jonon maaritel-
méstd yhtalo 61 = 1 + (31 — 1)d. Tamén ratkaisu on d = 2. Jonon toinen termi on
siis 3.

Aritmeettisesta summasta saadaan termien lukuméaralle n yhtalo n

Vastaus: 3.

a) Talletuksen ldhdeverotettu korko on 0,71 - 1,50 = 1,065, joten lahdeverotettu kor-
kotekija on ¢ = 1,01065. Kymmenen vuoden kuluttua rahaa on tililld ¢'° - 1000 ~
1111,7517 (euroa).

b) Jos talletus a kaksinkertaistuu n vuodessa, on ¢"a = 2a eli ¢" = 2. Téstéd saadaan

n = Eij ~ 65,4302.
Vastaus: a) 1111,75 euroa, b) 66 vuoden kuluttua.

a)b—a=(242)i+ (—1+5)j = 4i+4j.

b) Vektorin @ piitepiste on (—2, —5), vektorin b on (2, —1) ja vektorin b —@ on
c) Vektorin @ pituus [a| = /(—2)2+ (=5)2 = V29 ja vektorin b pituus [b =
V22 +(-1)2 = /5. Vektoreiden pistetulo @-b = (=2) -2 + (=5) - (=1) = 1.
a-b 1
@bl vaovs

—~
=~

4).

Valisen kulman o kosini cosa = ~ 0,083045. Tasta saadaan

a ~ 85,23636° ~ 85,24°.



