Tehtavd: Kun n on positiivinen kokonaisluku, merkitdan S(n):1la luvun n
numeroiden summaa (kymmenjarjestelméssa). Mitka rationaaliluvut ¢ voidaan
esitdd muodossa

jollakin positiivisella kokonaisluvulla n?
Ratkaisu: osoitetaan ensin etté

k

S@n) =3 ola),

1=0

missa
o(a) = 2a, kuna€{0,1,2,3,4}
"] 2a—9, kunac€ {56,7,89}
Proof. Olkoon luvun n € Z, kymmenjirjestelméesitys n = Zf:o *a; * 10,
jolloin
k
i=0

Olkoon vastaavasti luvun 2n kymmenjéarjestelméesitys 2n = Ef:o b;*x10° (es-
ityksissd voidaan kdyttad samaa yhtd montaa numeroa, jos n:n esitys aloitetaan
nollalla). Huomataan heti ettd numero b; méaérdytyy numerosta a; ja mahdol-
lisesta edeltdvédstd numerosta a;—1 niin ettd b; = 2a; (mod 10), ellei i > 0 ja
a; > 5, jolloin b; = 2a; + 1 (mod 10). Luvun 2n numeroiden summa méaéray-
tyy siis luvun n numeroista niin, ettd kukin numeroista tuplataan ja S(2n):44n
vaikuttaa téstd tuplasta ykkososa ja mahdollinen muistinumero. Merkitdén

(a) = 2a, kuna€{0,1,2,3,4}
TY=N 2a-9, kana€{5,6,7,8,9}

Edellinen tarkastelu osoittaa tédten, etté

k k
S@n)=> b= ola),
i=0 i=0
Kun a € {5,6,7,8,9}, niin
1/6=2-9/5<0(a)/a=(2a—-9)/a=2-9/a<2-9/9=1,

joten kaikiaan saadaan arviot

<

<2.

Osoitetaan etta kaikki rationaaliluvut ¢, joille 1/5 < ¢ < 2, ovat mahdollisia
suhteen S(2n)/s(n),n € Z, ,arvoja. Tarkastellaan kokonaislukuja
n=>5--51---1,
——

——
vkpl  ykpl



missd v,y € N jav+y > 0. Talléin S(n) = 5v+y ja S(2n) = o(5)xv+o(1)*y =
5v+2y. Olkoon ¢ rationaaliluku, jolle 1/5 < ¢ < 2. Kirjoitetaan ¢ = m/n, missi
m,n € Z4. Osoitetaan, ettd voidaan valita v,y € N;v 4+ y > 0 niin, ettd

S(2n)  Sv+2y m

S(n)  bu+y n

<= (v+2y)n =m(5v +y) <= (n — dbm)v = (m — 2n)y.

Valitaan nimittdin yksinkertaisesti v = 2n —m ja y = 5m — n. Koska m/n < 2,
niin m < 2n ja 2n — m > 0. Vastaavasti koska m/n > 1/5, niin bm > n ja
5m —n > 0. Ei voi olla v = y = 0, koska silloin olisi 2n —m =0 ja 5m —n =0,
mistéd seuraa 10m = 2n = m — m = n = 0, mikd on mahdotonta. Siis v+y > 0

ja v ja y on onnistuttu valitsemaan niin, etté ‘2.((2:)) =

Vastaus: Téasmélleen rationaaliluvut ¢, joille 1/5 < ¢ < 2.



