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Jaetaan vali [1, 5] neljaén osavéliin, jolloin yhden osavalin pituus

d=2"1_1 Aluesijaitsee x-akselin ylapuolella, joten maérétty

4

5
integraali ff(x)dx on yhté suuri kuin funktion kuvaajan ja x-akselin

1
valilla [1, 5] rajaaman alueen pinta-ala.

a) Suorakulmion korkeuden laskentakohtana kéaytetdan osavalin

alkupistetta. Luetaan suorakulmioiden korkeudet annettujen pisteiden

y -koordinaateista.

Lasketaan suorakaidesaanndlla arvio
alueen pinta-alalle.

Axd-(f)+ f(2)+ f(3)+ f(4)
=1.(44+2+2+3)
=11

5
Siis méaréatty integraali f f (x)dx ~11.
1
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b) Suorakulmion korkeuden laskentakohtana kéytetaén osavélin

loppupistetta. _
AY
Lasketaan suorakaidesaannolla arvio *
alueen pinta-alalle. 3
2
Axd-(f(2Q+ @)+ f(4)+ f(5)) 1
X
=1(24+2+3+3) 3 3 =

=10

5
Siis méaréatty integraali f f (x)dx ~10.
1

Vastaus
a) 11
b) 10



B2

Alue on x-akselin ylapuolella. Lasketaan alueen pinta-ala.

j\/6—3xdx

-1

2
- f(6—3x)%dx s(x) =6-3x §'(x)=-3
-1

2 1
1 [ _3.(6-302 =
- 3] 3. (6—3x)2 dx u(x) = x
21900 u(s()

1 3
2 U(x) =<x2

w/N

—-1j26-3:2 Js0-use)dx = U (s(x)) +C

-1
2
=—45 (6-3-23 —/(6-3-(-1)3 )
2@ D
- 2. 7D

_ 2
__5'(_27)
=6

Vastaus
6



B3

a) f(sin4x—c052x)dx
= fsin4xdx—fc052xdx
_1 - _1
= 4f4sm4xdx 2chostdx

_1. _ 1
= 4( COS4X) 2sm2x+C
1 1

= —Zcos4x—§sm2x+c

b) fxzexa‘ldx s(x) =x3—1
_l 2ax3-1 _ aX
_3f3xe dx u(x) =e
_l x3—1
=3¢ +C

Vastaus
1 _1lg

a) 4cos4x 2sm2x+C

b) fer-lic

3

s(x) = 3x?

U(x) =e*



B4

a) Lasketaan méaratty integraali.

i Fol 1
f(x2 — ax)dx = /(§x3 —a~§x2)
_2 -2

_1_ 1. .8_
3723 (32
11,8

=3 2a+3+2a
:%a+3

Sijoitetaan méaaratyn integraalin arvo tehtavan yhtaloon ja ratkaistaan
vakio a.

1
[(x2 —ax)dx =6
2

3 _ _
§a+3_6 | -3
3, _ 2
2a_3 |3
a=2



b) Lasketaan madratty integraali.
a
f e2Xdx
0

2e2Xdx

Il
N
O%Q’

1a2x
20

_ %(eZa —20)

Yhdistetty funktio e2X.
s(x) = 2x s'(x) =2

Lisataan kertoimeksi 2=1

1
2

fs/(x) “u(s(x))dx = U (s(x)) +C

Sijoitetaan méé&ratyn integraalin arvo tehtavén yhtaloon ja ratkaistaan

a=%Ing (:%InBZ — 1. Zm3=1n3)

= 5 (e 1)
vakio a.
a
fezxdx =4
0
%(eza—l):4 -2
e’d -1=28 | +1
g?d =9
2a=1n9 |: 2
2
Vastaus
a) a=2

b) a=%ln9 (=In3)

2



BS

Selvitetddn funktion f maérittelyjoukko ratkaisemalla nimittdjan
nollakohdat.

x—1=0 |+1
x=1

Funktio f on médritelty, kun x =1.
Méaarittelyjoukko koostuu kahdesta erillisestd valistd: x <1 ja x > 1.

1) Mééritetdan integraalifunktio valilla x < 1.

f(x) = ﬁ Integroidaan CAS-laskimella.

F(x) =2In[x—1+C
Poistetaan itseisarvomerkit.

Kun x <1, niin x—1<0.
FO)=2inx—1+C Siis [x—1 = —(x—1)
=2In(—-(x-1)+C

=2In(l—x)+C

Piste (0, 2) kuuluu alueeseen x < 1.
Maéritetdan vakio C.

F()=2
2Inl-0)+C =2 Ratkaistaan CAS-laskimella.
C=2

Siis F(x) =2In(1—x)+2, kun x < 1.



2) Madritetaan integraalifunktio valilla x > 1.

Kun x >1, niin x—1> 0.

F(x) =2Inlx—1+D .
Siis [x—1 = x—1.

=2In(x-1)+D

Piste (2,—1) kuuluu alueeseen x > 1.
Maédritetadn vakio D.

F(2)=-1
2In2-1)+D=-1 Ratkaistaan CAS-laskimella.
D=-1

Siis F(x) =2In(x—1)—1, kun x >1.

2Inl—x)+2, kun x<1

Integraalifunktio on F(x) =
2In(x—-1) -1, kun x>1.

Piirretdadn funktion F kuvaaja.

N\ 3Ay
3 y=F(X)/,
1 7
' \ / X
-1 \I 2 /a 7 5
1/

Vastaus
2Inl—x)+2, kun x<1

(x)z{2I
n(x—1)—1, kun x>1



B6

a) Méadritetdan funktion f(x) lauseke laskemalla maératty integraali.

Integroidaan muuttujan t

1
f(x) = f(2x — 4t)dt
0

suhteen, jolloin x on vakio.

2

= /:I-(Zx.t_/(.itz)
0 Z
:/1(2xt—2t2)
0
=(2x-1-2-1°) —(2x-0—2-0?)
=0

=2X—-2

Ratkaistaan funktion nollakohdat.

f(x)=0
2x—2=0 | +2
2X =2 |: 2

x=1



b) Méaéritetaan funktion f(t) lauseke laskemalla maaratty integraali.

1 . .
Integroidaan muuttujan x
ft) = [ (2x—dt)dx g J
0

suhteen, jolloin t on vakio.

:;(Z-ix2—4t-x)
o Z

1
= [(x? — 4tx)
0
— (12— 4t-1) — (02 — 4t.0)
-0
=1-4

Ratkaistaan funktion nollakohdat.

f(t)=0
1-4t=0 | -1
—4t=-1 |1 (-4
1
t= 4
Vastaus
a) x=1

_1
b) t=



B7

Hahmotellaan tilannetta piirtamalla funktioiden f(x) = x? +6 ja

g(x) = —x? +8x kuvaajat seka niiden rajaama alue.

y
g(z) = —x* + 8=

| f(z) =246

Ratkaistaan integroimisrajoja varten kayrien leikkauskohdat.

F(x)=g(x)

X2 +6 = —x2 4 8x Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=1 tai x=3

a) Kuvan perusteella aluetta rajaa ylapuolelta funktion ¢ ja alapuolelta
funktion f kuvaaja. Lasketaan alueen pinta-ala.

3

A= f(—x2 +8x — (x? + 6))dx Lasketaan CAS-laskimella.
1
8

~3



b) Pydréhdyskappaleen ulkopinta muodostuu funktion g kuvaajan ja
sisdpinta funktion f kuvaajan pyorahtdessa x-akselin ympaéri.

Hahmotellaan tilannetta piirtdmalld muodostuva pydrahdyskappale.

A

151

y

Lasketaan pydrahdyskappaleen tilavuus.

\Y :Vulko _Vsisé
3 3
Lasketaan
— —x2 48x)2dx — 7 | (x? +6)2dx
ﬂ[( +8x) T«[( +6) CAS-laskimella.
=%ﬂ (~184,3)
Vastaus
8
a) 3

b) 1%



B8

Hahmotellaan tilannetta piirtamalla kuva.
__________—-—-—‘—‘y

y4=2—a:

Integroidaan muuttujan y suhteen. Ratkaistaan integrointia varten kdyrien
yhtéldistda muuttuja X.

y2 =X yrP=2—x |4+x—y*

X = y2 x=2-y*
Integroimisrajat saadaan selville ratkaisemalla kdyrien leikkauspisteiden
y -koordinaatit.

y2=2-y* Ratkaistaan CAS-laskimella.
y=—-1 tai y=1

Vialilli —1<y <1 aluetta rajaa oikealta kdyrd x =2 —y* ja
vasemmalta kayra x = y?.

Lasketaan alueen pinta-ala.

1
A= f (2 y* —y?)dy Lasketaan CAS-laskimella.
—1

_ 44
15

Vastaus
44
15



B9

Kirjan 1. painoksessa tehtdvanannossa on virhe. Pitdd olla a > 0.
Kayra y = x2 —a? on ylospain aukeava paraabeli.

Ratkaistaan integroimisrajoja varten kdyrén ja koordinaattiakselien
leikkauskohdat.

x-akselin leikkauskohdat: y-akselin leikkauskohta:
x?—a?2 =0 y=0 y =0% —a? x=0
X=-—a tai x=a y = —a?

Kéayra leikkaa x-akselin kohdissa x = —a y

ja x = a. Kéyra leikkaa Y -akselin y=|z*—a

kohdassa y = —a2.

Koska a > 0, niin kéyra ja
x -akseli rajaavat alueen x-akselin
alapuolella vélilla —-a<x<a.




a) Alue pyoréhtaa x-akselin ympari valilla
—a<x<a

Hahmotellaan tilannetta piirtamalla
muodostuva pydrahdyskappale.

Lasketaan pyorahdyskappaleen tilavuus.

V, = ﬂf(f(x))zdx

a
= wf (x2 —a?)2dx Lasketaan CAS-laskimella.
—a

_ 16w 5

15

b) Alue pyorahtaa Y -akselin ympéri valilla —a? <y < 0. Hahmotellaan
tilannetta piirtdmalld muodostuva pyoréahdyskappale.

Ratkaistaan integrointia varten kdyran y = x2 —a? yhtal6sta muuttuja
X.



Ratkaistaan muuttuja x

y = x*—a? _
CAS-laskimella.
X = — 2 H _ 2
= \/y+a tal x_,[y+a
— —
paraabelin paraabelin
vasen puoli oikea puoli

Siis poikkileikkausympyrén sateen nelié on

, 2
r2=[x“=x%= \y+a? .

Lasketaan pyorahdyskappaleen tilavuus.

0 2
Vy=m f Jy+a? dy Lasketaan CAS-laskimella.

—a?

Ratkaistaan lopuksi mill& vakion a arvolla pyorahdyskappaleiden
tilavuudet ovat yhta suuret.

V, =V,

116—5“815 = %a"' Ratkaistaan CAS-laskimella.

a=0 tai a—E

32

iin o 15
Koska a >0, niin a= 3
Vastaus

a) =" gad

b) Ta4

Tilavuudet ovat yhtd suuret, kun a = %



B10

Sijoitetaan koru koordinaatistoon niin, ettd x-akseli kulkee pitkin korun
takareunaa ja origo on pohjana olevan puoliympyrén keskipisteessa.

Maééritetddn poikkileikkauspuoliympyran sdde kohdassa x kayttamalla
Pythagoraan lausetta.

X2 +(2r)2 =32 Ratkaistaan CAS-laskimella.
rz—%\/g—x2 tai rz%\/9—x2
Koska r >0, niin r :% 9—x2,

Kohdassa x poikkileikkauspuoliympyrén pinta-ala on

2
A(x) = %Tﬂ'z = %TY %\/9—x2 = %(9—x2).



Lasketaan korun tilavuus.

3
V = f A(x)dx
-3

3

- f%(g— x2)dx Lasketaan CAS-laskimella.
-3

_ 9T (om3

- 2 (Cm )

Lasketaan korun massa.

m= 97“ cm?.1,2 g/lem® =16,964...g ~17 g

Vastaus
179



