Al

Funktiot F(X) =x+4+In(x+1) ja f(x)= ))((jﬁ ovat molemmat

madriteltyja, kun x > —1.
Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x) kaikilla x > —1.

F'(X) = D(Xx+ 4+ In(x +1))
Du(s(x)) = u’(s(x))-s'(x)
= Dx+ D5+ DIn(x+1) 1
—— Dinx ==
0 u(s(x)) X
_ _1
=14+0+ X1 1
u’(s(x)) s'(x)
_X+1) 1
- X+1
_ X+1 1
- X+1+ Xx+1
_x+1+1
x+1
X+ 2
X+1

= f(x)

On osoitettu, ettd funktio F on erds funktion f integraalifunktio. ]
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b) f (VX + x2)dx

3

f(x2 + x2)dx fx”dx:n—

1

(

N|w

— /(2x2 + 13 X

3

w(N

l—‘\w

/ xf+—x3)

2 3B+ F - (5 WL+
=2\/§+9—§—l

3
=2J3+8

Vastaus
a) 24 b) 2+/3 +8

3
a) f(2x3 — 4x)dx fx” dx = %Hx”“ +C
-1



A3

a) fx3 2x4 + 7dx

= fx3(2x4 +7)%dx s(x) = 2x* +7 s'(x) = 8x°
= %f8x3(2x4 +7)%dx u(x) = <2 U(x) = gxg
=1 %(ZX4 +7)% +C fs'(x) ~u(s(x))dx =U(s(x)) +C

1
— %(ZX“ L RxA +T7)2 +C

— %(2x4 +2x4 +7 +C
b) Nimittdja 14 5x% > 0 kaikilla x.

f 1+X5x2 dx

_ 1 10x % (x)
“10J 1y 5™ J oo =

In| f (x)|+C
Koska l+5x2 > 0, niin

- 1 |n\1+5x2\+c
1+ 5x2| =14 5x2.

_1 2
10 In(1+5x)+C

Vastaus

) %(ZX“' +7N2x4+7 +C

b) £5In(+5x?)+C (my6s -InfL+5x?+C hyvaksytaan)



A4

Integroidaan funktio f.

F(x) = f (e~ — cos4x)dx

= fe*xdx—fcos4xdx

= _f—e—x dx—%f4cos4xdx

=—e X — %sin 4x +C

Funktion F arvo kohdassa 0 on 1. Maaritetdan vakio C.

F(0) =1 F(X) =—e* —%sin4x+c
—e 0 —%sin(4-0)+c =1
=1 =0
~14C=1 |+1

C=2

Integraalifunktioon F(x) = —e~* —%sin 4x + 2.

Vastaus
F(x)=—e*— %sin 4x 42



AS

Opiskelija on saanut alueen pinta-alaksi negatiivisen arvon. Han ei tutkinut,
onko alue x-akselin ylapuolella vai alapuolella.

Hahmotellaan tilannetta piirtdamalla kuva.

AY

< \\2 |

Y= x1 —x" — 6x

Y

Kuvan perusteella osa alueesta on x-akselin alapuolella.

Integroimisrajat, eli funktion kuvaajan ja x-akselin leikkauskohdat,
opiskelija on ratkaissut oikein:

x3—x2—-6x=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
X=-2, x=0 tai x=3.

Lasketaan alueen pinta-ala.

A= } f (x)dx —j f (x)dx
-2 0

0 3
Lasketaan
= f(x3 —x2 —6x)dx — f(x3 — x2 — 6x)dx _
2, 0 CAS-laskimella.

_ 253
12



A6

Kun x>0,0n y= % > 0. Siis k&yrd on x-akselin ylapuolella.

Lasketaan kéyran ja x-akselin valilld [a, 3a] rajaaman alueen pinta-ala.

3a1
A_fxm
a
3a
= [ Inlx a>0
a
3a
= [Inx
a
=In3a—Ina Inx—lny:ln%

:In%
A

=1In3, kun a>0

Alueen pinta-alaon In3 kaikilla a > 0. Pinta-ala ei siis riipu vakion
arvosta. U



A7

a) Piirretddn GeoGebralla suorat x =12 ja y = 3x — 24, kéyra

y = %(x —4)2 +8 seka rajattu alue.

Ay /
18 /
A=l -4
T ¢ /
3 \\ // / x=12
5 /y:3|x—24
X
4 6 10 1 14

Alueen voi varittdd monikulmiotydkalulla tai integroimalla

kahdessa osassa: Integraali (%(x—4)2,0,8) ja

IntegraaliVali (%(x—4)2,3x—24,8,12)



b) Integroimisraja saadaan selville ratkaisemalla suoran y = 3x—24 ja
x -akselin leikkauskohta.

3x—24=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=28
Valilla [0, 8] aluetta rajaa ylapuolelta kayra vy = %(x —4)? +8 ja

alapuolelta x-akseli.

Valilla [8, 12] aluetta rajaa ylapuolelta kdyrd y = %(x —4)? +8 ja

alapuolelta suora y = 3x — 24,

Lasketaan alueen pinta-ala.

Lasketaan
A= f( (X — 4)? +8)dx+f( (Xx—4)2 +8—(3x—24))dx  CAS-laski-
mella.
=104
Vastaus

b) 104



A8

Hahmotellaan tilannetta piirtamalla kayra y = «/x —1.

N fmm—————————

a) Kéyran vililla 1< x <5 oleva osa pyoréhtda x-akselin ympari.
Hahmotellaan tilannetta piirtdmalld muodostuva pydrahdyskappale.

Lasketaan pydrahdyskappaleen tilavuus.

5
2
V=m f Jx—1 dx Lasketaan CAS-laskimella.
1

=8t (=251



b) Kayrén vélilla 1< x <5 oleva osa pyoréhtaa y -akselin ympari.
Hahmotellaan tilannetta piirtdmalld muodostuva pydrahdyskappale.

Integroidaan muuttujan y suhteen. Ratkaistaan integroimisrajat kdyréan
yhtélon avulla.

y=4x-1=+1-1=0 Sijoitetaan alaraja x = 1.
y=+x—-1=+5-1= Ja=2 Sijoitetaan yldraja x = 5.

Ratkaistaan integrointia varten kdyran yhtalosta muuttuja x.

Ratkaistaan muuttuja x

CAS-laskimella.
Xx=y2+1
Lasketaan pydrahdyskappaleen tilavuus.
2
V= ﬂf(yz +1)2dy Lasketaan CAS-laskimella.
0
_ 206 N
=57 (~ 431
Vastaus

a) 8w

206



A9

Poikkileikkauksen pinta-ala korkeudella x on
AX) = (x+2)-Vx,

missda 0 < x <1.

1;“)0}'1 3,00m
7 = ’4

\ .
2,00 m

>

Lasketaan altaan tilavuus.
1

V = f A(x)dx
0

1
=f (X+2)-+/x dx
0

Lasketaan CAS-laskimella.
=1,7333... (m?)

Altaan tilavuus on 1,7333... m3 =1733,3... dm3 ~ 1730 L.

Vastaus
1730 L



Al0

a) Ratkaistaan polynomin P nollakohdat.

P(x)=0
X24+x—2=0

_ —1:I:,/12—4‘1'(—2) 143
o 21 2
_—1+3 ; _—-1-3
X= 5 tai x= 5
x=1 X=-2

Jaetaan polynomi P tekijéihin.

P(X)=x?+x-2 ax? +bx+c = a(x — x)(X — X,)

=1 (x—1)(x— (~2))
= (x=1)(x+2)

b) Ratkaistaan vakioiden A ja B arvot.

1 A B
P(X)  X—11 Xx+2

1 X+2) o x-1) B
x—D(x+2) _ x-1 T x+2

1 _ A(x+2) B(x—1)
X—D(x+2) ~ (x=D(x+2) T (x=D(x+2)

1 _ Ax+2A+Bx—B
x—D(x+2) ~ (X=D(x+2)

1  (A+B)X+2A-B

(x—D(x+2)  (x—D(x+2)

Yhtél6 toteutuu, kun osoittajat ovat yhta suuret.



Pitaa siis olla

(A+B)x+2A—-B=1
(A+B)- x+2A—b=0-x+1.

Muodostetaan yhtalo pari ja ratkaistaan A ja B.

A+B=0
+|2A-B =1
3A=1 |:3
-1
A= 3
Ratkaistaan vakio B sijoittamalla A =

% ensimmaiseen yhtaloon.
A+B=0

1

—o -1
5+B=0|-3

B=-—



1

c¢) Integroidaan funktio P Kéytetddn hyodyksi kohdan b tietoa, ettd

1 _1
1 _ 3 3
P(x)_x—1+x+2'
1 _1
_ 3 3
P(x)dX f( x+2 ox
_1r.1 _ f'(x)
=5/ 55 ff()dx_'”“(x)‘*C
Koska x > 2, niin
=%In\x—1\—%ln\x+2\+Cx—l>O ja x+2>0, joten
Ix—=1=x-1ja [x+2/=x+2
L1
_3In(x 1) 3In(x-|—2)-l—C
:%- In(x—1) — In(x +2) +C
T3 x+2
Vastaus

a) PX)=x2+x—2=(x-1)(x+2)

1 pg=_1
b) A_SJaB_ 3

1 1, x-1
C) fP(x)dX_Blnx+2




