K1
y y = f(x) /

|

X

0 1 2 3 4

Jaetaan véli [0, 4] neljaén

jolloin yhden osavalin pituus d = 4

4—

=~

0

0

12z 3 4 osavaliin,

=1

Suorakulmion korkeuden laskentakohtana kéaytetadan osavalin keskipistetta.

Lasketaan osavalien keskipisteet.

%:o,s
%:1,5
213225
3i24=3,5

Lasketaan suorakulmioiden korkeudet.

f(05)=1+05 =125
f(15) = 1+152 = 3,25
f(25) =\1+252 = /7,25
f(35)=1+352 =325

Lasketaan arvio pinta-alalle.

1. osavalin keskipiste
2. osavalin keskipiste
3. osavélin keskipiste

4. osavélin keskipiste

1. suorakulmion korkeus
2. suorakulmion korkeus
3. suorakulmion korkeus

4. suorakulmion korkeus

A~1 (1,25 +4/3,25 + /7,25 +/13,25) = 9,25

Vastaus
9,25



K2

Ratkaistaan tehtava GeoGebralla.
Piirretdan funktion f(x) = x* kuvaaja.

a) Méadritetddn suorakulmiosumman arvo valilld [, 3], kun n=10 ja
laskentakohtana on osavalin keskipiste.

y
25

y = f(x)

20

L

10

0 1 2 3
13.63291 Suorakulmiosumma(f, 1, 3, 10, 0.5)

Suorakulmiosumman arvoksi saadaan kahden desimaalin tarkkuudella
13,63.

Koska vélilla [1, 3] funktion f arvot ovat epanegatiivisia, pinta-alan
arvio on suorakulmiosumman arvo:

A ~13,63.



b) Kun n = 50, suorakulmiosumman arvoksi saadaan kolmen desimaalin
tarkkuudella 13,72. Pinta-alan arvio on siis

A~13,72.

13.7214 Suorakulmiosumma (f, 1, 3, 50, 0.5)

Vastaus
a) A~13,63
b) A~13,72
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Ratkaistaan tehtava GeoGebralla. y .
y = f(=)
Piirretaan funktion f(x) = x2 —4x kuvaaja. A1 .
Funktion f Kkuvaaja. 0 2 3 ﬁ
-1 t {
Maéritetddn kuvaajan ja x-akselin

leikkauspisteet.

0,0) ja (4,0) N/

Siis funktion f kuvaaja ja x-akseli rajaavat alueen valilla [0, 4].

Méaéritetddn suorakulmiosumman arvo vélilla [0, 4], kun n=14 ja
laskentakohtana on osavalin keskipiste.

Suorakulmiosumman arvoksi saadaan kahden numeron tarkkuudella —11.

Koska funktion f arvotvalilld 10, 4[ ovat negatiivisia, pinta-alan arvio
on suorakulmiosumman itseisarvo.

~-11=11

Vastaus
A~11
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Taulukosta nahdaéan, ettd osavalien lukumaéra on
neljd ja yhden osavalin pituus d = 0,5. Taulukon

arvot kertovat suorakulmioiden korkeudet.

Lasketaan arvio pinta-alalle suorakaidesaannolla.
Kaytetdan laskentakohtana osavélin alkupistetta.

Ax~d-(fQ+ f@5)+ f(2)+ f(2,5)
~0,5-(7,02 45,05+ 3,52 + 2,15)
~ 8,87

Vastaus
A~ 8,87




KS

Ratkaistaan tehtdva GeoGebralla.
a) Piirretaan funktion f(x) = x2 +2x+3 kuvaaja.

Méadritetddn alasumma vélilla [—2, 2], kun
n = 20.

Saadaan kahden desimaalin tarkkuudella
320 ~ 16,36

Alasumma(f,-2, 2, 20)

Madritetadn ylasumma valilla [—2, 2], kun
n = 20.

Saadaan kahden desimaalin tarkkuudella

i

|6

Yy

Ylasumma(f,-2, 2, 20) -2

2

'y
.36
1
|8.36

-1 0
1

b) A-kohdan tulosten perusteella 16,3 < f(x2 +2x + 3)dx < 18,4.

-2

Vastaus
a.) 520 %16,5 ja 820 %18,36

2
b) 16,3 < f(x2 +2x+3)dx < 18,4
-2
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a) Kuvasta ndhdaan, ettd valilla [2, 4] funktion f Kkuvaajanja *

x -akselin rajaama alue on puolisuunnikas, joka sijaitsee x-akselin
ylapuolella.

\y

Lasketaan puolisuunnikkaan pinta-ala.

p=2t2=5-3 A=23Tbp

Maératty integraali on yhté suuri kuin alueen pinta-ala.

4
ffumx:A:3
1



b) Kuvasta nahdéan, etta valilla [6, 10] funktion f kuvaajan ja

x-akselin rajaama alue on suorakulmainen kolmio, joka sijaitsee
x -akselin alapuolella.

1Y

y = f(x)

-2

Lasketaan kolmion pinta-ala.

A=L.4.2-4 A

> ah

N

Maaréatty integraali on yhta suuri kuin alueen pinta-alan vastaluku.

Vililla 16, 10] funktion f

10
ff(x)dx:—A:—4 _ .
5 kuvaaja on x-akselin alapuolella.

Vastaus
a) 3
b) —4
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AY
y=fix) \ VA
Y /A3 [
A, / 5\ x
4 -3 - i NAL 5 4
AN hf \
/ \
\
\
2
a) ff(x)dx: Ag =12
0
4
b) ff(x)dx=—A4=—5
2

2
c) f f (x)dx
-2

0 2
= f f (x)dx + f f (x)dx
-2 0
A A
=~y + Ay
— 12412

=0

Ay =12

A, =5

Jaetaan integraali osiin funktion
nollakohtien mukaan.

Vililla [—2, 0] funktion kuvaaja on
x-akselin alapuolella.
Vililla [0, 2] funktion kuvaaja on

x-akselin ylapuolella.

Ay =12 ja Ay =12



d)

Jaetaan integraali osiin funktion
nollakohtien mukaan.

j‘ f (x)dx
—4

= _fz f(x)dx + } f (x)dx + j f(x)dx + j f(x)dx + j f (x)dx
_4 -2 0 2 4

A A A, A A
=A+EA)HATEA) A

A =5 A =12, Ay =12,

= A — A —
A=A+ A=A+ A A =5 ja A =10

=5-12+12-5+10
=10

Vastaus

a) 12

b) -5

c) 0

d) 10
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Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x) kaikilla x.

F'(x) = D((5+x%)?) D(u(s(x)) = u'(s(x))-s'(x)
=3(5+x%)2-DG+x%)
=3(5+x%)?.4x3
=12x3(x* +5)?
= f(x)

On osoitettu, ettd funktio F on funktion f integraalifunktio. [
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a)
F(x):ff(x)dx f(x)=2x3 —4x+1
Integroidaan jokainen
=f(2x3—4x+1)dx g _ J
termi erikseen.
1 .4 1 .9 Riittad merkita yksi
=2 =X"—A =x+1.x4C
z A A 7 T integroimisvakio.
2
:%x4—2x2+x+C
b) F(x):ff(x)dx f(x)=1—m
=fa—mm
=1.x—w-x+C
—(1-m)x+C
Vastaus

a)Fu)z%x4—b@+x+c
b) FxX)=@1-m)x+C
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a) Funktion f eras integraalifunktioon Fy(x) = —x3 + X, silla
=x2+1
= f(x).
b) Funktio F on funktion f integraalifunktio tdsmalleen silloin, kun
F(x) = Fy(x)+C, missi C € R on vakio.
Funktion f kaikki integraalifunktiot ovat siis

F(X)=Fy(x)+C = §x3+x+C

c) Madritetddn vakion C arvo niin, etta integraalifunktion

F(x) = —x3 + x4+ C kuvaaja kulkee pisteen (3, —5) kautta.

F@3) = —
%~33+3+C =5
9+34+C=-5
124C=-5 |-12
C=-17

Integraalifunktio, jonka kuvaaja kulkee pisteen (3, —5) kautta on siis

F(x) = —x3 +x—17.
Vastaus
a) Fy(x) = —x3 + X
b) F(x) = x3 +x+C

¢) F(x) = —x3+x 17
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e L . _2x%2 -3 . . .
Maaritetaan funktion f(x) = 5 integraalifunktio.

F(x) = f f (x)dx

2x2 —3
= f dx
5
_ fl(sz —3)dx Siirretddn vakio S integraali
5 -
merkin eteen.
= %I(ZXZ —3)dx Integroidaan termit erikseen.

_ 1. p.1ly3 g3
_5(2 3% 3:-x)+C

= % (% x3-3x)+C Avataan sulut.

_23_3
=15 ~5X+C

Ratkaistaan, milld vakion C arvolla integraalifunktio F(x) kulkee

pisteen (—5,1) kautta.

F(-5) =1 F(x):%ﬁ—?‘

%-(—5)3—%(—5)+C=1

%.(—125)+3+C=1 .15
2.(~125) + 45+ 15C = 15
250 + 45+ 15C =15
_2054+15C =15  |+205
15C = 220  |:15

_ 220
C= 15

_ 44
C= 3

Kysytty integraalifunktio on siis F(x) = % x3 — % X+ a4

Vastaus F(x) = %X?’ —%x+4—34

5

x+C



2) }4de Madritetadn funktion f (x) = 4x jokin
A integraalifunktio F.
6/21/ 1
= [(A- %)
17
6
= [2x asketaan erotus - .
2x2 Lask F(6)—F(2)
2 F(x)
=2.6%2-2.22
F(6) F(2)
=72-8
=64
b)
2 s . ou2
f(2x2 —6)dx I_\/Iaz_arlt_etaan fuhktlon_ f(x) =2xc—6
) jokin integraalifunktio F.
fo 1
= [(2-2x3-6-X)
-1 3
)
=/ (§ x3 — 6X) Lasketaan erotus F(2) — F(—1).
-1
= (5262~ (5 (-1°~6:(-1)
:%—12—(—%%)
_16 4.2 _
=3 12 + 3 6
=6-18
=-12
Vastaus
a) 64

b) —12
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Lasketaan mééaratty integraali.

2a Méaéritetadn funktion
f(3—2x)dx f(x) =3—2x jokin
a integraalifunktio F.

- 7a(3-x—2(-ix2)
a Z

2a
= /(3x — x2) Lasketaan erotus F(2a) — F(a).
a

= (3-2a—(2a)?) — (3a—a?)
= 6a—4a% —3a+a?
=—-3a+3a

Ratkaistaan yhtalo.

2a 2a

f(3—2x)dx=0 f(3—2x)dx:—3a2+3a
a a
—3a%2+3a=0 Otetaan yhteinen tekija 3a.
3a(—a+1) =0

3a=0 tai —a+1=0
a=~0 a=1

Vastaus

a=0 tai a=1
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Funktio F(x) = xsinx-+cosx on funktion f(x) = xcosx
integraalifunktio jos F'(x) = f(Xx).

F’(x) = D(xsin x + cos x)
= Dxsin x + Dcos x D(f-g)=f"-g+f-g
Dsinx = cos x

= Dx-sinx + x- Dsinx + Dcos x .
Dcosx = —sin x

=1-sinX+ X-cosXx —sin x
= XCOS X

= f(x)

Funktio F on siis funktion f integraalifunktio.

Vastaus
on



K15

Madritetadn funktion f integraalifunktio F.

FU%:foMx f(x)=3x2 —6
:./Y3x2——6)dx
— 3. 13 6xac

3

=x3-6x+C

Koska F'(x) = f(x), voidaan integraalifunktion F &ariarvoja
tarkastella funktion f avulla.

Maaéritetaan derivaattafunktion F’ nollakohdat.

F'(x)=0
f(x)=0

32 _6=0 |+6
3x2=6 |:3
X2 =2

x=+2 tai x=-2

Laaditaan funktion F kulkukaavio. Derivaattafunktio F’ on kaikkialla
jatkuva, joten sen merkki voi vaihtua vain nollakohdissa.
Derivaattafunktion F’ kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli.




Kulkukaaviosta ndhdaan, ettd integraalifunktiolla F on maksimikohta
X = —/2. Integraalifunktion F maksimiarvo on siis —6, kun

F(—/2) = —6. Ratkaistaan integroimisvakio C.

F -2 =—6 F(x)=x3—-6x+C

3
2 -6 -2 +Cc=-56
—2J2+62+C=-6
a2+Cc=-6  |-42

C=-6—42
Kysytty integraalifunktio on siis
F(x) = x3 —6Xx—6—44/2.

Vastaus
F(X)=x3 —6x—6—42
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Selvitet&an, milloin lausekkeen 2x —4 arvot ovat epénegatiivisia.
2x—4>0 | +4

2x >4 |: 2
X>2

limaistaan integroitavan funktion lauseke paloittain maéariteltyna ilman
itseisarvoja.

2X —4, kun x > 2

12x — 4| =
—(2x—4), kun x<?2
_|2x—4, kun x > 2
C|—2x+4,  kun x<?2

Integroitava lauseke siis muuttuu kohdassa x = 2.

Lasketaan méaarétty integraali.

}2x—4dx

2X — 4, kun x > 2

2x —4ldx + | [2x — 4ldx 2x — 4] =
| f‘ | —2X+4, kun x<?2

2

-2.L

+4x)+/(Z 1y —4X)

Fa

2
- J!
0
2
[ (—2x+aydx + f(zx — 4)dx
)
/(
0

7"

/(—x2 +4x) + /(x2 —4x)
0
(

2
—224+4.2)—(-0%2+4.0)+ (6> —4-6) — (22 —4-2)
=0
=-—44+8+36—-24—-4+8
=20

Il

Vastaus
20
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a) fx%dx
:f3~x—12dx

~3 f x~2dx

=3.(-)-x14+C
3

:—;+C, kun x >0

b) f%dx
:ISA%dx
zsf%dx f%dx:ln\xHC

= 3In|x|+C Koska x > 0, niin |x| = x.
=3Inx+C, kun x>0

Vastaus
a) —%+C, kun x>0
b) 3Inx+C, kun x>0
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a) fi‘/;dx
= fx%dx

2
b) fﬁdx
1
X2
_1
=2fx 2dx
1
=2.2x2 +C

:4«/§+C, kun x >0

Vastaus
a) %xi‘/IJrc, kun x >0

b) 4JXx +C, kun x>0
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a) f(5x—2)7dx
=%f5(5x—2)7dx
=%%(5x—2)8+c

_ 1,0
—40(5x 2)°+C

b) fx x? 4 5dx

1
= fx(x2 +5)2dx

1
= %fo(x2 +5)2dx
3
:;-g(x2+5)2 +C
_ 12 5yi(y2 3
= 202 +5L(C+5)2 +C

= %(x2 +5)WXx? +5+C

Vastaus
1 e, 8
8) 55(6x—2)°+C

b) %(x2 +5)/x2 +5 +C

Yhdistetty funktio (5x —2)7.
s(x)=5x—2 s'(x)=5

u(x) = x’ U(x):%x8

fs'(x) -u(s(x))dx = U (s(x)) + C

N

Yhdistetty funktio (x2 +5)2.
s(x) = x2+5 s/(x) = 2x

1 , 3
u(x) = x2 U(x):§x2

fs'(x) ~u(s(x))dx =U(s(x))+C
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a) Funktio e2* voidaan integroida yhdistetyn funktion integrointisaantoa
kayttaen.

fezxdx s(x) = 2x s'(x) =2
- %IZeZXdX u(x) = e U (x) = eX
:%¥X+c [ ) u(s())dx = U (s(x) +C

Oikea vastaus on vaihtoehto 4.

b) Funktiota eX* ei voida integroida yhdistetyn funktion
integrointisaantoa kayttéen, silla lausekkeeseen ei saada kertoimeksi

sisafunktion x2 derivaattaa 2x.

Oikea vastaus on vaihtoehto 6.

¢) Funktio xeX* voidaan integroida yhdistetyn funktion integrointisaantoé
kayttaen.

fxexzdx s(x) = x2 s'(x) = 2x
= %foedex u(x) = eX U (x) = eX
:%exz +C 5109 u(s(x)dx = U (s() +C

Oikea vastaus on vaihtoehto 1.



d) Funktio x2e* voidaan integroida yhdistetyn funktion
integrointisaantoa kayttéaen.

fxzex3dx s(x) = x3 s/(x) = 3x2
= %fozexgdx u(x) = eX U(x) = e*
:%e” +C [ u(s())dx = U (s(x)) +C

Oikea vastaus on vaihtoehto 2.

e) Funktio % voidaan integroida yhdistetyn funktion integrointisdantoa
e

kéyttaen.

1
feﬁdx
= fe*zxdx s(x)=-2x s'(x)=-2

__l o —2X _  AX _AX
= zf 2e~“*dx u(x)=e U(x)=e

_ _%e—ZX e fs'(x) u(s(x))dx = U (s(x)) +C

Oikea vastaus on vaihtoehto 5.

Vastaus
a) 4
b) 6
c) 1
d) 2
e) 5
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Integroimisrajat saadaan selville ratkaisemalla funktion f(x) =5—e* ja
x -akselin leikkauskohta eli funktion f nollakohta.

f(x)=0
5-eX=0
—e*=-5

eX =5

x=1In5 (~1,6)

| -5
|-(—=1)

a¥X=Db & x=log,b

Funktion f(x) =5—e* arvot ovat epanegatiivisia valilla 0, In5.
Pinta-ala on funktion f maaratty integraali.

In5
A:ff(x)dx

0

In5
:j}s—&mx

0

In5 In5
= f5dx—fexdx

0 0

In5 In5
= [5x— [¢e*

0 0

=5In5—-5.0— ("5 —

5
=5In5-0-5+1

=5In5—4 (~ 4,0)

Vastaus
5In5—-4

e0)

1

Tarkistetaan tuloksen mielekkyys
likiarvon avulla.
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Yhdistetty funktio sin(8x —1).
s(x) =8x—1 s'(x)=8

= %szin(Sx—l)dx u(x) = sinx U (X) = —cosx

fsin(8x —1)dx

=3 (—eos@x—1)+C [0 u(s()dx = U(s(x)) +C

= —%cos(Bx -)+C

b)
f(5cosx+1)dx f(f(x)+g(x))dx: ff(x)dx+fg(x)dx
= f5003xdx+f1dx
=5fcosxdx+fldx [cosxdx:sinx+C
=5sinx+x+C
Vastaus

a) —%cos(Sx ~)+C
b) 5sinx+x+C
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(2sin x — cos 2x)dx

INER e

s

2
2sin xdx — fcos 2xdx

Il
ENER SN

4

Yhdistetty funktio cos2x.
s(x) = 2x s'(x) =2

u(x) =cosx  U(x)=sinx

fs'(x) -u(s(x))dx = U (s(x)) + C

™ H ™
E—smz-z)

2 2
_ ; _1
_Zfsmxdx 2f2c032xdx
4 4
3 5
= ﬂ/(—cosx)—i{stx
4 7
— 2(— 05 — (—cos ™)) — L (sin2.
=2 cos ( cos4)) 2(sm2
— 2(—cos ™ ™y _Liinn—sin ™
=2( cosz+cos4) 2(im S|n2)

[N —

0 22 0

2

_ NN
=2(0+5)~5(0-1)

~V2+3

Vastaus
2+

1
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a) fsin xcos* xdx
= fsin x(cos x)* dx
= —f—sin x(cos x)*dx
—% (cosx)® 4 C
1

5
= —ZC08> X
5

f COSX_qy
3sin? x

1
= | ZCoSX- dx
f 3 (sin x)?

= %fcosx(sin x)~2dx

1 s
= 5 (=(sinx) h+cC

_ 1

= 3sinx+C’ kun 0 < x<m
Vastaus

_ 145
a) 5cosx
b) 1 +C, kun 0<x< =

~ 3sinx

Yhdistetty funktio (cosx)*.
s'(x)
U(x) = é x°

fyuyuxmmx:ugu»+c

s(x) = cos x = —sinx

u(x) = x4

1
(sin x)2
Yhdistetty funktio (sin x)—2.
s(x) =sinx  s'(x) = cosx

ux)=x2  Ux) =-—x1

fyuquMMXZU@u»+c

= (sinx)~2
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Madritetaan funktion f(x) = 4eX —e3* integraalifunktiot.

F(x) = f(4ex —e3X)dx Integroidaan CAS-laskimella.

= 4e¥ —%e” +C

Tehtavand on madrittdad vakio C niin, ettd integraalifunktion F suurin
arvoon 5.

Funktion kulku pééatell&&n derivaattafunktion merkeistd. Maaritetaan
derivaattafunktio.

F/(x) = f(x) = 4e*¥ —e¥X
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

4eX —e3x =0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=1In2(~0,7)

Laaditaan funktion F kulkukaavio. Derivaattafunktio f on kaikkialla

jatkuva, joten sen merkki voi vaihtua vain sen nollakohdassa
x = In2 ~ 0,7. Paatellaan derivaattafunktion merkit testaamalla.

FI(X) — 4eX _e3X In2
F'(0)=3>0 + F'(x)=f(x) + -
F/() ~—9,21<0 — I(x) 4 N

max



Funktio F saa suurimman arvonsa kohdassa x = In2. Funktion
suurimman arvon tulee olla 5. Ratkaistaan vakio C.

F(In2) =5 F(x):4ex—%e3x+c
4ein2 _ %93'”2 +C=5 Ratkaistaan CAS-laskimella.
__1
€= 3
Integraalifunktio on F(x) = 4e* —%93" — 1 Tarkistetaan piirtamalla

3
funktion kuvaaja.

AY (In2, 5)
y = F(X) /
I X
e —>
-2 - 1l 2
Vastaus
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a) Selvitetddn funktion f maarittelyjoukko ratkaisemalla nimittajan

nollakohdat.
2x—1=0 |+1
2X |: 2

—1
_1
X=7

Funktio f on médritelty, kun x =

Madrittelyjoukko koostuu kahdesta erillisesta valistd: x < % ja

1
X> 2.

1) Madritetdan integraalifunktio valilla x < o

F(x) = f f (x)dx

- f 2x1—1dx

:%f 2x2—1OIX

:%In\Zx—lHC

Poistetaan itseisarvomerkit.

F(x) = %In\Zx—l\JrC

- %In(—(Zx—l)) +C

- %In(l—Zx) el

Siis F(x):%ln(l—Zx)JrC, kun x < 1.

1

Il P00t — in| £ (9| +©

f(x)

Kun x<l, niin 2x —1<0.

2
Siis [2x -1 = —(2x —1).

1
2



2) Mééritetdan integraalifunktio valilla x > 1

2
1 Kun x > L, niin 2x—1> 0.
F(x):ﬁln\Zx—lH—D 2
Siis [2x —1 = 2x —1.

:%MQX—D+D

%sFU%:%MM—D+D,mnX>%.
%ma—2m+Canx<%

%In(Zx—l)Jr D, kun x > %

Integraalifunktio on F(x) =

b) Piste (0, 0) kuuluu alueeseen x < %

Maaéritetaan vakio C.

F(0) =0
%ma—zm+c=o

Liniyc=o0
2
=0
C=0

Piste (1, 5) kuuluu alueeseen x > 1

2
Maaritetdan vakio D.

FQ) =5
%m&¢—n+D:5

lhi+p=5
2
=0
D=5

%In(l— 2X), kun x <
Integraalifunktio on F(X) =

N

%In(Zx—l)JrS, kun x > =.

N



Vastaus

a) F(x)=

b) F(x) =

%In(l—Zx)jLC, kun x <

SIS

%In(Zx—l)Jr D,kun x> =

N

1ina— 1
iln(l 2X), kun x < >

1 — 1
iIn(2x 1) +5, kun x > >
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a) fln;z dx log x" = rlogx
:fmdx
X
:fz-l-lnxdx
X
sx)=Inx  s'(x) :%
1
:folnXdX u(x) = x U(x):%x2
fs'(x) u(s(x))dx = U (s(x)) +C
:Z-;(Inx)2+c

= (Inx)2+C, kun x>0

b) fﬂdx

cos? x
= fsinx-#dx
(cos x)?
= fsin x(cos x)~2dx s(x) =cosx  s/(x) = —sinx
= —f—sin x(cosx) 2 u(x) = x2 U(x) =—x1
= —(—(cosx)"1)+C

i-i-c, kun 0 < x < &~

"~ COoS X 2

Vastaus
a) (Inx)24+C, kun x>0

b) 1 Lc kino<x<n
COS X
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a) Kun x <0, niin [x = —
Kun x>0, niin x| = x.

lImaistaan funktio f paloittain madriteltyna ilman itseisarvomerkkeja.

[y
| |~

, kun x<0
X

f) = 1+\x\
Tox kun x>0

—|-|—\

1

1 1
b) ff(x)dx:fﬁd
-1 -1
0

:flixdx+j1ixdx
0

I T f(x)dxfln\f(x)HC
1 X 1+x J f(x)

0
——/ |n\1—x\+/ln\1+x\
-1 0

= —(In[1— 0l — N[l — (=D)|) + (InL + 2 — In|L+-0)
=—(n1-1In2)+ (In2—1In1)

=0 =0
=—(-In2)+1In2
=2In2
Vastaus
%, kun x <0
a) f(x)=1"_
Trx kun x>0

b) 2In2
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a) Ratkaistaan funktion f nollakohdat.

lcosx| =0 lcosx| = 0, kun cosx =0
cosx=20

X = % +nx, missda n on kokonaisluku

Vililla 0, © on vain nollakohta x = =

5-
b) Kun 0<x§%, niin cosx >0 ja |cosx| = cosx.
Kun %<x<m niin cosx <0 ja |cosx| = —cosx.

lImaistaan funktio f ilman itseisarvomerkkeja.

cosx, kun 0<x§%

—cosx, kun % <X T

f(x) =lcosx| =

c) 1) Maééritetadn funktion f integraalifunktio vélilla 0 < x < %
F(x) = fcosxdx =sinx+C

Piste (%,—%) kuuluu alueeseen 0 < x < X, Ratkaistaan vakio

2
C.
my_ 1
F(G) 2
sin% +C = —% Ratkaistaan CAS-laskimella.

C=-1



2) Médritetaan integraalifunktio valilla % < X<

F(x) = f—cosxdx =-—sinx+D

Koska funktio F on derivoituva, sen tulee olla my®ds jatkuva

kohdassa % Talléin funktion F oikeanpuoleinen raja-arvo seka

funktion arvo kohdassa % ovat yhta suuret. Ratkaistaan vakio D.
lim F(x)= F(%)

X—I 4

2
lim (—sinx+ D) =sin = —1 Ratkaistaan CAS-laskimella.

X*}%#* 2

D=1

Integraalifunktio on siis

sinx—1, kun 0<x<ZX

F(x) = 2
—sinx+1, kun %<x<w.
Vastaus
_ T
a) x= >
cosx, kun 0<x§%
b) f(x)=
—cosx, kun %<x<w
sinx—1, kun O<x§%
c) F(x)=
—sinx +1, kun %<X<’K
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Koska f’(x)f(x) ja 1 ovatyhta suuret kaikilla x, niin my®s niiden
integraalifunktiot ovat yhta suuret kaikilla x.

Ratkaistaan funktion f(x) lauseke.

F/)(F () =1

s(x) = f(x), s'(x) = f'(x),
f f/(x)(f (x))dx = f 1dx

ux) =x, Ux) ==
%(f(x))z =x+C |2
(f(x))2 = 2x+2C A
f(x) =+2x+2C Olkoon a = 2C.
f(x)=+2x+a

Funktio f on méaritelty, kun 2x+a>0 eli x> —%.

Ratkaistaan vakio a ehdon f(2) =1 avulla.

f(2)=1
NJ2-24+a =1 Ratkaistaan CAS-laskimella.
a=-3

Ehdot tayttava funktio on siis f(x) = +/2x—3, kun x > %

Vastaus

f(x) =+2x—3, kun Z%
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a) Koska hyttysten madra f(x) >0 jasen kasvunopeus f’(x) ovat

!
suoraan verrannollisia, niiden osamé&éara on vakio k. Koska ff (())(()) ja
k ovat yhté suuret kaikilla x > 0, myos niiden integraalit ovat yhta
suuret kaikilla x > 0.

Ratkaistaan funktion f(x) lauseke.

-
f ]:‘,(())(()) dx = fkdx f ];/(())(()) dx = In|f (x)|+C
In|f(x)]=kx+C Koska f(x) >0, niin
[F(X)| = f(x).
In f(x) = kx+C 2 —b & x—log,b
f(X) — gkx+C
f(x) = e%e® Olkoon a = e®.
f(x) = aek

Olkoon ajanhetki x = 0 se ajanhetki, jolloin tilaisuus alkaa. Hyttysten
maéré tilaisuuden alussa oli 100, joten f(0) =100. Ratkaistaan vakio
a.

f(0) =100
a-ek0 =100 Ratkaistaan CAS-laskimella.
a =100



Nelja tuntia my6hemmin, eli ajanhetkelld x = 4, hyttysten maara oli
1000, joten f(4) =1000. Ratkaistaan vakio K.

f (4) = 1000
100eX4 = 1000 Ratkaistaan CAS-laskimella.
__In10
k= 4

Hyttysten maérad ajanhetkelld x tuntia tapahtuman alusta ilmaisee

In10 X X
funktio f(x) =100e 4 =100(e'10)4 =100-104 .

b) Lasketaan hyttysten lukumaara ajanhetkella x = 5.

In10 ¢
f(5)=100e 4 ~ =1778,28... ~ 1800

Vastaus
In10 X
a) f(x)=100e 4 = (=100-104), jos tilaisuus alkaa hetkella x = 0.

b) Viiden tunnin kuluttua hyttysten lukumaara on noin 1800.
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A =
a) Vdritetyn alueen pinta-alan ilmaisee 1 y y|=f(x)
3 4 <
madrétty integraali f f(x)dx — f f (x)dx. 1L 2 3V
—
1 3

Perustelu:
Aluetta rajaavat funktion f kuvaajaja x-akseli. Valilla [1, 3] on

f(x) >0 javélilla [3, 4] on f(x) <O.

b) Varitetyn alueen pintf-alan ilmaisee Ay y'= 3
maaréatty integraali f(g(x)— f (x))dx. "_>< \ X
! =1 S
y = f(X)
Perustelu:

Aluetta rajaavat funktion ¢ jafunktion f kuvaajat. Vélilla [1, 4]
on g(x) > f(x).

c) Véritetyn alueen pinta-alan ilmaisee

4 11\)/
maéréatty integraali f f (x)dx. X
1 ] 2 3 4N
y|=f{x)
Perustelu:
Aluetta rajaavat funktion f kuvaajaja x-akseli. Valilla [1, 4] on
f(x)>0.
d) Vidritetyn alueen pinta-alan ilmaisee
4 1J\y /\
maaratty integraali f(f(x)—l)dx. | /v X
1 A 123 4N
7 yl= fix)

Perustelu:
Aluetta rajaavat funktion f kuvaajajasuora y=1. Vililla [1, 4]

on f(x)>1



e) Varitetyn alueen pinta-alan ilmaisee -mﬂy y|=fix)
maaréatty integraali — { f (x)dx. T N2 3 B
' N4
Perustelu:
Aluetta rajaavat funktion f Kkuvaajaja x-akseli. Valilla [1, 4] on
f(x) <O.
A y = f(X)
f) Véritetyn alueen pinti-alan ilmaisee 1/ 7 \\74
maaratty integraali f(f(x)— g(x))dx. /1, .E:éé(xf
1

Perustelu:
Aluetta rajaavat funktion f jafunktion g kuvaajat. Vélilla [1, 4]

on f(x) = g(x).
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Y %

(9]

y=02x"-x—-10

Integroimisrajat saadaan selville ratkaisemalla paraabelin
y=0,2x2 —x—10 ja x-akselin leikkauskohdat.

0,2x2 —x—10=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=-5 ta x=10

Alue sijaitsee x-akselin alapuolella. Lasketaan alueen pinta-ala.

10
A= —f(0,2x2 —x—10)dx Lasketaan CAS-laskimella.
-5

=112,5~110 (m?)

Hiekka-alueen pinta-ala on 110 m2.

Vastaus
110 m?
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a) Piirretddn GeoGebralla kdyrat y = % —3 jay= 1—% sekd niiden

ja x-akselin rajaama alue.

A
1 2 >
2
_‘| y_1 X
_1
y=+=3

b) Integroimisrajat saadaan selville ratkaisemalla kdyrien ja x-akselin
leikkauskohdat, seka kayrien leikkauskohta.

Ratkaistaan
1 359 1-2_9 1 312 .
X X X X CAS-laskimella.
_1 _ _3
X = 3 X=2 X = 4

valilla [%, %] aluetta rajaa kayra y:%—?) ja valilla [%, 2] kayra

y=1- % Alue on x-akselin alapuolella.
Lasketaan alueen pinta-ala.

2
A=— (% —3)dx — f(l — %)dx Lasketaan CAS-laskimella.
3

Wk S—

2
4



Lauseketta voi sieventad (tai laskin saattaa antaa tuloksen eri muodossa).
4 _

41n 3 4(In4—1In3)
=4In4—-4In3
=4In22 —4In3
=8In2—-4In3
Vastaus
8In2—-4In3

(TAI 4In%)
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Hahmotellaan tilannetta piirtamélla kuva.
y
Yy = cos2r —|cosT

Integroimisrajat saadaan selville ratkaisemalla kdyran ja x-akselin
leikkauskohdat valill&a [0, ~].

cos2x+cosx =0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
X = %‘ Rajataan ratkaisut valille [0, ~].
¥
Kuvan perusteella valilla [0, 2%] , Y = o082z —|cos &

alue on x-akselin alapuolella ja

valilla [%“, n] x-akselin

ylapuolella. - T —

Lasketaan alueen pinta-ala. .

2T
3
A= f (cos2x — cos x)dx + f (cos2x — cos x)dx
0 2w
3
_33
2
Vastaus

33
2
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a) Piirretaan GeoGebralla A y\
hyperbeli y = % jasuora o
y = —X+6 seka niiden 5
rajaama alue. 4 y=—K+56
1\
2 \\
2 ™
1 V==
I ” X —
X
>
1 2 3 4 5 6

b) Integroimisrajat saadaan selville ratkaisemalla k&yrien leikkauskohdat.

% =—X+6 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=1 tai x=5

Kuvan perusteella aluetta rajaa ylapuolelta suora ja alapuolelta
hyperbeli. Lasketaan alueen pinta-ala.

5
A= f(fx +6— %)dx Lasketaan CAS-laskimella.
1

=12-5In5 (~3,95)

Vastaus
b) 12 -5In5
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Hahmotellaan tilannetta piirtaméalla Y X
funktioiden f(x) = x® —4x? ja T A
g(x) = —x—6 kuvaajat sek& niiden -2
rajaama alue. y = f(z)
=4
-8
y=g(z)
Integroimisrajat saadaan selville "
ratkaisemalla kuvaajien leikkauskohdat.
f(x) =9(x)
X3 —4x% = —x—6 Ratkaistaan CAS-laskimella.

Xx=-1 tai x=2 ta x=3

Kuvan perusteella valilla [-1, 2] on f(x) > g(x) javalilla [2, 3] on
g(x) > f(x). Lasketaan alueen pinta-ala.

2 3
A= [(100=g00dx+ [ (90~ f (x))dx
-1 2

2 3
= [ 0@ =42 — (~x—6)dx+ [(—x—6—(x3 —4x?))ix
-1 2

_ 11
=5 (=118

Vastaus
71
6
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Kéyra
y2 =5y —x ‘—y2+x
X = —y? +5y
on vasemmalle aukeava paraabeli. Siten se rajaa y-akselin leikkauskohtien

valissé alueen y-akselin oikealla puolelle.

Integroidaan muuttujan y suhteen.

Integroimisrajat saadaan selville ratkaisemalla kdyran ja Y -akselin
leikkauskohdat.

—y24+5y=0 Erotetaan yhteinen tekija.
—y(y—9%=0 Tulon nollas&antd
y=0 tai y—-5=0

y=5



Lasketaan alueen pinta-ala.
5
A=1f0v2+5ww

5.1,2
5Y%)

w\H

5
=/
0
5
/ 3 S+ 2y9)

(.13, 52y (1 43,9 2
= ( 3 53 42 55 )—( 3 0%+ 0‘)

__1 5,

= -5125+ 325
2125 2125

R
250 , 375

76 "6

_125
6

Vastaus

125
6
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Lasketaan suorakulmion pinta-ala.

A=(2-(-2))(2-0)
—4.2—=8 y=2

1
Integroinnin alaraja saadaan ;
selville ratkaisemalla kdyrén ja !

suorakulmiota ylhaalta rajoittavan P T ° [
suoran y = 2 leikkauskohta.
0,5% = Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=-1

Kayran ylapuolella olevaa aluetta A, rajaa yldpuolelta suora y =2 ja
alapuolelta kayra vy = 0,5*. Lasketaan alueen pinta-ala.

2
A= f(Z —0,5%)dx Lasketaan CAS-laskimella.
-1

_q__ 1 ~
=615 (~34752.)

Lasketaan montako prosenttia alueen A; pinta-ala on koko suorakulmion
pinta-alasta A.

7

6_
% =42 _0,4344.. = 43,44..% ~ 43 %
Vastaus

43 %
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Hahmotellaan tilannetta piirtaméalla kuva. Jaetaan alue kahteen osaan
suoralla x = a, missd 0 < a < 4.

v

15

10

y=1+415(x + 1)72

Ay

r=a r=4

Kéyran ja x-akselin vlilld [0, a] rajaaman alueen pinta-alan tulee olla
yhté suuri kuin kayran ja x-akselin valilla [a, 4] rajaaman alueen pinta-
ala. Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan a.

A=A
a 4 . .
Lasketaan integraalit
1+15(x +1)"2)dx = [ @ +15(x +1)~2)dx
{( ( )™) [( ( )™ CAS-laskimella.
15 15 Ratkaistaan
—— _+a+4+15=—"_—a+l1 )
a+1l a+1 CAS-laskimella.

a=-26—-4 (-89 tai a=2J6—-4 (=0,9)

Koska 0 <a <4, niin a= 26 — 4. Alue voidaan siis jakaa kahteen
pinta-alaltaan yhta suureen osaan suoralla X = 26 — 4.

Vastaus
Voidaan jakaa esimerkiksi pystysuoralla suoralla x = 26 — 4.
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Aikavalilla [t;, t,] kuljettu matka on yhté suuri kuin funktion v
kuvaajan ja t-akselinvalilla [t;, t,] rajaaman alueen pinta-ala.

a) Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla funktion v(t) = 20 —2t kuvaajan
ja t-akselin vélilla [0, 8] rajaama alue.

y Huomaa, etta
GeoGebralla
piirrettdessa
muuttujana taytyy
kayttaa kirjainta x.

e

15

10

Alue on x-akselin ylapuolella. Lasketaan alueen pinta-ala.
8

A= f v(t)dt
0

8

= f(ZO —2t)dt Lasketaan CAS-laskimella.
0

=96 (m)

Kappaleen aikavalilla [0, 8] kulkema matka on 96 m.



b) Hahmotellaan tilannetta piirtamalla funktion v(t) = —0,2t? 41,2t
kuvaajan ja t-akselin valilla [0, 8] rajaama alue.

Y y=—0,2t>+1,2t

Kuvan perusteella valilla [0, 6] on v(t) >0 javélilla [6, 8 on
v(t) < 0. Lasketaan alueen pinta-ala.

A:jwmm—jhmm
0 6

Lasketaan

8 8
= [ (=0,2t2 +1,2t)dt — | (—0,2t2 +1,2t)dt
f( * ) f( + ) CAS-laskimella.

0 6
=10,1~10 (m)

Kappaleen aikavalilla [0, 8] kulkema matka on 10 m.
Vastaus

a) 96 m
b) 10 m
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8=

Y

(a, f(a))

a) Applettia kéyttdmalld huomataan, ettd vakion a arvosta riippumatta
alueen pinta-ala 0,19. Pinta-ala nayttaisi siis aina olevan vakio.
b) Funktion f(x) =% kuvaajalle kohtaan x = a piirretyn tangentin

kulmakerroin k = f’(a). Derivoidaan funktio ja maaritetdan tangentin
kulmakerroin.

f(x)= % Derivoidaan CAS-laskimella.
! 1
fi(x) = —
k=f'(a)=—-=
a

Tangentti piirretdén pisteeseen (a, f(a)), eli (a, %), missa a > 0.

Muodostetaan tangentin yhtalo.
Y — Yo = k(X —Xp)

y _% = _;12 (x—a) Ratkaistaan muuttuja y
CAS-laskimella.
—_1y42
y - a2 X+ a



Hahmotellaan tilannetta piirtdmall& kuva (jollain vakion a arvolla).

y

X,

a 1 2
y=—a+=

a a

Kuvan perusteella aluetta rajaa ylapuolelta funktion f kuvaaja ja
alapuolelta tangenttisuora.

Lasketaan tangentin ja funktion kuvaajan valilld [a, 2a] rajaaman
alueen pinta-ala.

2a
(i1 2 _laski
A= f (= (g + 5 )ox Lasketaan CAS-laskimella.
a

- InZ—% (~ 0,19)

1

Alueen pinta-ala on aina In2 — 5

, joten se ei riipu kohdasta, johon

tangentti piirretaan. U

Vastaus
a) Pinta-ala ndyttaisi aina olevan vakio.
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Funktion f(x) =4x—2 kuvaajan valilld [1, 2] oleva osa pyoréhtaa

x-akselin ympéri. Hahmotellaan tilannetta piirtaméalla muodostuva
pyoréhdyskappale geometriaohjelmalla.

[

) Y = f(x)

.
~

Lasketaan pyorahdyskappaleen tilavuus.

2
V= wf(f(x))zdx Sijoitetaan f (x) = 4x — 2.
1
2 Merkitddn maéaréatty integraali
= wf(4x —2)2dx nékyviin ja lasketaan se
1 CAS-laskimella.

- %ﬂ (~ 54,45)

Vastaus
%2,
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Funktion f(x) = x3 —x% —2x kuvaajan valilli —1< x <2 oleva osa
pyorahtad x-akselin ympari. Hahmotellaan tilannetta piirtamalla
muodostuva pyoréahdyskappale geometriaohjelmalla.

3

y

Lasketaan pydrahdyskappaleen tilavuus.

2
V = wf(f(x))zdx Sijoitetaan f (x) = x3 — x2 — 2x.
1
2
= wf(x3 —x2 —2x)2dx Lasketaan CAS-laskimella.
“1
_162
=127 (~14)5)
Vastaus
162 -

35
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Kayran x = y2 +1 valilla —2 <y <2 oleva osa pyorahtaa Y -akselin
ympadri, joten integroidaan muuttujan Yy suhteen. Hahmotellaan tilannetta
piirtdmalla muodostuva pydréahdyskappale geometriaohjelmalla.

Poikkileikkausympyran sade kohdassa Yy on kuvaajan pisteen (X, y)
etaisyys Y -akselistaeli r = |[x|. Poikkileikkausympyran siteen neli6 on

r2 =[x = x2 = (y2 +1)2.

Lasketaan pyorahdyskappaleen tilavuus.

2
V= Trf(y2 +1)2dy Lasketaan CAS-laskimella.
~2
N VN
= 4w (~86,9)
Vastaus

412
5 "
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Hahmotellaan tilannetta piirtamalla paraabeli y = 0,5x°.

a) Paraabelin valilld 1< x <2 oleva osa pyorahtd4 x-akselin ympéri.
Hahmotellaan tilannetta piirtdmalld muodostuva pydrahdyskappale
geometriaohjelmalla.

A
2 1Y




Lasketaan pyorahdyskappaleen tilavuus.

2
V = nf(0,5x2)2dx Lasketaan CAS-laskimella.
1

_ 31
~20"

b) Paraabelin vélilla 1< x <2 oleva osa pyordht&a Y -akselin ympéri.

Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla muodostuva pyoréhdyskappale
geometriaohjelmalla.

3

-2 -1 1 2

Integroidaan muuttujan Y suhteen. Ratkaistaan integroimisrajat
paraabelin yht&lon avulla.

0,5-12=0,5 Sijoitetaan alaraja x = 1.

0,5-22 =2 Sijoitetaan yldraja x = 2.

Ratkaistaan integrointia varten paraabelin yhtaldstd muuttuja x.

Ratkaistaan muuttuja x

y = 0,5x? ,
CAS-laskimella.
X=42y tai x=—2y

paraabelin paraabelin
oikea puoli vasen puoli



Koska 1< x <2, niin x =./2y.

Poikkileikkausympyran sdteen nelié on

2
r2=|x?=x2= 2y .

Lasketaan pyorahdyskappaleen tilavuus.

2
V= ﬂf J2y dy Lasketaan CAS-laskimella.
0,5
_ 55,
Vastaus
31
a) 55

b) %n
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Olkoon y; = —x?>+16 ja y, = 2x+8. Kayrien ja x-akselin rajaama
alue pyorahtaa x-akselin ympari. Hahmotellaan tilannetta piirtamalla
kéyrét ja pyorahtava alue.

y
y2 = 2x + 8
_ 2
Yy = —x" + 16
Tilavuus on laskettava
kahdessa osassa, koska

x pyorahdyskappaleen
] \ PorT rajaava kayra vaihtuu.

Ratkaistaan integroimisrajoja varten kéyrien leikkauskohdat.

Y1=1Y2
—x24+16=2x+8 Ratkaistaan CAS-laskimella.
X=—-4 tai x=2

Aluetta rajaava kayra vaihtuu kohdassa x = 2.

Ratkaistaan integroimisrajoja varten kdyrien ja x-akselin leikkauskohdat.

yl:O y2:0
—x24+16=0 2x+8=0
Xx=—4 tai x=4 X=—4

Piirretdadn pyoréhdyskappale geometriachjelmalla.



Rajataan kayra

y; = —x? +16 vilille 2 < x < 4
ja kayra

yo = 2x+8 vilille —4 <x<2.

Lasketaan pyorahdyskappaleen tilavuus.

Vililla [—4, 2] pydrahtaa

V=V, +V
2% kayra y,(x) = 2x+8 ja

valilla [2, 4] pyorahtaa
= x))2dx + x))2dx
m j; (¥ (x))2de 4 [ OV s 10 = —x? 416,

2 4
= ﬁf(ZX +8)2dx + ”Rf(—Xz +16)2dx Lasketaan CAS-laskimella.
4 2

_ 6016

5 " (=~ 1260,0)

Vastaus

6016
15 "
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2
Olkoon y; =+/4x ja y, = XT Kayrien rajaama alue pyoréhtaa
x -akselin ympari. Hahmotellaan tilannetta piirtamalld kayrat ja pyoréahtavé

alue.

y

Y1 = Vix

Ratkaistaan integroimisrajoja varten kayrien leikkauskohdat.

Yyi=1Y>
2
Vax = XT Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=0 tai x=4

Py6rahdyskappaleen ulkopinta muodostuu kdyran vy, = +/4x ja sisapinta

2
kayran y, = XT pyoréhtdessd x-akselin ympari vélilla 0 < x < 4.



Piirretddn pyorédhdyskappale geometriaohjelmalla.

A

y

Lasketaan pydrahdyskappaleen tilavuus.

V= Vulko _Vsisé

4 4
=7 [ (y100)2dx = [ (y(x))?dx
0 0

4 4 )
2 2
- wf Jax dX—’I\'f XT dx Lasketaan CAS-laskimella.
0 0

_ 96 .
=27 (~60,3)

Vastaus

9%
15

I
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Kayrien vélilla 0 < x < 2w rajaamat alueet pydrahtavét x-akselin
ympari. Hahmotellaan tilannetta piirtdimalla kuvat.

A

f(2) =8inE

f(xz) =coszx

Koska integroidessa tullaan kasittelemaén funktioiden sinx ja cos x
nelioitd, ilmaistaan taulukkokirjan muunnoskaavoja hyodyntaen funktiot

sinZx ja cos?x muodossa, jossa ei ole potensseja.

Ratkaistaan sin2x kosinin

1—2sin? x = cos 2x | -1 _ _
kaksinkertaisen kulman kaavasta.
—2sin2x = cos2x —1 l: (—2)
2y 1 1
sinc x = > COS2X + 5
Ratkaistaan cos?x kosinin
2€0s? x —1 = c0s 2x | +1 _ _
kaksinkertaisen kulman kaavasta.
2€0s2 X = cos2x +1 : 2

2¢y_ 1 1
cos? X = 5 082X+



Lasketaan molempien py6réahdyskappaleiden tilavuudet.
VAR

Vi = Wf(sin x)2dx
0

27
_ 2 in2y 1 1
_wfsm xdx sinc x = 2(:052x+2
27 1 1
= wf(—5c052x+§)dx
0
27
= —%f(cost—l)dx Yhdistetty funktio cos2x.
2w
= —%-%fZ(cost—l)dx
0
27

( 2 cos2x—2)dx
0 s'(x)u(s(x))

= 4/(smzx—ZX)
0 U(s(x))
= - (sin2:21—2.2%—(sin2:0-2-0))
——(sm47r—47r—(3'n0 0))
=0 =0
:-%-(—41()

:’]’(2



27
Vs = T f (cos x)%dx
0

2T
:ﬂfCOSZXdX coszx:%0052x+%
0

27
= ’nf(%COSZX + %)dx
0
27
= %f(cos 2x +1)dx Yhdistetty funktio cos2x.
0

n 1

>

2(cos2x +1)dx

N
o ¥

27
:lf( 2 cos2x+2)dx
0 50 uGs(x)

27
= % / (sin2x + 2x)
0 U(s(x))

- %(sin(z- 21) +2- 27— (sin(2-0) + 2. 0))

= %(sin 47 4 47— (sin0 + 0))
=0 =0

4T

I
NS

I
=
N

On osoitettu, ettd kappaleiden tilavuudet ovat yhté suuret, kummankin
kappaleen tilavuus on 2. O
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Lasketaan taidemaljakon tilavuus.

dx Integroidaan CAS-laskimella.
= 42,572... (dm3)

Taidemaljakon tilavuus on 42,572...dm3 ~ 42,6 L.

Vastaus
42,6 L
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(2. y)
a a
60°
a a
2 2
Maéritetaan integroimisrajat.
y=0
9—x2=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.

X=-3 ta x=3

Merkitaan kohtaan x piirretyn tasasivuisen kolmion sivun pituutta
kirjaimella a. Tasasivuisen kolmion kaikki kulmat ovat 60°. Ndin ollen
kolmion pinta-ala on

A(X) = %a-a-sin 60° sin60° = %
2 2

N
QJN



Ratkaistaan a2 Pythagoraan lauseen avulla.

2

L y? = a2 Ratkaistaan CAS-laskimella.

2
2_ 4.2
a —3y

Toisaalta kolmion korkeus on paraabelin yhtalén mukaan y =9 — x2,
joten

A(X) = */_ */_3 %y2:%(9—x2)2.

Lasketaan kappaleen tilavuus.
3

V = f A(X)dx
-3

3
= f%(g — x2)2dx Integroidaan CAS-laskimella.
3

- 43%J§ ( ~149,6)

Vastaus

4323
5
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Madritetaan integroimisrajat.

y=0
_ 22, g_
25x +8=0

x=-10 tai x=10

Lasketaan kaarihallin tilavuus.

10
_1 2
V = 2ﬁj(f(x)) dx
-10
1 10 5 2
_ 4 _ L 2
= wa 25x +8 dx
-10
—1072,330...

=1072 (md)

Vastaus
1072 m?

Ratkaistaan CAS-laskimella.

Integroidaan CAS-laskimella.
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Hahmotellaan tilannetta piirtamalla kdyran y = x2 —1 kuvaaja, suora
X = 2 ja pyoOréahtava alue.

ya::2/

Lasketaan pyorédhdyskappaleen tilavuus integroimalla muuttujan 'y
suhteen, joten ratkaistaan kdyran y = x? —1 yhtal6sta muuttuja x.

) Ratkaistaan muuttuja x
CAS-laskimella.

X=—Jy+1 tai x=.y+1
Pyorahdyskappale sijaitsee alueessa x > 0, jotenvain x =,y +1

kelpaa.
Poikkileikkausympyran sade kohdassa y on funktion f kuvaajan

pisteen (X, y) etdisyyssuorasta x =2 eli r =2 —x|.



Poikkileikkausympyran pinta-ala on
A(y) = 112 = (12— x))? = 7(2 — X)? = w(2 — [y +1)2.

Lasketaan pyorahdyskappaleen tilavuus.

—w

V= | A(y)dy
0
}(2 m)zd Integroidaan
= ’T( [
0 Y g CAS-laskimella.
_ 5w
6
Vastaus
5n

6



(z,y)

Pydréhdyskappaleen sade Yy on puolet nelion lavistajast, eli nelid
koostuu neljasta kolmiosta, joiden kanta seka korkeus on .

Nelion pinta-ala kohdassa x on A(x) = 4-% =2y? = 2(x? +1)%.

Lasketaan pydrahdyskappaleen tilavuus.
3

V = f A(x)dx
-2

3

= f2(x2 +1)2dx Integroidaan CAS-laskimella.
-2

= 166, 666...

~ 167 (cm?)

Vastaus
167 cm3



