9.1.2025 klo 13.54

@ Vastaa viiteen tehtavaan.

1. Yhtal6ita ja lausekkeita 12 p.

Valitse sopivin vastausvaihtoehto.

1.1Yhtalolla =5 (z 4+ 3) = =3 (z +2) — 2z 2p.
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ei ole ratkaisuja.: on useampi kuin yksi ratkaisu. : on tdsmalleen yksi ratkaisu ja se on kokonaisluku.

on tasmalleen yksi ratkaisu ja se ei ole kokonaisluku. :

PERUSTELU

—5(x+3)=-3(x+2)—2z
—b5r—15=-3x—6—2x

—b5r—15=—-bx—6
S5c —5r=15—6
0z=9

Mikaan luku z ei toteuta yhtaloa, koska yhtalon vasen puoli on aina 0 .

Oikea vastaus on "yhtal6lla ei ole ratkaisua".

12, o 2r—1
Yhtalslla 8 — (4 —3z) =z — — — 5
on ratkaisu T = % _on ratkaisu £ = ;_’g on ratkaisu = _%_ on kokonaislukuratkaisu. : ei ole ratkaisua.
PERUSTELU
8—(4—3z)=x— 5 — ZT_I || -6 Kerrotaan yhtalé luvulla 6, jotta saadaan nimittajat pois.
6(2z—1)

6-8—6-(4—3z)=6c— 5%

48 — 24+ 18x =6z — 3z —2x+1

172 = —-23
—_23
T=—1
Oikea vastauson = — 2

1.3 Mill vakion a arvolla yhtélén 4a2 + 1 = (5 — 2a)? eras ratkaisu on z = 22 3 p.

GI—40 a

99

Ei millaan vakion a arvolla.

Kaikilla vakion a arvoilla.

PERUSTELU

Sijoitetaan annettu muuttujan x arvo yhtaldon ja ratkaistaan a :
402 +1= (52— 2a)®

402 +1 = (10 — 2a)?

462 + 1 = 100 — 40a + 4a?

40a = 99
— 9
C=7

Oikea vastaus ona =

99
40"

15% 14% 13% 12% 1,1%

PERUSTELU

Olkoon alkuperainen veroton hinta z € .
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1.4 Suomessa yleinen arvonliséveroprosentti nousi 1.9.2024. Aikaisemmin se oli 24 % ja on nyt 25,5 %. Montako
prosenttia kuluttajahinnat muuttuivat taman seurauksena (kun verottomat hinnat sailyivat ennallaan)? 2 p.
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: 1,2552—1,24
Korotusprosentti saadaan lausekkeella # -100 % .
y

1,255 — 1,24%

104z 0 %=1,20..%~12%.

(1,255-1,24)/1,24
~ 0,0120967741935:

Oikea vastaus on siis 1,2 %.

1.5 Suorakaiteen pituus kasvaa 12 %. Montako prosenttia leveyttd on pienennettdva, kun suorakaiteen pinta-ala kasvaa
vain5 %? 3p.

75% 7% 65% 625% 525% 5%
PERUSTELU
Olkoon z suorakaiteen alkuperdinen leveys ja y sen alkuperainen pituus.
Suorakaiteen uusi pituus on 1,12x ja sen uusileveysona - y.
Suorakaiteen uusi pinta-ala on 1,12axy , joten saadaan
1,12azy = 1,05zy .

1,05

Sitena = m =0,9375.

Kun alkuperéinen leveys kerrotaan luvulla 0,9375 , pienenee se 6,25 % .

Oikea vastaus on siis 6,25 % .

2. Suoran ja x-akselin valinen pinta-ala 12 p.

Suora s kulkee pisteiden (5, %) ja (%, 1) kautta. Suora t kulkee pisteen (15, — 5) kautta ja muodostaa suoran kulman
suoran 8 kanssa.

2.1 Muodosta suoran t yht&lé. Al3 kayt likiarvoja laskuissa. 6 p.

RATKAISU
1 _9
Suoran s kulmakerroin on k; = %_45 = j = % . % = % .
Suoran t kulmakerroin saadaan yhtalosta ks < k¢ = —1
1k =-1
k=-—2.

Muodostetaan suoran ¢ yhtélé yhtélon y — yo = k (x — xg) avulla.
Sijoitetaan piste (29, yo) = (15, — 5) ja saadaan

y—(-5)=—2-(z-15)
y+5=—-2x+30

y=—2x+25

Vastaus:y = —2x + 25 (tai2z +y—25=0)

PISTEYTYS

- Kulmakerroin suoralle s oikein (1 p.)

- Idea suoran t yhtalén muodostamiseksi (esim. ylla mainitulla yhtalolla) (1 p.)
- Saatu tarkka kulmakerroin suoralle ¢ perusteluineen. (1 p. + 1 p.)

- Sijoitus yhtaloon ja saatu suoran t oikea yhtdlé muodossa y = —2x + 25
tai sievennetyssa normaalimuodossa. (1 p.+ 1 p.)
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Huom. Oikea ratkaisu, jossa on kaytetty likiarvoja max. 4 p.

2.2 Olkoon A; suoran t ja z-akselin valiin ja&van alueen pinta-ala, kun z € [0, 25].
Laske pinta-alan A; tarkka arvo. Laske sen jalkeen maaratyn integraalin I; = f(2]5 t (:v) dx tarkka arvo. Miksi
maaratyn integraalin arvo ei ole yhta suuri kuin pinta-ala 4z ? 6 p.

RATKAISU

Suoran t nollakohta saadaan yhtalosta —2x 4+ 25 = 0.

2x =25
_ 2
rT=%3

Integroidaan ensin valilla [O, 2—25] , jolloin suoran lauseke saa epanegatiivisia arvoja (laskeva suora ennen
nollakohtaa):

Suorant ja x -akselin véliin jadvan alueen pinta-ala on siten
25

A= [ (—2w+25)dw=/2 (—a? +252) = —(2)* +25- 25 — (0+0) =

_ 625 4 625 _ 625
4+2_4

Koska suoran lauseke saa negatiivisia arvoja vélillé] %, 25] , niin suoran t ja x -akselin valiin jadvan alueen pinta-
ala kyseisella valilla on symmetrian perusteella

A2=—f%§ (—2z + 25) dx = A; .

625

Suoran t ja x -akselin viliin j&van alueen pinta-ala valilla z € [0, 25] on 2 - % =3

Laskemalla saadaan maaratyn integraalin arvoksi

25
I= [ (-2z+25)dx = / (—a2 + 25z) = —(25)% +25-25— (0+0) = —625 + 625 = 0

Suoran t ja x -akselin valiin jadvan alueen pinta-ala ei kuitenkaan ole 0 vaan pitdd huomioida, etta suoran lauseke saa
seka positiivisia etta negatiivisia arvoja kyseisella valilld ja laskea pinta-ala kahdella eri integraalilla.

Vastaus: Apop. = %

Huom. Kysytyn pinta-alan voi laskea vaikkapa suorakulmaisia kolmioita kdyttden. Valillé [0, 2—25] muodostuu

suorakulmainen kolmio, jonka kateettien pituudet ovat 25 ja % Témdn kolmion pinta-ala on

25.%5
A= 22 = %. Vc'i/il/d] %, 25] muodostuu edellisen kolmion kanssa yhtenevd kolmio, joten kysytty pinta-ala on %

PISTEYTYS

- Laskettu suoran ¢ tarkka nollakohta. (1 p.)

- 1. integraalissa oikea integroitava + oikea tarkka tulos (1+1 p.)

- Laskettu oikea integraali 2. osavalilla, tai perusteltu miksi pinta-ala 2. valilla on yhta suuri kuin 1. valilla (1 p.)
- Kysytty pinta-ala on 6—35 p.ay. (1p)

- Perusteltu, miksi kokonaispinta-ala ei ole 0. (1 p.)
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3. Juuria ja logaritmeja 12 p.

3.1 Olkoot funktiot f (z) = 2v/1 + 22 ja g () = 2 — 2z. Ratkaise yhtdlé f (z) = g(z). 6p.

RATKAISU

2V1+22=2—-2z
Koska yhtdlén vasemman puolen juurrettava on positiviinen ja juuren edessa on positiivinen kerroin, yhtalén oikean
puolen lausekkeen (etumerkin) on oltava positiivinen, eliz < 1.

Korotetaan yhtalén molemmat puolet potenssiin 2:
4(1+2?) = (2—22)°

4+ 4x% =4 — 8z + 4x?

8r =0

z=0

Koska 0 < 1 ratkaisu toteuttaa maarittelyehdon.
Vastaus: x =0

PISTEYTYS

- Yhtaléon molemmat puolet nelidity oikein. (1 p.)

- Saatu oikea toisen asteen yhtalé. (1 p.)

- Poistettu sulkeet oikein. (1 p.)

-Saatu yhtal6 8¢z = 0. (1 p.)

- Todettu, ettd x = 0 kelpaa (tarkistus tehty). (1 p.)

-Vastaus: x = 0 (1 p.)

Huom. Jos = 0 léytyy kokeilun kautta, ja sijoitus alkuperdiseen yhtal66n on tehty, annetaan tehtdvéasta max 1 p.

3.2 Olkoot funktiot p () = log, (z — 4) jar (x) = 2 + log, (x — 4). Ratkaise yhtal6 p () = 7 () ja anna tarkka
vastaus murtolukumuodossa. 6 p.

RATKAISU
Vaihtoehto 1:
log, (x — 4) = 2 + log, (z — 4) ja maarittelyehto: > 4

Kantaluvun vaihto: log, f (z) = lolg;’gff)
b

Vaihdetaan yhtalon oikean puolen logaritmilausekkeen kantaluku luvuksi 4 ja ratkaistaan yhtalo:

logy(z —4) =2+ logy(z — 4)

log, (z—4
log,(z —4) — % =2
log, (z—4
logy(z—4)=2+ %
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b&@—g-o—%)=2
2
logy(z —4)-(-1) =2
log,(x —4) = -2
r—4=472

_ 65
T=16

Ratkaisu tayttad maarittelyehdon > 4

e — 65
Vastaus: £ = 16

PISTEYTYS

- Todettu maarittelyehto 2 > 4 (1 p.)

- Muutettu yhtaldé muotoon, jossa jokaisen logaritmilausekkeen kantaluku on 4. (1 p.)
-Saatuyhtals x —4 =472 (1 p.)

- Yhtalo ratkaistu oikein ja saatu £ = % . (1p)

- Ratkaisu toteuttaa maarittelyehdon z > 4 (1 p.)

-Vastaus: z = (15—2 (1p.)

Vaihtoehto 2:
Vaihdetaan yhtalon vasemman puolen logaritmilausekkeen kantaluku luvuksi 2 ja ratkaistaan yhtalo.

logy(x —4) =2+ logy(z — 4)
logy (z—4)
—1021,;2 @ = 2 + log, (z — 4)
logy(z —4) =4+ 2logy(z —4)
logy(x —4) = —4
r—4=2""

1 _ 65
T=4+35=1

Ratkaisu toteuttaa madrittelyehdon > 4
PISTEYTYS

- Todettu madrittelyehto £ > 4 (1 p.)

- Vaihdettu yhtalén vasemman puolen logaritmilausekkeen kantaluku luvuksi 2 ja ratkaistu yhtalé. (1 p.)
-Saatuyhtals z —4 =472 (1 p.)

- Yhtal6 ratkaistu oikein ja saatu £ = % . (1p)

- Ratkaisu toteuttaa maarittelyehdon 2 > 4 (1 p.)

-Vastaus: z = % (1p.)

Vaihtoehto 3:
Sijoitetaan yhtaldon kumpikin puoli luvun 4 eksponentiksi:

logy(x —4) =2 + logy(z — 4)
410g4(z—4) — 42+log2(z—4)
4log4(z—4) —42. (22)10g2(z—4)
T—4=16-(z—4)°
(z—4)(16-(z—4)—1)=0
(x —4) (162 —65) =0
z=4Vz= %
Naista vain jalkimmainen ratkaisu toteuttaa maarittelyehdonx > 4.
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PISTEYTYS

- Todettu maarittelyehto z > 4 (1 p.)

- Muutettu yhtalé eksponentiaaliyhtaloksi, jossa jokaisen eksponenttilausekkeen kantaluku on 4. (1 p.)
-Saatuyhtals z —4 =472 . (1p.)

- Yhtalo ratkaistu oikein ja saatu £ = % . (1p)

- Ratkaisu toteuttaa méaarittelyehdon z > 4 (1 p.)

-Vastaus: x = % (1 p)

4. Kolmion kulmat ja trigonometrinen yhtalé 12 p.

Aineisto

4.A Kuva: Kolmio

4.1 Tutki aineistossa 4.A olevaa kolmion kuvaa.
Laske kuvan kolmion kulmien /3 ja -y suuruudet, kun kolmion pinta-ala on 15,8 cm?. 8 p.

RATKAISU

Olkoon kulman « vastakkaisen sivun pituus @ ja kulman (8 vastakkaisen sivun pituus b.
Koska pinta-ala on % -b- 8,41 - sin(42,6°) = 15,8,

2158 —555... cm.

onb= 8,41-5in(42,6°)

b=(2*15,8)/(8,41*sin(42,6))
= 5,55113757513754489639

Kosinilauseen perusteella on
a? =8,41% +b> —2-8,41 - b - cos(42,6°), josta laskimella saadaan positiivinen juuri @ = 5,728... cm.

8,4172+b"2-2%8,41*b*cos(42,6)
= 32,81374470655659297774

sgri(ans)
= 5,7/2832826455996610056
Sinilauseen nojalla sin(f) = w ,joten B = arcsin(%) ~ 41,0°.

https://oma.abitti.fi/school/preview/86fe76d9-8080-4a04-a41f-1485b3ef7783 7128
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arcsin{b*sin(42,6)/ans)
= 40,99085803807904373667

180-42,6-ans
= 096,40914196192095626333

Talléin kulma v = 180° — 42,6° — 41,0° = 96,4°.
Huom. Opiskelijan ei tarvitse mainita toista sinilauseesta saatavaa kulmaa, joka on noin 139°.
PISTEYTYS

- Merkitty sivujen pituudet ja kulmien suuruudet kirjaimilla, josta kay ilmi etta kulman ¢ vastakkaisen sivun pituus
on aja kulman 3 vastakkaisen sivun pituus on b. (1 p.)

- Sijoitus pinta-alan kaavaan oikein. (1 p.)

- Laskettu sivun b pituus. (1 p.)

- Sijoitus kosinilauseeseen. (1 p.)

- Laskettu sivun a pituus. (1p.)

- Sijoitus sinilauseeseen. (1 p.)

- Laskettu kulma S oikein. (1 p.)

- Laskettu kulma 7y oikein. (1 p.)

Huom. Jos kaytetty liian karkeasti pyoristettyja likiarvoja valivaiheissa, niin ylla olevasta tehtavasta annetaan max 6 p.

4.2 Ratkaise yhtil6 2 cos(3z) = v/3, kun 0 < & < 7. Anna tarkka vastaus radiaaneina. 4 p.

RATKAISU

cos(3w)=§
3x=¢+n-2n V3z=—F +n-2m,ne’

w=1—7g+n-%“Vm=—%+n-%"

Ratkaisuista £ = 1—"8 +n- %" saadaan

T = —111—; < 0, kunn = —1 (ei toteuta maarittelyehtoa)
T = {5 €0, 7|, kun n = 0 (toteuttaa maérittelyehdon)
T = 11%" €]0, [, kun m = 1 (toteuttaa madrittelyehdon)
xr = 215% > 7, kun n = 2 (ei toteuta maarittelyehtoa)
Ratkaisuista z = —1—7;3 +n- %’r saadaan

T = —% < 0, kunn = 0 (ei toteuta maarittelyehtoa)

T = 111% €]0, «[, kun n = 1 (toteuttaa maérittelyehdon)
T = 21%" > 7, kun n = 2 (ei toteuta maérittelyehtoa)

m 11m — 1

Ratkaisut, jotka kuuluvat valille [0, 7] ovat T = {5, T = 53, T= 55 -

PISTEYTYS
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- Saatu yhtalé cos(3z) = 23 . (1p)

- Ratkaistu 3 oikein. (1 p.)
- Ratkaistu x oikein. (1 p.)
- Ratkaisut, jotka kuuluvat valille [0, 7] ovat z = ¢, =

S

11im _ 13w
1—8,.’B— 18 - (1p)

5. Menninkaisia ja keijukaisia 12 p.

Pikku menninkaiset tekivat taikojaan; seitseman kertaa paivassa, seitsemana paivana viikossa, seitseman viikon ajan jokainen
pikku menninkainen laittoi seitsemaan sakkiin seitseman pussukkaa. Jokainen pussukka sisalsi seitseman sinapinsiementa.

Menninkaisten taikojen jalkeen pienet keijukaiset tulivat kuitenkin keppostelemaan. Kukin keijukaisista poltti kolme
menninkaisten sakeista sinapinsiemenineen. Jaljelle jadneista sinapinsiemenista he soivat kaikki paitsi joka seitsemannen.

5.1 Oletetaan, ettd menninkaisia oli 6 ja keijukaisia oli 40. Osoita laskemalla, ettd menninkaisille jaa keijukaisten
kepposten jalkeen 100 002 sinapinsiementa. 2 p.

RATKAISU

Menninkéisilla on yhteensd 7 -7 -7 -7 -7 - T - 6 sinapinsiementd, joista keijukaiset polttavat 7- 7 - 3 - 40 . Jiljelle

jaavista sinapinsiemenista he syovat % jattaen jaljelle % , jolloin menninkaisille jaa yhteensa
7-7-7-7-7-7-6—7-7-3-40

- = 100002 sinapinsiementa.

PISTEYTYS
-Erotus7-7-7-7-7-7-6—17-7-3-40 muodostettu oikein. (1 p.)
- Vastaus (1 p.)

5.2 Osoita, etta kepposten jdlkeen jaljella olevien sinapinsiementen lukumaara on jaollinen seitsemalla rilppumatta
menninkaisten ja keijukaisten lukumaarista. 4 p.

RATKAISU
Merkitdan menninkaisten lukumaaraa muuttujalla z ja keijukaisten lukumaaraa muuttujalla y.

Talldin kepposista selviytyvien sinapinsiementen lukumaara on

x—773
# = 75x—7-3y=7(75:v—3y)
Sulkeissa oleva luku on kokonaisluku, koska se on muodostettu kokonaisluvuista yhteenlaskun ja kertolaskun avulla.
Koska luku 7 (75.7: — 3y) on muotoa 7m, missa m on kokonaisluku, on sinapinsiementen lukuméaara jaollinen

seitsemalla.
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PISTEYTYS
72773
- Lauseke %

- Lauseke 7 (75.7; — 3y) muodostettu oikein. (1 p.)

muodostettu oikein. (1 p.)

- Perusteltu, etta sulkeissa oleva luku on kokonaisluku. (1 p.)
- Perusteltu, etta tutkittava luku on jaollinen seitsemalla. (1 p.)

5.3 Jos menninkdisid oli 777" 7' ja keijukaisia oli 5, niin menninkaisille j44 lopulta todella suuri maara

sinapinsiemenia. Osoita, ettd menninkaisille jaavien sinapinsiementen maara on luku, jonka viimeinen numero on 4.
6 p.

RATKAISU

Tarkastellaan kongruenssin avulla sinapinsiementen lukumaaran jakojaannosta kymmenella jaettaessa. Jakojaannos
(0-9) on luvun viimeinen numero.

6 TTTITTT _ o 0
77 - 7-7-3:5 577777782—3'7'5 (mOd 10)
1944445

=(7) -7"-3.7-5
= 11944445 .49 — 105
=1-9—-5 = 4 (mod 10)

Koska jakojaannokseksi saatiin 4, on luvun viimeinen numero 4.
PISTEYTYS

- Todettu, etta jakojaannos luvulla 10 jaettaessa antaa viimeisen numeron. (1 p.)
76_77777777_7'7'3_5
7
- Kongruenssin modulo 10 kayttaminen. (1 p.)

- Laskettu jakojaannds 4 kongruenssilla. (3 p.)

- Lauseke muodostettu oikein. (1 p.)

6. Liikkuva piste 12p.

Piste P liikkuu zy - tasossa siten, ettd sen paikkavektori hetkelli ton7 (t) = (1 —3t) i + (3+¢) j, kunt € R.
6.1 Minka kayran piste P piirta3, kun parametri ¢ kay lapi kaikki reaaliluvut? Anna vastauksena kdyran yhtalé. 4 p.
RATKAISU

r=1-—3t

Pisteen P paikkavektori maaraa pisteen P koordinaatit, jotka ovat {'y — 34t
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r=1-—3t
Jy=9+3t

Eliminoidaan parametri ¢ . Aloitetaan kertomalla alempi yhtalé luvulla 3: {

Lasketaan yhtalét yhteen:x + 3y =10+ 3y—10=0

(Toinen tapa eliminoida parametri t : Ratkaistaan ¢ vaikkapa alemmasta yhtélésta, jolloin saadaant = y — 3.
Sijoitetaan tamé lauseke ylempéaan yhtéléon, jolloin saadaan x = 1 — 3 (y — 3) ja edelleen
z=1—3y+9 =10 — 3y.Paadytaan samaan yhtdléénz + 3y — 10 =0.)

Vastaus: Piste P piirtaa suoran £ 4+ 3y — 10 = 0, kun parametri t kay lapi kaikki reaaliluvut.
PISTEYTYS

- Pisteen koordinaatit lausuttu parametrin £ avulla. (1 p.)

- Kerrottu jompikumpi yhtalo sopivalla luvulla tarkoituksena eliminoida £ ja laskettu yhtalot
yhteen (Vaihtoehtoisesti: Ratkaistu parametri ¢ jommastakummasta yhtalosta ja sijoitettu
saatu lauseke toiseen yhtalédn.) (1 p.)

- Todettu etta kyseessa on suoran yhtald ja annettu se joko muodossa £ + 3y — 10 = 0 tai

y=—2z+% . (p+1p)

6.2 Pisteen P piirtamalta kayralta valitaan piste Fy , joka on I&himpéna origoa. Méaarita pisteen Py koordinaatit. 8 p.

RATKAISU
Olkoon origo piste O = (0, 0) . Suoran yhtél ratkaistussa muodossa on y = —%:c + % .
Merkitaan kysyttya pistettd Py = (m, — %a; + %) )

Vaihtoehto 1:

Ratkaistaan tehtava kayttaen vektorien ominaisuuksia.

Pisteen Py paikkavektorion OPy = =1 + (—%w + %) j.
Suorany = kx + b suuntavektorion 1 + k] .
Suoran $ suuntavektori on siten 5 = 1 — %j .

Tiedet&an, etté vektori OF, on kohtisuorassa vektoria 3 vastaan silloin, kun piste P on l&himpéna origoa. Vektorien 3

ja OP, pistetulo on siis nolla:
OPFy-5=0&z-1+(—3z+3)-(—3)=0

1,10 _ 0, _ 10 _
z+5z— 5 =0< s L= =z=1

0_9_
0 -2 =3,

w|w©

Sijoittamalla & = 1 suoran s yhtéléon saadaany = —% 14
Pisteen Py koordinaatit ovat siten Py = (1,3) .

vastaus: Py = (1, 3)
PISTEYTYS

- Muodostettu suoran s yhtalén ratkaistu muoto. (1 p.)
- Muodostettu suoran s suuntavektoris = 1 — %j . (1p)

- Muodostettu etsityn pisteen paikkavektori OF; . (1 p.)
- Kohtisuoruusehto todettu. (1 p.)
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9.1.2025 klo 13.54 PISTEYTYSOHJE_MAAPRELI_MFKA_ K2025
- Muodostettu yhtdls OFy -$=0.(1p.)
-Ratkaistuz =1.(1p.)
- Laskettu y = 3 sijoittamalla. (1 p.)
-Vastaus Py = (1, 3) (1 p.)

Vaihtoehto 2:

Ratkaistaan tehtava kdyttaen derivaattaa.

Pisteen koordinaatit ovat Py = (:1;, — %:L' + 13—0) .

Etsityn pisteen paikkavektorion OPy = zi + (—%:1; + %) J-
Etsitdan sellainen muuttujan arvo z , jolla pisteen Py paikkavektorin pituus on mahdollisismman pieni.

2

Muodostetaan "pituusfunktio” f (z) = \/:1:2 + (—%w + %)

Derivointivaihtoehto 1:

Nelisjuurifunktio on aidosti kasvava funktio. Siten funktio f saa pienimmaén arvonsa, kun juurrettava on pienin.

Juurrettava on kahden nelién summana aina epanegatiivinen.

2
Muodostetaan juurrettavasta lausekkeesta uusi funktio g (:L') =24 (—%.’1} + %) ja etsitaan taman pienin arvo.

_ 24 1,2 20,100 _ 102 20, 100
g(zx) == + 5z L+t =32 5 L+ =5

Funktio g on polynomifunktiona derivoituva. Derivoidaan funktiota g ja saadaan

Etsitdan derivaatan nollakohta:

%m—%z%o(w—l)zO

Koska funktion g kuvaaja on yléspéin aukeava paraabeli, saa se pienimman arvon kohdassa z = 1. Tall6in funktio f
saa pienimman arvonsa samassa kohdassa.

Sijoittamalla saadaan y = —% 14 % = % =3.

Pisteen Py koordinaatit ovat siten Py = (1, 3).
Derivointivaihtoehto 2:

Voidaan derivoida funktiota f, jolloin saadaan:
L

_1
F@) = (o~ Far B)F 5 7 @) = 4 (B2 = Bo+ ) - (B - D) -
g

/10,2 20, 100
9 9 L5 T+

Derivaatan nollakohta saadaan etsimalld osoittajan nollakohta:

10z—-10=0&z=1

Perustelu minimikohdalle: Derivaattalausekkeen nimittaja on aina epanegatiivinen, joten osoittaja maaraa
derivaattafunktion etumerkin. Osoittaja on ensimmaisen asteen polynomilauseke, jonka ensimmaisen asteen kerroin
on positiivinen. Siten osoittajan lauseke on aidosti kasvava, joten sen etumerkki muuttuu nollakohtaa ohittaessa
negatiivisesta positiiviseen. Derivaattafunktion etumerkki on siten negatiivinen, kun £ < 1 ja positiivinenkunz > 1.
Talldin £ = 1 on minimikohta.

https://oma.abitti.fi/school/preview/86fe76d9-8080-4a04-a41f-1485b3ef7783 12/28



9.1.2025 klo 13.54 PISTEYTYSOHJE_MAAPRELI_MFKA_K2025

PISTEYTYS

- Muodostettu suoran yhtaldn ratkaistu muoto. (1 p.)

- On merkitty suoran piste Py . (1 p.)

- Muodostettu paikkavektori O—PO. (1 p.)

- Muodostettu pisteen Py paikkavektorin pituutta kuvaava funktio. (1 p.)

- Derivoitu oikein (koko funktion lauseketta tai juurrettavan lauseketta) ja saatu derivaatan nollakohdaksiz = 1. (1
p.)

- Perusteltu, ettd saatu derivaatan nollakohta on funktion f minimikohta. (1 p.)

- Laskettu y = 3 sijoittamalla. (1 p.)

-Vastaus Py = (1, 3).(1p.)

Voit kdyda tarkastelemassa A-osan vastauksiasi nyt.
Palautettuasi A-osan et voi enda muokata A-osan vastauksia.

Siirry tarkastelemaan vastauksiasi

Tarkastelun jalkeen voit palata kokeeseen jatkamaan tehtaviin vastaamista.

Saat estetyt laskinohjelmat kaytt66si palautettuasi A-osan.

Palauta A-osa

B1-0sa

@ Vastaa kolmeen tehtavaan.

7. Arvotaan palkinto 12p.

Arpajaisissa suoritetaan nelja arvontaa ja osallistujalla on mahdollisuus voittaa kussakin arvonnassa muista arvonnoista
riippumatta. Arpajaisten jarjestdja valitsee etukateen todennakdisyyden, jolla osallistuja voittaa yksittaisessa arvonnassa.
Tama todennakdisyys on sama jokaisessa arvonnassa. Merkitdan tata todennakoisyytta kirjaimella p.
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Kuvalahde: https://pixabay.com/sv/photos/lotter-f%C3%A4rgad-osorterade-lotta-ut-1422098/
Luettu: 17.12.2024

7.1 Oletetaan, ettd p = % . Milla todennakdisyydella osallistuja voittaa tdsmalleen kahdessa neljasta arvonnasta? Anna
vastaus tarkkana murtolukuna tai desimaalilukuna kahden merkitsevan numeron tarkkuudella. 3 p.

RATKAISU
Kyseessa on toistokoe johon voidaan soveltaa binomitodennakdisyytta.

Tasmalleen kahden voiton todennakdisyys neljalla arvonnalla on

2 4-2
PO=()- () ()" =63 }=H=5.
Vastaus: 2% tai 0,30

Geogebran todennakéisyyslaskurin avulla saadaan

2
_/ | Binomijakauma = n 4 P
SNENES:
p( 2 £Xz 2 )= 02963

ja desimaalivastaukseksi 0,296... =~ 0,30.

PISTEYTYS
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- Todettu, ettd kyseessa on toistokoe. ( 1p.)

- Sijoitettu oikein binomitodennakoisyyden kaavaan tai kaytetty sopivan ohjelmiston
todennakdisyyslaskuria. (1 p.)

- Laskettu oikea vastaus. (1 p.)

7.2 Oletetaan, ettd p = % . Milla todennéakdisyydella osallistuja voittaa vahintaan kolmessa neljasta arvonnasta? Anna
vastaus tarkkana murtolukuna tai desimaalilukuna kahden merkitsevan numeron tarkkuudella. 3 p.

RATKAISU

Vahintaan kolmen voiton todennakaisyys neljalla arvonnalla on

3 4-3 4 44
PR+PW=()-3)- () +@- 3@ =45g-3+1-2-1=
_Q+E_4_8_E
81

- 81 — 81 ~ 27°
Vastaus: 20 tai 0.59
© 27 ?

Geogebran todennakdisyyslaskurin avulla saadaan

/" Binomijakauma ~ n 4 p g
1

P( 3 =Xz 4 )= 059259

ja desimaalivastaukseksi 0,592... & 0,59 .

PISTEYTYS

- Sijoitettu oikein binomitodennakoéisyyden kaavaan tai kaytetty geogebran
todennakdisyyslaskuria. (1 p.)

- Erillisten tapahtumien yhdisteen todennékaisyys: P (3) + P (4).(1 p.)

- Laskettu oikea vastaus. (1 p.)

7.3 Arpajaisten jarjestaja haluaa maksimoida osallistujan todennakoéisyyden voittaa tdsmalleen kolmessa neljasta
arvonnasta. Kuinka suureksi jarjestajan tulee talléin valita luvun p arvo? Anna vastaus tarkkana murtolukuna tai
desimaalilukuna kahden merkitsevan numeron tarkkuudella. 6 p.

RATKAISU

Kyseessa on toistokoe.
Osallistuja voittaa tasan kolmesti neljalla arvontakierroksella todennakdisyydella

P(3):(g)‘Ps'(l—P),kunOSpﬁl-
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P(3) =4p* (1—p) = 4p° —4p* = f (p)

Funktio f on suljetulla valillda maaritelty polynomifunktio, joten se on jatkuva ja derivoituva.
Derivoidaan funktio ja saadaan f/ (p) = 12p? — 16p3.

Etsitdan derivaatan nollakohdat:

4p® (3—4p) =0
p=0Vv3—-4p=0
p:OVp:%

Funktio saa jatkuvana ja derivoituvana funktiona suljetulla valilla suurimman arvonsa joko derivaatan nollakohdassa
tai valin paatepisteissa (Voidaan myds tassa vaiheessa viitata suoraan Fermat:n lauseeseen.). Lasketaan funktion
arvot valin paatepisteissa ja derivaatan nollakohdissa.

fO)=f(1)=0
3\ _ 3\3 3\4) _ 27
I =4(@’-®))=&>0
Tasan kolmen voiton todennakdisyys on suurimmillaan, kun voiton todennakdisyys yksittdisella arvontakierroksella
3
onp=7.

Vastaus: p = % tai 0,75
PISTEYTYS

-Saatu P (3) = 4p® (1 —p) = 4p° —4p* = f(p) (1 p)

- Funktio f derivoitu oikein. (2 p.)

- Ratkaistu derivaatan nollakohdat jasaatup =0V p = % (1 p. yhtaloésta + 1p. ratkaisuista)

- Perusteltu Fermat:n lauseeseen viitaten, etta p = % antaa suurimman todennakdisyyden tasan kolmelle voitolle
neljalla arvontakierroksella. (1 p.)

Huom. Jos kokelas on esimerkiksi kayttanyt Geogebran todennakdisyyslaskuria ja 16ytanyt luvun p arvon
haarukoimalla, niin osatehtavasta max 4 p.

8. Tertun vertailut 12p.

Terttu Talousosaaja harkitsee ottavansa pankista asuntolainaa. Han tarvitsee 300 000 euron lainan ja haluaa maksaa sen pois
20 vuoden laina-ajalla. Pankki tarjoaa hanelle kahta eri, kuukausittain lyhennettavaa lainatyyppia:

A) tasalyhennyslaina kiintealld 7 % vuosikorolla tai

B) annuiteettilaina 2,717 % Euribor 12 kk viitekorolla + 1,0 % marginaalilla.

8.1 Tarkastellaan vaihtoehtoa A. Laske lainan ensimmaisen ja viimeisen maksueran suuruudet seka koko summa (laina ja
korot), jonka Terttu maksaa pankille. Anna vastauksesi sentin tarkkuudella. 6 p.

RATKAISU
Vaihtoehto 1:

Lainan kuukausittainen korkokerroin ¢ =1 + 100#_12 = 1,005683333... .

Kuukausieria on yhteensa n = 20 - 12 = 240 kappaletta.
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Lainan kuukausittaisen lyhennyksen suuruus on

PISTEYTYSOHJE_MAAPRELI_MFKA_K2025

240

300000 — 1950 euroa.

Ensimmainen maksuera on 1250 + 300000 - (¢ — 1) = 1250 + 1750 = 3000 euroa.
Viimeinen maksuera on 1250 + 1250 - (¢ — 1) &~ 1257.29 euroa.

Pankille maksettava summa on aritmeettinen summa, jonka ensimmainen ja viimeinen jasen ovat asken lasketut

maksuerat:

240 - L

12504-300000-(¢—1))+(1250+1250- (g—1))

= 510 875 euroa.

Koko summa, jonka Terttu maksaa pankille, on 510 875,00 euroa.

PISTEYTYS
- Kuukausierien lukumaara on laskettu. (1 p.)

- Lainan kuukausittainen lyhennys on 1250. (1 p.)
- Ensimmaisen eran suuruus on laskettu oikein. (1 p.)

- Viimeisen eran suuruus oikein laskettu. (1 p.)
- Koko maksettava summa (2 p.)

Rahasummille riittavat sentin tarkkuudella annetut likiarvot, myds valiarvoissa. Talléin koko maksettava summa

hyvaksytaan myos tarkkuudella 510 874,80 euroa. Mikali vastaus eroaa merkittavasti valipyoristysten vuoksi niin -1p.
Esimerkiksi viimeisen maksueran euron tarkkuudelle pydristetylla arvolla laskettuna koko summa on 510 840 euroa.

Vaihtoehto 2:

Ratkaistaan tehtava taulukkolaskentaohjelmassa.

Taulukko alkaa talla tavalla:

Lainan suuruus
Laina-aika vuosina
Kuukausierien lukumé&éra
Vuosikorko prosentteina
Kuukausittainen korkokerroin 1,005833333

Lainan (kuukausi)lyhennys

Taulukko loppuu talla tavalla:

Yhteensa:

300000

20

240

7

1250

227
228
229
230
231
232
233
234
235
236
237
238
239
240

Kuukausinro Lyhennys Korko Maksuera

0

1 1250 1750 3000
2 1250 1742,708333 2992,708333
3 1250 1735,416667 2985,416667
4 1250 1728,125 2978,125
5 1250 1720,833333 2970,833333
6 1250 1713,541667 2963,541667
7 1250 1706,25 2956,25
8 1250 1698,958333 2948,958333
9 1250 1691,666667 2941,666667
10 1250 1684,375 2934,375
11 1250 1677,083333 2927,083333
12 1250 1669,791667 2919,791667
13 1250 1662,5 29125
14 1250 1655,208333 2905,208333
15 1250 1647,916667 2897,916667
16 1250 1640,625 2890,625
17 1250 1633,333333 2883,333333

1250
1250
1250
1250
1250
1250
1250
1250
1250
1250
1250
1250
1250
1250
300000
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102,0833333
94,79166667
87,5
80,20833333
72,91666667
65,625
58,33333333
51,04166667
43,75
36,45833333
29,16666667
21,875
14,58333333
7,291666667
210875

1352,083333
1344791667
1337,5
1330,208333
1322,916667
1315,625
1308,333333
1301,041667
1293,75
1286,458333
1279,166667
1271,875
1264,583333
1257,291667
510875

Lainaa jaljella

300000
298750
297500
296250
295000
293750
292500
291250
290000
288750
287500
286250
285000
283750
282500
281250
280000

278750
277800

16250
15000
13750
12500
11250
10000
8750
7500
6250
5000
3750
2500
1250
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Ensimmainen maksuera on 3000 euroa, viimeinen maksuera on 1257,29 euroa ja koko summa on 510 875 euroa.

PISTEYTYS

- Kuukausierien lukumaara on laskettu oikein. (1 p.)

- Lainan kuukausittainen lyhennys on 1250. (1 p.)

- Maksuerataulukko laadittu oikein. (3 p.)

- Vastaus (1 p.)

Kaavojen sisaltda ei tarvitse ndyttaa tai kirjoittaa erikseen, jos laskut ovat oikein.

8.2 Terttu valitsee vaihtoehdon B. Kun lainaa on maksettu viisi vuotta, Euribor 12 kk viitekorko nousee. Kuinka korkeaksi
viitekoron pitdisi nousta, etta lainasta maksettaisiin koko laina-aikana yhta paljon kuin vaihtoehdossa A? Inflaatiota ei
tarvitse huomioida. Anna vastauksesi 4 merkitsevan numeron tarkkuudella. 6 p.

Kdytdthdn laskuissasi rahasummille senttien tarkkuutta, myés vdlivaiheissa ja laskuissa.

RATKAISU

Lasketaan annuiteetti alkuperaisella korolla:

Korkokerroinong; =1+ 213]7121 = 1,0030975, jolloin annuiteetti on A; =

B . 240 | _1-1,0030975
=300 000 - 1,0030975 1-1,003097579

=1773,517... = 1773,52 euroa.

Kun laina-aikaa on kulunut 5 vuotta, on lainaa lyhennetty 60 kertaa. Tallgin lainaa on jaljella Vi, = Kq — A qk

_ 60 1—1,0030975%°
Veo = 300 000 - 1,0030975> — 1773,52 - 1-1,0030975
= 244425,1603... ~ 244 425,16 euroa.

Jaljelld olevasta lainasta Vi tehdaan uusi lainapadoma. Selvitetaan, kuinka suuri korkokertoimen gg tulisi olla, jotta
tahan mennessa maksetut ja tulevat annuiteetit yhteensa olisivat yhta suuret kuin kiinteékorkoisen lainan maksuerat

n 1—4

1—
yhteensa. Merkitaan uutta annuiteettia A2 = Vgo - g3 q?:o = 244 425,16 - g}% - qlso,Jollom

A; 60+ A, - 180 = 210 875 + 300 000
Tasta saadaan laskimella (ainoaksi jarkevéksi) ratkaisuksi gg = 1,006136... ~ 1,00614

solve (244425, 18#x“18ﬂ#ﬁ#18ﬂ+6ﬂ*1773. 52=510875

{x=-0.9705949206, x=1. 006136778}
p+1

1001z = 1,00614, jolloin korkoprosentti on p ~ 6,368.
Korkoprosentin tulisi kasvaa 6,368 prosenttiin, jotta vaihtoehdosta B tulisi yhta kallis kuin vaihtoehto A.

Taman perusteellags = 1 +

PISTEYTYS

- Annuiteettilainan korkokerroin laskettu oikein. (1 p.)

- Alkuperainen annuiteetti laskettu oikein. (1 p.)

- Jaljella oleva lainapadoma viiden vuoden kuluttua laskettu oikein. (1 p.)
- Lainojen vertailuyhtal6 muodostettu oikein. (1 p.)

- Uusi korkokerroin laskettu oikein. (1 p.)

- Uusi korkoprosentti laskettu oikein. (1 p.)

L . g 1— 1— . .
Huomautus: Lainojen vertailuyhtilén As = Vg - q180 (b = 244 425,354... 180 N q‘f:o ratkaiseminen
—42

laskinohjelmistoilla voi antaa poikkeavia tuloksia, m/nka VUOkSI tehtdvdnannossa pyydetddn antamaan myos laskuissa
kaytetyt vilitulokset senttien tarkkuudella. Kdyttdmdlld raha-arvoissa suurempia tarkkuuksia, antavat Geogebra ja Casion
Classpad poikkeavia, mutta jdrkevid tuloksia, joskin Classpad laskee laskua pitkddn. TI-Nspire sen sijaan ei anna jérkevid
kokoluokkaa olevia vastauksia. Alla on annettu kuvat tilanteista, joissa liian tarkkojen arvojen kéytté muuttaa tulosta.
Casio Classpad ja tarkemmat arvot:
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244425, 3543

solve (ans*x” 1 SO*ﬁ*l 80+60x1773.517053=5108735

{x=-0.9705949187,.x=1.006136773}
Geogebra ja tarkemmat arvot:
1—x

244425 3543 . x190. T 180 + 60 - 1773.517053 = 510875

SatkaiseNumeerisesti: {x = —0.9731827657, x = 1.0062137739}

TI-Nspire ja tarkemmat arvot:

solve|244425 3543 y 180. - 180+60- 1773.517053=510875,

17}(180
¥=-31474.4 or x=-2668.59 or x=-1798.19 or x=-511.191 or x=-283.328 or x="11.157 or x=-1.65211 or x=-0.970595 or x=1.35916 or x=1.627

Riippuen likiarvon g tarkkuudesta saadaan kysytystd korkoprosentista hieman eri arvoja. Korkoprosentiksi kelpaavat luvut

vdlilla [6,36; 6,37].

9. Rusetin leikkauspisteita 12 p.

Yhtalon z* 4+ y3 — w2y = 0 maaraama pistejoukko on rusettia muistuttava kayra. Kutsutaan kayraa jatkossa
rusettikuvaajaksi.

9.1 Maarita rusettikuvaajan ja suoran y = —2 leikkauspisteet. Anna vastauksena leikkauspisteiden koordinaattien tarkat
arvot. 3 p.
RATKAISU
Ratkaistaan rusettikuvaajan yhtalé muuttujan x suhteen, kuny = —2:

ot 4+ (=2 — 22 (—2)=0

zt —8+4222 =0

Tasta saadaan CAS-laskimella ratkaisuiksi x = :I:\/E.
Kysytyt leikkauspisteet ovat (\/5, — 2) ja (—\/5, — 2).

PISTEYTYS

Tehtavan voi ratkaista myos yhtaloparilla.

- Yhden muuttujan yhtdlé muodostettu sijoittamalla y = —2 TAI yhtalépari muodostettu (1 p.)
- Yhtalon TAIL yhtaléparin ratkaiseminen (1 p.)

- Vastaus (1 p.)

Jos leikkauspisteiden koordinaatit annetaan likiarvoina max 1 p.
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Z=q— y, missd @ € R, leikkauspisteiden lukumaaré riippuu vakion g arvosta.

9.2 Rusettikuvaajan ja paraabelin
Anna esimerkki sellaisesta vakion a arvosta, jolla leikkauspisteiden lukumaara on
i) 0.
ii) 2.
iii) 6.
Esimerkkeja ei tarvitse perustella. 3 p.

RATKAISU
a=-—1
ia=1
iia = 0,1

PISTEYTYS

Tehtdvaan on useita ratkaisuja. Alla ovat parametrin a likiarvoiset rajat leikkauspisteiden eri maarille:

0 leikkauspistettd, kun a < —0,3849

2 leikkauspistettd, kun a > 0,3849

6 leikkauspistettd, kun 0 < a < 0,3849

Oikealta valilta valittu arvo antaa 1 p. Perusteluja ei tarvita.

(Vakion arvoilla a = 0 kéyrilld on 3 leikkauspistettd ja arvoilla—0,3849 < a < 0 niillé on 4 leikkauspistettd)

Leikkauspisteita on 0 kappaletta, kun a =| ]'P
Leikkauspisteitd on 2 kappaletta, kun a =| ]'P
Leikkauspisteitd on 6 kappaletta, kun a = | |'P

9.3 Osoita, etta rusettikuvaajalla ja paraabelilla z?=a— y, missd a € R, on enintaan 6 leikkauspistettd. 6 p.

Vihje: Polynomilla, jonka asteluku on m, on enintdén m nollakohtaa.

RATKAISU

Paraabelin yhtalosta 22 =a— ysaadaan = :I:\/a——y . Sijoittamalla nama rusettikuvaajan yhtaloon saadaan
muuttujan x lausekkeen etumerkista riippumatta

(@—9)’ +3* —(a—y)y=0

P +2y2 —3ay +a2=0

Tama on kolmannen asteen polynomiyhtald muuttujan ¢ suhteen, joten silla on enintdan 3 ratkaisua muuttujan y
suhteen.

Jokaista muuttujan y suhteen saatua ratkaisua vastaa (enintaan) kaksi eri muuttujan x arvoa yhtalén r = :I:\/aTy
mukaisesti. Talléin leikkauspisteita voi olla enintaan 6.

PISTEYTYS

- Paraabelin yhtalon sijoitus rusettikuvaajan yhtal66n TAI muodostettu yhtaldpari paraabelin ja rusettikuvaajan
yhtaldiden avulla. (2 p.)

- Muodostettu kolmannen asteen yhtalé muuttujan y suhteen. (1 p.)

- Ratkaisujen maksimimaara muuttujan Yy suhteen perusteltu. (1 p.)

- Perusteltu, etta jokaista muuttujan y arvoa vastaa enintaan kaksi muuttujan x arvoa. (1 p.)

- Leikkauspisteiden lukumaara perusteltu. (1 p.)

Jos leikkauspisteiden lukumaara perustellaan piirto-ohjelmalla piirretyn kuvan avulla (eika tasmallisesti) niin max 1 p.
Jos leikkauspisteiden lukumaara perustellaan likiarvoratkaisuina yhtaldiden muodostamasta yhtaldparista jollain
esimerkkiluvulla parametrin a tilalla, niin max 2 p.

Tehtdvan voi ratkaista myos sijoittamalla paraabelin yhtalosta saatavan muuttujan y lausekkeen rusettikuvaajan

yhtaldon, jolloin saadaan kuudennen asteen yhtalo zt + (—a:2 + a,) — z? (—.'1;2 -+ a,) = 0. Tallgin viimeiset 4
pistetta jakautuvat seuraavasti:
- Oikea kuudennen asteen yhtalé muodostettu. (2 p.)
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- Kuudennen asteen yhtalon nollakohtien maksimimaara perusteltu. (1 p.)
- Leikkauspisteiden maksimimaara perusteltu. (1 p.)

10. Liikevaihtojen vertailua 12 p.

Aineisto
10.A Kuva: Funktoiden kuvaajat

10.B Teksti: Harjoittelijan ratkaisu

Videovuokraamoyrityksen ja suoratoistopalveluyrityksen liikevaihtoja mallinnettiin funktioilla, joissa muuttujan arvot kuvaavat
vuosilukuja ja funktioiden arvot kuvaavat liikkevaihtoja euroissa. Aineistossa 10.A on kuva funktioiden kuvaajista.

Mallit toimivat vuosien 2000-2006 valilla ja muuttujien desimaaliosat tarkoittavat tarkempia ajankohtia tarkasteltavina
vuosina. Esimerkiksi 2001,25 tarkoittaa huhtikuun 2. pdivaa kalenterivuonna 2001, koska
0,25 - 365 = 91,25 = 31 + 28 + 31 + 1,25.

Videovuokraamoyrityksen liikevaihtoa kuvaava funktio on f () = 1000000 - ¢~0.2(2—2001,28)" +-2001,28
ja suoratoistopalveluyrityksen liikevaihtoa kuvaava funktio on g (z) = 1000000 - e?2004.28

Ilmoita muuttujan arvot paivdamaarina ja funktion arvot tuhannen euron tarkkuudella. Vuosien 2000 ja 2004 karkauspaivia ei
tarvitse ottaa huomioon.

10.1 Eras harjoittelija pyrki selvittdmaan, mina ajankohtana videovuokraamoyrityksen liikevaihto oli suurimmillaan ja
kuinka suuri se tuolloin oli. Harjoittelijan ratkaisu on aineistoissa 10.B. Kerro, minka virheen harjoittelija teki
ratkaisussaan ja ratkaise sitten tehtava harjoittelijan valitsemalla tavalla loppuun ilman virheita. 4 p.

RATKAISU

Harjoittelija vaittda eksponenttilausekkeen A suurinta arvoa funktion f suurimmaksi arvoksi. Tamé ei pida
paikkaansa, vaikka funktiot h ja f saavatkin suurimman arvonsa samalla muuttujan & arvolla. Todellinen liikevaihdon
suurin arvo on f(2002,570994) = 2364727,908 =~ 2365000 euroa. Pdivdmaara on sama kuin harjoittelijan
maadrittama paivamaara, eli 28.7.2002.

PISTEYTYS
- Virheen I6ytaminen, eli harjoittelija on laskenut vaaran funktion suurimman arvon. (2 p.)
- Korjatun (loppu)ratkaisun esittaminen (2 p.)

10.2 Mina ajankohtana molempien yrityksien liikevaihdot olivat yhta suuret ja kuinka suuret ne talléin olivat? 4 p.

RATKAISU

Ratkaistaan yhtalé f (z) = g () laskimella. Rajataan pois ratkaisut, jotka eivat kuulu valille 2000, 2006] . Ainoaksi
ratkaisuksi saadaan x = 2003,74621207433 .

Lasketaan paivamaara: 0,74621207433 - 365 = 31 4 28 + 31 4+ 30 + 31 + 30 + 31 + 31 4 29,367... Tasta
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saadaan paivamaara 30.9.2003.
Liikevaihdon suuruus 30.9.2023 on f (2003,74621207433) = 586379,7107 ~ 586000 euroa.

PISTEYTYS

- Hoksattu, etta kysytaan yhtalon f (z) = g (z) ratkaisua (1 p.)
- Yhtalo ratkaistu oikein. (1 p.)

- Ratkaisun arvoa vastaava paivamaara oikein paatelty. (1 p.)

- Liikevaihto kysyttyna paivamaarana laskettu oikein. (1 p.)

10.3 Mina ajankohtana molempien yrityksien liikevaihdot kasvoivat yhta nopeasti? 4 p.

RATKAISU

Liikevaihtojen muutosnopeuksia kuvaavat derivaattafunktiot

f' (&) = —7,163730786 - 107364 . ¢~02a—200L.28"+= . (0 652 — 2401.536x + 2403071,983)

jag (z) = g (z) = 1000000 - e*~200428

valilla [2000, 2006] f* (z) = ¢’ (z) kun z = 2000,01050405258 tai z = 2002,5229414272.

Nama molemmat ovat liikevaihdon kasvutilanteita, koska

¢’ (2000,01050405258) = 13988,83248 > 0 ja

g’ (2002,5229414272) = 172551,6663 > 0, joten ne kelpaavat vastauksiksi. Lasketaan paivamaarat, joita
muuttujan arvot = 2000,01050405258 ja x = 2002,5229414272 vastaavat:

0,01050405258 - 365 = 3,833979...
Tasta saadaan paivamaara 4.1.2000.

0,5229414272 - 365 = 31 4+ 28 + 31 + 30 4 31 4 30 4 9,87362... Tastd saadaan pdivamaara 10.7.2002.

Liikevaihdot kasvoivat yhta nopeasti 4.1.2000 ja 10.7.2002.

PISTEYTYS

- Ymmarretty, etta liikevaihtoa kuvaavan funktion derivaatta on positiviinen. (1 p.)
- Derivaattafunktioiden lausekkeet oikein. (1 p.)

-Yhtals f’ (z) = ¢’ (x) muodostettu ja ratkaistu oikein. (1 p.)

- Paivamaarat laskettu oikein. (1 p.)

Liikevaihdon kasvu voidaan perustella my6s kuvaajaa tulkitsemalla ilman derivaatan arvon tarkastelua.

B2-0sa
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@ Vastaa kahteen tehtavaan.

11. Kaanteisfunktion ominaisuuksia 12 p.

Olkoon funktio f (z) = €* + 2z.

11.1 Osoita, etta funktiolla f on kaanteisfunktio f~1 ja maarita (f_l)’ (1). 6p.

RATKAISU

Mé&aritetaan ensin funktion f derivaattafunktio: f’ (z) = e + 2

Derivaattafunktio f” on aidosti positiivinen, silld €* > 0.

Koska f’ (x) > 0 kaikilla muuttujan z arvoilla, on funktio f monotoninen. Koska funktio f on monotoninen, on silla
olemassa kaanteisfunktio.

Kaanteisfunktion derivaatan arvo kohdassa yo on (f~1) (o) = ﬁ , missé Yo = f(zo) . Koska f(0) =1, niin
0
—1y/ _ 1
(Y (W) = 7

FYW=Hy=1.

PISTEYTYS

- Funktion f derivaattafunktion lauseke. (1 p.)

- Perusteltu, ettd derivaattafunktio f” on aidosti positiivinen. (1 p.)

- Todettu, ettd monotonisuuden vuoksi funktiolla f on olemassa kaanteisfunktio. (1 p.)

- Léydetty piste (zg,yo) = (0,1) ,jolle f(0) =1.(1p.)

- Sijoitettu kaavaan (1) (yo) = ﬁ ja laskettu oikea vastaus (2 p.)
0

Jos on vain yritetty pyérittdd muotoon z = f (y) , hiin max 0 p.

11.2 Funktion f (z) = €® + 2z kaanteisfunktion f~! (z) kuvaaja pyorahtaa y-akselin ympari valila = € [1, e + 2]
muodostaen pyorahdyskappaleen.

Maarita pyorahdyskappaleen tilavuus. 6 p.

RATKAISU
Koska f(0) =1lja f(l) =e+2,
onfl(1)=0jaft(e+2)=1.

Tarkasteltu pydrahdyskappale on siten yhtenevainen sellaisen pyérahdyskappaleen kanssa, joka muodostuu kun
funktion f kuvaaja pydrahtaa  -akselin ympari vélilla [0,1] .

Lasketaan jalkimmaisen pyorahdyskappaleen tilavuus:

1
Jon(f (z))*dz
= f[l) m(e® + 2.'1;)2d.'1; , josta saadaan CAS-laskimella
Z(e+ %) ~ 27 .

PISTEYTYS
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- Léydetty vastinpisteet (0, 1) ja (1, e + 2) . (2 p.)
- Todettu, ettd tarkasteltu pydrahdyskappale on yhtenevainen sellaisen pyérahdyskappaleen kanssa, joka muodostuu
kun funktion f kuvaaja pyérahtaa « -akselin ympari valilld [0, 1]. (2 p.)
- Muodostettu pyérahdyskappaleen tilavuuden integraalilauseke. (1 p.)
- Laskettu oikea vastaus. (1 p.)

12. Laskettelijat mdessa 12 p.

Aineisto
12.A Kuva: Kartta

Yhtilon z = 220"~y kuvaaja mallintaa maastonmuotoja eraan lumisen maen laheisyydessa. Koordinaatiston x -akseli
osoittaa itdan, y -akseli osoittaa pohjoiseen ja z -akseli osoittaa maanpinnan tasosta yléspain. Lisaksi z -akselin nollakohta on
merenpinnan tasolla. Koordinaatiston yksikkd on 100 m. Maen huipun koordinaatit ovat (0, 0, 1) . Aineistossa 12.A on kartta
maesta. Karttaan on merkitty maen huippu ja korkeuskayrat, jotka vastaavat 10, 30, 50, 70 ja 90 metrin korkeutta
merenpinnan tasosta.

12.1 Laskettelija A laskee maen huipulta sellaiseen maen rinteen kohtaan, joka sijaitsee huipusta 100 metria pohjoiseen ja
50 metria itdan. Osoita laskemalla, etta laskettelija A on noin 60,7 metrin korkeudella merenpinnan tasosta. (2 p.)

Taman jalkeen laskettelija Idhtee laskemaan rinnetta alas. Han lahtee laskemaan suuntaan, johon rinne viettaa
jyrkimmin. Mihin ilmansuuntaan laskettelija |ahtee? (6 p.) 8 p.

RATKAISU

Laskettelijan korkeus merenpinnan tasosta on yhtaldsta saatu korkeus z, kun sijoitetaan arvot x = %ja y=1:
5= eZzy—Zzz—yz

z= 62.%-1_2(%)2_12 = e_%
~ 0,60653... ~ 0,607

Eli laskettelija on 60,7 metrin korkeudella merenpinnasta.

Tulkitaan rinteen pinta sopivan funktion kuvaajaksi:

f (z) = vV

Madaritetaan osittaisderivaatat:

5. f (2,y) = (2y — 4a) v2" ¥

8,f (z,y) = (22 — 2y) 29727 ¥

Muodostetaan gradienttivektorin lauseke:

Vf (@) = (2y — 42) V2T 4 (20 — 2y) V20§

Pisteessa (%, 1) gradienttivektorion Vf (3,1) =01 —e %

Rinne viettaa jyrkimmin vektorin—V f (%,1) = e_% j eliy - akselin suuntaan.
Laskettelija A Idhtee laskemaan pohjoiseen.

o=

PISTEYTYS
- Oikeat muuttujien x ja y arvot sijoitettu pinnan yhtaléén. (1 p.)
- Korkeus laskettu oikein. (1 p.)

Likiarvon voi myos mitata piirto-ohjelman avulla kayttamalla annetun yhtalon kuvaajaa.
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- Funktio maaritelty oikein. (1 p.)

- Laskettu osittaisderivaatat oikein. (1 p./kohta)

- Gradienttivektorin lauseke muodostettu oikein. (1 p.)

- Laskettu gradienttivektorin arvo pisteessa (%,1) oikein. (1 p.)
- Oikea vastaus. (1 p.)

Gradienttivektorin arvoissa voi kayttaa likiarvoja. Jos suunta poikkeaa likiarvon vuoksi oikeasta suunnasta (eli jos
saatu suunta ei ole vain y -akselin suuntainen) niin -1 p.
Mikali oikea vastaus annetaan ilman perusteluita ja valivaiheita, niin max 1 p.

12.2 Laskettelija B laskee maen huipulta kaakkoon ja pysahtyy rinteessa 60,7 metrin korkeudelle merenpinnan tasosta.
Mitka ovat laskettelijan B koordinaatit? Anna vastauksena kysytyt koordinaatit kolmen desimaalin tarkkuudella. 4 p.

RATKAISU

Laskettelija B lahtee kaakkoon, jolloin hdnen paatepisteensa koordinaatit ovat (k, — k, 2) jollakin positiivisella
vakion k arvolla.

Tehtdvanannon mukaisesti 2 = 0,607 .

Sijoitetaan arvot annettuun yhtéld6n ja ratkaistaan yhtélé vakion k suhteen.

e2-14:-(—]4:)—2]¢:2—(—Ic:)2 = 0,607

e~5% = 0,607

Ratkaisuksi saadaan laskimella k &~ 40,3160, joista vain positiivinen ratkaisu kelpaa. Laskettelijan B paatepisteen

koordinaatit ovat (0,316; —0,316; 0,607) .

PISTEYTYS

- Ymmarretty, miten maen huipulta kaakkoon siirtyminen muuttaa pisteen I - ja ¢ -koordinaatteja suhteessa toisiinsa.
(1p)

- Sijoitettu likiarvo ja vakio k tehtanavannon yhtaléon. (1 p.)

- Ratkaistu vakion k arvot. (1 p.)

- Ilmoitettu oikeat koordinaatit. (1 p.)

13. Alkulukujen etsintdaohjelma 12p.

Aineisto
13.A Teksti: Ohjelmakoodi

13.B Kuva: Ohjelmakoodi ja tulosteikkuna

Aineistoissa 13.A ja 13.B oleva Python-koodi pyytaa kayttajalta syétteend lukua 1 suuremman, mutta lukua 1000 pienemman
kokonaisluvun n. Taman jalkeen koodi tulostaa kaiki alkuluvut, jotka ovat pienempia tai yhta suuria kuin luku 7.

13.1 Selita, miten koodi toimii. Selita kokonaisuuksina koodin rivit 1-3 (2 p.) ja 4-15 (4 p.). Koodissa kaytettavaa
matematiikkaa ei tarvitse selittaa.
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6 p.

RATKAISU
Rivit 1-3 pyytavat kayttajalta sydtteeksi kokonaisluvun vélilta |1, 1000] . Mikali sydtetty luku ei ole pyydetylta vélilta,
pyytaa koodi antamaan sy6tteen uudestaan. Annettu luku tallennetaan muuttujaksin .

Rivit 4-15 luovat listan kaikista alkuluvuista , jotka ovat pienempia tai yhtasuuria kuin luku n .

Rivilla 4 ohjelma luo listan " alkuluvut ", johon ohjelma (lopulta) lisaa kaikki alkuluvut.

Rivilla 5 ohjelma aloittaa alkulukutarkistuksen luvusta 2. Tama luku on tallennettu muuttujan " luku " arvoksi. Luvun
luku jaollisuus itseaan pienemmilla luvuilla tarkistetaan riveilla 6-12. Tarkistuksen perusteella paatetaan, onko
muuttujan " luku" nykyinen arvo alkuluku.

Rivilla 6 alkaa while-silmukka, joka vaikuttaa riveihin 7-15.

Rivilla 7 tallennetaan muuttujan " alkuluku " arvoksi 1. Muuttujan alkuluku arvo 1 vastaa tilannetta, jossa tutkittavan
muuttujan luku arvo on alkuluku.

Rivilla 8 luodaan uusi muuttuja " i" ja asetetaan sen arvoksi 2.

Rivilla 9 alkaa while-silmukka, joka vaikuttaa riveihin 10-12.

Rivien 10 ja 11 if-lohko tarkistaa, onko muuttujan luku nykyinen arvo jaollinen muuttujalla i . Jos se on, niin muuttujan
alkuluku arvoksi asetetaan 0. Muuttujan alkuluku arvo 0 vastaa tilannetta, jossa muuttujan luku arvo ei ole alkuluku.
Rivilla 12 kasvatetaan muuttujan i arvoa yhdella.Rivilla 9 alkaneen while-silmukan suorittaminen jatkuu, kunnes i on
yhta suuri kuin muuttujan luku arvo.

Mikali muuttujan alkuluku arvo edelleen on 1 riveilla 13-14, lisatdéan muuttujan luku nykyinen arvo rivilld 4 luotuun
listaan alkuluvut .

Rivilla 15 muuttujan luku arvoa kasvatetaan yhdelld, minka jalkeen rivin 6 while-silmukka alkaa alusta muuttujan luku
uudella arvolla. Kuvio toistuu, kunnes muuttujan luku arvo on yhta suuri kuin syétteena saatu luku n . Nain ohjelma
kay lapi kaikki luvut luvusta 2 lukuun n. Rivit 9-12 tarkistavat kulloisenkin muuttujan luku arvon jaollisuuden lukujen
2,3, ..., nkanssa.

PISTEYTYS

- Rivien 1-3 selitys (2 p.)

- Rivien 7-12 selitys (2 p.)

- Rivien 13-14 (ja 4) selitys (1 p.)
- Rivin 15 (ja 6) selitys (1 p.)

Ratkaisussa ei tarvitse eritellad jokaisen rivin toiminta erikseen vaan koodin toiminnallisuuden voi selittaa
kokonaisuuksina.

Jos selitys ei ole riittavan tarkka (esim. rivit 6-12 tutkivat jaollisuutta), niin rivien 1-3 selityksesta max 1 p. ja rivien 4-15
selityksesta max 1 p.

Jos koodin toiminta selitetdan suoraan riveja lukemalla viittaamatta muihin riveihin ja ymmartamatta, mita komennot
tekevat (esim rivilla 6 kdydaan komento uudestaan niin kauan kuin luku <= n), niin rivien 1-3 selityksesta max 1 p. ja
rivien 4-15 selityksesta max 1 p.

13.2 Koodiin on kirjoitettu rajoite, joka estaa liian suurien lukujen sy6ttamisen ohjelmaan. Ohjelma saattaisi muutoin
jumittua liian suurilla luvun n arvoilla. Jumittuminen johtuu siitd, ettd suurempien luvun 1 arvojen jaollisuuden
tarkistaminen vie enemman aikaa ja vaatii enemman laskutehoa tietokoneelta.

Kun alkulukuja etsitaan tai tarkistetaan, onko annettu luku alkuluku, kaytetaan erilaisia matemaattisia keinoja

lyhentamaan suoritusaikaa. Kerro jostakin matemaattisesta keinosta, jolla aineistojen 13.A ja 13.B koodin
suoritusaikaa voisi lyhentaa. Saadaksesi tasta tehtavasta taydet pisteet sinun tulee joko
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A: esitelld kaksi matemaattista tapaa, joilla aineistojen koodin suoritusaikaa voisi lyhentaa ( 3 p./ tapa) tai

B: esitelld yksi matemaattinen tapa, jolla aineistojen koodin suoritusaikaa voisi lyhentaa, seka muokata annettua
koodia siten, etta se kayttaa esittelemadasi tapaa. Anna vastauksena muutettu koodi kahdella tavalla: seka tekstina
vastauskentassa ettd kuvakaappauksena Python-editorista. (3 p. tavasta ja 3 p. oikeasta koodista).

Iimoita vastauksesi alussa, valitsetko vastaustavan Avai B. 6 p.

RATKAISU

Vastaustapa A:

Erés tapa pienentd tutkittavien lukujen maaraa on tutkia jaollisuutta luvusta 2 vain lukuun /n asti. Menetelma
perustuu siihen, ettd jos luku ei ole alkuluku, on sen pienin alkulukutekija suurimmillaan 4/n . Tamé johtuu siitd, etta
jos luku k on luvun n pienin alkulukutekiji, on luku 72 pienimmilldén k2 ellei n ole alkuluku.

Toinen tapa lyhentaa koodin suoritusaikaa on jaollisuuden tarkistaminen vain parittomilla luvuilla. Vain alkuluku 2 on
parillinen, joten jaollisuutta ei tarvitse tarkistaa parillisilla luvuilla. Tall6in suoritusaika lyhenee, kun tarkistettavia
laskuoperaatioita on noin puolet alkuperaisesta

Vastaustapa B:

Erés tapa pienentdd tutkittavien lukujen maaraa on tutkia jaollisuutta luvusta 2 vain lukuun /7 asti. Menetelma
perustuu siihen, etta jos luku ei ole alkuluku, on sen pienin alkulukutekija suurimmillaan ﬁ . Tama johtuu siita, etta
jos luku k on luvun 7 pienin alkulukutekija, on luku 7 pienimmillaan k2 ellei 72 ole alkuluku.

Menetelma voidaan toteuttaa vaihtamalla riville 9 termin i tilalle i*i ja tarkistamalla myds yhtasuuruus, jolloin rivi 9
nayttaa talta:

while i*i <= luku:
Kuvankaappauksena se nayttaa talta:

8 i=2
9 while i*3i <= luku:
16 it luku % 1 == ©:

Talloin koodi tutkii lukuja vain siihen indeksilukuun i asti, jolla indeksiluvun i nelid on tutkittava luku tai sitd suurempi.

PISTEYTYS

Vaihtoehto A ja B:

- Esitelty toimiva tapa lyhentaa suoritusaikaa. (3 p./tapa, max 6 p. jos vastattu vaihtoehdolla A ja max 3 p. jos vastattu
vaihtoehdolla B)

- Annettu tapa integroitu koodiin. (3 p. vain vaihtoehdolla B)

Jos tapa on toimiva, mutta selitetty epaselvasti -1 p./tapa

Jos koodia on muokattu huolimattomasti siten, etta joitain poikkeustapauksia jad huomioimatta -1 p.
Poikkeustapausten tarkistamiseksi on hyodyllista kokeilla syotteeksi esim. lukuja2 ,p,p—1,p+ 1ja p2 , missa p
on jokin alkuluku.

Muita sopivia matemaattisia tapoja suoritusajan lyhentamiseksi ovat esimerkiksi:

1) Suoritetaan alkulukutarkistus vain parittomille luvuille. Talla tavalla I6ydetaan kaikki alkuluvut paitsi 2. Tapa
lyhentaa tarkistusta huomattavasti kun lukuja, joille jaollisuus tarvitsee tarkistaa on vain puolet alkuperaisesta.

2) Jaollisuuden tarkistus vain alkuluvuilla Eratostheneen seulan tavoin. Tama voidaan toteuttaa tarkistamalla
jaollisuus jo siihen asti |6ydetyilla alkuluvuilla.

3) Tarkistamalla jaollisuus vain muotoa 6k =+ 1 olevilla luvuilla, missd k € N . Talla tavalla I6ydetdan kaikki
alkuluvut paitsi 2 ja 3. Tapa lyhentaa tarkistusta huomattavasti kun lukuja, joilla jaollisuus tarvitsee tarkistaa on
vain kolmasosa alkuperaisesta.

4) Indeksilukujen i tarkistus voidaan lopettaa, jos rivilld 10 on Idydetty indeksiluku i, jolla tutkittava luku oli jaollinen.

Jos ohjelmaa joudutaan muuttamaan hieman alkuperaisesta tarkoituksestaan jonkin tava toimimiseksi (esim.
pyydetaan luku, joka on suurempi kuin 3 ja pienempi kuin tuhat), niin ei pistevahennyksia.

Jos ohjelmaa joudutaan muuttamaan olennaisesti alkuperaisestaan, niin -1 p.

Jos annettu tapa ei ole "matemaattinen" vaan puhtaasti koodaukseen perustuva, niin siita tavasta max 1 p.
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Kokeen tehtdvdt loppuvat téhdn.

Tarkista, etta vastasit ohjeiden mukaiseen maaraan tehtavia. Ala jatd mitaan merkintéja sellaisen tehtévan

vastaukselle varattuun tilaan, jota et halua jattaa arvosteltavaksi.

Siirry tarkastelemaan vastauksiasi

Tarkastelun jalkeen voit viela palata muokkaamaan vastauksia, tai paattaa kokeen.

EEv.23.2.2
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