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NUMEERISIA JA ALGEBRAL-

Korkeamman asteen LISIA MENETELMIA, MAA12
polynomiyhtalo
Korkeamman asteen polynomilla tarkoitetaan polynomia
p(x) = apx™ + a1 x" 1+ .. +a;x +ag a, # 0
missa n = 3.

Lause, Algebran peruslause:
Jokaisella polynomiyhtal6lla (p(x) ei vakio) on ainakin yksi juuri.

Huom. Tulos on olemassaololause, joka ei anna menetelmaa juuren eli
ratkaisun l6ytamiseksi. Lisaksi juuri on kompleksiluku (muista R & C ).

Lause, 3. asteen yhtilon ax® + bx? + cx + d = 0 ratkaisut:
Annetun kolmannen asteen yhtalon

ax3+bx>+cx+d=0, a+0
juuret saadaan Gardanon kaavoista (todistus = netti/kirja, proofwiki):

Kertoimet a, b, ¢ ja d ovat reaalilukujajaa # 0
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Huomaa, etta juuret x, ja x3 ovat kompleksiliittolukuja keskendan, mi-
kili(S—T) # 0.
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Lause, 4. asteen yhtilon ax* + bx3 + cx? + dx + e = 0 ratkaisut:
Annetun neljannen asteen yhtalon

ax* +bx3 +cx?+dx+e=0, a+0
juuret saadaan Ferrarin kaavoista (todistus = netti/kirja, proofwiki):
Kertoimet a, b, ¢, d ja e ovat reaalilukujajaa # 0
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missa y; on 3. asteen yhtalon
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reaalinen ratkaisu.

Entdpa 5. asteen yhtalo. Loytyyko vastaavanlainen menetelma?
Vastaus: Ei [6ydy. Galois ja Abel 1800-luvun alkupuolella.
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Palataan maan pinnalle ja miten edes yksikin nollakohta voidaan 16y-
tad, jos polynomin aste on suurempaa kuin nelja?

Miksi nollakohdat kiinnostavat? Kun polynomin jokin nollakohta taval-
la tai toisella on l0ydetty, saadaan polynomi tulomuotoon jakolaskulla.

p(x) = apx™ + an_lx"_l + ... t+tax+ag
=a,(x —x1)(x — x3) ... (x — xp,)

Tulomuoto kertoo erdidlld tavalla enemmdn kuin pelkkd termien sum-
malauseke. Luvut x4, X5, ..., X, ovat nollakohtia ja havaitaan, etta niita
on siis kaiken kaikkiaan asteluvun ilmoittama maara, nollakohtien mo-
nikerrat huomioiden.

Eli kolmannen asteen polynomin nollakohtia (kompleksisia) on 3 kpl.
Neljannen asteen polynomilla 4 kpl ja n:nen asteen polynomilla n kpl.

Palataan kysymykseen. Polynomin tekijoihinjakolause edellyttaa nolla-
kohtien tuntemista. Kokonaislukukertoimisen polynomin rationaaliset
nollakohdat I6ydetdan aina seuraavan lauseen avulla.

Lause, polynomiyhtalon rationaaliratkaisut:
Jos yhtalon

apx" + ap_1x" 1+ .+ ax+a,=0, a, # 0

kertoimet ovat kokonaislukuja, ja jos yhtdlolla on supistetussa muo-

dossa (eli syt(r, s) = 1) oleva rationaalinen ratkaisu
r
x=-,
s

niinr|ag ja s|a,.
Todistus. Kirjassa, sivu 32.

Esimerkki Ratkaise yht&l6 3x3 + 5x2 —8x + 2 = 0.

Vakiotermin kertoimen 2 tekijat ovat: +1,+2 ja 3. asteen termin ker-
toimen 3 tekijat ovat: +1, +3.
Nain ollen pitaa kokeilla ratkaisuehdokkaat x = E, eli

£, 42 42,42
_’—3’— )—3'
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Kunx = 1:
3-1345:12-8:-142=3+5-8+4+2=2%0

Eli x = 1 ei ole nollakohta.

Kunx = —1:

3:(-1)3+5-(-1)2-8:(-1)+2=-3+4+5+8+2=12%0
Eli x = —1 ei ole nollakohta.
1
Kunx=§:

3 13+5 1y’ 8 1 +2—1+5 8+2—0
3 3 3 9 9 3 N

Elix = ion nollakohta.

Samalla tavoin voitaisiin kayda muutkin ehdokkaat lapi. Koska nyt on
|6ydetty yksi nollakohta = jaetaan polynomi binomilla x — % Jako me-
nee tekijalauseen nojalla tasan, saadaan

1
3x3+5x2—8x+2=<x—§)(x2+2x—2).

Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavaa kayttden loydetdan loput nolla-
kohdat x = —1 + /3, joten

3x3+5x2—8x+2=(x—%)(x—(—1—\/§))(9¢—(—1+\/§))
=@Bx—-D(x+1+V3)(x+1-+3)
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