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Lasketaan polynomien jakolasku jakokulmassa.

4x* —3x+2
2x—2|8x’ —14x” +10x—4
8x’ — 8x’
—6x> +10x —4
—~  —6x" +6x
4x —4
- 4x -4

0

Vastaus  4x> —3x+2
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Lasketaan polynomien jakolasku jakokulmassa.

a) 2x2
2+32x% 4622 -8
- 2x* +6x2

-8

Ei ole jaollinen, koska jakojddnnokseksi saatiin —8 # 0.

b) 2x2 +8
x2—1]2x% +6x2 -8

2x4 —2x2
8x2 -8
—  8x? -8

On jaollinen, koska jakojddnnos on 0.

Vastaus  a) Ei ole, koska jakojddnnds on —8.

b) On, koska jakojdédnnds on 0.
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3 2 _
Jakolasku 3x ;x lax ! menee tasan, kun nimittiji on
x —
osoittajan tekija. Talloin jakajan 3x —1 nollakohdan on oltava my0s
osoittajan nollakohta. Médritetdén jakajan nollakohta:

3x—-1=0
3x=1

1

X =—

3

. 1 o
Sijoitetaan x =§ osoittajan lausekkeeseen.

3.7 a 41

27 9 3

1. 7 a_1_p

9 9 3

1-7-3a-9=0
—3a =15
a=-5

Vastaus a=-5
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Polynomilla P(x)=-x"—2x"+5x+6 onnollakohta x =2, joten

x—2 onpolynomin P tekiji. Jactaan polynomi P jakokulmassa
tekijalla x—2.

-x"—4x-3

x—2|—x3—2x2+5x+6

— =X 42x°

—4x* +5x+6
—  —4x+8x
-3x+6
- =3x+6
0

Siis P(x)=—-x"=2x" +5x+6=(x-2)(—x" —4x -3).

-x'—4x-3=0

_AEJ( -4 () (D)

2-(-1)
_4+4 442
) -2

x=-3 tai x=-1

Siis —x* —4x-3=—1-(x=(3))x=(=1)) ==1-(x+3)(x +1).



Esitetddn polynomi P(x) tulomuodossa.

P(x)=—-x"-2x>+5x+6
=(x—2)(—x" —4x-3)
=—1-(x=2)(x+3)(x+1)
=—1-(x+3)(x+1)(x-2)

Vastaus  P(x)=—-1-(x+3)(x+1)(x—-2)
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Koska polynomilla O on kaksinkertainen nollakohta -3, niin silld
on tekiji (x—(=3))(x —(=3)) = (x +3)?.

Koska polynomilla Q on nollakohta 1, niin silld on tekija x—1.
Kolmannen asteen polynomilla on korkeintaan kolme ensimmadisen
asteen tekijad, joten polynomilla Q ei ole edelld olevien lisdksi
muita tekijoitd.

O(x) = a(x—1)(x +3)?

Kerroin a saadaan mééritettyd tiedon Q(—1) =24 avulla.

O(-1)=24
a(-1-1)(-1+3)*> =24
a-(-2)-2?> =24

—8a =24

a=-3

Siis O(x)=-3(x —1)(x +3)2.

Vastaus  O(x) = =3(x —1)(x + 3)?
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Ratkaistaan yhtdlo tulon nollasddnnon avulla.
-9(x-7)2x+6)(4-8x)=0

x—=7=0 tai 2x+6=0 tai 4-8x=0
x=7

2x=_6 8x=4
__ _1
x=-3 X )

Vastaus x=—3,x:%taix=7
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Polynomin x3 +4x? —11x—30 eris nollakohtaon x =3, joten
tekijdnd on x—3.

Jaetaan polynomi jakokulmassa tekijalla x —3.

x2+7x+10
x=3|x3+4x2-11x-30
— x3-3x2
7x% —11x =30
7x% =21x
10x—30
—  10x-30

0



Kirjoitetaan yhtdlo tulomuodossa ja ratkaistaan se tulon nollasddnnon
avulla.

¥3+4x2-11x-30=0
(x=3)(x2+7x+10)=0

x—3=0 tai X2 +7x+10=0
x=3
_ =772 -4-1-10

21
_-7+\9
2

X

_ 743
2

x=-5tai x=-2

Vastaus x=-5,x=-2tai x=3
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Kokeilemalla havaitaan, ettd polynomin

O(x) = x* +2x3 —34x% +2x—35 eris nollakohtaon x =35, joten
tekijind on x—35.

Jaetaan polynomi Q jakokulmassa tekijalla x—5.

X +T7x2+x+7
x=5|x¥+2x3-34x%+2x-35

—  x*-5%3
7x3 —34x% +2x-35
- 7x3-35x2
x2 +2x-35
- x?-5x
Tx—35
- Tx-35

0



ryhmittelemalla.

x*+2x3 -34x% +2x-35=0
(x=5(x3+7x*+x+7)=0
(x=5(x*(x+7)+1-(x+7))=0
(x=5x+7D(x2+1)=0

Siis polynomilla on kaksi ensimmadisen asteen tekijéa.

Vastaus  On osoitettu, ettd polynomilla Q on ainakin kaksi
ensimmadisen asteen tekijaa.
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Mairitetisn vakion a arvo siten, ettd yhtilolld 2x* +5x2 +a =0
ei ole ratkaisua.

Termit 2x* ja 5x? ovat epinegatiivisia kaikilla reaaliluvuilla x.

Vakion a muuttaminen siirtdd funktion f(x)=2x*+5x% +a
kuvaajaa pystysuunnassa.

Yhtilslld 2x% +5x2 +a =0 eiole ratkaisua, kun 2x* +5x2 +a >0
kaikilla x. Tdma toteutuu, kun a > 0, silla talloin

2x4 + 5x2 4+ a >0 kaikilla x.
— — ——
>0 >0 >0

Vastaus a>0
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Jos polynomiyhtdlén P(x)=0 kertoimet ovat kokonaislukuja, niin

sen kaikki rationaalijuuret ovat muotoa P ,missd p on
q

vakiotermin tekijd ja ¢ korkeimman asteen termin kertoimen tekijé.

Luetteloidaan yhtdlon 3x* +5x3 +5x% +5x+2 =0 vakiotermin ja
korkeimman asteen termin kertoimen tekijat.

Vakiotermin 2 tekijit: +1, £2

Korkeimman asteen termin kertoimen 3 tekijat: +1, £3
Tilléin juurivaihtoehdot ovat i%, i%, +1 ja +2.

Etsitddn testaamalla, mitkd kaksi vaihtoehdoista ovat yhtdlon
ratkaisut.

P(x)=3x*+5x3 +5x% +5x +2

P(-3)=3 P3)=%
e -2
P(-1)=0 P(1)=20

PE—2)) =20 sz)) =120

Vastaus  Rationaalilukujuuret ovat x = —

% ja x=-1.
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Sijoitetaan kompleksiluku z=5-2i yhtiloon z> -10z+29=0.

22 =10z +29=(5-2i)% —10(5-2i) +29
=25-20i +4i*> =50 +20i + 29
=4+4i>=4+4-(-1)
=4-4=0

Siis z=5-2i toteuttaa yhtdlon. o
Ratkaistaan yhtilo z2 —10z+29=0 tdydellisesti.

z2-10z+29=0

—(=10) £/(~10)> —4-1-29
“= 2-1

_10£+/100-116

2
_10+4-16 _ 10+16i
- 2 T2

Vastaus Toisena ratkaisuna on liittoluku z= 5+2;.
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a) Ratkaistaan yhtilo —z2 —4z—6=0 kompleksilukujen
joukossa.

—z2 —4z-6=0

_42J(-47 ~4-(-1)(-6)
. 2-(-1)
4+-8
-2

IENCY

-2
4422
==t

- 2+2i




b) Ratkaistaan yhtilo 2z2 —6z+8=0 kompleksilukujen
joukossa.

2z2-6z+8=0 -2

z2-3z+4=0

L —(-3)£+(-3)2 -4-1-4

2-1

Vastaus a)z:—2—\/5i tai z=-2++2i

V7
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Ratkaistaan yhtilo \z\z =22 tiydellisesti (siis kompleksilukujen

joukossa). Olkoon z=a+bi,missd a ja b ovat reaalilukuja.

2 =22

2
(\/a2 b2 ) — (a+bi)?
a? +b? =a? + 2abi + b%i?
a’® +b? =a? +2abi + b* - (-1)
a? +b* =a? —b?* +2abi
Vasemmalla ja oikealla puolella olevien kompleksilukujen tulee olla
samat.

Kun verrataan yhtidlon molemmilla puolilla olevia reaaliosia ja
imaginéériosia toisiinsa, saadaan

a’>+b>=a>-b* . 2b°=0 4 [b=0
2ab=0 eli {ab:Oeh {aeR

Ylemmastd yhtdlostd saadaan b =0. Tdlloin a voi olla mikd
reaaliluku tahansa.

Yhtélon toteuttaa siis kompleksiluku, joka on reaalineneli zeR.

Vastaus zeR
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Muokataan yhtaloa.

Jxi+l=x"—x
VX +1-x*+x=0

Yhtilon juuret ovat samat kuin funktion f(x)=~x>+1-x"+x
nollakohdat.

Funktio f on kaikkialla miiritelty ja jatkuva, koska x* +1>0
kaikilla x.

Tutkitaan funktion f arvoja.
FED=(=1) +1=(=1)" +(-1)=+2-2<0

7(0)=+0*+1-0*+0=1>0

Koska funktion arvot vilin [—1, 0] padtepisteissd ovat erimerkkiset,

funktiolla on ainakin yksi nollakohta vélilld -1, 0f.
Jatketaan funktion arvojen tutkimista.
F(2)=~N2241-2"+2=45-14<0

Koska funktion arvot vilin [O, 2] padtepisteissd ovat erimerkkiset,

funktiolla on ainakin yksi nollakohta valilla ]0, 2[.



Koska vilit |1, 0] ja |0, 2[ ovat erilliset, funktiolla f* on ainakin
kaksi nollakohtaa. Téten yhtél6ll4 on ainakin kaksi ratkaisua.
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Muokataan yhtaloa.

x* =cosx

x> —cosx=0

16.3.2018

Yhtilon ratkaisut ovat samat kuin funktion f(x)=x">—cosx

nollakohdat.

Maiiritetddn nollakohta yhden desimaalin tarkkuudella. Kdytetdan
taulukkolaskentaohjelmaa.

B C D E F

1| a b f(a) flc) f(a) f(c)
0 1 0,5 -1 -0,6275826... | 0,62758256...
3| 05 1 0,75 |-0,627582562... | -0,1691889... | 0,10617998...
6/0,8125| 0,875 | 0,84375 | -0,027529312... | 0,04724833... | -0,0013007...
7/0,8125 | 0,84375 | 0,828125 | -0,027529312... | 0,00953282... | -0,0002624...

Viimeisen vilin [a, b] molemmat paitepisteet pydristyvit yhden

desimaalin tarkkuudella samaan lukuun. Siis x ~ 0, 8.

Vastaus x~0,8
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Kuvio 1. iterointikierroksen jdlkeen (viivoitetut nelidt ovat kuviosta
poistettuja):

Kuvio 2. iterointikierroksen jilkeen:




Kuvio 3. iterointikierroksen jélkeen:

Alkuperéisen nelion pinta-ala on 1.

2
1. kierroksen jdlkeen jéljelld on pinta-ala 1— (%) :%

2 2
2. kierroksen jilkeen jdljelld on pinta-ala 1— (%) -3 (lj = 2

4 16

2 2 2
3. kierroksen jélkeen jéljelld on 1-— (lj -3. (lj -9. (lj = 2
2 4 8 64

Valkoisten nelididen pinta-ala on i—z

(LISATIETO: Jokaisella kierroksella poistetaan % jéljelld olevasta

pinta-alasta, jolloin jdljelle ja4 % Néin ollen n. kierroksen jilkeen

jaljelld oleva pinta-alaon 4 =1 (%j = (%) )
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Yhtilon x®—x* +2x—1=0 ratkaisut ovat samat kuin funktion
f(x)=x° —x’ +2x—1 nollakohdat. Muodostetaan Newtonin
menetelmén iterointikaava.

f(x)=x"—x"+2x-1

f(x)=6x"=3x"+2

(PR € X=X, +2x, 1
T f(x) T 6x) =3x2 42

Piirretdédn funktion f kuvaaja. y
Kuvan perusteella nollakohdat

ovat véleilla ]—2,—1[ ja ]O, 1[.

Valitaan ensimméiisen

nollakohdan alkuarvoksi

x, =—1 jatoisen alkuarvoksi 1

x =1

Muodostetaan iterointikaavaa
vastaava funktio.

x=x*+2x-1

xX)=x-—
g0 6x° —3x2 12

Iteroidaan funktiota g ladhtien alkuarvoista x, =—1 ja x, =1, kunnes

iteraation arvo pysyy kolmen desimaalin tarkkuudella
muuttumattomana.



X, |lteraatio g(x, ) |Iteraatio g(x, )
Xo|-1 1

X, [-1,14285714... 0,8

X3 1-1,11089672... 0,62887081...

X4 |-1,10847939... 0,57836828...

Xs 1-1,10846638... 0,57786475...

Iteroinnin perusteella nollakohtien likiarvot kolmen desimaalin
tarkkuudella ovat —1,108 ja 0,578.

Vastaus  x~-1,108 ja x~ 0,578
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Funktion f nollakohdat ovat yhtilén 2x —x’ = 0 ratkaisut.

Muokataan yhtilo muotoon x = g(x).

2x—x>=0
X =2x
x=13/2x

Yhtélon ratkaisut ovat samat kuin funktion g(x)=-</2x kiintopisteet.

Piirretddn funktion g kuvaaja y
jasuora y =Xx samaan

koordinaatistoon. Kuvan
perusteella funktion g ainoa

positiivinen kiintopiste on
vililla 1, 2[.

y =g(x)

/ | i | | |
-1

Iteroidaan funktiota g ldhtien alkuarvosta x, =1. Kéytetdéin
taulukkolaskentaohjelmaa.



A

1 |1
1,25992105...
3 |1,36079000...

10 |1,41418866...
11 |1,41420526...

Iteroinnin perusteella funktion g ainoan kiintopisteen likiarvo neljén
desimaalin tarkkuudella on 1,4142.

Siis funktion f(x)=2x—x" positiivinen nollakohta on x ~1,4142.

Vastaus 1,4142
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a) Funktio f on polynomifunktio, joten se on kaikkialla jatkuva ja
derivoituva. Muodostetaan derivaattafunktio f'(x).

f(x)=12x" —60x* +12x+10
Tutkitaan derivaatan f” arvoja.
f(-)=-74<0

f(0)=10>0

Koska derivaattafunktion arvot vilin [—1, O] paitepisteissd ovat

erimerkkiset, silld on ainakin yksi nollakohta vlilld -1, 0f.

Funktiolla f* on tdlld vidlilld myds ainakin yksi minimikohta,
koska funktio on vihenevi kohdassa —1, mutta kasvava
kohdassa 0.

Jatketaan derivaattafunktion arvojen tutkimista.
f(4)=-134<0
f(5)=70>0

Koska derivaattafunktion arvot vilin [4, 5] paitepisteissd ovat
erimerkkiset, silld on ainakin yksi nollakohta vililld |4, 5[.

Funktiolla ' on myos ainakin yksi minimikohta valilla ]4, 5[.



b)

Koska vilit |1, O ja |4, 5[ ovat erilliset, funktiolla f* on siis

ainakin kaksi minimikohtaa.

Kahden minimikohdan véilissd aina vdhintdén yksi
maksimikohta. Jos minimikohtia olisi kolme, olisi myds
maksimikohtia vahintiddn kaksi, eli yhteensa ddriarvokohtia olisi
vahintddn viisi. Tdma on kuitenkin mahdotonta, koska
derivaattafunktio on kolmatta astetta, joten silld on korkeintaan
kolme nollakohtaa (eli mahdollista funktion dariarvokohtaa).



K20

Tekija e Pitkd matematiikka 12 e

16.3.2018

a) Yhtildn ratkaisut ovat samat kuin funktion f(x)=x" —3x+6

nollakohdat. Maaritetddn valilla ]—2,—1[ oleva ratkaisu

puolitusmenetelmélld kahden desimaalin tarkkuudella.

Kéytetddn taulukkolaskentaohjelmaa.

A B C D E F
1 a b c fla) flc) fla) flc)
2 -2 -1 -1,5 -116 -6,585937... | 763,9687...
3 -1,5 -1 -1,25 -6,585937... | 4,981628... | -32,80869...
10| -1,394531... -1,390625 -1,392578... | -0,072872... | 0,021400... | -0,001559...
11| -1,394531... | -1,392578... | -1,393554... | -0,072872... | -0,025630... | 0,001867...

Viimeisen vilin [a, b] molemmat patepisteet pydristyvit

kahden desimaalin tarkkuudella samaan lukuun. Siis x ~ —1,39.




b) Muodostetaan Newtonin menetelmén iterointikaava.
f(x)=x"-3x+6
f(x)=7x"-3

7_
oSGy X346

n+l n f’(xn) —'n 7X: -3

Kiytetdédn taulukkolaskentaohjelmaa, ja alkuarvoa x, =—1.

A
1 -1
2 -3
3 -2,57411764...
8 -1,41441414...
9 -1,39402298...
10 -1,39302530...

Iterointi ldhestyy kahden desimaalin tarkkuudella lukua
x~-1,39.



¢) Muokataan alkuperdinen yhtdlé muotoon x = g(x).

x =3x+6=0
x’ =3x-6

x=43x-6

Yhtélon ratkaisut ovat samat kuin funktion g(x)=</3x-6
kiintopisteet. Iteroidaan funktiota g léhtien alkuarvosta x, = —1.

A

-1

-1,36873810...
-1,39159430...
-1,39293921...

HIWIN (=

Iteroinnin perusteella funktion g kiintopisteen likiarvo kahden
desimaalin tarkkuudella on x ~ —1,39.

Vastaus a) x~-1,39 b) x~-1,39 ¢) x~-1,39
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a) Madritetddn lukujonon kolme ensimmadisté jésenta.

x, =100

x, =%/100 =10

x, =/10

b) A

1 (100
2 |10
3 |2,154434690...
4 |1,211527659...
13 |1,000000001...
14 |1

Lukujonon arvot ndyttévit 1dhestyvin lukua 1, kun n suurenee.

Vastaus  a) 100, 10 ja Y10 b) a=1
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x -1

2
kiintopisteet, joita on kuvaajan perusteella kolme kappaletta.

a) Yhtildén x’ —2x =1 juuret ovat funktion f(x)=

Kuvaajan perusteella ndyttiisi, v
ettd kiintopiste a, on :
puoleensavetivi, eli se

voidaan selvittda titd funktiota .
iteroimalla. Kiintopisteet a, ja

a; as

olevan hylkivia. Iteroidaan i : A
y= X

funktiota f ldhtien -
alkuarvosta x, =-0,5.

a, ndyttaisivit puolestaan i _/ PR

-0,5

-0,5625
-0,588989258
-0,602162645
-0,609172042
-0,613029002

V| WIN (=

Iteroinnin perusteella kiintopisteen a, eli yhtdlon toisen juuren
likiarvo on —0,61.



b) Yhtilén x’ —2x =1 juuret ovat myds funktion g(x)=</2x+1
kiintopisteité.

Kuvaajan perusteella y
ndyttdisi, ettd :
kiintopisteet a, ja a,

ovat puoleensavetivii, eli :
ne voidaan selvittis titi LEL L :
funktiota iteroimalla. E

Kiintopiste a, puolestaan -
ndyttdd olevan hylkiva. |
Iteroidaan funktiota g L
lahtien alkuarvoista

x =-2jax =1

A B
1 |-2 1
-1,44224957... | 1,44224957...
3 |-1,23518492... |1,57197273...
12 |-1,00426361... |1,61803377...
13 |-1,00283436.. |1,61803393...

Iteroinnin perusteella kiintopisteen g, likiarvo on —1,00 ja

kiintopisteen a, likiarvo on 1,62.

Vastaus  a) Kylld, x~—0,61 b) Kylld, x =—-1,00 ja x = 1,62
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a) Yhtilén e —x*+1=0 juuret ovat samat kuin funktion
f(x)=¢" —x*+1 nollakohdat. Muodostetaan Newtonin
menetelmén iterointikaavaa vastaava funktio g.

f(x)y=e"—x*+1
S (x)=¢e"—4x

B _f(x)= _e"—x4+1
g(x)=x ) X A

Iteroidaan funktiota g ldhtien alkuarvosta x, =-2.

A

-2

—1,3040756...
—-1,0524807...
—1,0630020...

B Ww(N R

13 (-1,0760396...
14 (-1,0760653...

Iteroinnin perusteella nollakohdan likiarvo on —1,076.



b) Muokataan yhtdloa.
e —x'+1=0
xt=e"+1

x=-3e" +1 (haetaan negatiivista juurta)

Funktion A(x)=—3/e* +1 kiintopisteet ovat samat kuin yhtilon
negatiiviset juuret.

Iteroidaan funktiota % ldhtien alkuarvosta x, = -2.

A

-2

~1,0322408...
-1,0791493...
~1,0758874...
-1,0761103...
~1,0760950...
~1,0760961...

N ooun|AhWN (=

Kiintopisteiterointi tuottaa likiarvon —1,076 nopeammin kuin
Newtonin menetelma.

Vastaus  a) x~—1,076 b) kylld, x =-3/e" +1
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a) Muodostetaan erotusosamiird kohdassa 2.

f!(z) — f(2+h2_f(2)

1 1
3ﬁ _35
h

b) Maédritetddn erotusosamairin arvot, kun 2=0,1 ja 4 =-0,1.

1 1 1 1

3ﬂ _ 35 32+h 32
"(2) = "(2) =
f(2) P f'(2) P
1 1 1 1
32400 _ 35 32-01 _ 32
01 T 00
=-0,44718... ~ 0,45 =-0,50805... 0,51
1 1
3ﬁ _35

Vastaus a) f'(2)= P

b) h=0,1: £'(2)~—0,45 ja h=-0,1: f'(2) ~—0,51
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Madritetdan keskeisdifferenssin avulla funktion derivaatan likiarvo
kohdassa 0, kun 2 =0,01.

/ SO+h)-f(0-h)
S(0)= 7
_ f(0,01) = f(=0,01)
- 0,02
sin(0,01) _sin(-0,01)
0,01+1 -0,01+1
0,02
sin(0,01) _sin(-0,01)
1,01 0,99
0,02
=1,000083... 1,000

Vastaus f'(0) = 1,000
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a) Kiihtyvyys on nopeuden derivaatta ajan suhteen: a =v'(¢). Pitda
siis madrittdd derivaatan v'(5) likiarvo. Lyhin aikojen vilinen
ero on 1, joten valitaan s =1.

v(5+1)—v(5-1)
2-1
_v(6)—v(4)
S
_17,0-11,2
===

v(5) =

2,9

b) Valitaan taas 4 =1, ja lasketaan derivaatan v'(9) likiarvo.

v(9+1)—v(9-1)

2-1
_v(d0)-v(8)
2

_17.6-10.0 o

V'(9) =

Vastaus  a) 2,9 m/s> b) —0,75 m/s’
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a-b)

Muodostetaan erotusosaméérén ja keskeisdifferenssin lausekkeet
kohdassa 1.

Erotusosamaéra: Keskeisdifferenssi:
1+h)- 11 1+h)—-f(1-h
f’(1)=f( )AL f'(l):f( )= f(=h)
h 2h
_ cos(1+h)—cosl _ cos(l+h)—cos(1-h)
h 2h

Kaytetddn taulukkolaskentaohjelmaa, ja madritetdin erotusosamairin
ja keskeisdifferenssin arvot 4 :n arvoilla 0,1; 0,01; 0,001 ja 0,0001.

h erotusosamaara keskeisdifferenssi
0,1 -0,86706 -0,84007
0,01 -0,84416 -0,84146
0,001 -0,84174 -0,84147
0,0001 -0,84150 -0,84147
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a)

b)

Lasketaan suorakaidesidinnolli arvio funktion f(x)=~1+x’
kuvaajan ja x -akselin vililla [O, 4] rajaaman alueen pinta-alalle

kayttden neljdéd osavilid ja laskentapisteend osavilin
keskipistetta.

Jaetaan vili [O, 4] neljddn osaviliin, jolloin yhden osavilin

pituus on d:?zl.

Lasketaan arvio pinta-alalle.

A~1-(f£(0,5)+ f(L5)+ £(2,5)+ f(3,5))
~9,2534~9,25

Lasketaan puolisuunnikassdanndllé arvio funktion
f(x)=+1+x" kuvaajan ja x -akselin vililli [0, 4] rajaaman
alueen pinta-alalle kdyttden neljaa osavilid.

Jaetaan vili [0, 4] neljdén osaviliin, jolloin yhden osavilin

pituus on h=%=l.

Lasketaan arvio pinta-alalle.

AL SO+ FD)+ fQ)+ fG)+5 1)
~9,374..~9,37



Vastaus a) 4=9,25 b) A=9,37
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Funktion f(x)= kuvaaja ja x -akseli rajaavat vlilld [-1,1]

sin x + 2
alueen. Lasketaan arvio alueen pinta-alalle Simpsonin sdannon
perusmuodolla eli osavéleji on kaksi. Yhden osavilin pituus on siis

Lasketaan arvio pinta-alalle.

Az%-l-(f(—1)+4f(0)+f(1))
~1,0716...~1,07

Vastaus A=1,07
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Funktion f(x)=x" kuvaajaja x -akseli rajaavat vililla [l, 3] alueen.

a) Lasketaan arvio pinta-alalle geometriaohjelmalla kadyttden
laskentapisteend osavilin keskipistettd ja osavdlien lukumadrad
10.

A~ suorakulmiosumma(xx, 1,3,10, 0.5) ~13,63

b) Lasketaan arvio pinta-alalle geometriaohjelmalla kdyttden
laskentapisteend osavilin keskipistettd ja osavdlien lukumadraa
50.

A ~ suorakulmiosumma (x", 1,3, 50, 0.5) ~13,72

Vastaus a) 4=13,63 b) A=13,72
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Funktion f(x)= x+l kuvaaja ja x -akseli rajaavat valilld [2, 4]

alueen. Médritetdén arvio pinta-alalle puolisuunnikassdannolla.

a) Lasketaan geometriaohjelmalla arvio pinta-alalle, kun osavilien
lukumaééra on 20.

A = puolisuunnikassumma [x—Jri, 2,4, 20] ~ 4,199
x J—

b) Lasketaan geometriaohjelmalla arvio pinta-alalle, kun osavélien
lukumééra on 60.

A = puolisuunnikassumma (X—H, 2,4, 60) ~ 4,197
x—

Vastaus a) 4~=4,199 b) A=~4,197
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a) Funktion f kuvaajaja x-akseli rajaavat alueen vililld [1, 3].

Lasketaan arvio pinta-alalle puolisuunnikassdannolla.
Taulukosta voidaan havaita, ettd osavilin pituus on 0,5 ja

osavilien lukumaéaré on 4.

X 1,0 [ L5 | 20 | 25 | 3,0
fx) | 7,02 | 505 | 3,52 | 2,15 | 1,95

Az0,5~(%f(1,0)+f(1,5)+f(2,0)+f(2,5)+%f(3,0))

=0,5.(%7,02+5,05+3,52+2,15+%-1,95)
=7,6025~ 7,60

b) Lasketaan arvio pinta-alalle Simpsonin sddnndlld. Taulukosta
voidaan havaita, ettd osavilin pituus on 0,5 ja osavilien
lukumiéra on 4.

Az%-0,5-(f(1,0)+4f(1,5)+2f(2,0)+4f(2,5)+f(3,0))

=%-0,5-(7,02+4~5,05+2-3,52+4-2,15+1,95)

=7,46833...~ 7,47

Vastaus a) A~7,60 b) A~7,47
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Funktiolla f(x)=x”—4x on nollakohdat x=0 ja x =4, joten
funktion kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililla [0, 4] alueen. Alue

rajautuu x -akselin alapuolelle, koska kyseesséd on ylospdin aukeava
paraabeli.

Lasketaan arvio pinta-alalle suorakaidesdannolld kéyttden
laskentapisteend osavilin keskipistettd ja neljda osavilid. Jaetaan véli
[0, 4] neljéén osaviliin, jolloin yhden osavilin pituus on

4-0

d=——-=1.
4

Alue sijaitsee siis x -akselin alapuolella. Talloin suorakulmioiden

korkeudet saadaan ottamalla itseisarvot vastaavista funktioiden
arvoista.

A=L(£0.5)]+]fL5)]+|£(2.5[+]f(3.5)]
=11

Vastaus A=11
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Funktion f(x)=4-2" kuvaaja ja x -akseli rajaavat valilld [0, 3]

alueen.

-3 42 <1 0 3 4 5 6
\

R
N
. \

A

Kuvasta nihddin, ettd osa alueesta muodostuu x -akselin alapuolelle.
Talloin puolisuunnikkaan sivun pituuden laskemiseksi, funktion
arvosta pitdé laskea itseisarvo.

Lasketaan arvio pinta-alalle puolisuunnikassédénnolld kdyttden
kolmea osavilid. Jactaan vili [0, 3] kolmeen osaviliin, jolloin

osavilin pituus on

n=220o1
3

Lasketaan arvio pinta-alalle.



A=LGL O]+ 70+ L@+ G
=5,5

Vastaus A=5,5
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a) Madritetddn madratyn integraalin likiarvo Simpsonin sdannolla
kdyttden neljdd osavilid. Kun vili [0, 2] jactaan neljadn
osaviliin, on yhden osavilin pituus

n=2"0_2_45s.
4

4

Lasketaan arvio médaritylle integraalille.

[ de w2 0,5-(£(0)+47(0.5)+ 2/ () +4/(1L.5) + /(2)
o 1+ x 3
=1,09682...~1,10

b) Lasketaan madritty integraali laskimella.

2
[ L dv=1,0900...~1,09
o 1+x

Lasketaan, kuinka monta prosenttia a-kohdan arvio poikkeaa
laskimen antamasta likiarvosta.

LI0=L09 100, _0,917..%20,9%

b

Vastaus a) 1,10 b) 1,09 ; eroaa 0,9 %
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a)

b)

Sovelletaan puolisuunnikassidintdd funktioon f(x)= Jx—x.
Kun vili [3, 6] jaetaan kolmeen osaviliin, on yhden osavilin

pituus h:%zl.

Lasketaan arvio maarétylle integraalille.

6
1 1
[(r=x)dr=1- G f @)+ f (@) + £+ S (6)
3
=-7,1731... -7,17
Kuvaajan perusteella huomataan, ettd muodostuva alue on x -
akselin alapuolella. Tall6in pinta-alaa laskettaessa funktion

arvoista pitdd madrittaa itseisarvot.

Ly |




Lasketaan arvio alueen pinta-alalle.

A=LGL QI+ @]+[ )] +5] 76D
=7,1731...2 7,17

Vastaus a) -7,17 b) 7,17
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a) Pekan ratkaisusta puuttui kertoimet summan ensimmaisestd ja
viimeisestd termista.

2
j&dxzo,s-(%-\/m 0,5 +~1+4/1,5 +%-\/§)
0

=1,8194...~1,82

b) Pekan ratkaisusta puuttui kerroin 3 osavilin pituuden % edestd

ja kertoimet funktion arvojen edesta.

j«/?dxz%-o,s-(\@+4-\/0,75+2-\ﬁ+4-\/1,75+\5)

0

=1,85693...~ 1,86

Vastaus a) 1,82 b) 1,86
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X

Funktion f(x)=x? kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililli [1, 3] alueen.

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla arvio pinta-alalle kayttimélla
suorakaidesdantod. Kdytetddn laskentapisteend osavélin alkupistetti

ja 40 osavilid. Jaetaan vili [l, 3] neljaddnkymmeneen osaviliin,

jolloin yhden osavilin pituus on
a3 g0
40 40

Suorakaidesddnndn mukainen arvio pinta-alalle on
A=0,05-(f(1)+ f(1+0,05)+ f(1+2-0,05) +...+ f(2,95)).

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla osavilien alkupisteet, funktion
arvot ndissd kohdissa ja funktion arvojen summa kerrottuna osavélin
pituudella.

®|A B € D E F 1
1 1 1. 4.592

2 1.05 1.026

3 1.1 1.054

4 1.15 1.084

5 1.2 1.116
i 1.25 1.15

7 1.3 1.186

8 1.35 1.225
A2|=a1+0.05




®|A B G D 1
1 1 1 4.592
2 1.05 1.026
3] 1.1 1.054
4 1.15 1.084
] 1.2 1.116
6 1.25 1515
7 1.3 1.186 d
(<] I B
a_]
B1 )
®|A B c D %
36 275 4.019
37 2.8 4.227
ﬁ 2.85 4.448
39 2.9 4.682
40 2.95 4.93
41
42 4
(<] I B
a40
B40

—ad0 2




®|A B G D 1
1 1 1. 459

2 1.05  1.026

3 1.1 1.054

4 1.15  1.084

5 1.2 1.116

6 1.25 1.15

7 1.3 1.186

8 1.35  1.225 i
<] I ﬂlv
c1{=0.05- sum(p1:40)

Pinta-alan arvioksi saadaan 4~ 4,59.

Vastaus A=~459
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a) Funktion f(x)= Lr kuvaaja ja x -akseli rajaavat vilill [1, 3]
-

b)

alueen. Médritetdén puolisuunnikassddannolld summalauseke,
jolla saadaan laskettua arvio alueen pinta-alalle. Yleisesti
puolisuunnikasséénté on muotoa

~h( S+ )+ F ()4t (5, )+ f(x )

Osavilin pituus on nyt hzﬂzz.Liséksi x, =1,
n o n
x1:1+£: x, =1+ g+£_1+2 x, =1+ Zk
n n o n n n

Talloin puolisuunnikassidintd voidaan kirjoittaa
summamerkinnin avulla muodossa

2 1 1 - 2k
4, ~;-(5f(1)+5f(3)+;f(1+7))-

Arvioidaan alueen pinta-alaa summalausekkeen avulla, kun
osavilien lukumédiri on 10 ja 50.

§ 2k N
Ay = 10 (2f(1) f(3)+;f(l+ﬁ))—0,69061...~0,691

1 2 2k
~— (= f(D+=f3)+ Y f(1+=-))=0,68765...~ 0,688
Ao =25 (zf() AL ;f( )



n—1

Vastaus  a) 4, z%-(%f(l)+%f(3)+kzz}f(l+%))

b) 4, ~0,691, A, ~0,688
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34:15=2-15+4, joten jakojdénnds on 4.

Vastaus b
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M2

Suoritetaan jakolasku jakokulmassa.

3x2 +x +1
2x —2/6x3 —4x2
—6x3 —6x2
2x2
—2x% —2x
2x
—2x-=2

2

Jakojadnnds on kaksi, eli a- ja c-vaihtoehdot ovat oikein.

Vastaus a, c
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x? —4=(x—-2)(x+2), joten seki b- etti c-kohdan polynomit ovat
sen tekijoita.

Polynomi x? —4 on siis jaollinen b- ja c-kohdan polynomeilla.

Polynomin x% —4 tekijini ei kuitenkaan ole polynomi x —4, joten

Polynomi x2 —4 ei ole jaollinen a-kohdan polynomilla.

Vastaus b, c
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Jos polynomin P tekijd on polynomi x+1=x—(—1), niin tdlloin
polynomin P nollakohta on —1. Lasketaan P(-1).

P(-1)=(-1}-4-(-1)?2 +(-1)+6=0

Siis polynomi x+1 on polynomin P tekija.

Testataan samalla tavalla polynomit x—-1 ja x-2.

PH)=1-4.12+1+6=4

Polynomi x —1 ei siis ole polynomin P tekija.

P(2)=23-4.2242+6=0

Polynomi x —2 on siis polynomin P tekiji.

Vastaus a, c
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Koska 3x?+27>0 kaikilla x :n arvoilla, ei polynomilla Q ole
yhtddn nollakohtaa. Sill4 ei siis ole yhtddn ensimmaéisen asteen
tekijaa.

Vastaus a
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Polynomi x—a on polynomin P tekijd, jos a on polynomin P
nollakohta.

Polynomi 3x—-2 onpolynomin P tekija, silld 3x -2 =3(x— %).

Jotta polynomi 2x—-3=2(x— %) olisi polynomin P tekija, tulisi

polynomilla P olla nollakohta x = 3

>

Polynomi x—% on selvésti polynomin P tekija.

Vastaus a, c
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Kaikki vaihtoehdot ovat oikein.

Kun x =2, tulon tekiji (x—2)=0, joten myos tulo on 0.
Kun x=-3, tulon tekijd (x+3)=0, joten myds tulo on 0.

Kun x =4, tulon tekiji (x—4)=0, joten myo6s tulo on 0.

Vastaus a,b,c
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Muokataan yhtaloa.

x(x2 —6x+12)=8

x> —6x? +12x-8=0
Huomataan, ettd x =2 on yhtdlon juuri, silld
23-6-22+12-2-8=0.

Se on myds ainoa juuri. Osoitetaan timé esimerkiksi muokkaamalla
yhtild ryhmittelemélld tekijamuotoon.

x3—6x2+12x-8=0
x32x? —4x? +8x+4x—8=0
— —

—6x? 12x
x3—4x? +4x-2x2+8x-8=0
x(x2 —4dx+4)-2(x? —4x+4)=0
(x2 —4x+4)(x-2)=0
(x=2)(x=2)(x-2)=0

Vastaus C
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Sijoitetaan x =—1 yhtiléon 15x3 +8x2 +ax —2 =0, ja ratkaistaan
vakio a.

15- (=13 +8-(-1)*+a-(-1)-2=0
~1548-a-2=0
a=-9

Vastaus b
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Funktio f on polynomifunktio, joten se on kaikkialla jatkuva.
Tutkitaan funktion arvoja vilien paitepisteissa.

fED) ===’ +(-)+1=1>0

f(0)=-0"+0+1=1>0

fMH=-P+1+1=1>0

f(2)=—2"+2+1=-5<0

Vileilld |-1, 0[ ja ]0, 1] funktiolla ei vélttimittd ole yhtéén

nollakohtaa, koska vélien pédtepisteissd funktion arvoilla on sama
merkki. Koska funktio on jatkuva suljetulla valilla [1, 2] ja funktion

arvot vélin paitepisteissi ovat erimerkkiset, on funktiolla ainakin
yksi nollakohta vililla ]1, 2[.

Vastaus b



Tekija e Pitkd matematiikka 12 e 19.3.2018

M11

Funktio on mééritelty ja jatkuva, kun x = 0. Ratkaistaan sen
nollakohdat.

x+—=0 X, x#0
X

X’ +1=0
¥ =-1

Funktiolla ei siis ole yhtéén nollakohtaa, joten ei silld mydskédén ole
nollakohtia vililld -1, 1[.

Vastaus C
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a-kohdan ehdolla ei voi vield sanoa mitddn nollakohdan likiarvosta,
silld voi olla, ettei funktiolla ole ollenkaan nollakohtia, ja silti
f£(1,6)=0,031.

b-kohdassa taas nollakohta voi olla missi tahansa valilla ]l, 5; 1, 6[ s

eli ei tiedetd, onko sen likiarvo yhden desimaalin tarkkuudella 1,5 vai
1,6.

c-kohdassa vilin ]1,55; 1, 6[ molempien péétepisteiden likiarvo

yhden desimaalin tarkkuudella on 1,6, ja vélin paitepisteiden
funktion arvot erimerkkiset, joten funktion nollakohta on talla valilla
ja sen likiarvo on 1,6.

Vastaus C
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Koska vélien |8,34; 8,345[ ja ]8,345; 8,35[ péiitepisteissi funktion

arvot ovat erimerkkiset, on funktiolla nollakohta molemmilla
valeilla.

Vililld ]8,34; 8,345 olevat luvut pydristyvit kahden desimaalin

tarkkuudella lukuun 8,34, joten se on toisen nollakohdan likiarvo.

Vililla ]8,345; 8,35[ olevat luvut pyoristyvét kahden desimaalin

tarkkuudella lukuun 8,35, joten se on toisen nollakohdan likiarvo.

Niiden tietojen pohjalta ei voi sanoa, onko kummankaan
nollakohdan likiarvo kolmen desimaalin tarkkuudella 8,345.

Vastaus a, c
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Iteroidessa funktiota x, = f(x,_,), joten x, = f(x,).

X = f(x)=x +1=V1+1=2.

Vastaus a
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Rekursiivisen lukujonon méirittelystd nihddén, ettd lukujono on
aritmeettinen lukujono, missd a, =3 ja d =—1. Sen yleinen jdsen

saadaan kaavasta x, = x, +(n—1)d.

x, =x,+(n-1)d
=3+(n-1)-(-1)
=3-n+l
=-n+4

Siis x,, =—-10+4=-6, x, =-9+4=-5ja x, =—n+4.

Vastaus b, c
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Muodostetaan Newtonin menetelman iterointikaavaa vastaava
funktio g.

f(x)=cos2x+x’
f(x)=-2sin2x+3x"

()=x— f(x) e cos2x+ x°
& ) 2sin2x43xc

Iteroidaan funktiota g lahtien alkuarvosta x, =—1.

Iteraatio g(x, ;)

X1

X, 1-0,70610792...
X3 |-0,65017043...
X4 |-0,64776993...
Xs |-0,64776543...

Iteroinnin perusteella nollakohdan neljddesimaalinen likiarvo on
x = —0,6478, ja ensimmdisend tdmén likiarvon tuottaa iteraatio x,.

Vastaus b
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Muodostetaan Newtonin menetelman iterointikaavaa vastaava
funktio g.

f(x)=x"-2x -1
f(x)=4x" —6x°

B _f(x)= _x4—2x3—1
g(x)=x () X 4% — 62

Iteroidaan funktiota g lahtien alkuarvosta x, =1.

A

1 (1
0
3 | Ei maaritelty

Ensimmainen iterointikierros tuottaa arvon 0, jolla funktiota g ei ole

madritelty. Talla alkuarvolla ei siis saa selville mitddn funktion
nollakohtaa.

Vastaus C
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Ratkaistaan funktion nollakohta.

1 x
—_Z-0
Jx 2
1 X
— == |Jx,2
Jxo 2 W}
2:)6\/;
3 2
x2=2 |()
x=23

<=3

a-kohdan vaihtoehto on funktio itse. Sitd iteroimalla ei saa selville
funktion nollakohtia, vaan kiintopisteet. Funktion kiintopiste on
saman funktion nollakohta vain, jos se on 0. Funktion f nollakohta
ei kuitenkaan ole 0.

b-kohdan funktion kiintopiste on kohdassa

x:% |-x2,x¢0
X
X' =2 a

x=30.

Tadma ei kuitenkaan ole funktion f nollakohta, joten titdkadan
funktiota iteroimalla ei voida selvittdd funktion f nollakohtia.



c-kohdan funktion kiintopiste on kohdassa
2
x=—— |Jx ,x#0
= |
3
x2=2 ‘( )2
x=14
Tédmai on funktion f nollakohta. Kiintopiste on myds
1
NE

Néin ollen funktiota /4 iteroimalla voidaan selvittdd funktion f
nollakohta.

~0,79<1.

puoleensavetava, silld ‘h'(i/Z)‘

Vastaus C
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M19

Iteroidaan funktiota f alkuarvoilla x, =-2, x, =0 ja x, =2.

A B C
1 (-2 0 2
2 | 1,44224957... -1 1,44224957...
3 |1,02601211... 0 1,02601211...
99 |-0,75488014... 0 -0,75488014...
100 |-0,75487547... -1 -0,75487547...

Alkuarvolla x, =0 funktion f kiintopisteiterointi pomppii arvojen

—1 ja 0 vililla, eika siis suppene. Alkuarvoilla x, =-2 ja x, =2

kiintopisteiterointi ndyttdisi suppenevan, joskin hitaasti.

Vastaus a, c
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M20

Kohdan a lauseke on funktion f keskeisdifferenssi kohdassa 2, kun
h=0,1. Silld voidaan arvioida derivaattaa f'(2).

Kohdan b lauseke on funktion f oikeanpuoleinen erotusosamééri
kohdassa 2, kun 4 =0,1. Silld voidaan arvioida derivaattaa f'(2).

Kohdan c lauseke on puolestaan funktion f vasemmanpuoleinen
erotusosamairi kohdassa 2, kun 4 =0,1. Silld voidaan arvioida
derivaattaa f'(2).

Vastaus a,b,c
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M21
Keskeisdifferenssin lauseke on
g(l+h)—g(-h)
"1) =
g'() 7
_ g(1+091)_g(1_091)
2-0,1

— g(l,l)—g(0,9)
0,2 '

Ainoastaan kohdan c lauseke on oikein.

Vastaus C
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M22

Suorakaidesddnnolld pinta-alan lausekkeeksi saadaan
A=0,5-(f(0,25)+ £(0,75)+ f(1,25)+ £ (1,75)).

Vaihtoehdon a lausekkeessa suorakulmioiden korkeuksien
laskentakohdat eivét ole osavilien keskipisteissd, vaan alkupisteissa.

Vaihtoehdon b lausekkeessa suorakulmioiden korkeuksia ei ole
kerrottu osavélien pituudella.

Vaihtoehdon c lauseke on oikein.

Vastaus C
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M23

Lasketaan arvio pinta-alalle suorakaidesddanndlld. Osavélin pituus on
d= HT_I) =1. Suorakulmioiden korkeudet lasketaan osavilien
keskipisteissa.

A=1-(f(=0,5)+ f(0,5))

=0,5%+0,5"
=2,12132...~ 2,1

Vaihtoehto b on oikein.

Vastaus b
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Puolisuunnikassddnnolla pinta-alan lausekkeeksi saadaan

A~0,5. (%f(O) +£(0,5)+ (D) + £(L,5) +%f(2))-

Vaihtoehdon a lausekkeessa puuttuu kerroin % vilin paitepisteiden
korkeuksista.

Vaihtoehdon b lauseke on oikein.

Vaihtoehdon c¢ lausekkeessa osavélien paitepisteiden korkeuksien

kertoimet ovat vaarin.

Vastaus b
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Lasketaan arvio pinta-alalle puolisuunnikassddnnolld. Osavilin
. 2-1 1
pituuson d =——=—.
2 2

1 1 1
A~5'(§f(1)+f(1,5)+5f(2))
1 11 1 1 1
:_.(_._2+_2+_._2
2 21 L5 22

=0,53472...~ 0,53

)

Vaihtoehto ¢ on oikein.

Vastaus C
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Simpsonin sdédnnolld pinta-alan lausekkeeksi saadaan

Azé.O,S-(f(0)+4f(0,5)+2f(1)+4f(1,5)+f(2))-

Vaihtoehdon a lausekkeessa puuttuu kerroin %

Vaihtoehdon b lausekkeessa osavilien péétepisteiden korkeuksien
kertoimet ovat vairin.

Vaihtoehdon c lauseke on oikein.

Vastaus C
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Lasketaan arvio pinta-alalle Simpsonin sddnndlla. Osavélin pituus on
2-1 1
d —_——

2 2

Az%.%.(f(l)+4f(l,5)+f(2))

— (4415 +42)

=1,21886...~1,22

Vaihtoehto b on oikein.

Vastaus b
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Koska funktio on positiivinen viélilla [a, b] , pinta-alan lauseke on

b
j f(x)dx = A. Siis vaihtoehto b on oikein.

Vastaus b
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Kohdassa a likiarvo integraalille on laskettu
puolisuunnikassdannélld. Se on oikein.

Kohdassa b likiarvo integraalille on yritetty laskea
puolisuunnikassdédnnolld, mutta koska funktio oli negatiivinen,
itseisarvojen vuoksi saadaan viira tulos. Jos kysyttéisiin funktion
rajaamaa pinta-alaa integraalin arvon sijaan, likiarvo pinta-alalle
voitaisiin laskea néin.

Kohdassa c likiarvo integraalille on laskettu Simpsonin sdédnn6lld. Se
on oikein.

Vastaus a, c
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Lasketaan jakokulmassa (3x” —7x”> +6x—1):(x—2).

3xP—x+4
x—2|3x=7x" +6x—1
3x’ —6x°
—x’+6x—1
— X' +2x
4x -1
- 4x-8
7

a) Osamiiri on 3x° —x+4.
b) Jakojdénnos on 7.
c¢) Jakoyhtilo on
3x° = Tx* +6x—1=(x-2)(3x" —x+4)+7.
Vastaus a) 3x° —x+4

b) 7
¢) 3X’ =7x* +6x—1=(x-2)3x" —x+4)+7
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Polynomin x + 2 nollakohta on x =-2.

Polynomi P(x)=x"+ax’ -4 on jaollinen polynomilla x + 2

tasmalleen silloin, kun P(-2)=0.

Ratkaistaan a.
P(-2)=0

(-2 +a-(-2)>—-4=0

4a-36=0
4aq =36
a=9

Vastaus a¢=9
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a)
(x2-1)(x-2)=0
x2—1=0 tai x-2=0
x2 =1 x=2
x==1

Siis x=-1, x=1 tai x=2.

b)
(x2-1)(x-2)=2
X3 -2x2—x+2=2
x3=2x2-x=0
x(x2=2x-1)=0
x=0 tai x2-2x-1=0
o —(—2)iJ(—22)i —4-1-(-])

o 2+\8 24442 2422
2 2

2

x:g(lé‘ﬁ):liﬁ

Siis x=1-+2, x=0 tai x=1++2.



Vastaus a)x=-1, x=1 tai x=2

b) )C:l—\/E, x=0 tai x=1+2
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x> +5x2+7x+3=0

Kokeilemalla huomataan, ettd luku x =—1 toteuttaa yhtalon.
13 +5-(=D)*+7-(-1)+3=0

Siten polynomi x> +5x% +7x+3 on jaollinen polynomilla
x—(-1)=x+1.

x2+4x+3

x+1‘x3+5x2+7x+3
- X34+ X2
4x2 +7x+3
4x?% +4x
3x+3
- 3x+3

0

Siis x3 +5x2 +7x+3=(x+1)(x? +4x+3).



Ratkaistaan yhtilo.

W +5x2+7x+3=0
(x+1D)(x* +4x+3)=0

x+1=0 tai x2+4x+3=0
_ _ —4+4%-4.1.3
x=-1 X =
2-1
o —AEN4 440
2 2
_—4+2 _ o _—4-2_
x= 5 1 tar x > 3

Vastaus x=-3 tai x=-1
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Koska x =-2 on polynomin kaksinkertainen nollakohta,
polynomilla on kaksi kertaa tekijdnd x — (-2) =x + 2.

Koska x =1 on polynomin kaksinkertainen nollakohta, polynomilla
on kaksi kertaa tekijdnd x — 1.

Neljannen asteen polynomilla on enintdédn nelja nollakohtaa ja nelja
tekijaa.

Polynomi on muotoa P(x)=a(x+2)*(x—1)2.
Koska polynomin vakiotermi on 20, tulee olla P(0) = 20.

Ratkaistaan kerroin a.

P(0)=20
a(0+2)2(0-1)? =20
4a =20

a=>5

Saadaan

P(x)=5(x+2)*(x—1)?
=5(x2 +4x+4)(x% -2x+1)
=5x% +10x3 —15x% —20x + 20.

Vastaus  5(x+2)%(x—1)? eli 5x*+10x> —15x? —20x + 20
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a) Osoitetaan, ettd funktiolla f(x)=x>+2x2-2 on
valilla ]0, 1] ainakin yksi nollakohta.

Funktio f on polynomifunktio, ja siksi se on jatkuva
valilla [0, 1].

Lasketaan funktion f arvot vilin paitepisteissa.
f(0)=03+2-02-2=-2<0
fH=13+212-2=1>0

Koska funktion arvot vilin [0, 1] péatepisteissd ovat
erimerkkiset, funktiolla on ainakin yksi nollakohta vililld 10, 1].



b) Osoitetaan, etti funktiolla f(x)=x>+2x2-2 on
valilla ]0, 1] tdsmdilleen yksi nollakohta.

Tutkitaan funktion f kulkua derivaattafunktion avulla.
Derivoidaan.
f'(x)=3x% +4x

Mairitetddn derivaattafunktion nollakohdat.

f'(x)=0
2 —
3x?+4x=0 y =32+ 4z
x(3x+4)=0
x=0 tai 3x+4=0 +

__i _%\-_ﬁ)
r= 3 3

Laaditaan funktion f kulkukaavio.

3 0 1
ff(xz) + - + +

Koska funktio f on aidosti kasvava vilillad [0, 1], silld on
enintdin yksi nollakohta vélilld ]0, 1].

Koska a-kohdan perusteella funktiolla on ainakin yksi nollakohta
vililla ]0, 1[, niin nollakohtia on tismilleen yksi.
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1
Iteroidaan funktiota f(x)= Jx =x2 lahtien alkuarvosta 3.

S13®=r3)=3

PO =1 =()F =[5 =t

l\)lr—a

1
— 38

£33)= 1(37) = [ﬁj

1

Loy
f4(3)=f(38):(38j — 316

1

f5(3)=f(3116)=(3%j —332 =33

N —

Vastaus  f3(3)=3%3
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Lukujonon rekursiokaava on

(11:%
a, =an_1+l, kun n=2,3,4, ...

6
Jonon seuraava jésen saadaan lisdamalld edelliseen jdseneen aina %

Kyseessi on siis aritmeettinen jono.
Muodostetaan jonon yleisen jasenen lauseke.

b) a0 =%-100+%:18

Vastaus a)2 b) 18
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f@)=x
a) Muodostetaan funktion f erotusosamiéra kohdassa 1.

fla+h)-f(a)

h
_Sa+h) - f)
h
h
_A+h-1
h

b) Lasketaan erotusosamairan arvo, kun /4 =0,001.

31+0,001 —1

0,001 =0,33322...~ 0,333

Siis £'(1) ~0,333.

3
Vastaus  a) 7V“hh‘1 b) £'(1)~0,333
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a) Kéytetddn suorakaidesdantoa.
A=L-(fD+ 2+ fB)+ (D))
=1-(44+2+2+3)
=11
b) Kiytetddn puolisuunnikassaéntoa.

as1-(L s r@+ re+ r@+ L r6)

=1-(L. 1.
=1 (2 4+2+2+3+2 3)
=10,5

¢) Kéytetdédn Simpsonin sdantoa.

Vastaus a)ll b)10,5 ¢)10,33
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Polynomi P(x)=x>+ax? +bx+c on jaollinen binomilla x*— 1.

Koska x? —1=(x—1)(x+1), niin polynomi P on jaollinen
binomeilla x -1 ja x+ 1. Siten P(1)=0 ja P(-1)=0.

Sijoitetaan tunnetut arvot polynomin lausekkeeseen ja ratkaistaan
vakiot a, b ja c.

P(0)=4
03+a-02+b-0+c=4
c=4

P(1)=0
B+a-1?+b-1+4=0
a+b=-5

P(-1)=0
-3 +a-(-1)?>+b-(-1)+4=0
a—-b=-3



Muodostetaan ja ratkaistaan yhtédlopari.

a+b=-5
a-b=-3

Saadaan ¢ =-—4 ja b=-1.

Vastaus a=-4, b=-1 ja c=4
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Funktioiden f(x)=x-2 ja g(x)=2cosx kuvaajien
leikkauskohdassa on f{x) = g(x). Muokataan yhtiloa.

f(x)=g(x)
x—2=2cosx

0=2cosx—x+2

Yhtilon ratkaisut ovat samat kuin funktion A(x)=2cosx—x+2
nollakohdat.

Muodostetaan Newtonin menetelmaén iterointikaava.

h(x)=2cosx—x+2
h'(x)=-2sinx—1

_ _h(x) _ . _2cosx—x+2
N(x)=x h'(x)_x —2sinx —1

Valitaan iteroinnin alkuarvoksi x; = 2.

Xn+1 | Iteraatio N(x,)
X1 2

X 1,714191...

X3 1,714187...

X4 1,714191...

X5 1,714191...

Yht4lon ratkaisu on x=1,714191....



Lasketaan leikkauspisteen y-koordinaatti.

f(1,714191...) =1,714191...- 2 = —0,285808...

Leikkauspiste on noin (1,714; —0,286).

Vastaus (1,714; -0,286)
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Yhtdlon x =3+log, x ratkaisut ovat samat kuin

funktion g(x)=3+log, x kiintopisteet.

Iteroidaan funktiota g ldhtien alkuarvosta x; = 1.
Kéytetddn taulukkolaskentaohjelmaa (tai laskinta).

A
1 |1
2 |3,0000
3 14,5850
10 | 5,4448
11 | 5,4449
12 | 5,4449

Yhtdlon ratkaisu on x = 5,44.



Muokataan yhtilo toisella tavalla iteroitavaan muotoon.

x=3+log, x
x—-3=log, x

23 =y

Yhtilon ratkaisut ovat samat kuin funktion /(x)=2*"3

kiintopisteet.

Iteroidaan funktiota 4 ldhtien alkuarvosta x; = 1.
Kaytetadan taulukkolaskentaohjelmaa (tai laskinta).

A

1

0,2500

0,1487

0,1386

0,1376

0,1375

N AN N AW N -

0,1375

Yhtdlon ratkaisu on x = 0,14.

Vastaus x~0,14 ja x=5,44
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B4

Lukujonon rekursiokaava on

e 163.2018

Lasketaan taulukkolaskentaohjelman sarakkeeseen A

jonon perdkkéiset jasenet aj, az, as, ..., a,

ja sarakkeeseen B niiden summa S, =a; +a; + a3+ ... +a,.

A B

1 0,40000000 | 0,400000

1) Sy6td soluun Al arvo 2/5.

2 0,20000000 | 0,600000 2) Syota soluun A2 kaava

3 10,10000000 | 0,700000 "=0,5- Al".

21 | 0,00000038 | 0,800000

3) Syoté soluun B1 kaava
20 | 0,00000076 | 0,799999 NG

4) Syota soluun B2 kaava

100 | 6,13 - 10" | 0,800000 "=B1+ A2".

Summa nayttia ldhestyvan lukua 0,8 = %

Vastaus %
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Funktion f(x)= xx kuvaajalle piirretddn tangentti kohtaan x = 3.

a) Tangentin kulmakerroin on f'(3).
Arvioidaan derivaattaa f'(3) keskeisdifferenssin avulla.
Lasketaan keskeisdifferenssi kohdassa 3, kun 4 =0,01.

(30 LB+~ fG=h)
f3)= -

_ f(3+0,01)= £(3-0,01)
2.0,01
_ f(3,01) - 1(2,99)
0,02
3,01V3.01 _2 99299
B 0,02
=5,9976...~ 5,998

Tangentin kulmakerroin & = 5,998.

b) Lasketaan tangentin suuntakulma.

a=tan"'k =tan"! 5,9976... = 80,534...° ~ 81°

Vastaus a) 5,998 b)81°
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F(x) = =2x3 +8x2 —6x+24 \
2

Funktion f nollakohta on x =4, silld
S =o0. :

Funktion f kuvaaja ja koordinaattiakselit 5
rajaavat alueen vélilld [0, 4].

Jaetaan vili [0, 4] neljdédn osaviliin ja
kdytetddn Simpsonin sdantoa.

L(f(0)+4- f()+2- f(2)+4- f(3)+ f(4)

1
3
% 1-(24+4-24+2-28+4-24+0)
2

Koska f* on polynomifunktio, alueen pinta-alan arvio ei riipu
Simpsonin sdédnndssd kiytettyjen osavilien lukuméaarasta.

Vastaus 90%
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B7

Funktion f(x)=x? kuvaajan kaaren pituus vililli [0, 1] on

madritty integraali

1 1 1

[+ 102 d = [{14+(22)? dr = [V1+4x2 dx.
0 0 0

Integroitava funktio on g(x)=~1+4x> .

Lasketaan méérétty integraali puolisuunnikassddnnolld jakamalla véli
[0, 1] neljddn osaviliin.

ax b (Lg+gyr g v e+ L)

=1-(1-1+*/2§+\/§+\/;—3+;~\/§j

412
=1,4882...~ 1,49

Kaaren pituus on noin 1,49.

Vastaus 1,49
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Asuntolaina 240 000 €,

laina-aika 20 vuotta,
vuosikorko 2,00 %.

a) 1. vuoden alussa velan suuruus a; =240 000.
1. vuoden lopussa velan suuruus on 1,02 - a;.
Tamain jélkeen pankille maksetaan tasaerd a.
2. vuoden alussa velan suuruus a; = 1,02 - a; — a.

Niin jatkamalla muodostuu rekursiivinen lukujono

a; =240 000
a,=1,02a,_;—a, kun n=2,3,4,....



b) Lasketaan jonon ensimmaisié jésenii.
Merkitddn b =240 000 ja g =1,02.

a=b

a, =gb—a
ay=q(gb—a)—a=q*b—qa—a

a, =q(¢g’b—qa-a)-a=q¢’b—q*a—qa—a

Havaitun sddnnénmukaisuuden perusteella

a,=q""'"b—q"%a—..—qa-a
=q¢" 'b—(¢" 2a+..+qa+a)

a(l n 1)

_ n—1
=q b— 1_

Sijoitetaan arvot.

_1 aon—1. _a(1-1,02""1)
a, =1,02"1.240 000 oLz
3 il ~ a(1-1,02"1)
=1,02""1.240 000 002

=1,02""1.240 000 + 50a(1—1,02""1)



¢) Takaisinmaksuaika on 20 vuotta.
21. vuoden alussa a,; = 0.

Ratkaistaan tasaerd a.

a, =0
1,0221-1.240 000 + 50a(1 -1,022'"1) =0
a=14677,6124
~14677,60

Tasaerd on noin 14 677,60 euroa.

a, =240 000
Vastaus a) a,=1,02a, | —a,kun n=2,34, ...

b) a, =1,02""1.240 000 + 50a(1-1,02"~1)

c)a=14677,60
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