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tehidvi 211
29x 4+ 11y =1

May 12, 2020

syt (29,11) = 1. Osoitetaan témi eukleideen algoritmilla ja ratkaistaan yhtilo

jakojddnnokset

20=2-1147 7T=29—-2-11 A
11=7T+4 1=11-7 B
T=4+3 3=T7T—4 C
4=3+1 1=4-3 D
1 =29z + 11y |
1 =4-3 D
=4—(7—4) o}
=4—-T7+4

=2-4-7

=2.(11-7—7 B
=2-11-2-7-7

=2-11-3-7

=2.11-3.(20—2-11) | A
=2.11-3-2046-11
=-3.20+8 11

(x.y) = (—3,8)

yhtalon 29z + 11y = 13 erds ratkaisu saadaan kertomalla edelliset Iuvulla 13

(z.y) = (—3-13,8-13) = (—39,104) |

tehtava 212

syt (158)=1,5silld15=1-3-5ja8=1-2.2-2
huomataan ettd yhiédlon 152 + 8y = 1 erds ratkaisu on :
{;:;1 L silla 15+ (—1)+8-2=—15+16=1
Niin ollen yhidlén yleinen ratkaisu on

{w:—l+8n , missd i € Z

y=2—15n
edellisen perusieella yhidlon 15z + 8y = 50 erés ratkaisu on
{:r =50

=100
jolloin yhtélén yleinen ratkaisu on

-5
{$7 50+ &n , missd n € 7

y =100 —15n

tehtava 213

3Tx + 2Ty =1
Koska luku 37 ei ole jaollinen milldén luvulla, syt (37,27) = 1 ja yhtalolld on ratkaisu

Iydédynnetdan eukleideen algoritmia ratkaisun etsimiseen :

jakojaannokset

3T=27+10 10=37-27 A
27=2-10+7 7T=271-2-10 B
10=7+3 3=10—-7 g
T=2-3+1 1=7-2-3 D
1 =3Tx+ 2Ty
1 =7-2-3 D
=7-2-(10-T7) o
=7-2-10+2-7

=3-7—2-10

=3.(27—2-10)—2.10 B
=3-27T—6-10—2-10
=3.27—8-10
=3.27—8.(37—27) A
=3.27—8.37+8.27
=—8-37T+11-27

-8

Yhiélon erds ratkaisu on {.1:
y=11

Koska syt (37,27) = 1, on yhtilén yleinen ratkaisu

,missin € Z

vhidlén 3Te + 27y = 1000 ratkaisu saadaan kertomalla edellisen raikaisun vakiot luvulla 1000.

{z:—8000+27n ,missin € Z

4 = 11000 — 37n

kokeillaan sieventdé ratkaisua niin, etid cisitddn vakioksi lukuja, jotka ovat lihempénd nollaa

n —8000 + 27n 11000 — 37n
300 | 100 —100
208 | 46 26 néistd miké tahansa kelpaisi " erdéksi ratkaisuksi '
297 | 19 11
296 | —8 48
: 2 Ja=100+2Tn . fr=—8+2Tn
3 kiks ,neEZL
esimerkiksi {y:7100737ﬂ al {y:/18737n ;e
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KONGRUENSSI

Kongruenssin avulla tutkitaan lukujen jakojaannoksia, seka
erilaisten laskutoimitusten vaikutusta jakojaannoksiin.

taytyy tietaa, minka luvun suhteen jakojaannokset
maaritetaan (mod n eli 'modulo n')

a="b (modn)
Luvut a ja b ovat kongruentit,
Luvut a ja b ovat kongruentit, jos niilla on sama jakojaannos
jos niiden erotus on jaollinen luvulla n (jaettaessa luvulla n)
17=3 (mod 7) 17=3 (mod 7)
tosi, koska 17—3=14 =2.7 tosi, koska 17T=2-7+3
eli erotus 17 — 3 on jaollinen luvulla 7 eli luvun luvulla 17 on jakojadnndksena 3

Jos jakolaskun a : n jakojddnnds on r, niin ¢ =r (mod n)

Ratkaise yhtdls =15 (meodT)

=15 (mod T) x =15 (rmod T)
x=1 (mod T) zx=1 (mod T)
r—1=Tn , missi n € 7 x=Tn+1 , missi n € 7

z=Tn+1

Esim 2 s.97
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Kongruenssi jakaa luvut ns. jaannosluokkiin sen perusteella,
mika niiden jakojaannos on

(mod 7) luvulla 7 jaettaessa, jakojaannos on 0,1,2,3,4,5,6

jakoyhtala kongruenssi

a="Tn a=0 (modT)

a=Tn+1 a=1

a=Tn-L2 a=2

a="Tn+3 a=3

a=Tn+4 a=4

a=Tn-Lh a=>5

a=Tn-+6 a=6

Kongruenssi sailyy yhteenlaskussa, kertolaskussa ja potenssiin
korotuksessa

—— kongruenssilaskuissa (ja jakojaannoksia tutkittaessa), mika
tahansa luku voidaan korvata toisella samasta jaannosluokastal

Esim. lukujen 27 ja 58 summan, tulon ja kolmannen potenssin jakojiinnoksei jaecttaessa luvulla 3

kongruens sin avulla :

ilman kongruenssia. : 27=2 (mod3) ja 58=3 (mod?5)
27 + b8 = 85, jakojaannos 0 27T4+58=2+3=5=0 (mod5)
27 - 58 = 1566 = 1565 + 1, jakojddnnds 1 27-58=2.-3=6=1 (mod5)

97% — 19683, jakojiinnés 3 973 =93 =8 =13 (mod 5)

58% = 195112, jakojainnos 2 583 =33 =27=2 (mod 5)

Esim 3+4 s.101—
tehtavat 216, 217, 218, 220, 221, 222, 223, 226 (233-238)
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Kongruenssi soveltuu erilaisiin "jaksollisiin” ilmidihin

esim
luvun viimeinen numero  0,1,2,3,4,5,6,7,8 tai 9 (mod 10)
kellonajat 76 min=1h16min 76=16 (mod 60)
kellonviisarit samassa paikassa 12h valein

sama aika 24h valein

vikkonpaivat toistuvat 7 vuorokauden valein

Esim 5+6 s. 102
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Jaannosluokat soveltuvat jaollisuuden osoittamiseen

Esim jaollisuus luvulla 3:

aiemmin sijoitettiin n=3k, n=3k+1, n=3k+2

nyt voidaan tutkia n=0, n=1, n=2 (mod 3)
sijoitukset ja laskut ovat yksinkertaisemmat

(merkintdjen kanssa oltava tarkkana!)

Kuva s.98
Esim 7 s. 104
tehtavat 227 - 230, (239 - 242)
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Jos kongruenssiyhtaldlla on ratkaisuja, niita on aareton maara.

Ratkaise yhtdlo x =15 (mod 7)

z=15 (mod T) r=15 (tnod T)
z=1 (mod T) =1 (mod T)
z—1=Tn ,missin€Z z=Tn+1 ,missineZ
z=Tn+1 '
Jos jadanndsluokat sijoitettavissa: Jos jaannosluokat ei sijoitettavissa, esim (mod 17),

voidaan aina palauttaa diofantoksen yhtaloksi:

Ratkaise yhidlo Raikaise yhtélo
20 —1=2 (mod 5) 20 —-1=2  (mod17)
20 =3 (mod 17)
jaannosiuokka 2x —1 9 — 17 + 3
z=0 2.0-1=-1 (rmod 5)
. P 22— 17n =3, missa zn € 7
z=1 2.1—-1=1
r=2 2.29-1=3 etsitdan ratkaisut diofantoksen yhtidldlle 2z + 17y = 3
z=3 2:3-1=35=0 Koska syt (2,17) = 1, etsitdéin ensin ratkaisu yhtilslle 2z + 17y = 1
r=4 2-4—1= 7=2 yhtdld toteutuu

18 — 17 = 1, joten eriis ratkaisu on (x,y) = (9, — 1)

Yhtalon toteuttavat kaikki jainnosluokan 4 luvut jo yhtdlén 2c + 17y — 3 crés ratkeisu on () = (27, — 3)

@ =5n+4, missinec Z . . s - . R -
’ yhiélén yleisen raikaisun x — koordinaatii ovai kongruenssiyhtéldn ratkaisuja
=27+ 17 -k, missd k€ Z
uusi kiintopisie saadaan sijoittamalla k& = —1

x =10+ 17n, missé n € Z

Jos ratkaisuja ei ole, niin
—— sijoitusmenetelmassa mikaan rivi ei toimi

—— diofantoksen yhtalossa c # n-syt(a,b)
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Kongruenssin sovelluksia:

1.12 Esimerkki kryptologiasta

Kryptologia on salakirjoituksen teoriaa. Se tutkil systeemeja, joiden avulla muun-

netaan kaiklkien osapuolten ymmértama sanoma sellaiseen muotoon, jonka ymmartavit

vain ne, jotka pystyvat purkamaan salakirjoituksen.

Terminologiaa:
selviteksti

kryptaaminen dekryptaaminen
fum— —

kryptoteksti selvatekstl

Sovelluksia:

- tietojenkasittelysysteemien tietosuoja (internet, matkaviestinta)

- kauppa-, sotilas- ja diplomatiaviestinta

Kryptologia jakautuu
- kryptografiaan, joka kehittad krvptosvsteemeja
- kryptoanalyvsiin, joka pyrkii purkamaan namé systeemit

Tassa kasitelladn aithetta lyhvest: yvhden esimerkkisysteemin avulla. Esimerkki on luon-
teeltaan historiallinen kuriositeetti.
Caesarin systeemi

Selviateksti koostuu kirjainjonoista, jotka aluksi muutetaan lukujonoiksi niin, etti jo-
kainen kirjain (A, ..., Z) muutetaan luvoksi: A «— 0, ..., Z « 25

Olkoon nyt p jokin selvitekstin lukn (valiltda 0 — 25). Merkitdan vastaavaa krypto-
tekstin lukua symbolilla f(p). (Symboli p tulee termistd "plain text” eika siis tarkoita
alkulukua.)

Kryptaaminen Caesarin systeemissa kryptoteksti muodostetaan kirjaimittain kaaval-
la

f(p) = (p+ 3) mod 26

eli kaavalla
flp)=p+3 (mod26) ja f(p)e{0,1,...,25}

Esimerkki 1.12.1 Kryptataan END.
END — 4133 — 7166 — HQG.

Dekryptaaminen Kryptoteksti puretaan kaavalla
p=flp)—3 (mod26) ja pe{0l,..., 25}

eli kaavalla
p=(f(p) — 3) mod 26.

Esimerkki 1.12.2 Dekryptataan EBH.
EBH «— 417+« 1244« BYE.
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Ratkaise kongruenssi 15x = 18 (mod 12)

Esimerkki 4 Ratkaise kongruenssiyhtild
a) 13x =9 (mod 25) b) 7x =5 (mod 256)
c) 2x+7=5x—3 (mod 8)

[ Kon-gruenssin xt=1 (mod 7)

b) Kongruenssi x2 = 2 (mod 17),

4. Vastaa kiinalaisen munkin Sun Zin kvsymykseen: Onko lukua = € Z, jolle
lineaariset kongruenssiyhtalot
r = 2(mod 3)
r = 3(mod5)
r=2(modT7)

ovat totta?

Harjoitustehtivi 5.8. Miten muodostun jidnndsluokkien joukko Z;7
Harjoitustehtéivii 5.9 (Kielentémistehtdvii). Laske jakojifinnds, kun 17 4
5% jaetaan luvulla 12, Selitd kokonaisilla lauseilla ratkaisun kulkua,
Harjoitustehtiivi 5.10. Ratkaise kongruenssivhtils 5r = 2 (mod 6).
Harjoitustehtiivii 5.11. Ratkaise kongruenssivhtils 11z = 3 (mod 7).
Harjoitustehtivi 5.12. Ville sai joululahjaksi lahjakortin elektroniikka-
kauppaan. Hiin aikoo ostaa DVD -elokuvia ja CD -levyjd. DVD -elokuvat

maksavat 17€ kappale ja CD-levyt 9€ kappale. Ostokset tekiviit vhieensi
113€, Kuinka monta DV D -elokuvaa ja CD -levyi Ville osti?

Harjoitustehtivii 5.13 (Kielentémistehtéivi). Tehtivind on todistaa
kongruenssin ja Diofantoksen vhtilon teoriaan liittyvi lanse tavitamélla to-
distuksesta puuttuvat aukot. Lause on muotoa:

Jos syt{a,m)=1, niin kongruenssilla ax = ¢ (mod m) on yksikisitteinen rat-
kaisu # € Zvdlilli 0 <z <m - L.,

Todistus. Oletuksen nojalla on olemassa sellaiset 1. uja v, ettd an

my = 2. ja sils

teella kaikki ratkaisut ovat keskenéin kongruentteja mod m, sillid

ar; = ar, (mod m) = 6. (mod m).

Lopputuloksena siis ratkaisuista tarkalleen 7. on valilla 0 < z <

m — 1. [14] O

1.11.1 Ratkaistaan kongruenssi 139x =8 (mod 3).

Ratkaistaan kongruenssi 16z =3 (mod 8).

Ratkaistaan kongruenssi 15z = 9 (mod 152).

Ratkaistaan kongruenssi 18x = 3 (mod 15).

Ratkaistaan kongruenssi 22r = 4 (mod 30).
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