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4 Muuttuvan liikkeen matemaattinen mallintaminen Y4 vomesn e

Tehtivien ratkaisut

Tehtdvit 1-4 ovat automaattisesti tarkistettavia tehtdvia ja ne ovat digikirjassa.

4-1.

4-3.

bl el

Taydenna.

Tasaisesti kiihtyvéssa liikkeessd kappaleen *nopeus™ hetkelld ¢ on v = vy + at. Tasaisesti kiihtyvissa
liikkkeessé kappaleen keskinopeus vk voidaan laskea alkunopeuden vy ja loppunopeuden v
*keskiarvona*. Jos kiihtyvyys *vaihtelee*, keskinopeuden yhtild ei ole voimassa. Kappaleen

*paikka* tasaisesti kiihtyvissa liikkkeessé hetkelld £ on x = x, + vt + Eatz. Tasaisesti kiithtyvéssa

litkkeessé olevan kappaleen *paikan* kuvaaja on muodoltaan paraabeli.

Oikein/véérin vaittdmat
v, +V
2

Kappaleen paikan yhtdlo ei vélttdmattd ilmoita kappaleen kulkemaa matkaa. *Kylld//Ei*
Kiihtyvyys lasketaan jakamalla nopeuden muutos muutokseen kuluneella ajalla. *Kylla//Ei*
Kiihtyvyyden numeroarvo ilmaisee, kuinka paljon kappaleen paikka muuttuu yhdessé sekunnissa.
*Kylla/Ei*
Kommentti: Kiihtyvyyden numeroarvo ilmaisee, kuinka paljon kappaleen nopeus muuttuu
yhdessi sekunnissa.

Suureyhtdld v, = liittyy vain tasaisesti muuttuvaan liikkeeseen. *Kylla//Ei*

Monivalintatehtava

Piirroksen mukaan kappaleen
%

a

nopeus ja Kkiihtyvyys ovat samansuuntaiset

nopeus kasvaa

nopeus ei muutu

kiihtyvyys on positiivinen

kiihtyvyys on nolla

kulkeman matkan voi miarittii kuvan koordinaatistosta.

© Jenni Andersin, Pentti Frondelius,

Jari Latva-Teikari, Heikki Lehto ja Sanoma Pro 2021



LUKION FYSIKKA

4 Muuttuvan liikkeen matemaattinen mallintaminen Y4 vomesn e

b) Piirroksen mukaan kappaleen

a

nopeus ja Kiihtyvyys ovat vastakkaissuuntaiset
kiithtyvyys on positiivinen

kiihtyvyys on negatiivinen

nopeus pienenee

liike on tasaisesti kiihtyviai.

¢) Janna ajaa skootterilla vakionopeudella 36 km/h. Alaméaessé skootterin nopeus kasvaa 4,0 sekunnin
ajan jokaisen sekunnin aikana 1,5 m/s. Skootterin nopeus méen alaosassa on

e 42 km/h
e 16m/s
e 58 km/h

Kommentti: Nopeus on v = % m/s+4-1,5 m/s =16 m/s = 58 km/h.

e ¢i mikddn edelld mainituista.

4-4,
nopeus kasvaa a>0
putoamiskiihtyvyys g
tasaisesti kiihtyvén liikkeen nopeus v=at
nopeuden muutos on vakio tasaisesti kiihtyvé

liike

suoraviivaisessa liikkeessd olevan kappaleen | nopeus pienenee
nopeus ja kiihtyvyys ovat
vastakkaissuuntaiset

4-5.

a) Kiihtyvéssa liikkeessi t,x -kuvaajana on piirros 3 ja ¢,v -kuvaajana piirros 1.
b) Levossa olevan kappaleen paikkaa ajan funktiona esittda ¢,x -kuvaajana piirros 2.
¢) Radioaallon eteneminen on tasaista ja sen #,v -kuvaaja on piirros 2 ja piirros 1 ¢,x -kuvaajana.

4-6.

a) vi=130km/h
130
3,6
Ajan muutos: At=t -t =0,14s—-0,0s=0,14s.

Av -36,1111mfs 2 2
AT oqgs = 257936 mis’ =260 ms’.

Nopeuden muutos: Av=v, —v, =0,0 m/s — m/s =-36,1111 m/s.

F1-auton kiihtyvyys on a =

—257,936 m/s’

9 8L /s’ ~ 26 -kertainen.
,81 m/s

Auton kiihtyvyys on putoamiskiihtyvyyteen verrattuna
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b)

4-7.

b)

4-9.

vo=55km/, 1=25s,a=1,7 m/s’
Valitaan kiihdytyksen aloitushetkeksi ¢ = 0 s, jolloin kiihdytys paattyy hetkelld 2,5 s. Koska auton
kiihtyvyys on vakio, nopeus kiihdytyksen jdlkeen on

3556 m/s+1,7 m/s*-2,5s=19,5278 m/s = 70 km/h .

v=y,tat=

t=10,0s,a=4,0 m/s*

Moottorikelkan
loppunopeus on v = at = 4,0 m/s*- 10,0 s =40 m/s
v, +v _ 0m/s+40 m/s

keskinopeus v, = = 7 =20 m/s ja

kulkema matka s = %atz = % -4,0m/s” - (10,0s)* =200 m.

vi =45 km/h, v = 0 km/h, At = 4,0 s, treakiio = 0,50 s
Kiihtyvyys jarrutuksen aikana on

a_Av_vz—v1
A At
45
———m/s
_Okm/h-45km/h 3,6 _ 2 2
= 40s = 40s 3,125 m/s” ~-3,1 m/s".

Kiihtyvyyden suunta on nopeuden suunnalle vastakkainen.

Valitaan skootterin paikan nollakohdaksi kohta, jossa jarrutus alkaa eli
xo = 0 m. Paikka kiihdytyksen pééttyessé on silloin

x= vol+%al2 = 3456 m/s-4,0 s+%-(—3,125 m/s*)-(4,0s)* =25 m.

Koska liike on suoraviivaista, 25 m on my0s matka, jonka skootteri kulkee kithdytyksen aikana.
Maijan reaktioaikana skootteri kulkee matkan

45
—3’76 m/SO,SO S—6,25 m.

§= vzreaktio

Niin ollen skootterin kulkema matka on 25 m + 6,25 m ~ 31 m.

t=738s

Tasaisen liikkeen nopeus v saadaan jarrutusmatkan

s=420m—-330m-55m=35mja

sithen kuluvan ajan ¢t = 7,8 s avulla.

Koska kiihtyvyys on jarrutettaessa vakio, ja vaunu pyséhtyy lopuksi, keskinopeus jarrutuksen aikana
VotV v, +0

ony=—p—=—"5—= 70 , jossa v on nopeus jarrutuksen alkaessa ja my0s tasaisen liikkeen

aikana.
Saadaan yhtalo s = wteli s = %}
v _2s _2-35m
"t 71.8s

t, josta saadaan nopeudeksi tasaisen liikkeen aikana

~9,0 m/s.
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4-10.
a) Koska hissin kiihtyvyys on vakio, ja hissi ldhtee levosta (vo = 0 m/s), hissin keskinopeus

b)

4-11.

4-12.

. VotV v . R .
ensimmdisen 5,0 m matkalla on v, =2 5 =7 Jossavon télld matkalla saavutettu loppunopeus ja
my0s hissin nopeus tasaisen liikkeen aikana.

. .. . s 50m
Ensimmadisen 5,0 m matkalla hissin keskinopeus on v, = PR 2,0 m/s.

Hissin loppunopeus ensimmdiisen osuuden jilkeen eli hissin nopeus tasaisen liikkeen aikana on
v=2w=2-2,0m/s =4,0 m/s.
Hissi kulkee 19 kerrosvilia eli matkan 19 - 2,8 m = 53,2 m. Jarrutusmatka on
53,2 m—5,0 m— 44,0 m = 4,2 m ja tdhdn kuluva aika on
N 4,2 m

== =21s .
' T 40mis+0,0ms S
2
.. . e . s  44,0m
Koska hissi kulkee 44,0 m vakionopeudella, tdhidn kuluu aikaa ¢ = ST A 0ms 11s

Koko matkaan kuluva aikaon2,5s+2,1s+ 11 s~ 16s.

v=28,0m/s, s =5,0m
Ratkaistaan aika, joka kuluu hissin pyséhtymiseen. Koska liike on tasaisesti hidastuvaa, yhtilosti

. . V=,
v = + at pysahtymisaika on 1 = —

s—vt+1at2—v Yo +1a Yo 2— v§+v§_ %
R R a 2 al) a 2a 2a’

2 2 2
o I _ Vo _ (80mfs)” )
Hissin kiihtyvyys saadaan yhtélosti s = 24’ josta a = 2 25.0m 6,4 m/s".

Kiihtyvyyden suunta on alas (kun hissin liikkeen suunta ylds on positiivinen).

=——2 Tdssd ajassa hissi kulkee matkan s eli
a

a=1,1 m/s>,v=155km/h
Yhtalostd v = at kithdytykseen ja my0s jarrutukseen kuluva aika on
1
% 352 ms
t=—=""-—-=~39,1414s,
a 1,1 m/s

eli kaikkiaan 2 - 39,1414 = 78,2828 s = 1,3047 min.

Kiihdytysmatka on
s= %art2 = % 1,1 m/s®-(39,14145)* ~842,627 m .

Koska jarrutettaessa kiihtyvyyden suuruus (itseisarvo) on sama kuin kiithdytettiessa, jarrutusmatka
on yhté pitka eli 842,627 m. Néin ollen kiithdytys- ja jarrutusmatka on
2 - 842,627 m=1685,25 m = 1,68525 km.

Huippunopeudella voidaan ajaa matka 145 km — 1,68525 km = 143,315 km. Tdhén kuluu aikaa

s 143,315 km _ .
_;_m~0,92461h—55,4768 min .

Lyhin aika on 55,4768 min + 1,3047 min ~ 57 min.
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4-13.
x=1,70m, vy = 1,9 m/s
+
a) Koska kuula on tasaisesti kiihtyvéssé liikkeessd, kuulan keskinopeus saadaan yhtélostd v, = Yo 5 Y

Koska kuula ldhtee levosta, on vo = 0 m/s ja keskinopeuden yhtilé saadaan muotoon v, =§ . Kuulan

loppunopeudeksi saadaan v=2w. =2 - 1,9 m/s = 3,8 m/s.
b) Tasaisesti kiihtyvissé liikkeesséd olevan kappaleen nopeuden yhtdlo on v = vy + at. Koska alkunopeus

vo = 0 m/s, loppunopeus on v = at, josta saadaan kiihtyvyys a = % Jotta kiihtyvyys voidaan laskea,

on tiedettavi liikkeen kesto eli aika 7.

Yhtilostd x = vt saadaan aika ¢ = X 1,70 m ~(0,894737s.
v, L9m/s
. _v_ 38m/s )
Kiihtyvyys on a =T 0.894737s 4,2 m/s”.

4-14.
w=22m/s,a=54m/s>, s=25m
1 1 . .
Laskijan kulkema matka on s =v,f + 3 at’ eli 3 at’ +v,t —s =0 . Ratkaistaan yhtilo toisen asteen

ratkaisukaavaa kéyttiden tai matematiikkaohjelmistolla ja huomioidaan alkuarvot
a=>54m/s’, vo=22m/sjas=25m:

-V, i\/v(f —4%a-(—s) -22 m/si\/(ZZ m/s)’ —4%-(5,4 m/s’)- (25 m)

t:

1 1 )
Z-Ea 2-3-(5,4m/s )
Yhtélon ratkaisut ovat #; = 1,01094 s tai 2 = — 9,15909 s. Ajan negatiivinen arvo ei kiy, joten kysytty
aika on 1,0 s.
Ratkaisu GeoGebralla:

Ratkaise (s = wpt+ % a t?t)

'l
t_—\;‘235+u5—un t_\,"'235+“ﬁ?—‘-'ll
o a T a

2 Sijoita (Ratkai5e(5 =wt +% a t?.t){v.g = 22,3 = 54,5 = 25})

{t=-90.16,t = 1.01}
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4-15.
v=50,0 km/h,a=12m/s>, At=2.0s
) 530,60 /s
Yhtilostd v = at auton A kiihdyttdmiseen kuluva aika on ¢ = i 1’27 =11,5741s. Téssd ajassa
, S

auto A kulkee matkan s, =lat2 = ! 1,2 m/s’ (11,5741 s)2 =80,3759 m.

2 2

Auto B kulkee samassa ajassa matkan s, = vt = 3506 m/s-11,5741s=160,7514 m.

Autojen véliin jadva 2,0 sekunnin turvavili tarkoittaa matkaa s =vf = ?;5 % m/s-2,0s=27,7778 m.
Niéin ollen auton B etiisyys risteyksesti tulee olla véhintdén 160,7514 m + 27,7778 m — 80,3759 m =
110 m.

4-16.
v=_82km/h, a =250 m/s’

Matka, jonka ilmatyynyn on joustettava, saadaan yhtalosta s = jat2 , jossa a on nuken

maksimikiihtyvyys. Yhtélostd v = at saadaan aika ¢ = 5 , joka sijoitetaan yhtaloon s = zat2 :

2
1 1 G (% m/sj
——art=—qa-|~| =2-=2220 / £103765m.
a 2a  2-250 m/s

Kun auton etuosa lyhenee tormiyksessd 65 cm, ilmatyynyn on joustettava vahintdan 1,03765 m —
0,65m =39 cm.

4-17.

a) Metrojunan suurin nopeus on 36 m/s.

b) Junan kiihdytysaika on 45 s.

¢) Junan jarrutusaika on 30 s.

d) Junan liike on tasaista 30 s.

e) Junan keskikiihtyvyys pysakiltd 1dhdettdessi on
4 _Av _v,-v 36,0m/s-0,0m/s _ 36,0 m/s

KAt t, -t 450s-0,0s 4505

ja jarrutettaessa ennen seuraavaa pysakkid
a, = i—‘; = \Z :Z] = (i’(? S,H(;/Z:ig,l(‘;]/ss = _33 (i (I)nés =—1,2 m/s* . Kiihtyvyyden suunta jarrutettaessa on
nopeuden suunnalle vastakkainen.

f) Metroasemien vilinen etdisyys saadaan fysikaalisena pinta-alana

=0,80 m/s’.

Aty Aty
§= 21 + Aty + 23
0300 | (75,05-45,05)-36,0 mis 4 (9203=T09:30.0m5 5 4y,
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4-18.

4-19.

a)

1.

il.

b)

a=12m/s>, v=45km/h,s=450m, t=9,5s

45
v_ 36"
Kiihtyvyyden yhtélostd v = at alkukiihdytykseen kuluva aika on ¢, = = 1’272 =10,4167 s.
,2 m/s

Téssa ajassa vaunu kulkee matkan s, = %at,2 = % 1,2 m/s* - (10,4167s)*= 65,1046 m.

Ennen pysékkid P2 vaunu jarruttaa tasaisesti, joten vaunun kiihtyvyys on

Om/s—ﬁm/s

Vv _ 3,6 _ 2
@y =t e 2O 131579 s

Jarrutuksen aikana vaunun kulkema matka on

5, =%‘a2‘t2 =%.1,31579 m/s*-(9,5 s)* =59,3750 m.

Tasaisen litkkeen aikana vaunu kulkee matkan s =450 m — 65,1046 m — 59,3750 m = 325,520 m.
325520 m _ o6 416's.

45
3.6 m/s

Pysékkien viliin kuluva kokonaisaika on 10,4167 s + 26,0416 s + 9,5 s = 46 s.

Tasaiseen litkkeeseen kuluu aikaa

Huomaa: Jos numeeristen laskujen vélivaiheissa kdyttdd kaikkia laskimen (tai
matematiikkaohjelmiston) desimaaleja, vilitulosten arvot poikkeavat hieman ratkaisun arvoista.
Vastaus on kuitenkin sama.

vo=17 m/s, a=-9,81 m/s?,
Valitaan suunta ylos positiiviseksi.

Pallon nopeus
hetkella t=1,0 s on
v=w+at=17m/s+(-9,81 m/s?)- 1,0 s=7,2 m/s, ja
hetkella t=2,0 s
v=vo+at=17 m/s + (9,81 m/s?)- 2,0 s =—2,6 m/s.
Koska nopeus on negatiivinen, pallo putoaa alaspéin.

Kun pallon paikkaa heiton suunnassa merkitéén x:114, paikka ajan funktiona onx = x, +v,f + 5 at’.

Valitaan ajan nollakohdaksi se hetki, jona pallo irtoaa Kallen kidesti, ja paikaksi tuolla hetkelld xo =
0,0 m.
Tehtdvand on maarittda hetki ¢, jolloin pallon paikka on x = 8,0 m.

Paikan yhtdlo x=x, +v,f+ %at2 on silloin %az‘2 +v,t+0,0 m=38,0 meli

%at2+v0t—8,0m20.
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Kaytd yhtélon ratkaisuun matematiikkasovellusta tai ratkaise yhtélo toisen asteen yhtdlon

ratkaisukaavaa kéyttien:

—V, i\/vo2 —4'%61'(—8,0 m)

t:
1
Z'ECI

-17 m/sir\/(17 m/s)’ —4%-(—9,81 m/s*)-(-8,0 m)

2%-(—9,81 m/s?)

Ratkaisuja on kaksi, #; = 0,56 s ja 2 = 2,9 s. Ensimmaéinen on hetki, jolloin pallo ohittaa korkeuden
8,0 m ylos mennesséén, ja toinen on hetki, jolloin pallo ohittaa saman kohdan alas tullessaan.

Ratkaisu GeoGebralla:
Ratkaise (x =x+vpt+ % at?, t)

1
—vp — .\'.,.-"'—2axg+2ax+uﬁ . —vn+v"‘—23xn+23x+v5
T a

t=
a

2 Sijoita (Ratkaise(x = xp+ uc.t+% a tz_t).{x = 8,x = 0,wg = 17,2 = —9.81})
= {t=2.9,t =0.56}

Pallo on 0,56 s:n ja 2,9 s:n kuluttua heitosta korkeudella 8,0 s.
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