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Funktio

Funktion arvo

Suoran piirtaminen

Akselien suuntaiset suorat
Suoran yhtalon maaritys
Paraabeli

Funktion ominaisuuksia

Kasvava ja vdaheneva funktio
Kertaus

Verrannollisuus koordinaatistossa

. Kahden muuttujan yhtalo
. Yhtalopari
. Graafinen ratkaiseminen

Algebrallinen ratkaiseminen

. Sovelluksia
. Kertaus

1.

8. FUNKTIO JA YHTALOPARI
8 2 1. Funktio
12 2 2. Funktion arvo
16 2 3. Suoran piirtaminen
20 1 4. Akselien suuntaiset suorat
22 2 5. Suoran yhtalon maaritys
26 2 6. Paraabeli
30 2 7. Funktion ominaisuuksia
34 1 8. Kasvava ja vaheneva funktio
36 1 9. Kertaus
38 2 10. Verrannollisuus koordinaatistossa
42 1 11. Kahden muuttujan yhtalo
44 1 12. Yhtalopari
46 2 13. Graafinen ratkaiseminen
50 3 14. Algebrallinen ratkaiseminen
56 2 15. Sovelluksia
60 1 16. Kertaus
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Oppilaan kirjan rakenne Opetuksen eriyttaminen

° 1. Keksi kuvasta jokin siihen liittyva
Funktlo #00  riippuvuus. Kerro lyhyesti, millainen
tama riippuvuus on.

tehtavien vaikeusaste >

ESnerkRitl Arttu ajaa 240 km matkan moottoripy6ralla.
+ Jos hanen keskinopeutensa on 80 km/h, aikaa kuluu 3 tuntia.
« Jos Artun keskinopeus on 60 km/h, kuluu aikaa 4 tuntia.
+ Polkupy®éralla samaan matkaan kuluisi aikaa 12 tuntia, jos keskinopeus
olisi 20 km/h.
Matkaan kaytetty aika riippuu keskinopeudesta.

On paljon ilmiGitd, joissa jokin suure riippuu jollakin tavalla muista

tekij6ista. Kahden suureen vilista sadnnénmukaista riippuvuutta

kutsutaan matematiikassa funktioksi. 2. Valitse kuvasta kaksi sellaista suuretta, 4.  Yhdistd suure sellaiseen suureeseen,

*00  joiden vililld on riippuvuus. Etsi ainakin | ®o¢  josta se voi riippua. Kutakin suuretta saa
kolme paria. Samaa suuretta saa kayttaa kayttaa vain yhden kerran.

FUNKTIO useammassa parissa.

Funktio kuvaa kahden suureen vilista riippuvuutta.
Suuretta, joka riippuu toisesta suureesta saanndnmukaisesti, matka korkeushyppytulos @ @
sanotaan taman jalkimmaisen suureen funktioksi. lukumaard TeulinEd e
oulumatkaan
r-Y X X
m.,_,,_ . “ \? ? ponnistusvoima
= ws —®) @
nopeus E hinta <=

2. 1. yhteinen tehtava
* 4. perustehtava
3. (el

%

Esimerkissa 1 matkaan kaytetty aika on nopeuden funktio.

\g

00 10. syventava tehtava

Esimerkki 2 Torikauppias myy perunoita hintaan 0,50 €/kg. 5 kg:n pussi maksaa

siis 2,50 €, 10 kg:n pussi 5,00 € ja 20 kg:n pussi 10,00€. 5. Mistd tekijéistd on riippuu

USUIWe}IIONS USIARIYS)

lsmpotila tavuus s #00  a) talon lammityskustannukset 4. 1 0. N
Perunapussin hinta riippuu ostettujen perunoiden maarasta eli hinta 8 pinta-ala b) auton bensiininkulutus 1 9. ha rra Stustehtava
on mééran funktio. pituus 0‘ ) lattiapinnan péaallystamis-

pemne kustannukset OOO OOO <><><>

Erimerkkeja funktioista: d) hiekkalaatikon hiekan maara? * *

Nelion pinta-ala on sivun Keksi kaksi tekijaa jokaiseen kohtaan.
pituuden funktio. 00 ostaa tomaatteja
Paino on tiheyden funktio. e . s e

Sots Y a) Mista tekijasta Tomin saama tomaatti- 6. Mikaasia riippuu 5 ° 1 1 .
Ty6sta maksettava palkka on ol > o ©00  a) dmpirin suuruudesta
ajan funktio. maéra on riippuvainen?

b) Selitd, millainen tdma riippuvuus on. b)ahke.ru.udesta OOO OOO

¢) metrihinnasta
d) tarvittavasta ajasta? * +

3. Tomilla on rahaa 5,00 €, joilla hdn haluaa

Keksi ainakin kaksi asiaa joka kohtaan.

6. 12.\
otitehtévat s. OOO OOO 1 9.

8

9
‘ 00

Uusi asia ja siihen liittyvat harjoitukset esitetaan aina yhdella aukeamalla, joka muodostaa oppitunti-
kokonaisuuden. Aukeaman vasemmalla puolella on teoria, jossa on neuvovia esimerkkeja. Oikealla
puolella tuntiharjoitukset, joita oppilaat laskevat aloittaen yleensa yhteisista tehtavista ja eriytyen sit-
ten oman valintansa mukaan. Jos asia vaatii useamman kuin yhden tunnin harjoittelun, aukeamalla on
vain harjoituksia.

Yhteiset tehtavat ovat perustehtavig, joiden suorittaminen antaa asiaan liittyvat
m Kotitehtvid perusvalmiudet.

Funktio, s. 8-9 7. Yksi tuuma on noin 2,5 cm. Muodosta

S ————————— L Y LU C LI Harrastustehtdvat ovat useimmiten erittdin vaativia. Ne on tarkoitettu vapaaehtoisiksi
#00  suuruus riippuu? - .. . . .. . . . ..

lisatehtaviksi matematiikkaa harrastaville oppilaille. Ne ovat kirjassa
8. Funktiof(x)=x+9. Laske lisatehtavien yhteydessé.

00 a)f(0) b) f(2) < f(-4).

o
©

Funktio, s. 8-9 7. Esitd saanto yhtalona: y:n arvo on
#00  kolminkertainen x:n arvoon verrattuna.

1. Mista tekijsisté riippuu koulumatkaan

eco  kaytetty aika?
Vit 8. Vuoden 2002 alusta Suomessa

eco  siirryttiin kayttamaan euroja markan
sijasta. 1 €= 5,94573 mk. Kirjoita
yhtiléna muunnoskaava, jolla
a) markat muutetaan euroiksi
b) eurot muutettiin markoiksi.

=
@

3
=
o

T
=
o
=
o

2. Mansikat maksavat 2,50 €/kg.
#00  a) Kuinka paljon mansikoita saa

2. Muodosta parit, joiden valilla on
#00 tiippuvuus.

20 eurolla?

b)Kuinka paljon maksaa 5 kg
mansikoita?
9. a) Mika merkinnéssa f(7) = 3 on

9. Funktiokone muuttaa sinne syotetyt
€00 muuttujan arvo ja mikd funktion

3. Mitka tekijat vaikuttavat Mitjan w00 luvut tietyn s3annsn mukaan,

#co  tekeman mopomatkan kustannuksiin? Esita timd saantd sanoin. arvo?

o Wil petomeippus | %1 2EL2" 4 910 e s - N - o I e B,

o e A e 7 A 4O om0 Tehtavat alkavat useimmiten yhteisilla tehtavilla. Sen jalkeen oppilaat itse eriyttavat itsensa
s >0 5 -5 3 Irlcka.rk\( maksava( 6,8.D€/kg. 10. Sijoita edellisen funktion arvo seuraa- H H 2 M H M H H = H SV H

5, Ko s o i S - oo ks pelonaiss 2wl | 1% 0 SR e jatkaen joko edelleen perustehtavia tai siirtyen vaikeampien syventavien tehtavien pariin.

Esitd hinnan riippuvuus

s B yons. o BEE-O Kaikkia oman tasonsa tehtavia ei tarvitse ehtia tehda. Ei ole tarkoitus, etta jokainen lasku pitaa

00 lukuja. Esita saanto yhtalona. Funktio, s. 10-11 }

§ g-ce S | Q@ ehtia laskea.
3 3»(1:7}5 a)za.>| b) 21 O
s >3 54012 4402 400 ~ . . . e ees e e . . . .
Ay AT 6%3 sw . o oo e ke Kirjan lopussa on joustotehtavid, joita voidaan tehda opettajan harkinnan mukaan.
8404 890072 | (00 tujan x arvo. Muodosta funktio fx) ja . . . . . . . . .. . e e .
1 et ok muka ke O AT | e “:mm‘ c:ﬂ,:)“ Osa joustosivuista on merkitty ryhmatyoélogolla. Merkinta on viitteellinen, tehtavat voi
-S> @ 5, 0 e eS| 1 g et it kasitella myos yksilésuorituksena.
6. 2kg perunoita maksaa 140 €ja Skg Q10 016 on merkitty kirjaimella h. °eo :)e::gi'x“"d;f:;‘:"";‘“"p(a”a‘“ke
B e e e-=<O- < 6. Muodostayhtsl,an ik yon

sa&ntoné perunoiden hintay, kun @00 kertaa niin suuri kuin luku x. an
ostetaan x kiloa perunoita.

24 Alaspain eriyttava OmaKuutio on tarkoitettu oppilaille, joilla on vaikeuksia matematiikan oppi-
misessa. Ylospain eriyttamisen tarpeisiin vastaa Kuutio Ekspertti 7-9. Kuutio-sarjassa jokainen
oppilas tekee itselleen riittavan vaativia tehtavia, mutta kuitenkin niin, etta hanella on tiedot ja
taidot suoriutua niista.

86

Nopeammin eteneville on lisatehtavia. Valmiit kotitehtavat voi antaa sellaisenaan
tai opettajan harkinnan mukaan.
4



Opettajan materiaali

Tassa opettajan materiaalissa aukeaman vasemmalta puolelta |6ytyy aina oppilaan kirjan

sivu. Teoriasivujen alla on opetuskertaan liittyvat materiaaliluettelot ja oikealla puolella on
opetusvihjeet, tvt-vinkit ja muuta tuntiin liittyvaa tietoa. Tehtavasivujen vierella on vastaukset.
Kaikkien tehtavien ratkaisut |0ytyvat opettajalle tarkoitetusta Digiopetusmateriaalista, jossa on
my&s havaintovalineita ja lisamateriaalia tunnin aiheeseen liittyen. Lisdmateriaalin monisteista
|6ytyy mm. ristikoita, ruudukoita, padssalaskutrehtavia seka niiden vastaukset.

Opetuksen monipuolistaminen

Digiopetusmateriaalin monisteissa on vaihtoehtoinen malli tietyn teoriaosion opiskelemiseksi
ryhmatyona. Harjoitukset ovat samat, vain teoria opiskellaan ryhmassa yhdessa pohtien. Tal-
lainen vaihtoehtoinen opetustapa on luvuissa 4. Akselien suuntaiset suorat seka 13. Graafinen
ratkaiseminen.

Digilisatehtavat

Oppilaalle tarkoitetut Digilisatehtavat sisaltavat lisaa vapaaehtoisia harjoitteita kirjan jokaiseen
lukuun. Lisaksi sielld on itsearviointitesteja. Kirjan jokaisessa kurssissa on puolessa valissa ja
lopussa kertaustehtavaosio itsendiseen kertaukseen kotona ja koulussa. Sanoma Pron oppi-

misymparistdssa on Oppilaan aineistot, josta oppilaat paasevat katsomaan sarjaan tehdyt
opetusvideot ja kertaustehtavien ratkaisut.

Kokeet ja testit

Sanoma Pro -palvelussa on Opettajan aineistot, jossa on valmiita mallikokeita jokaiseen
kurssiin. Lisaa valmiita kokeita ja materiaalia arvioinnin tueksi 16ytyy erillisesta Tulostettavat
kokeet -tuotteesta. Siella on iso joukko aihepiireittain luokiteltuja koetehtavia, joista voi ra-
kentaa omia kokeita valmiin tyokalun avulla. Tehtavia on n. 50-60 kurssia kohden, ja kaikissa
tehtavissa on valmis pisteytys. Samassa paikassa on myds tuntitesteja seka tehtavia alaspain
eriyttaviin Oma-kokeisiin.

Innostavia hetkia matematiikan parissa

Tekijat

Funktio ja
yhtalopari

Funktio kuvaa
rilppuvuutta.
Sana funktio

perustuu latinan

verbiin fungi,
'tehdd, toimia,
toimittaa'




8. Funktio ja yhtalopari

n Funktio

Funktio

Opetietoa
Ecimerkki1 | Arttuajaa 240 km matkan moottoripydrallé. @ Kasitetta funktio kaytti ensimmaisena sveitsildinen matemaatikko ja fyysikko
+ Jos hdnen keskinopeutensa on 80 km/h, aikaa kuluu 3 tuntia. Leonhard Paul Euler (15.4.1707-18.9.1783)

« Jos Artun keskinopeus on 60 km/h, kuluu aikaa 4 tuntia.
+ Polkupyorallda samaan matkaan kuluisi aikaa 12 tuntia, jos keskinopeus

olisi 20 km/h. o s _sg e
Matkaan kaytetty aika riippuu keskinopeudesta. opetus‘"hjelta

& Digiopetusmateriaalin monisteissa on aloitustehtavaosio funktiosta.

On paljon ilmioita, joissa jokin suure riippuu jollakin tavalla muista . . . v . .
pal ) ) Pput) Sivun teoria voidaan kasitella sen avulla.

tekijoistda. Kahden suureen vilista sdadnndonmukaista riippuvuutta
kutsutaan matematiikassa funktioksi.

Tvt-vinkit

@ coolmath.com

FUNKTIO

Funktio kuvaa kahden suureen vilista riippuvuutta.

Suuretta, joka riippuu toisesta suureesta saannonmukaisesti,
sanotaan taman jalkimmaisen suureen funktioksi.

= algebra/functions

Esimerkissd 1 matkaan kéytetty aika on nopeuden funktio. @ opetustv.fi

= Funktiot/ Funktion kasite

openmatikka.com

Esimerkki 2 Torikauppias myy perunoita hintaan 0,50 €/kg. 5 kg:n pussi maksaa ®
iis 2,50 €, 10 kg: i 5,00 € ja 20 kg: i 10,00¢€. . . .

oS g puss! Ja st kg pusst = Algebra ja funktiot/Funktiokone

Perunapussin hinta riippuu ostettujen perunoiden maarasta eli hinta P

o . math.fi
on maaran funktio.

= 9.luokka/funktio/funktio

Erimerkkeja funktioista:

Nelion pinta-ala on sivun & mathsisfun.com

pituuden funktio.
< Paino on tiheyden funktio. = algebra2/Functions/What is a function?
T, Ty6sta maksettava palkka on

ajan funktio. - & mathopolis.com

= Questions/Math Cource/Algebra1/Functions/What is a function

® www.khanacademy.org/math

= Algebra /Functions/Evaluating functions/What is a function?

& wolframalpha.com

= mathematics/Plotting & Graphics/functions

Opetuskertaan liittyva materiaali

- Moniste: Aloitustehtavia


http://www.coolmath.com/
https://opetus.tv/
http://www.openmatikka.com/
http://www.math.fi
http://www.mathsisfun.com/
http://www.mathopolis.com/
https://www.khanacademy.org/math
http://www.wolframalpha.com/

1.  Keksi kuvasta jokin siihen liittyva
@00 riippuvuus. Kerro lyhyesti, millainen
tama riippuvuus on.

2. \Valitse kuvasta kaksi sellaista suuretta,
eoo joiden valilla on riippuvuus. Etsi ainakin
kolme paria. Samaa suuretta saa kdyttaa
useammassa parissa.

ptuus “ .
w paino

3. Tomilla onrahaa 5,00 €, joilla han haluaa
00 ostaa tomaatteja.

a) Mista tekijasta Tomin saama tomaatti-
maara on riippuvainen?
b) Selitd, millainen tdma riippuvuus on.

4.
L Jole}

*OO

[ &1

Yhdista suure sellaiseen suureeseen,
josta se voi riippua. Kutakin suuretta saa
kayttaa vain yhden kerran.

8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

korkeushyppytulos @ @ nopeus
koulumatkaan korkeus
kaytetty aika

paino @ @ ponnistusvoima

pinta-ala @ @ tiheys

Mista tekijoista on riippuu

a) talon lammityskustannukset

b) auton bensiininkulutus

¢) lattiapinnan paallystamis-
kustannukset

d) hiekkalaatikon hiekan maara?

Keksi kaksi tekijaa jokaiseen kohtaan.

Mika asia riippuu

a) amparin suuruudesta

b) ahkeruudesta

c) metrihinnasta

d) tarvittavasta ajasta?

Keksi ainakin kaksi asiaa joka kohtaan.

Lisatehtavat s. 71
Kotitehtavat s. 86

9

1. FUNKTIO

1. esim.
a) Paristojen menekki riippuu
kuunteluajasta.
b) Vetamisen raskaus riippuu
kyydissaolijoiden painosta.
¢) Hypyn nayttavyys riippuu
harjoittelun maarasta.
d) Laskun suuruus riippuu
ostosten maarasta.
2. esim.
* Aika riippuu nopeudesta.
* Hinta riippuu lukumaarasta.
* Pinta-ala riippuu pituudesta.
* Paino riippuu tilavuudesta.
* Matka riippuu ajasta.
* Pituus riippuu [ampdtilasta.
3. a) tomaattien kilohinnasta
b) Mita korkeampi kilohinta sita
vahemman tomaatteja saa.

korkeushyppytulos e ” nopeus

@ a korkeus

paino e e ponnistusvoima
pinta-ala @ ° tiheys

esim.

koulumatkaan
kaytetty aika

a) huoneiden lampdtilasta,
lammitysmuodosta

b) moottorin kuutiotilavuudesta,
ajotavasta

c) paallystysmateriaalista,
pinta-alasta

d) laatikon koosta, hiekan
tiheydesta

esim.

a) tayden amparin paino,
hiekkakakun suuruus

b) arvosana, tehdyn tyon maara

¢) verhojen hinta, 100 €:lla
saatavan laudan maara

d) harrastukset, juoksulenkin
pituus

10
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Funktio

Funktiossa f
muuttujan arvoa x
vastaa tasan yksi
funktion arvo y.

y =f(x)

Esimerkki 3

Funktio voidaan
merkita kahdella
eri tavalla
y=x-3
f(x)=x-3

Esimerkki 4

10

Arkielaman funktioille, kuten ahkeruuden ja koenumeron valiselle
riippuvuudelle, voi riippuvuutta kuvaavan saannon esittaminen
matemaattisesti olla hyvin vaikeaa. Jos riippuvuutta voidaan kuvata
matemaattisesti, se esitetddn usein yhtalona.

Funktiota merkitaan usein kirjaimella f, joka tulee sanasta funktio.
Muuttujaa merkitdan kirjaimella x ja funktion arvoa kirjaimella y.

FUNKTIOMERKINTA

z = f(i) y on x:n funktio.

funktion arvo muuttuja O f

Esimerkissa 1 aika on nopeuden funktio. Artun moottoripyéran nopeus
on x ja matkaan kaytetty aika y.
Riippuvuutta kuvaavan funktion yhtdlé ony = 240 : x.

Esimerkissa 2 perunoiden maara on x ja perunapussin hinta y.
Perunapussin hintaa kuvaava yhtalo on siis f(x) = 0,5x.

Kuvan laitetta sanotaan funktiokoneeksi. Se muuttaa jokaisen koneeseen
syotetyn luvun tietyn saannon mukaan toiseksi luvuksi. Maarita sadnnon
mukainen riippuvuus eli funktio sanoin ja yhtaléna.

1—»(@» 3 =2-1+1
25§ > 5 =2-2+1
3—»(@-» 7 =2-3+1
s> 11 =2:5+1
A

saanto luvun x avulla

Vastaus: Tama funktiokone kertoo jokaisen koneeseen sydtetyn luvun
kahdella ja lisda tuloon luvun 1. Riippuvuutta kuvaa yhtal6 on
y=2x+1.

12

8. Funktio ja yhtalopari

13



®OO

L 202

L 202

10.

[ JO1¢/

11.

*OO

Tee taulukko vihkoosi ja taydenna se.

Funktio- | Kirjain, jolla | Kirjain, jolla
merkinta funktiota muuttujaa
on merkitty | on merkitty
f(x) =3x—-2
gl@)=a’+4a
h(s) =9s

Kirjoita esimerkki funktiomerkinnasta,
jossa muuttujakirjain on b ja funktiota
on merkitty kirjaimella h.

Mustikat maksavat torilla 3 €/kg.
Merkitse lausekkeena ja laske, kuinka
paljon maksaa

a) 2 kg b) 10 kg c) x kg.

Nelidn sivun pituus on s. Mika alla
olevista yhtdloista kuvaa

a) nelion piirid p

b) nelion pinta-alaa A?

Funktiokone muuttaa sinne syotetyt
luvut tietyn saannon mukaan. Esita
tama saanto sanoin.

14O 3 o

12.

OO

13.

QOO

14.

0O

15.
000

Etsi sadnto, jonka mukaan kone muut-
taa lukuja. Esita saanto yhtalona.

a) 1) O»1 b) 1
2>
x4y x

a) Esitd yhtdlona saanto, jonka mukaan
taulukon y:n arvot on laskettu x:n
arvoista.

X 2 3
y 0 1 2 3

N
(O]

b) Merkitse lukuparit (x, y)-koordinaa-
tistoon. Piirra pisteiden kautta suora
ja valitse suoralta sellainen piste, jota
ei ole taulukossa. Noudattavatko
taman pisteen koordinaatit a-kohdan
saantoa?

Etsi sdanto, jonka mukaan kone
muuttaa lukuja. Esita sdanto yhtalona.

1§05 b 10T
2407 2O -2
O 11 340 -5
A0 15 4O -8
Oy x>y

Merkitse koordinaatistoon pisteet (1, 2)
ja (3, 6). Piirra naiden pisteiden kautta
suora. Paattele, miten tdman suoran
minkad tahansa pisteen y-koordinaatti on
laskettavissa sen x-koordinaatista. Esita
tama saanto sanoin ja yhtalona.

X o H

Lisatehtavat s. 71
Kotitehtavat s. 86
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8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

1. FUNKTIO
7. Funktio- | Kirjain, jolla | Kirjain, jolla
merkinta funktiota | muuttujaa
on merkitty | on merkitty
f(x) =3x—-2 f X
g(a)= a’+4a g a
h(s) =9s h s

8. esimerkiksi h(b) =2b + 1
9. a)2kg-3€/kg=6¢€
b) 10kg-3€/kg=30€
c) xkg-3€/kg=3x€
10. a) A:p=4s
b) D:A=5’
11. a) syotetty luku kerrotaan
kolmella

b) syotettyyn lukuun lisataan

kaksi

12.

13.

14.

15.

a) y=2x-1

b) y:x2
a)y=x-2

b) noudattavat
a) y=2x+3
b) y=-3x+4

y-koordinaatti saadaan kerto-
malla x-koordinaatti kahdella
eliy=2x

14




Esimerkki 1

Esimerkki 2

12

Funktion arvo

Laske funktion y = x — 3 arvo muuttujan arvoilla 5 ja —8.

Sijoitetaan yhtaléon y = x — 3 muuttujan x
paikalle luku 5 ja lasketaan lausekkeen

ATy
y=5-3-2 s AT y-5-
y

Sijoitetaan muuttujan paikalle luku —8
ja lasketaan lausekkeen arvo.
y=-8-3=-11

Vastaus: Muuttujan arvolla 5 funktion arvo on 2.
Muuttujan arvolla —8 funktion arvo on —11.

Jos funktion y = f(x) yhtdlo on y = x — 3, se voidaan esittda myos
muodossa f(x) = x — 3.
Merkinta f(5) tarkoittaa funktion f arvoa muuttujan arvolla 5.

FUNKTION ARVO
Kun muuttujan x paikalle sijoitetaan muuttujaa vastaava
luku saadaan funktion arvo.

f(5) =2
bA

muuttujan x arvo funktion arvo

Laske f(3), kun f(x) = 2x + 5.

Sijoitetaan muuttujan x paikalle luku 3 ja lasketaan lausekkeen arvo.
f3)=2-3+5=6+5=11

Vastaus: f(3) =11

Opetuskertaan liittyva materiaali

- Moniste: Funktiokone 3

« Moniste: Paassalaskutehtavia

« Moniste: Funktioruudukko

16

a Funktion arvo

Tvt-vinkit

& coolmath.com

= algebra/functions
@ opetustv.fi
= Funktiot/ Funktion kasite

& openmatikka.com

= Algebra ja funktiot/Funktiokone
& math.fi
= 9.luokka/funktiot/funktion arvo

& mathsisfun.com

= algebra2/Functions/Evaluating Functions

& mathopolis.com

= Questions/Math Cource/Algebra2/Functions/Evaluating Functions

& www.khanacademy.org/math

8. Funktio ja yhtalopari

= Algebra/Function/Evaluating functions/Evaluating functions from equation

& thatquiz.0rg
= Algebra

& wolframalpha.com

= mathematics/Plotting & Graphics/functions

17
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Laske funktion y = x + 3 arvo muuttujan
arvoilla

a)l b) 3 c)-2

a) Mikd merkinnassa f(3) =5 on
muuttujan arvo ja mika funktion
arvo?

b) Esita vastaavanlaisena merkintana
lause "muuttujan arvolla —4 funktio g
saa arvon 8".

a) Laske funktiony =x + 5 arvo,
kun muuttuja saa arvon 3.

b) Laske funktion y = —x + 2 arvo,
kun muuttuja saa arvon 5.

c) Laske funktion f(x) = 4x — 3 arvo,
kun muuttuja saa arvon 2, eli laske
f(2).

d) Funktio g(x) = 5x + 1. Laske g(3).

Funktio g(x) = g — 3. Laske
a)g(2) b) g(4) ) g(10).

Sijoita edellisen funktion arvo seuraa-
van funktion muuttujan paikalle.

v X
anfa] kO

L 201e

QOO

QOO

QOO

10.

L 2OX¢/

11.

0O

12.

0o

13.

0O

14.

0O

Funktio f(x) = 3x + 1, paattele milla
muuttujan x arvolla
a)fx)=4 b)f(x)=1

Funktio f(x) = 2x + 1. Laske
a) f(1) b) f(2) c) f(5).

c) h(]%).

) f(0,3).

Funktio h(x) = —2x. Laske
a) h(1) b) h(-1)

Funktio f(x) = —x°. Laske
a) f(2) b) f(-2)

c) f(x)=-2

Monikulmion kaikkien
sivujen pituus on x.

Muodosta funktio f(x),

joka kuvaa piirin pituutta
ja laske monikulmion piiri,

kun x=2,5cm.

Funktio f(x) =§. Laske
X

a) f(2) b) f(-3) c) f(0,6).

Funktio h(x) = x*> — 2x + 3. Laske
a) h(1) b) h(-1) c) h(3).

Funktio f(x) = —x° + x. Laske
a) f(1) b) f(-2) c) f(0,5).

Monikulmion kaikkien
sivujen pituus on x.

Muodosta funktio f(x),

joka kuvaa monikulmion
pinta-alaa ja laske
monikulmion pinta-ala,
kun x=3,0 cm.

Lisatehtavat s. 72
Kotitehtavat s. 86
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8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

2. FUNKTION ARVO
1. a) 4 b) 6
2. a) muuttujan arvo 3
funktion arvo 5
b) g(-4) =8
3.a)8 b) -3
o5 d) 16
4. a) -2 b) -1

21244

c 1

c) 2

11.
12.
13.
14.

a)x=1 b)x=0
a) 3 b) 5

a) -2 b) 2

a) 4 b) -4
f(x) = 12x
f(2,5cm)=30cm
a) 3 b) -2
a) 2 b) 6
a)o b) -6
f(x) = 5x°

f(3,0 cm) = 45 cm?

Xx=-1
11

-0,09

10

6
0,25

19



8. Funktio ja yhtalopari

Opetusvihjeita

Funktion arvo @ Arvojen madrittaminen kuvaajasta voidaan opetella Digiopetusmateriaalissa

Késiteltaessa useampia funktioita samanaikaisesti taytyy funktiot olevan monisteen avulla.

merkita eri kirjaimilla, esimerkiksi f(x) ja g(x).

Esimerkki 3 Funktio f(x) = 3x — 5 ja funktio g(x) = —x + 7.
a) Milla muuttujan x arvolla funktio f saa arvon 1?
b) Milla muuttujan x arvolla funktiot f ja g saavat saman arvon
eli f(x) = g(x)?

a) Merkitaan funktion f lausekkeen b) Merkitaan funktioiden
arvoksi 1 ja ratkaistaan yhtalo. lausekkeet yhta suuriksi
ja ratkaistaan yhtalo.
3x-5=1 3X-5=—x+7
3x=1+5 3X+x=7+5
3x=6 |:3 4x=12|: 4
x=2 x=3

Vastaus: a) Funktio fsaa arvon 1, kunx=2elif(2)=1.
b) Funktiot f ja g saavat saman arvon, kun x =3 eli f(3) = g(3).

Funktion arvon riippuvuutta muuttujan arvosta voidaan kuvata graafisesti
xy-koordinaatistossa.

Funktion kuvaaja muodostuu niista xy-koordinaatiston
pisteistd, jotka toteuttavat yhtalon y = f(x).

Esimerkki 4 Maéarita kuvaajan avulla.
a) f(-3)
r—— b) Milld muuttujan x arvolla g(x) =5?
g(x) =5, Kun X = -1 c) Milld muuttujan arvolla f(x) = g(x)?
kunx=-4

a) f(-3) tarkoittaa funktion arvoay, kun x =-3.
f(-3)=-2
b) Etsitddn muuttujan x arvoa, kun funktion g arvo on 5.
g(x) =5, kun x =—4.
N2 3 % X ) Funktiotfjag saavat saman arvon niiden
kuvaajien leikkauspisteessa.
f(x) =g(x), kun x=-1.

f(-3)=-2
y=9Kx)

14

Opetuskertaan liittyva materiaali
+ Moniste: Funktion ja muuttujan arvon maarittdminen kuvaajasta
+ Moniste: Funktiokone 4
» Moniste: Funktiojono
« Itsearviointitesti: Luku 2 (Digilisatehtavat)
20 « Paassalaskutesti: Luku 2 (Tulostettavat kokeet) 21



15.

*OO

16.

| JO1¢/

17.
00

Funktio f(x) = x — 6. Milla muuttujan x
arvolla funktio saa arvon

a)4 b) 0 c) -2?

Maarita kuvaajan avulla

a) f(1) b) f(-3)

) f(1,5) d) f(0).

e) Milla muuttujan x arvolla f(x) = 6?
f) Milla muuttujan x arvolla f(x) = 0?

y = f(x)

Kuvio esittaa Riinan pyorailyretkea
aika-nopeus-koordinaatistossa.

nopeus
km/h
40

30
20

10

&@ ;
9 10 11 12

a) Mika on Riinan nopeus kello 10?

b) Milloin Riina pysahtyi ensimmaisen
kerran?

c) Kuinka kauan kesti Riinan toinen
pysahdys?

d) Mika oli Riinan huippunopeus?

18.

QOO

19.

QOO

20.

0O

21.
000

22,
000

Funktio f(x) = 2x + 3. Laske, milla
muuttujan x arvolla

a)f(x)=7 b) f(x) = -1 c) f(x) =0.

Funktio f(x) =x — 4 ja g(x) = —x + 2.
Laske, millda muuttujan x arvolla
f(x) = g(x).

Kuvio esittda Jessen mopoilua
aika-matka koordinaatistossa.

matka
km
80

70
60
50
40
30

10
klo
9 10 11 12

a) Kuinka kaukana lahdosta Jesse oli
kello 10?7

b) Mihin aikaan Jesse pysahtyi ensim-
madisen kerran?

c) Kuinka kauan Jessen ensimmadinen
tauko kesti?

d) Mihin aikaan Jesse oli 50 kilometrin
paassa lahdosta?

Funktio f(x) = x°.
Laske, millda muuttuja x arvolla

a) f(x) = 1 b)f(x):% ) f(x) = 0.

Funktio f(x) = 3x — 6 ja g(x) = —2x + 4.
Laske, millda muuttujan x arvolla
f(x) = g(x).

Lisatehtavat s. 72
Kotitehtdvat s. 87
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Tuntitehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

2. FUNKTION ARVO

15.a) x=10 b) x=6 «¢) x=4

16. a) f(1)=4
b) f(-3)=-4
c) f(1,5)=5
d) f(x) =6 kunx=2
e) f(x) =0 kun x=-1
17. a) 30km/h  b) klo 9.30
¢) 30 min d) 40 km/h

18.

19.
20.

21.

22.

a) x=2

c) x=-1,5
X=3

a) 30 km
¢) 13 min
a) x==1
¢) x=0
X=2

b) x=-2

b) klo 9.30

d) klo11.15

b) x:il

2

22

23



8. Funktio ja yhtalopari

B Suoran piirtaminen
Suoran piirtaminen
y ,
r Opetusvihjeita
Kahden suureen vélinen riippuvuus voidaan esittaa sanallisesti, ® Ensimmaisella tunnilla piirretdan suorat laskemalla vahintaan kolme pistetta.
taulukkona, yhtalond tai graafisesti kuvaajana. Tehtévissa 5, 6 ja 9 ennakoidaan vakiotermin merkitysta ja annetaan oppilaille
mahdollisuus itse keksia se ennen asian opettelemista seuraavalla tunnilla.
Esimerkki 1 Piirra funktiony = 2x -1 kuvaaja. y Jos aikaa riittaa, opetuksen voi aloittaa kayttamalla yhden tunnin Digiopetus-
5 . . . . . .. . . . .
. . S y=2x-1 materiaalin monisteissa olevaan johdantotehtavaosioon: Funktion kuvaaminen
x y=2x-1 Valitaan muuttujalle x joitakin 4 . )
0 | 20101 arvoja ja lasketaan niita vastaavat 3 koordinaatistossa.
B funktion arvot. Merkitdan pisteet 2
1 2-1-1=1 (x, y)-koordinaatistoon. 1
2 |2.2-1=3 Tvt-vinkit
1 2-1)=-1=-3 Funktion y = 2x — 1 kuvaaja on A A [ O O s
_ suora. coolmath.com
2 2:2)=1=5 Pisteet sijaitsevat ¢
samalla suoralla. ;
Piirretaan pisteiden = algebra/lmes
kautt iiva. .
autta suora Vviiva . o etustv.ﬁ
= lukio/MAB3/Suoran yhtalo
ENSIMMAISEN ASTEEN FUNKTIO H
Jos funktion lausekkeessa muuttujan x korkein eksponentti on yksi, ¢ openmatikka.com
funktio on ensimmaisen asteen funktio. . . s
Ensimmaisen asteen funktion kuvaaja on aina suora. = Algebra Ja funktiot/Mennaan suoraan
& math.fi
5 = 9.luokka/funktiot/Lineaarinen funktio ja suora
Esimerkki 2 Piirrd suoray = EX +1
. & mathsisfun.com
Kun valitset x y=§x+1 ! = algebra/Linear equations
muuttujan arvoksi 3
nimittajalla jaollisen 0 | 2.04121 2 @ mathopolis.com
luvun, saat funktion 3 /
arvoksi kokonais- 3 (23,023 = Questions/Math Cource/Algebra1/Functions/Linear Equations
luvun. 3 -4 -3 -1 1 2 3 4 5 6 x
-1
N I 5 & www.khanacademy.org/math
3
= Algebra/Linear Equations, Functions, & Graphs
Jokaisen suoralla olevan pisteen koordinaatit toteuttavat @ thatquiz.0r
suoran yhtilon. 1Ul2.2rg
16 = Algebra
& wolframalpha.com

= mathematics/Plotting & Graphics/functions
Opetuskertaan liittyva materiaali

- Moniste: Koordinaatisto
- Moniste: Funktion kuvaaminen koordinaatistossa
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Mitka seuraavista funktioista ovat

ensimmaista astetta?
a)y=3x-4 b)y:x2+1
cy=05x+1,5 d)y:%x+2

Mitka seuraavista kuvaajista ovat
ensimmaisen asteen funktion kuvaajia?

y

b & u
oY)

Taydenna taulukko. Merkitse pisteet
koordinaatistoon ja piirra pisteiden
kautta kulkeva suora.

a)y=x+1 b) y=2x-2
X y X y
0
1
2 2

a) Piirrd suoran y = 3x + 2 kuvaaja.

b) Tutki kuvaajasta, onko piste (1, 6)
suoralla.

c) Tutki laskemalla, onko piste (2, 8)
suoralla.

Piirra koordinaatistoon suoran kuvaaja.
Missa pisteessa suora leikkaa y-akselin?
a)y=x-4 b)y=-2x+3

QOO

1029

0O

0O

10.

0O

11.

0O

Piirra koordinaatistoon suoran kuvaaja.
Missa pisteessa suora leikkaa y-akselin?

a) y = 4x b)yz%x—4

Tutki laskemalla, kulkeeko suora
y = 6x — 4 pisteen (1, 2) kautta.

a) Esita yhtadlona saanto, jonka mukaan
taulukon y:n arvot on laskettu x:n
arvoista.

X 0 1 2 3
y 1 3 5

b) Merkitse pisteet koordinaatistoon
ja piirra yhtalon kuvaaja.

Piirra koordinaatistoon suoran kuvaaja.
Missa pisteessa suora leikkaa y-akselin?

a)y=-3x+4 b)y:—%x+3

Tutki laskemalla, kulkeeko suora

y= —% X + 2 pisteen (5, 0) kautta.

a) Esita yhtalona saanto, jonka mukaan
taulukon y:n arvot on laskettu x:n
arvoista.

x o0 | 1|23
y 1 .05 0 |-05

b) Merkitse pisteet koordinaatistoon
ja piirrd yhtalon kuvaaja.

Lisatehtavat s. 73
Kotitehtdvat s. 87
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Tuntitehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

3. SUORAN PIIRTAMINEN

1. a),c)jad)

2. ajad
3. a)y=x+1 y
y :
1 2
1 2 4)_/3_:'.11/ 2 3 4 5 x
2 3 /y-Zx—2
b)y=2x-2 :

*/(1,6)

y=3x+2

y

-2

1 0

2

4. a) .
b) eiole .
c) on /
5. a) (0,-4) .
b) (0, 3) B 3

2
1

1 2 3 4 5 x

4 3 2 -1
-1

2
3
-4,

6. a) (0,0)
b) (0, -4)

7. kulkee

8. a) y=2x+1

b)

9. a) (0,4)
b) (0, 3)

10. kulkee
11. a) y=—-0,5x+ 1

b)

B O R N

4 3 2 -

y
6
4
y=—lx+3
3

4 3 2

Lo
A b b L

y
6
5
4
3
2
<0,5x +1

1\2 3 4 5 x

=-3x+4

27



8. Funktio ja yhtalopari

Opetusvihjeita

Suoran piirtaminen @ Digiopetusmateriaalin monisteissa on suoran piirtamistehtavia isommassa
koordinaatistossa. Monisteen "Paattele ja yhdista"-tehtavissa opetellaan

SUORAN YHTALO . . . . . .
Suoran yhtdlo on muotoa y=kx+b. kon kulmakerroin kulmakertoimen Ja vakiotermin merkltySta'

b on vakiotermi

A y=-Xx+3=-1x+3 y=2x-1
Jos kulmakerroin k on positiivinen, y
suora on nouseva. >
. .o . 4 1
Jos kulmakerroin k on negatiivinen, ©,3) y=1x
suora on laskeva. z

Vakiotermi b ilmoittaa y:n arvon pisteessa,
jossa suora leikkaa y-akselin.

Jos vakiotermia ei ole elib =0,

suora kulkee origon kautta.

Kulmakerroin on 2

v

y=2x-1 Suora leikkaa y-akselin

pisteessa (0, —1).

/-
(M

=
!

Esimerkki 3 Piirrd samaan koordinaatistoon suoraty =0,5x + 2 jay =0,5x — 1.
Suorat ovat nousevia koska molempien y
suorien kulmakerroin on positiivinen. Z y=05x+2
Ensimmainen suora leikkaa y-akselin 4
pisteessa (0, 2) ja toinen pisteessa (0, —1). 3
) Lasketaan suorille kaksi muuta pistetta. 1
Jos mahdollista,
valitaan sellaisia
= = — 4 3 -2 -1 2 3 4 5
X:n arvoja, etta X |y=05x+2 X |y=05x-1 / g
y:n arvoksi tulee -2/05-(-=2)+2=1||-2|05-(-2)-1=-2
kokonaisluku. 2/05-2+42=3 2(05-2-1=0

Yhdensuuntaisilla suorilla on sama kulmakerroin.
Jos kahdella suoralla on sama kulmakerroin, niin suorat ovat yhdensuuntaiset.

18

Opetuskertaan liittyva materiaali
» Moniste: Suoran piirtaminen
« Moniste: Paattele ja yhdista
« Itsearviointitesti: Luku 3 (Digilisatehtavat)
» Testi: Luku 3 (Tulostettavat kokeet)
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12.

13.

14.

15.

16.

IImoita suorien kulmakerroin ja
vakiotermi.

a)y=4x+3 b)y=-3x+4
Qy=—x—1 d)y=2x-3
e)y=2x f) y=—x
Mitka kuvan suorista ovat
a) nousevia b) laskevia?
y
5 a
4
C
2 \
1 e

-2
-3
-4

=5

llmoita, onko suora nouseva vai laskeva.

a)y=3x+3
c) y=-Xx

b) y=-9x+3
dy=x+1

Mika edellisen tehtavan suorista on
a) jyrkimmin nouseva
b) jyrkimmin laskeva?

Paattele kuvaajaa piirtdmatta, missa

pisteessa suorat leikkaavat y-akselin.
a)y=2x-3 b)y=-3x+4
y=x d) y=-4x+9

17.

[ 1029

18.

L 2029/

19.

OO

20.

QOO

21.

0o

22.

e

Paattele suoria piirtamatta, mitka
suorista ovat yhdensuuntaisia ja mitka
leikkaavat y-akselin samassa pisteessa.
Perustele vastauksesi.

a)y=-3x+5 b) y=—4x-7
y=4x+5 d) y=—x+7
e)y=-3x+1 f) y=—4x+7

Kuinka monta yhteista pistetta
suorilla on?

a)y=6x—8jay=8x—-6
b)y=3xjay=x+3
Qy=4x—-7jay=4x+7
d)y=-2x+9jay=-2x
e)y=xjay=-x

Piirra samaan koordinaatistoon suorat
a) y=x-4 b) y=-1,5x—4.

Piirrd samaan koordinaatistoon suorat
a)y=3x-4 b) y=3x+3.

Piirra samaan koordinaatistoon suorat

1 1 1 1
a)y=—x+1- b) y=2—x+1—-.
)y 4 2 )y 2 2

Piirra samaan koordinaatistoon suorat

3

3
a)y="-x+2 b) y==-x-2,5.
)y a )y 4

Lisatehtavat s. 74
Kotitehtdvat s. 87
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8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

12.

13.
14.

15.
16.

3. SUORAN PIIRTAMINEN

17. yhdensuuntaisia:ajae, bjaf

yhtaldilla sama kulmakerroin
leikkaavat y-akselin samassa

a) k=4,b=3

b) k=-3,b=4

c) k=-1,b=-1

d) k=2,b=-3

e) k=2,b=0

f) k=-1,b=0

a) ajac b)b,djae
a) nouseva b) laskeva
c) laskeva d) nouseva
a) y=3x+3 b)y=-9x+3
a) (0,-3) b) (0, 4)

c) (0,0) d) (0,9)

pisteessa:ajac,djaf
yhtal6illa sama vakiotermi

18. a) 1 b) 1 < 0
do e) 1
19. a)

-4 -3 -2 Y 2 3 4 5 x

y
6
5
4
3
y:3x+3/ y=3x-4
-1
-2
-3
-4

/,2 ) / 4 5 x
-1
= y=%x—2,5

31



Akselien suuntaiset suorat [

Muotoa y = kx + b (k # 0) oleva suora on aina nouseva tai laskeva suora.
Jos suoran kulmakerroin k =0, suora ei ole nouseva eika laskeva vaan
vaakasuora. Yhtalo on silloin muotoa y = b. Vastaavasti pystysuoran
suoran yhtdlé on muotoa x = a.

Pystysuora suora KOORDINAATTIAKSELIEN SUUNTAISET SUORAT
ei ole funktion x=a Yy-akselin suuntainen suora. Kulmakerrointa ei voi maarittaa.
kuvaaja, koska yhta y=b x-akselin suuntainen suora. Kulmakerroin k = 0.

muuttujan x arvoa
vastaa useampiy:n
arvo.

Esimerkki 1 Piirrd suoraty =3 jax =—4. Z
y=3
y = 3 tarkoittaa sitd, ettd suoran -
pisteiden y-koordinaatti on aina 3 2
olipa x-koordinaatti mika tahansa. i
) L -4 3 2 - 1 2 3 4 x
x = —4 tarkoittaa sitd, ettd suoran -1
pisteiden x-koordinaatti on aina —4 2
olipa y-koordinaatti mika tahansa. 3
-4
Akselien suuntaisia suoria piirrettaessa x=-4
ei tarvitse laskea erillisia suoran pisteita.
Esimerkki 2 Maaritd suorien s ja k yhtalot. y K
4
Suoralla s ovat kaikki ne pisteet, 2
joiden y-koordinaatti on —2. 2
Suoran yhtdlo ony =-2. 1
Suoralla k ovat kaikki ne pisteet, + 3 1 » 1 1 17X
joiden x-koordinaatti on 3. R
Suoran yhtdl6 on x = 3. S S
-4

20

Opetuskertaan liittyva materiaali
+ Moniste: Ryhmatyo
« Akselien suuntaiset suorat
+ Moniste: Piilosana
« Itsearviointitesti: Luku 4 (Digilisatehtavat)
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8. Funktio ja yhtalopari

Akselien suuntaiset suorat

Opetusvihjeita

@ Digiopetusmateriaalin monisteissa on vaihtoehtoinen tapa opetella akselien
suuntaiset suorat ryhmatyona. Harjoitustehtavat ovat samat.

Tvt-vinkit

& coolmath.com

= algebra/lines/horizontal and vertical lines

@ opetustvfi
= lukio/ Lyhyt matematiikka /MAB3/Suoran yhtalo

& openmatikka.com
= Algebra ja funktiot/Mennaan suoraan

& mathsisfun.com

= algebra2/Linear equations

& www.khanacademy.org/math

= Algebra I/Two-variable linear equations/ Horizontal & vertical lines
& thatquiz.Org
= Algebra

& wolframalpha.com

= mathematics/Plotting & Graphics/functions
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http://www.mathsisfun.com/
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https://www.khanacademy.org/math/algebra/two-var-linear-equations#hor-and-ver-lines-alg1
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*OO

®OO

*OO

| JO1¢)

5.
00

L Joles

Piirra suora.

a)y=3 b)x=-2 cy=0
Piirra suora.

a)x=2 b)y=-1 cx=0
Mika on

a) x-akselin  b) y-akselin  yhtalo?

Maarita suorien a, b, ¢ ja d yhtalot.

c|Vy a

-4 -3 -2 - 1T 2 3 4 5 6 X

-2
-3

-4

(4]

Piirra taulukko vihkoosi ja merkitse
rasti oikeiden vaihtoehtojen kohdalle.

Suora Nou- | Las- | x- y-

seva | keva | akselin | akselin
suun- | suun-
tainen | tainen

y=8x-7

y=38

y =-8x

x=-8

y=-7

y=X

Mika on sen suoran yhtalg, joka on
a) x-akselin b) y-akselin
suuntainen ja kulkee pisteen (3, 1)
kautta?

QOO

QOO

QOO

10.
000

Piirra koordinaatistoon pisteet A(3, 4),
B(3,-2) ja C(—2, 4). Maarita suoran
yhtal6 kun suora kulkee pisteiden

a)AjaB b)AjaC kautta.
Maarita ympyran
a) x-akselin b) y-akselin

suuntaisten tangenttien yhtalot.

Piirra samaan koordinaatistoon suorat
x=-2,x=4,y=0jay=>5.Laske suorien
sisdan jaavan suorakulmion pinta-ala.

Koordinaatistossa pinta-alayksikkéna
kaytetdan yleensa yksikon mittaista ruutua,
ei esim. nelidsenttimetrid.

Piirrd samaan koordinaatistoon suorat
y=-2x+4,y=2xjay=-2.

Laske suorien rajoittaman kolmion
pinta—ala.

Ympyran keskipiste on (1, 2) ja sdde on
3. Maarita taman ympyran

a) x-akselin b) y-akselin
suuntaisten tangenttien yhtalot.

Lisatehtavat s. 74
Kotitehtdvat s. 88
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Tuntitehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

4. AKSELIEN SUUNTAISET SUORAT
1. a) 111
b) i
c) :
2. a) d ]
b) :
<) :
3.a)y=0 b)x=0
4. a) x=6 b)y=4
c) x=-1 dy=-5
5. | suora Nou- | Las- | x- y-
seva | keva | akselin | akselin
suun- | suun-
tainen | tainen
y=8x—-7| x
y=8 X
y =—8x X
Xx=-8 X
y=-7 X
y =X X
6.a)y=1 b) x=3

7. a) x=3 b)y

c-24 ° AG,4)

-4 3 -2 1 12 4 5 x

B(3,-2)

Lo
A L N L

8. a)y=5jay=-3

b) x=-2jax=6
9. 30
10. 8

11. a) y=5jay=-1
b) x=-2jax=4

=4

35



Esimerkki 1

Suorakulmaisen
kolmion voi piirtaa
suoran viereen
mihin kohtaan ja
minka kokoisena
tahansa.

Jos suora on
nouseva, k>0
Jos suora on
laskeva, k<0

Esimerkki 2

22

Suoran yhtalon m

Suoran yhtalo voidaan muodostaa suoran kuvaajasta maarittamalla

kulmakertoimen ja vakiotermin arvot.

Madrita suoran s yhtalo.

Suoran yhtdlé on muotoay = kx + b,
joten taytyy maarittaa k:n ja b:n arvot.

Kulmakertoimen maaritysta varten
valitaan suoralta kaksi pistetta.
Piirretdaan kuvan mukainen
suorakulmainen kolmio.

Kulmakertoimen itseisarvo on pystysuoran (y-akselin suuntaisen) kateetin

w A U O

sEEG

aritys

A4 3 2 -1,

=
-3
-4

1 2 3 4 5 6x

pituus jaettuna vaakasuoran (x-akselin suuntaisen) kateetin pituudella.

1

k| = % =5 Koska suora on nouseva k on positiivinen, k = 3

1

Suoran ja y-akselin leikkauspiste on (0, 2), joten vakiotermi b = 2.

Vastaus: Suoran yhtalé ony = %x + 2.

Maarita suoran n yhtalo.

Suoran yhtdloé on muotoa y = kx + b.
Koska suora on laskeva, k < 0.
2

k=-2 =-2
1

Koska suora leikkaa y-akselin
pisteessa (0, 1), niinb =1.

Vastaus: Suoran yhtalé ony =-2x+ 1.

w A U0 OX

54321
-2
-3
-4

l 2 3 4 5 6x

Opetuskertaan liittyva materiaali

« Moniste: Yhtalon maaritys kuvaajasta
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8. Funktio ja yhtalopari

E Suoran yhtalon maaritys

Opetusvihjeita

®

Esimerkit 1 ja 2 voi kasitella johdatellusti Digiopetusmateriaalissa olevan
monisteen avulla.

Tvt-vinkit

®

coolmath.com

= algebra/lines

opetustv.fi
= lukio/ Lyhyt matematiikka /MAB3/Suoran yhtalo

openmatikka.com

= Algebra ja funktiot/Mennaan suoraan
math.fi
= 9.luokka/funktiot/Suoran yhtalon muodostaminen

mathsisfun.com

= algebra2/Linear equations

mathopolis.com

= Questions/math Course/Algebra1/Graphs/Equation of a straight line
= Questions/math Course/Algebra1/Graphs/Linear equations

www.khanacademy.org/math

= Algebra I/Two-variable linear equations/Writing slope-intercept equations

thatquiz.Org
= Algebra

wolframalpha.com

= mathematics/Plotting & Graphics/functions
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1.
L o2

2.
*00

3.
* 00

Maarita suoran kulmakerroin.

a

- N W A n<

-5 -4 -3 -2 - 1 2 3 4 5 x

Maarita suoran kulmakerroin ja ilmoita,
missa pisteessa suora leikkaa y-akselin.

a

- N w > wn <

Maarita suoran yhtalo.

y

5

4

3 a

2 /
-5 =3 -2 -1 1 2 3 4 5 x

~1

=3

—4 C

-5

b

L Jele

[ J&1)

Suora kulkee pisteiden (-2, —4) ja (0, 1)
kautta.

a) Maarita suoran kulmakerroin.

b) Maarita vakiotermin arvo.

c) llmoita suoran yhtalo.

Madrita suoran yhtalo.

—- N %) £ <

Piste (1, 3) on origon kautta kulkevan
suoran piste. Madrita suoran kulma-
kerroin.

Maarita suoran yhtalo.

—5-4-3—2\1\,\1 3 4 5 x
—2\

-3 \
C
-4

-5

Lisatehtavat s. 75
Kotitehtdvat s. 88
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8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

5. SUORAN YHTALON MAARITYS

1. a) k=3 b)kz%
2. a) k=2,(0,1)

b) k=1, (0,-2)

c) k=1,(0,-1)
&a)y=%x+1 b) y=—x

2
) y=—2x-2
)y c

1
a) k=2— b)b=1
) 5 )
c) y=21x+1
2
1
a) y=— b)y=3
) y=3x )y
c)y=1lx+2
2
k=3
a) x=2
1
b) y=—x+3
)y 5
c)y:—lx—1
2

39



Suoran yhtalon maaritys

Esimerkki 3

Esimerkki 4

24

Suoran yhtalo voidaan maarittaa usein myos piirtamatta suoraa.
Madrita sen suoran yhtald, joka on suoran y = 5x suuntainen ja kulkee
pisteen (0, —6) kautta.

Suoran yhtdlé on muotoa y = kx + b.

k=5 koska kysytty suora on suoran y = 5x suuntainen ja
yhdensuuntaisilla suorilla on sama kulmakerroin.

b=-6 koska suora kulkee pisteen (0, —6) kautta.

Vastaus: Suoran yhtdld ony =5x—6

Maarita sen suoran yhtald, joka on suoran y = 3x + 4 suuntainen ja
kulkee pisteen (2, 4) kautta.

Suoran yhtdlé on muotoay = kx + b.

Kysytyn suoran kulmakerroin k = 3, koska suora on yhdensuuntainen
suorany = 3x + 4 kanssa.

Sijoitetaan suoran yhtal66n tunnetun pisteen x- ja y-koordinaattien arvot
seka kulmakertoimen k arvo.

y k x
vV
4=3-2+b
4=6+b
4-6=Db
-2=b

Vastaus: Suoran yhtdlé ony =3x — 2.

’ )
QO

Opetuskertaan liittyva materiaali

- Moniste: Funktioristikko 1
« Itsearviointitesti: Luku 5 (Digilisatehtavat)
« Testi: Luku 5 (Tulostettavat kokeet)
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8. Funktio ja yhtalopari

411



L Jole

OO

10.

L Jole

11.

L Jole

[Imoita suoran yhtald, kun suoran

a) kulmakerroin on 3 ja se kulkee
pisteen (0, 2) kautta

b) kulmakerroin on -5 ja se kulkee
pisteen (0, —3) kautta.

[Imoita suorien s ja k yhtalot.

y
5

5 -4 -3 -2 /1

y=3x+4

Suora kulkee pisteen (1, 2) kautta ja sen
kulmakerroin on 2. Maarita

a) vakiotermin arvo

b) suoran yhtalo.

Maarita pisteen (-2, 5) kautta kulkevan

suoran yhtdlo, kun se on yhden-
suuntainen suoran s kanssa.

G2, 5.) s

12.

OO

13.

QOO

14.

QOO

15.

Q0O

16.

Q0O

17.

Q0O

Kirjoita sen suoran yhtalo, joka on
suoran y =-0,5x + 4 suuntainen ja
leikkaa y-akselin pisteessa (0, 1).

Kirjoita sen suoran yhtalo, joka on
suoran y = 2x suuntainen ja leikkaa
y-akselin pisteessa (0, 5).

Suorat a, b ja c ovat yhdensuuntaisia.
Suoran b yhtélé ony = 2x + 3.
Maarita suorien a ja c yhtalot.

4 a b
7

N

6

Suora kulkee pisteen (2, —3) kautta ja
sen kulmakerroin on —2. Tutki piirta-
matta, onko piste (-2, 5) talla suoralla.

Maarita piirtamatta sen suoran yhtalg,
jonka kulmakerroin on 3 ja joka
kulkee pisteen

a) (OI 1) b) (_1 ’ _6)

kautta.

Madrita piirtamatta sen suoran yhtalo,

. 3 .
joka on suoran y = _EX —1 suuntainen

ja joka kulkee pisteen (-4, 1) kautta.

Lisatehtavat s. 75
Kotitehtdvat s. 89
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Tuntitehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

5. SUORAN YHTALON MAARITYS

8.a) y=3x+2 b)y=-5x-3
kiy=3x—-4

10. (1,2) = ysaaarvon 2x:narvolla 1,

9. s y=3x

kulmakerroin k =2

Sijoitetaan arvot suorany =kx + b
yhtaloon.
a) b=0

11. y:§x+6%

C)y=2x

12. y =-0,5x+ 1

13. y=2x+5
14. a: y=2x+6
15. on
16. a) y=3x+1
b) y=3x-3
3
17. y——gx—1—

2
5

cy=2x—-3

42
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Paraabeli

Ensimmaisen asteen funktion kuvaaja on suora. Sen piirtdmiseen riittaa,
ettd tiedetdan kaksi suoran pistetta. Kun funktion muuttujan korkein
eksponentti on kaksi tai suurempi sen kuvaaja on kdyra viiva ja sen
piirtamiseksi tarvitaan useampia pisteita.

Esimerkki 1 Piirra funktion y = x* kuvaaja. Merkittyjen pisteiden avulla
voidaan hahmotella kuvaaja.

— x2 y
Muuttujan x X Y= 0
vastalukuarvoilla 0 0 .
sz.aadaan sama 1 1 |- 12_4 y =x2
y:n arvo. 7
-1 1 |- (=1)%=1 P
2 4 5
-2 4 4
3 9 3
-3 9 2
0,5 0,25 !
-0,5 0,25 -5 4 -3 -2 - 1 2 3 4 5
1,5 2,25
-1,5 2,25
2,5 6,25
-2,5 6,25
A
Kuvaaja on nimeltdan paraabeli.
Funktion y = x* kuvaaja on ns. perusparaabeli.
PARAABELI Y = ax?> + ¢ (a = 0) y /
Toisen asteen funktion kuvaaja on paraabeli. paraabelin
Paraabeli on symmetrinen kuvio, jonka akseli
symmetria-akselia kutsutaan paraabelin "
' akseliksi.
Akselin ja paraabelin leikkauspiste on paraabelin
paraabelin huippu. huippu
26

44

Opetuskertaan liittyva materiaali

- Moniste: Paraabelin y = ax? piirtiminen

8. Funktio ja yhtalopari

a Paraabeli

Opetietoa

@ Satelliittiantenni (lautasantenni) on paraboloidi tai pallopinnan kalotti, jossa akselin

suuntaiset sateet heijastuvat polttopisteessa olevan vastaanottimen kautta.

Opetusvihjeita

@ Teorian voi kasitella lisamateriaalissa olevan monisteen avulla.

Tvt-vinkit

& coolmath.com

= algebra/Graphing Quadratics (Parabolas)
opetustv.fi
= lukio/ Pitka matematiikka /MAA2/Polynomifunktiot/Toisen asteen polynomifunktio

openmatikka.com

= Algebra ja funktiot/Hymiot
math.fi
= 9.luokka/funktiot/Toisen asteen funktio ja paraabeli

mathsisfun.com

= algebra 2/Equations of Second Degree/Graphing Quadratic Equations

mathopolis.com

= Questions/math Course/Algebra1/Graphs/Graphing quadratic equations

www.khanacademy.org/math

= Algebra/Quadratic Equations & Functions/Graphing quadratic functions
thatquiz.Org
= Algebra

wolframalpha.com

= mathematics/Plotting & Graphics/functions
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*OO

L Joles

®OO

L lele

Onko kuvaaja suora vai kayra?
a)y:4x3+7 b) y=6x-2
qy= 5x° d) y=5

Mitka seuraavista funktioista ovat
toisen asteen funktioita?

O y=2x O y=x*+1

@ y=xX ® y=—4x*+3
G y=x @ y=-—x

® y=3% Q@ y=x+x-3
Laske funktion f(x) = 2x*> + 1 arvo, kun
a) x=1 b) x=-1

c) x=3 d) x=-3.

[Imoita paraabelin huipun koordinaatit.

<

W s u oo N

Mika suorista on paraabelin akseli?

- N W

b) Y
L 1 3 4x
= 1
—
A 74737271_1 12 3 4x

a) )éc / b) %“c a
5 a 5
1f 3 4;

21 234 p ax
i b

d W -

Piirra samaan koordinaatistoon
paraabelit

a) y =2x?

b) y = -2x*

o) y=3x%

d) Miten x>-termin kerroin vaikuttaa
paraabelin muotoon?

7.
00

0o

0O

a) Onko paraabelin huippu pisteessa
(2,1),(=1,2)vai(=2,1)?

b) Onko paraabelin akseli suora
y=-2,x=—2vaiy=1?

y
9
8
7
6
5

5 -4 -3 -2 -] 1
-1

Piirrd samaan koordinaatistoon
paraabelit

a)y= 0,5x? b) y= -0,5x°

1.2
c)y=—x".
)y 3
a) limoita paraabelin huipun
koordinaatit.
b) Iimoita sen suoran yhtalg, joka on
paraabelin akseli.

Lisatehtavat s. 76
Kotitehtdvat s. 89
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Tuntitehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

6. PARAABELI
1. a) kayra b) suora
c) kayra d) suora
2. B,DjaG
3.a)y=3 b)y=3
¢ y=19 d)y=19
4. a) (0,-4) b) (0, 2)
5.a)c b) a
6. a) y
b) : y=3x
C 4 YR
) s y = 2X
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 x
y=-2x

d) negatiivinen kerroin = huippu
on ylhaalla
itseisarvoltaan pienempi ker-
roin = leveampi paraabeli

7. a) (-2, 1)
8. a)

b)

<)

w0 <

N W

b) x=-2

y = 0,5x*

9. a) (3,-2)

2 3 4 5
y =-0,5x
b) x=3

47



Paraabeli

Esimerkki 2

Merkinta +
tarkoittaa, etta
lasketaan y:n arvo
seka + etta
—-merkkisella x:n
arvolla.

Paraabelin yleinen
yhtdl6 on
y=ax’+bx +c.

Esimerkki 3

Piirra samaan koordinaatistoon paraabelity = x* — 2 jay = —x* + 2.

y= x2-2

+0 -2
+0,5 -1,75
+1 -1
2 2
+3 7

y=-x*+2
+0 2
+0,5 1,75
+1 1
+2 -2
+3 -7

w A 0O N

y=x2—2

ylospain
aukeava
paraabeli

PARAABELIN y = ax? + ¢ OMINAISUUKSIA

* Huippu on pisteessa (0, c).
» Akseli on y-akseli.

» Aukeaa yl6spain, jos a > 0. Aukeaa alaspain, jos a < 0.

* On sitd levedmpi mita pienempi on a:n itseisarvo.

Maarita kuvan paraabelin yhtalo.

Paraabelin yhtdl6 on muotoa
y=ax’+c¢

Huippu maarittaa vakiotermin
arvon,c=4.

Kuvaaja kulkee pisteen (2, 3)
(x=2jay=3) kautta.

alaspain
aukeava
paraabeli

yE X +2

-5 /4 3 2
-1

3=a-22+4 = Sijoitetaan x =2, y = 3 ja ¢ = 4 yhtaloon.

3=4a+4
—4a=4-3
—4a=1 |: (-4)

Vastaus: Yhtalé ony = —% X + 4.

48

Opetuskertaan liittyva materiaali

- Moniste: Paraabelin y = ax’ + ¢ piirtdiminen

» Moniste: Funktioristikko 2
« Itsearviointitesti: Luku 6 (Digilisatehtavat)

Opetusvihjeita

& Paraabeliny = ax’+c piirtaminen voidaan kasitella lisamateriaalissa
olevan monisteen avulla.

8. Funktio ja yhtalopari
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8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

10. Maarita piirtamatta, aukeaako paraabeli
eoo  ylos-vai alaspdin. 6. PARAABELI
a)y=14x> b)y=-8x> c)y=7x2
10. a) ylospain  b) alaspain 16. a) y
11. Yhdista funktio oikeaan tietoon. 55D 6
*00 C ospailn
yléspéin aukeava ) y P b) ° y=2x-3
YRl paraabeli 11. A« -3 4
alaspdin aukeava
y=—= @ paraabeli Be—2 2
y=4 @ @ laskeva suora C Al 4 i
Y= @ @ x-akselin suuntainen De—1 AR X
suora .
- : ; 12. a) D b) B c¢) AjaC
12. Maarita piirtamatta S 13.a) (0,-6) b) (0,2) «¢) (0,0) y -2 +3
€00 a) mika paraabeleista on kapein . .
- . . 16. Paraabelin yhtdldé on muotoa 14. a) Y
b) mika paraabeleista on levein 000 = ax? + c. Piirra samaan koordinaa- 6 2 ;
) mitka paraabeleista ovat keskenaan zis_toon pa;'aabelit kun b) s y = 4x c) (1,2;0)ja(-1,2;0)
yhta levedt. a)a=2jac= '
=2jac=-3 C < 1.2 1.2
Qy:2x22 Gy:7x2Jg2 b)a=—2jac=3. ) ; yIX 17. y:ZX —1
Oy-= _2X2 2 Oy= 0’52X c) limoita paraabelien leikkauspisteiden 2
Oy=-5+1 Q@y=3x"+2 koordinaatit. i
13. llmoita paraabelin huippu, kun A . el 4 3 2 1 2 3 4 5 x
17. Maarita paraabelin yhtalo.
eoo  yhtdlo on 060 tap ny =i
a)y=2x>-6 Z = y =X
b)y=5x*+2 ) 3
o) y=0,6x ) .
14. Piirrd samaan koordinaatistoon ’ 15. a)
e00  paraabelit 2 -a
a)y=4x b)y=—x> ¢ y=x%. i
-5 -4 -3 -2\ 1 2 3 4 5 x
15. a) Piirrd samaan koordinaatistoon \\-“‘*/
00 paraabeliy =x*—1jasuoray=x+2. -2
Varita suoran ja paraabelin rajoittama
alue.
b) Onko piste (1, 2) talla alueella? -4 -3 2 -\/1 2 3 4 5 x
-2
y=Xx+2
-4
Lisdtehtavét s. 76
Kotitehtdvat s. 89
b) on

29
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YA Funktion ominaisuuksia

Kuvaaja on x-akselin
ylapuolella,

/ kunx > 2taix < -2.

Funktion nollakohdat
ovatx=-2jax=2.

3 4 5 x

Kuvaaja on x-akselin
alapuolella,
kun -2 <x<2.

f(x) =0  Funktion nollakohta on se muuttujan arvo,

jolla funktio saa arvon nolla.

Kuvaaja leikkaa nollakohdassa x-akselin.

f(x)>0 Funktion arvo on positiivinen,
kun kuvaaja on x-akselin ylapuolella.

f(x)<0 Funktion arvo on negatiivinen,
kun kuvaaja on x-akselin alapuolella.

Esimerkki 1 a) Maarita funktion nollakohdat.
b) Milla muuttujan arvoilla funktion
arvot ovat positiivisia?
c) Millda muuttujan arvoilla funktion
arvot ovat negatiivisia?

a) nollakohdat: x=—4,x=1jax=6

Lukujen 1 ja 6 vali b) f(x)>0, kun—4<x< 1 taix > 6.
LETNIEEIH DS c) f(x)<0,kunx<—4tail<x<6.

30

w b

N

y=f(x)
x<—4® 1<x<6 X>6
Y EEED W x
-2

-3
-4

52

Opetuskertaan liittyva materiaali

- Moniste: Funktion ominaisuuksia 1
- Moniste: Funktiotehtavia 1

8. Funktio ja yhtalopari

Funktion ominaisuuksia

Opetusvihjeita

@ Taman sivun teoria voidaan kasitella Digiopetusmateriaalissa olevan
monisteen avulla.

Tvt-vinkit

& coolmath.com

= algebra/Graphing polynomials
@ opetustvfi

= lukio/ Pitka matematiikka/MAA2/Polynomifunktiot/Toisen asteen polynomifunktio
& math.fi

= 9.luokka/funktiot/funktion kuvaaja ja nollakohdat

& openmatikka.com

= Algebra ja funktiot/Hymiot

& mathsisfun.com

= algebra 2/Functions

& www.khanacademy.org/math

= Algebra/Functions/ Maximum and minimum points

= Algebra/Functions/ Intervals where a function is positive, negative, increasing, or
decreasin

& thatquiz.0rg
= Algebra

& wolframalpha.com

= mathematics/Plotting & Graphics/functions
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http://www.coolmath.com/
https://opetus.tv/
http://www.math.fi
http://www.openmatikka.com/
http://www.mathsisfun.com/
http://www.khanacademy.org
https://www.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-functions#alg-maximum-and-minimum-points
https://www.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-functions#alg-positive-negative-increasing-decreasing-intervals
https://www.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-functions#alg-positive-negative-increasing-decreasing-intervals
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1.
* 00

*OO

| JO1¢/

Maarita funktion f(x) nollakohdat.

y

} y =f(x)

—4/6—2—1 1 2 3 4 x
=

Maarita kuvaajasta, milla muuttujan
arvoilla

a) funktion f(x) arvo on nolla
b) funktio f(x) on positiivinen
c) funktio f(x) on negatiivinen.

y
4
=f(x)

y 2

2

1

—5—4—3—2—11 1 3 4 5 6 x
-2
-3

Maarita kuvaajasta, milla muuttujan
arvoilla

a) funktion f(x) arvo on nolla
b) funktion f(x) arvo on positiivinen

c) funktion f(x) arvo on negatiivinen.

y
5
4
=f(x
Z y = f(x)
2
1
S4B -2-1 11234 5\6x

L 21e

QOO

OO

Q0O

0O

Maarita kuvaajasta, milla muuttujan
arvoilla

a)f(x)=0 b

N

_4W 1 2 3\1x
1

~

— N w <

Maarita kuvaajasta, milla muuttujan
arvoilla

a)f(x)>0 b) g(x) <0
c) f(x) = g(x) d) f(x) > g(x).
y=9g(x) Z y =f(x)
3
2

Laske funktion nollakohta.
a)y=x-5 b)y=4x+8

Maarita kuvaajasta, milla muuttujan
arvoilla

a) f(x) >0 b) g(x) <0
c) f(x) =g(x) d) f(x) > g(x).
y=9(x) Z

3

2

1

—4—3—21/234x
1

Laske funktion nollakohta.
a)y=-2x-6

fx)>0 ¢ f(x)<O.

8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

7. FUNKTION OMINAISUUKSIA

1. x=-3jax=3 4. a) x=—4,x=-1taix=3
2.a)x=1 b)x<1 ¢ x>1 b) x<—4tai—-1<x<3
3. a) x=-3taix=5 ) 4<x<-1taix>3
b) -3<x<5 5. a) x>-2 b)x>3
c) x<-3taix>5 c) x=1 d)x>1
6. a) x=5 b) x=-2
7. a) x>0 b)-15<x<1,5
¢) x=-1taix=2
d) -1<x<2
8. a) x=-3 b) x=%3

Lisatehtavat s. 77

_ 2
b)y=x"-9 Kotitehtavit s. 90
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32

YAl Funktion omainaisuuksia

Esimerkki 2

Esimerkki 3

funktion kuvaajan
korkein kohta
valilla -5 <x <5

funktion kuvaajan
alin kohta
valilla -5 <x <5

Maarita funktion f(x) suurin ja pienin arvo, kun x < 5.

y i

2 i

funktion ylin 4 i

kohta, kunx<5 — ~--- > :

= i

/\ |

-5/-4 -3 -2 -1 516 x

-1 !

Funktio jatkuu -2 i
aarettoman -3

pitkalle alas. -4 i

-5 1

1

tarkastelualuex <5

Vastaus: Funktion f(x) suurin arvo on 3, kun x <5.
Funktio jatkuu darettéman pitkalle alas, joten funktiolla f(x)
ei ole pieninta arvoa.

FUNKTION SUURIN JA PIENIN ARVO

Suurimmaksi arvoksi sanotaan funktion koko tarkastelualueella
saamaa suurinta arvoa.

Pienimmaksi arvoksi sanotaan funktion koko tarkastelualueella
saamaa pieninta arvoa.

a) Maarita funktion f(x) suurin ja pienin arvo valilla =5 < x <5.
b) Milla muuttujan x arvolla funktio f(x) saa suurimman ja
milla pienimman arvonsa valilla -5 <x < 5?7

Vastaus:

a) Lukuvalilla -5 <x <5
funktion suurin arvo on 3
ja pienin arvo —3.

1
1
1
T3 $ 5~ b) Funktio saa suurimman
\/ ! arvonsa x:n arvolla —2.
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Funktio saa pienimman
arvonsa x:n arvolla -5.

tarkasteluvali-5<x<5

56

Opetuskertaan liittyva materiaali

- Moniste: Funktion ominaisuuksia 2

- Moniste: Funktiotehtavia 2

« Itsearviointitesti: Luku 7 (Digilisatehtavat)

Opetusvihjeita

& Taman sivun teoria voidaan kasitella Digiopetusmateriaalissa olevan
monisteen avulla.

8. Funktio ja yhtalopari

57



9.
* 00

Maarita funktion f(x) pienin arvo.

y

f(x)

10. Maarita funktion f(x)

*OO

11.
* 00

a) suurin arvo

b) pienin arvo.

f(x)

Maarita funktion g(x) suurin ja pienin

arvo valilla -5 <x < 6.

y
>
2
1

Y=9(y\

ERNEY) - N2

-2

4 5 6 x

12.

L Jele

13.

L Jole;

14.

| JO1¢/

Maarita funktion f(x) suurin ja pienin

arvo, kun x > —4.

2w>m~<

f(x)

-5 4—3—2—11 12 3 A4 5 6x
-2
-3

a) Milla x:n arvolla funktio g(x) saa
suurimman ja milla pienimman
arvonsa valilla —2 < x < 3?

b) Milla x:n arvolla funktio g(x) saa
suurimman ja milld pienimman

arvonsa?

y

y=9(x) ;

2
1

-4 -3 -2\—v\ 1
1

-2

Maéarita funktion f(x) suurin ja pienin

arvo valilla -3 <x< 3.

8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

7. FUNKTION OMINAISUUKSIA

9. 4
10. a) 1
11. suurin arvo on 3 ja pienin

b) eiole

arvo —2.

12. Suurinta arvoa ei ole ja pienin
arvo on —3.
13. a) suurin arvo x:n arvolla -2 ja
pienin arvo x:n arvolla 2
b) ei saa suurinta arvoaan ja
pienin arvo x:n arvolla 2
14. suurin arvo 3 ja pienin arvo -2

y

5

4

3

2

/N

W1 123 45 6«
-2

Lisatehtavat s. 78
Kotitehtavat s. 91

33

58

59



8. Funktio ja yhtalopari

n Kasvava ja vaheneva funktio

Kasvava ja vaheneva funktio

Opetusvihjeita
y o =0 p—_ y @ Taman sivun teoria voidaan kasitella Digiopetusmateriaalissa olevan
3 3 .
i i monisteen avulla.
1 1
4 3 - 1 2 3 4 x 25 = Sl 3 4 x TVt'Vinkit
-1 =1
2 2 & coolmath.com
-3 =3
= algebra/increasing and decreasing
Siirryttaessa vasemmalta oikealle Siirryttdessa vasemmalta oikealle
funktion kuvaaja nousee, funktion kuvaaja laskee, ® opetustv.fi
funktion arvo kasvaa. funktion arvo vahenee.
= Lukio/Pitka matematiikka/MAA7/Funktion kasvavuus ja vahenevyys
Funktiota sanotaan KASVAVA JA VAHENEVA FUNKTIO & mathsisfun.com
kasvavaksi tai Funkti K . . k
sheneviksi. vaikka unktio on asvava, Jos muuttUJan arvon Kasvaessa . . . .
}’a . o vatka, funktion arvo kasvaa tai pysyy samana. = algebra2/Functions/Increasing and decreasing Functions
unktion arvo pysyisi
paikoin muuttumat- Funktio on vdheneva, jos muuttujan arvon kasvaessa H
tomana. funktion arvo vahenee tai pysyy samana. 4 mathopolis.com
= questions/Math Cource/Algebral/Functions/Increasing and Decreasing
Functions
y =f(x) gT
Esimerkki 1 Tutki, milld muuttujan & wolframalpha.com
arvoilla funktio f(x) on kasvava ) ) ) )
a) kasvava 2 = mathematics/Plotting & Graphics/functions
b) vaheneva. vdheneva 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

—5-4-3-2-11 12 3 4 6 x

! ! vaheneva

1 2 1

] ]

— 1

3 1

1

1

1

1

]

1

Vastaus: a) Funktio on kasvava valilla -2 <x < 3.
b) Funktio on vaheneva, kun x < -2 tai x > 3.

34

Opetuskertaan liittyva materiaali
+ Moniste: Kasvava ja vaheneva funktio
« Moniste: Funktiotehtavia 3
« Moniste: Funktiokrypto
« Itsearviointitesti: Luku 8 (Digilisatehtavat)
60 - Testi funktion ominaisuuksista (Tulostettavat kokeet) 61


http://www.coolmath.com/
https://opetus.tv/
http://www.mathsisfun.com/
http://www.mathopolis.com/
http://www.wolframalpha.com/

1. Milld muuttujan arvoilla funktio f(x) on

€00 a) kasvava

b) vaheneva?

y =f(x)

-4 3 /% 1

2. Milla muuttujan arvoilla funktio f(x) on

®0<C  a) kasvava

y = f(x)

b) vaheneva?

3. Millda muuttujan arvoilla funktio g(x) on

¢0O  a) kasvava

b) vaheneva?

4, Paattele tai piirra funktion kuvaaja ja
oo katso siitd, milla muuttujan arvoilla

funktio
a)f(x)=3x—4
b) g(x) = x> +2
on kasvava.

OO

Q0O

0O

Millda muuttujan arvoilla funktio
a) f(x) b) g(x)
on kasvava?

y=9()

Paattele tai piirra funktion kuvaaja ja
katso siita, milla muuttujan arvoilla
funktio

a) f(x) = —%x+ 0,7
b)g(x) =0,5x*> — 1,5

on kasvava.

Milla vililla funktiot f(x) ja g(x) ovat
yhta aikaa

a) kasvavia b) vahenevia?

y=9()

Lisatehtavat s. 79
Kotitehtdvat s. 92
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8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

8. KASVAVA JA VAHENEVA FUNKTIO

1. a) x<1 b) x> 1
2. a) 2<x<2
b) x<—-2taix>2
3.a) 3<x<-1taix>2
b) x<—-3tai—-1<x<2
4. a) kaikilla x:n arvoilla
b) x>0

5. a) x<0 b) x> 1
6. a) ei millaan x:n arvolla

b) x>0

7.a) 2<x<3 b)-3<x<0

63
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Kertaus

Milla kirjaimella funktiomerkinndssa
g(a) = 3a — 6 on merkitty
a) muuttujaa b) funktiota?

Mika merkinnassa f(2) =5 on
a) muuttujan arvo
b) funktion arvo?

Funktiokone muuttaa sinne syotetyt
luvut tietyn sdanndn mukaan.
Esita tama saanto sanoin.

RS TN EE e

Funktio f(x) = 3x + 2. Laske
a) f(1) b) f(3) ) f(0).

Funktio f(x) = x + 4. Laske, milla
muuttujan arvolla

a)f(x)=7 b)f(x)=10 c)f(x)=3.

Laske suorieny=x,y=—4jax=4
rajoittaman kolmion pinta-ala.

Tutki laskemalla, kulkeeko suora
y = 12x — 30 pisteen (3, 6) kautta.

Suoran kulmakerroin on 4 ja se

leikkaa y-akselin pisteessa (0, —2).
Maarita suoran yhtalo.

o

‘%

10
20
30
50

9.

10.

QOO

11.

OO

12.

oo

Maarita suoran yhtalo.

b

- N W b i

-5 -4 -3 -2 -1 /2 3 4 5 6x

Piirra samaan koordinaatistoon
paraabelity =x* — 4 jay = —2x* + 4.
Kumpi paraabeleista

a) on leveampi

b) aukeaa ylospain?

Maarita kuvaajasta, milla muuttujan

arvoilla

a)f(x)=0 y
b) f(x) >0 q
c) (x)<O0.

Maarita kuvaajasta funktion

a) suurin b) pienin

arvo valillda =5 < x < 5.

Milla muuttujan arvoilla funktio on
c) kasvava d) viaheneva?

f(x)

w A <

5432 W 6 x
-2

64

Opetuskertaan liittyva materiaali

« Itsearviointitesti: Luku 9 (Digilisatehtavat)

- Kertaustesti: Luvut 1-8 (Tulostettavat kokeet)

8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

9. KERTAUS
1. a) a b) g 9.a)y=2x-3
2. a)?2 b) 5 b)y=5
3. a) lisaa viisi c) x=-2
b) kertoo kymmenella 10. y A
6
4, a) f(1)=5  b)f(3)=11 . y=x’-4
c) f(0)=2
5.a) x=3 b) x=6 z
C) X=-1 1
6. A=32 1\h 3 2 5x
y 1 x=4
4
3
2
1
.- y=—2x2+4
-4 -3 -2 -1 1T 2 3 4 x 5 2
‘; a)y=x"-4 b)y=x"-4
f = 11. a) x=—2taix=2
TR b) 2<x<2
-2 tai 2
7. kulkee 12 c)) )6(< ta|x>b) .
8. y=4x-2 - @ . -
c) x<—4taix>3
d) 4<x<3

65



13.

Q0O

14.

Q0O

15.

(L 2

16.

Q0O

17.

Q0O

18.

(L 2

19.

0O

20.

Q0O

21.

Q0O

Milla kirjaimella funktiomerkinnassa
h(n) = 5n — 8 on merkitty
a) muuttujaa b) funktiota?

Mika merkinnéassa f(—4) =12 on
a) muuttujan arvo
b) funktion arvo?

Etsi saanto, jonka mukaan kone muut-
taa lukuja. Esita saanto yhtalona.

a)1_,0©_,8 b)

Funktio f(x) = —3x + 2. Laske
a) f(1) b) f(-3) ) f(0).

Funktio f(x) = 2x — 8. Laske, milla
muuttujan arvolla
a)f(x)=0 b) f(x) =10 «¢)f(x)=3.

Funktio f(x) = x% — 3xjag(x)= X2 —2x+ 1.

Laske.
a) f(-1) b) f(2) —g(3)
c) Milla x:n arvolla f(x) = g(x)?

Laske sen suunnikkaan pinta-ala, jota
rajoittavat y-akseli, suorat x =5,
y=x+2jay=x-3.

Tutki laskemalla, kulkeeko suora
y =—12x — 30 pisteen (-3, 6) kautta.

Suora kulkee pisteen (5, 3) kautta ja
on suorany = 0,7x suuntainen.
Maarita suoran yhtalo.

22.

Q0O

23.

Q0O

24,

0O

25.

0O

Maarita suoran yhtalo.
4
/ b

-5 -4 -3 -2 -1 12 3 4 6 x

Piirra samaan koordinaatistoon

paraabelity =—4x>+5jay = % x> — 5.

Kumpi paraabeleista
a) on levedampi
b) aukeaa ylospain?

Milla muuttujan arvoilla

a)f(x)=0 b) f(x) >0 c) f(x) <0?
’
f(x) 3
2
1

N

S N3 -2-1/] 1 2 N\sfx
2

Maarita kuvaajasta funktion

a) suurin arvo valillda -5 <x <5

b) pienin arvo valilla -5 < x < 5.
Milla muuttujan arvoilla funktio on
c) kasvava d) vaheneva?

f(x)

- N W h U O

_5_4-&;12345@(
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8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

13. KERTAUS

13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.
21.

a) n

a) 4

a) y=2x+6
a) f(1)=-1
c) f(0)=2
a) x=4

c) x=5,5
a) f(-1)=4
c) x=-1
A=25

=\ W b U O N

b) h

b) 12
b)y=x2+1
b) f(-3)=11
b) x=9

b) f(2) - g(3) = -6

/7

kulkee
y=0,7x-0,5

22. a) y=0,5x+3
b) x=5
23, y

Qy=-2

LI
b)y=—x"-5
)y s

24. a) x=-4,x=0,x=3taix=6

b) x<—-4,0<x<3taix>6

c) 4<x<0tai3<x<6
25.a) 5 b) -2

c) -T<x<2taix>5

d) x<-1tai2<x<5

66

67



Esimerkki 1

Suureet ovat suoraan
verrannolliset,

kun toisen suureen
arvojen kasvaessa
toisen arvot kasvavat
samassa suhteessa.

38

Verrannollisuus
koordinaatistossa

Karpaloiden kilohinta on 5,0 €/kg. Tutkitaan karpaloiden maaran x (kg)
ja hinnan y (€) valista riippuvuutta.

Maara Hinta Piste hinta (€)
(kg) (€) 25 2
1 5 A 20 4
2 10 B 15 £
3 15 C 10 4
4 20 D ; 7
> 25 E mééré (kg)

1 2 3 4 5

Merkitaan pisteet koordinaatistoon ja piirretdadn kuvaaja.
Havaitaan ettd pisteet asettuvat origon kautta kulkevalle suoralle.

Talldin voidaan sanoa, ettd hinta y on suoraan verrannollinen maaraan x.

Lisaksi voidaan havaita etta hinnan ja maaran osamaara (suhde) on
kaikilla arvopareilla sama.

25€ 15€ 5€
——=5€/k ——=5€/k —=5€/k
5kg J 3kg 9 1kg 9

Kun suureet ovat suoraan verrannolliset niiden suhde on vakio.

Yy _

~=keliy=kx  k=vakio
X

SUORAAN VERRANNOLLISUUS

Suoraan verrannollisten suureiden y ja x suhde on vakio k.
Riippuvuus suureiden valilla voidaan esittdd muodossa y = kx.
Vakiota k sanotaan verrannollisuuskertoimeksi.

Kuvaaja on origon kautta kulkeva suora, jonka kulmakerroin on k.

Opetuskertaan liittyva materiaali

- Moniste: Kertaustehtavia verrannollisuudesta 1

- Moniste: Suoraan verrannollisuus
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8. Funktio ja yhtalopari

Verrannollisuus
koordinaatistossa

Opetusvihjeita

@ Suoraan verrannollisuuden kasite on tuttu 8. luokalta kurssista 5. Johdantona
aiheeseen on Digiopetusmateriaalin monisteissa kertausmateriaalia, jolla
palautetaan mieleen aiemmin opittua. Aiheen varsinaiseen kasittelyyn on
moniste: Suoraan verrannollisuus.

Tvt-vinkit

& math.fi
= 9.luokka/funktiot/Suoraan verrannollisuus
= 9.luokka/funktiot/Kaantaen verrannollisuus

& www.khanacademy.org/math

= Subjects/7th/rates & proportional relationships

& wolframalpha.com

= mathematics/Plotting & Graphics/functions

69
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1.
* 00

| JO1¢/

L 2ol

Mika kuvaajista esittaa suoraan
verrannollisuutta?

y
6

5

h(x) N

f(x)

Tutki piirtamalld, ovatko suureet
suoraan verrannollisia.

a) Suure x | Suurey
2 4
3 6
4 8

b) Suure x | Suurey
3 9
5 15
7 21

a) Maarita verrannollisuuskertoimen
arvo.

b) Kuvaa suureiden vilista riippuvuutta
yhtdlon avulla.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12x

L 21e

L 21/

0O

Marjaana ajoi autolla tasaisella
nopeudella.

a) Laske Marjaanan nopeus.
b) Kuinka pitkdan matkan han ajoi
2,5 tunnissa?
¢) Missa ajassa han olisi ajanut 440 km?

matka (km)
320

280
240
200
160
120

80

40
aika (h)

1 2 3 4 5

Emmalla on matkapuhelinliittyma,

jossa puhelujen minuuttihinta on

0,08 €/ minuutti.

a) Kirjoita yhtalona puhelujen
kokonaishinnan y riippuvuus
soittoajasta x.

b) Piirra kuvaaja (1000 min asti).

c) Maarita kuvaajasta, milld soittoajalla
puhelujen hinnaksi tulee 40,0 €.

Kappaleen massa m on suoraan verran-
nollinen tilavuuteen V. Verrannollisuus-
kerroin on tiheys p. Maarita kuvaajan
perusteella aineen tiheys.

massa (9)
80

70
60
50
40
30
20

tilavuus (cm?)
12 3 4 5 6 7 8 9 10

Lisatehtavat s. 80
Kotitehtdvat s. 92
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8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

1. f(x)
2. a) ovat

b) ovat

3. a)k=l
3

N W b~ U1 OO N O

y
25

20
15

10

N
w
IS
xy

1
b)y=—-
)y 3x

10. VERRANNOLLISUUS KOORDINAATISTOSSA

4. a) 80 km/h
c)55h
5. a) y=0,08x
b) y A hinta (€)
80

b) 200 km

70
60
50
40
30
20

10 ! aika (min)

100 200 300 400 500 600 700 800 9001000 X

c) 500 min
6. 7,78 g/cm’
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Verrannollisuus koordinaatistossa

Esimerkki 2

Suureet ovat
kaantaen
verrannolliset, kun
toisen suureen arvo-
jen kasvaessa toisen
arvot pienenevat
samassa suhteessa.

40

Savonlinnasta Lahteen on matkaa 240 kilometrid. Kun matka on vakio,
matkaan kaytetty aika on kddntden verrannollinen keskinopeuteen.

aika

Keski- Aika Piste ()

nopeus (h)
(km/h)

20 1
30
40
60
80

120

- =
o = N

N|jw|[h| oo | N
m | m|O|N|wm|>

= N W H U1 O N 00 O

nopeus (km/h)
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120

Merkitaan pisteet koordinaatistoon ja hahmotellaan kuvaaja.
Kuvaaja on osa hyperbeliksi kutsuttavaa kuvaajaa.

Lisdksi voidaan havaita ettd keskinopeuden ja ajan tulo on
kaikilla arvopareilla sama.

20 km/h - 12 h =240 km 60 km/h - 4 h =240 km

Kaantaen verrannollisten suureiden tulo on vakio.
. k .
xy=k eliy== k on vakio
X

KAANTAEN VERRANNOLLISUUS
Kaantden verrannollisten suureiden tulo on vakio.

Riippuvuus suureiden vdlilla voidaan esittdd muodossa
k . .
y = — ,jossa kon vakio (k =0, x #0) .
X

Vakiota k sanotaan verrannollisuuskertoimeksi.

Kuvaaja on hyperbeli.

Opetuskertaan liittyva materiaali

- Moniste: Kertaustehtavia verrannollisuudesta 2

- Moniste: Kaantaen verrannollisuus

« Itsearviointitesti: Luku 10 (Digilisatehtavat)

72

Opetusvihjeita

& Kaantaen verrannollisuuden kasite on tuttu 8. luokalta kurssista 5.
Digiopetusmateriaalin monisteissa on aiheeseen liittyvaa kertaus-
materiaalia. Aiheen varsinaiseen kasittelyyn on esimerkkiin 2
liittyva moniste: Kddntden verrannollisuus.

8. Funktio ja yhtalopari
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7.
* 00

*OO

*OO

10.
o2

Mika kuvaajista esittaa kaantaen

verrannollisuutta?

y y

45; g(x) \4{ £(x)

3 3

: O hx)
12 3 4 5x 123 4 5x

Suureet x ja y ovat kddntden
verrannolliset.

a) Mika on suureen y arvo, kun x = 3,0?
b) Mika on suureen x arvo, kuny =1,0?
c) Mika on suureiden x ja y tulo?

y
6

5

Ovatko suureet suoraan vai kaantaen
verrannolliset vai eivat kumpaakaan?

a)y=3x b)y:z Qy=2x+2
X
d)y=l e)yx=38 f)x+y=4
X

Kaantaen verrannollisten suureiden
x ja 'y tulo on 4. Piirra suureiden riippu-
vuutta esittava kuvaaja.

11.

L 21e

12.

(lele

13.
000

Autolla ajettiin eri nopeuksilla sama

valimatka. Matkaan kaytetty aika

mitattiin ja saaduista tuloksista

piirrettiin kuvaaja.

a) Kuinka pitka valimatka oli?

b) Merkitse yhtdlona nopeuden v ja
ajan t rilppuvuus.

<

peus (km/h)
70

60
50
40
30
20

2 4 6 8 10 12 14 16 18 t

Kuvaaja esittaa suorakulmion kannan ja
korkeuden riippuvuutta, kun pinta-ala
pysyy vakiona.

a) Mika on suorakulmion pinta-ala?

b) Kirjoita yhtalona korkeuden (h)
riippuvuus kannasta (a).

korkels (m)

=

70
60
50
40
30
20

kanta (m)
2 4 6 8 10 12 14 16 18 a

Sadon korjaamiseen kasin kuluu

20 henkilolta aikaa 8 paivaa.

a) Kirjoita yhtalona korjaamiseen
kuluvan ajan t riippuvuus
tyontekijoiden maarasta x.

b) Piirra kuvaaja.

c) Maarita kuvaajasta, kuinka kauan
sadon korjuuseen kuluu aikaa
12 hengen tydporukalta.

Lisatehtavat s. 81
Kotitehtdvat s. 93

41

8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

10.

k(x)
a)y=2 b)x=6 «¢)6
a) suoraan b) kaantaen

c) ei kumpaakaan d) kaantaen
e) kdantaen
f) ei kumpaakaan

xy:4eliy:;1

10. VERRANNOLLISUUS KOORDINAATISTOSSA

11. a) 80 km b)v=$
12. a)240m2  b)h=2%
a
13. a)t:@
X
b) ..

40
36
32
28
24

tyontekijoita (kpl

4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 x

c) 13 tuntia

75



Yhtalossa kaksi
lauseketta merkitaan
yhta suuriksi.
Yhtélossa 2x +1=0
on yksi muuttuja (x).

Esimerkki 1

42

Kahden muuttujan yhtalo

Yhtalossa 2x +y = 2 on kaksi y
muuttujaa. Ratkaistaan yhtalo 5
muuttujany suhteen. n
2x+y=2 X
y=-2Xx+2 2
;
Sijoitetaan muuttujan x paikalle
joitakin lukuja ja lasketaan niita 2 - N\ 2 3 «x
vastaavat muuttujan y arvot. =
-2
X | y=-2x+2
0 |-2:-0+2=2
1 |-2-1+2=0 Merkitaan lukuparit (0, 2), (1, 0), (2, -2)
2 | 2.2+2=22 ja (-1, 4) pisteina koordinaatistoon.
“1|=2-(-1+2=4

Pisteet sijaitsevat samalla suoralla.
Taman suoran kaikki pisteet toteuttavat yhtalon 2x +y = 2.
Yhtalon toteuttavia lukupareja on siis darettéman monta.

KAHDEN MUUTTUJAN YHTALO

Yhtal6 ax + by = c on kahden muuttujan yhtalo (a = 0, b = 0).
Sen muuttujat ovat x ja y.

Yhtdlon ratkaisu voidaan esittdd graafisesti piirtamalla

suoran ax + by = c kuvaaja.

Tot

Sijoitetaan x =1 jay =3 yhtal66n 2x —y =—1.

2.

euttaako lukupari (1, 3) yhtalon 2x —y =-1?

1-3=-1
2-3=-1
“1==1 Identtisesti tosi Vastaus: Toteuttaa.

Opetuskertaan liittyva materiaali

- Moniste: Testaa itsesi: Yhtalon ratkaiseminen

76

Opetusvihjeita

@ Digiopetusmateriaalin monisteissa on testi, jolla palautetaan mieliin

yhtaldiden ratkaiseminen.

Tvt-vinkit

& coolmath.com

= algebra/systems of equations (sx2s)

@ opetustvfi

= Lukio/Pitka matematiikka/MAA1/Yhtaloparit

& math.fi

= 9.luokka/Epdyhtalot, yhtalot ja yhtaloparit

& mathsisfun.com

= algebra2/Systems of Linear equations/ Systems of Linear equations

= algebra2/Systems of Linear equations/ Systems of Linear and Quadratic Equations

& www.khanacademy.org/math

= Algebra/Systems of Equations
& thatquiz.Org
= Algebra

& wolframalpha.com

= mathematics/Plotting & Graphics/functions

8. Funktio ja yhtalopari

m Kahden muuttujan yhtalo

77


http://www.coolmath.com/
https://opetus.tv/
http://www.math.fi
http://www.mathsisfun.com/
http://www.khanacademy.org
https://www.thatquiz.org/
http://www.wolframalpha.com/

*OO

| JO1¢/

®OO

L Joles

QOO

OO

OO

Tutki, toteutuuko yhtalo
kunx=2jay=1.
a)2x -3y =1 b) x+2y=0
Mitka lukupareista toteuttavat
kahden muuttujan yhtdlon

2x -y =47
A2, 3) B(-1, 6)
C(0,—4) D(2,0)

Muodosta kuviosta kahden muuttujan
yhtalo.

Ratkaise yhtalo 3x +y =-2
muuttujan y suhteen. Piirra kuvaaja
niista lukupareista, jotka ovat yhtalon
ratkaisuja.

Muodosta kahden muuttujan yhtalo.
a) Lukujen x jay summa on 32.
b) Lukujen x jay osamaara on 11.

Olkoon yhtal6 2x +y = 4. Milla
muuttujan x arvolla y:n arvo on
a)0 b) 2 c)4?

Muodosta kahden muuttujan yhtalo.
a) Tiinu (x) on 8 vuotta vanhempi
kuin Liinu (y).
b) Pusero (x) on 22 € halvempi
kuin housut (y).

0O

0O

10.

0O

Mika kuvaajista on kahden muuttujan
yhtdlon 2x —y = 2 graafinen esitys?

Maarita se kahden muuttujan yhtalg,
jonka ratkaisuna on pisteiden

A(3, 1) ja B(-2, -2) kautta

kulkeva suora.

Neljan tuolin ja pdydan kokonaishinta
on 700 €. Merkitaan yhden tuolin
hintaa muuttujalla x ja poydan hintaa
muuttujalla y. Muodosta kahden
muuttujan yhtalo, joka kuvaa koko
ryhman hintaa.

Lisatehtavat s. 81
Kotitehtdvat s. 94

43

Tuntitehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

11. KAHDEN MUUTTUJAN YHTALO

1. a) toteutuu  b) toteutuu 8.D
2. CjaD 9.y=§x—1
3. X+ 2y =15 10. 4x +y =700
4, y=-3x-2
yA
4
3
2
1
-2 —1_\\ T 2 3x
=2
=3
» y=-3x-2
X
5. a)x+y=32 b);zﬂ
6. a)x=2 b)x=1 c)x=0
7. a)x=y+8 b)x+22=y

78
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8. Funktio ja yhtalopari

5 (B} vhtilopari

(]
Yhtalopari <
Opetietoa
Yhtaloparilla tarkoitetaan kahta yht&loa, joille etsitaan yhteisia ratkaisuja. @ 1950-luvulla vanhan kansakoulun laskuopissa kasiteltiin jo kuudennella luokalla

yhtaloparin tyyppisia tehtavia nimella kaksiehtoinen paattelylasku.

YHTALOPARI
ax+by=c
a,x+by=c,

Yhtal6iden muuttujat ovat x jay. TVt-Vi n kit

& coolmath.com

Yhtaloparin ratkaisu on lukupari (x,y) joka toteuttaa molemmat yhtalot. = algebra/systems of equations (sx2s)
Ratkaisun voi merkita usealla eri tavalla.

x=3 @ opetustvfi

esimerkiksi x=3jay=-1 tai (3,-1) tai {
y=-1 = Lukio/Pitka matematiikka/MAA1/Yhtal6parit

& math.fi

Esimerkki 1 Onko lukupari (1, 2) yhtaloparin ratkaisu? . L . L .
P ynaop = 9.luokka/Epdyhtalot, yhtalot ja yhtaloparit

y=3x-1 y=x+1
) y=-2x+1 b) y=-2x+4 & mathsisfun.com

= algebra2/Systems of Linear equations/ Systems of Linear equations
Tutkitaan, toteuttaako lukupari (1, 2) molemmat yhtalot sijoittamalla

x = 1jay =2 molempiin yhtalaihin. = algebra2/Systems of Linear equations/ Systems of Linear and Quadratic Equations
a) y 9« y X & www.khanacademy.org/math
Vo v v .
Y311 e 21 = Algebra/Systems of Equations
2=3-1 2=-2+1 & thatquiz.Org
2=2 tosi 2=-1 epatosi — Algebra
Vastaus: Lukupari (1, 2) ei ole yhtadléparin ratkaisu. ¢ wolframalpha.com
b) y «x y X = mathematics/Plotting & Graphics/functions
vy v v
2=1+1 2=-2-1+4
2=2 tosi 2=-2+4
2=2 tosi

Vastaus: Lukupari (1, 2) on yhtaldparin ratkaisu.
44

Opetuskertaan liittyva materiaali

- Moniste: Vaakatehtavia 1
« Itsearvioiontitesti: Luku 12 (Digilisatehtavat)
- Paassalaskutesti: Luku 12 (Tulostettavat kokeet)
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http://www.math.fi
http://mathsisfun.com
http://www.khanacademy.org
https://www.thatquiz.org/
http://www.wolframalpha.com/

1.  Toteuttaako lukuparix=1jay=2
€00 a)yhtdlony =5x-3
b) yhtadlony =-2x + 4
y=5x-3

¢) yhtaloparin ?
Y P {y=—2x+4

2. Tutki, onko lukupari (1, 1) yhtaloparin
eoo ratkaisu.

y=3x-2 y=2x-1
a) b)
y=x+1 y =X

3. Muodosta yhtdlopari. Paattele
eoo  yhtdloparin ratkaisu.

4.  Mika lukupari on yhtaloparin

@00
y=2x-5
ratkaisu?
y=3x-8
00,1 00,3
(CIER)) ®x=2jay=2

5. Muodosta yhtalopari. Paattele
000 yhtadloparin ratkaisu.

6. Paattele lukupari, joka toteuttaa

y=x+3

yhtédléparin
y = 2X

7.  Yhtdlopari toteutuu, kun y=3.
oo Mikd on muuttujan x arvo?

2x -3y =1
=3x+y=-12

X—y=
8. Tdydenna yhtalopari {2
X—- =

x=3
niin, etta sen ratkaisu on .
y=-1

9.  Paattele lukupari, joka toteuttaa
000 =X

y
yhtédléparin .
y=2x-1

Lisatehtavat s. 82
Kotitehtdvat s. 95

45
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8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

12. YHTALOPARI
1. a) toteuttaa b) toteuttaa
c) toteuttaa
2. a)ei b) on
2x+y=4 x=1
3. , josta
2X =y y=2
4. C

2x =y X=2

,josta
X+y=6 y=4
Xx=3jay=6
Xx=5

X—-y=4
esimerkiksi

2Xx—-y=7
x=1jay=1

83



8. Funktio ja yhtalopari

B Graafinen ratkaiseminen

Graafinen ratkaiseminen

Opetusvihjeita
Yhtaloparin ratkaisu voidaan etsia graafisesti piirtamalla kahden @ Digiopetusmateriaalin monisteissa olevan aloitustehtavan voi monistaa oppilaille.
muuttujan yhtalGita vastaavat suorat. Ratkaisuna on yleensa suorien Na&in jokainen oppilas joutuu itse pohtimaan, mista l6ytyy yhtaléparin ratkaisu.

leikkauspiste. . T o
ctatispiste Aloitustehtavan voi kasitella myos yhteisesti.

/ Joissakin tapauksissa suorilla ei ole yhtdan yhteista pistetta, jolloin
§ yhtéloparilla ei ole ratkaisua.

y Tvt-vinkit
"‘ Joskus suorilla on darettdman monta yhteista pistetta, jolloin kyseessa
‘ ovat samat suorat. Talléin yhtaldparin ratkaisevia pisteitd on darettdman @ coolmath.com
y monta ja ratkaisuna annetut suorat. )
- = algebra/systems of equations (sx2s)
—_— Suorieny =k,x + b, jay = kyx + b, leikkauspiste on ¢ opetustv.ﬁ
Jhtalaparin {y kb afinen ratkaisu. = Lukio/Pitka matematiikka/MAA1/Yhtaloparit
y =k,x+b,

& openmatikka.com

= Algebra ja funktiot/Tanssii parin kanssa

y=-x+4 .
Esimerkki 1 Ratkaise graafisesti yhtalopari { - & math.fi
y=x-
\ = 9.luokka/Epdyhtalot, yhtalot ja yhtaloparit
Piirretddn kahden muuttujan 2 .
yhtalsita vastaavat suorat 3 & mathsisfun.com
koordinaatistoon. 5 . . . .
= algebra2/Systems of Linear equations/ Systems of Linear equations
Huom! X |y=-x+4 | x| y=x-2 1 . . . . .
Graafinen ratkaisu o|l-0+acallolo—22— E! /2 N1 = algebra2/Systems of Linear equations/ Systems of Linear and Quadratic Equations
on likiarvo. =1
1] -1+4=31 11 ]1-2=-1 5 & www.khanacademy.org/math
2| —2+4=2| 2 2-2=0 /
= Algebra/Systems of Equations
Leikkauspiste on (3, 1). ® thatguiz Org

Vastaus: Yhtdloparin ratkaisu on { = Algebra

¢ wolframalpha.com

= mathematics/Plotting & Graphics/functions

Opetuskertaan liittyva materiaali

- Moniste: Aloitustehtava: Graafinen ratkaiseminen

« Moniste: Paattelytehtavia: Mika on yhtaloparin ratkaisu?
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1.  Mika on yhtaléparin ratkaisu?
00

{y =f(x) {y =f(x)
a) b)
y = 9g(x) y = h(x)
= f(x) = h(x)
9 {y d){y
y = s(x) y = s(x)
g(x) AL
4
3
2-
1

5 /4 3 2 -%\ 12 3 x

h(x) }

2.  Kirjoita yhtalopari, jonka ratkaisu on

®o0 a)(1,3) b) (0, 2).
y
3 / g(x)
! s(x)
/ﬁ/ﬁ—sa -1 2 3 x
f(x) h(x)

3. Piirrasuorieny=x—-3jay=—x+1
eoo  kuvaajat samaan koordinaatistoon.
Maarita kuvaajien avulla yhtaloparin

y=x-3
ratkaisu.
y=-x+1

4. Ratkaise yhtdlopari graafisesti.

L 2o2
y=2x-2 y=x+2
a) b)
y=x-1 y =—X

L 201e

QOO

QOO

0O

0O

Tutki kuvaajia. Mika on yhtaloparin

ratkaisu?
y=2x-1 y=2x-1
a) b)
y=-Xx+2 y=-4x-7
y
5
4
3
2
1
-5 -4 3 -2\-1 1T 2\3 x

=i

Ratkaise yhtdlopari graafisesti.

y=2x-3
a)
y=x+1

y=x+2
a)
y=-x-2

y=2x-1
a)
y=0,5x+2

3
==-x+3
Y72

1
=——x+1
Y 2

y=3x-1
X
y=2x+1

=X
o)
y=-3x+1

y = 4Xx
b,{
y=4

) §

-

.
-
y

Lisatehtavat s. 82
Kotitehtdvat s. 95

47
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8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

{x:—z
1. a)
y=2
=0
) y=a
{Y=ﬂm
2. a)
y = s(x)
{X=2
3.
y=-1
{x=1
4. a)
y=0
X =-1
0
{x:1
5. a)
y=1

13. GRAAFINEN RATKAISEMINEN

X=-5
X=2
{Y=ﬂm

b)
y = 9g(x)
e

- N W<

y
3
) , y=x+2
e 1
3,0 -1 1 2 3x
-2
-3
X =-1
b)
y=-3

X=4 Y
6. a) s
y = .
3
2
1
1/2 3 4 5 x
=2 )6/ y=2x+1
by
y=5 .,
3
g y=3x-1
]
/1 2 3 4 5 x

X=-2 y=x-2’

7. a) y:0 \}4 y=x+2
x=0,3 y

Wi TN

y=0,3 : y=x

:z y=-3x+1

X=2 4
8. a) 3 3
y = /

(=3
—
—
X
[l
—
~
<
I
N
X

X =-1 7
41 /y==x+3
{y=1,5 .
y:—§x+1
T IR RPN
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8. Funktio ja yhtalopari

Opetusvihjeita

Graafinen ratkaiseminen @ Digiopetusmateriaalin monisteissa on vaihtoehtoinen tapa opetella yhtaloparin

y=2x+3 ratkaisujen lukumaara ryhmatyona. Harjoitustehtavat ovat samat.

Esimerkki 2 Ratkaise graafisesti yhtalopari .
2x+y=-1

DT Ratkaistaan alemmasta yhtalosta y.
y=-2x-1
0 3
1 1 Suorien kulmakertoimet ovat yhté suuret yF-2x+3
2 -1 ja vakiotermit eri suuret. Suorilla ei ole
leikkauspistettd, eika yhtaloparilla siis
=il ratkaisua.
-1 1 2 X
-3 Vastaus: Yhtdloparilla ei ole ratkaisua.
—3
2 =5

YHTALOPARIN RATKAISUJEN LUKUMAARA
y =kx+b,

Yhtaloparilla
y=k,x+b,

voi olla yksi, ei yhtadn tai ddrettéman monta ratkaisua.

-2 /A1 1,/2 3 x 1 2 x

-1

-2

-3
yksi ratkaisu ei yhtaan ratkaisua aarettoman monta ratkaisua
k, #k, k, =k, ja b, #b, k, =k, ja b, =b,
Suorat leikkaavat. Suorat ovat Suorat ovat samat,
Ratkaisuna on yhdensuuntaiset. jolloin ratkaisuna ovat
suorien leikkaus- kaikki annetun suoran
piste. pisteet.

48

Opetuskertaan liittyva materiaali
+ Moniste: Ryhmatyo
« Yhtdloparin ratkaisujen lukumdidrd
- Testi: Yhtaloparin graafinen ratkaiseminen (Tulostettavat kokeet)
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10. Kuinka monta ratkaisua yhtaloparilla
00 on?

= s(x) =n(x)
a) {y b) {y
y = k(x) y =k(x)
y
s(x) j n(x)
2
2
-3 2 1 1 2 3 4 x
-1
k(x) /

11. Pé&attele, kuinka monta ratkaisua
eco yhtdloparilla on.

y:2X—3 y=3X+1
a) b)
y=-2x+1 y=3x-1
y=4x+1 y=5
c){ d){
y=4x+1 y = 5x
Ratkaise graafisesti.
y=2x-3 y=-x+1
12. a){ b){
000 y=-x-3 y=-x-1
y =X y = 4x
13. a){ b){
000 y=X-5 y=4
y = 2X y = 3X
14. a) b)
PO y =-2X y=3x+2

15.

QOO

16.

QOO

17.

0O

18.

0o

19.

0O

Paattele, kuinka monta ratkaisua
yhtéloparilla on.

y::x+1 y::—X+1
a){ b){

y=x+1 y=x+1

y=6x—-3 y=x—-4
a) b)

y = 6X y =X

Kirjoita yhtalopari, jolla
a) ei ole yhtaan ratkaisua
b) on darettoman monta ratkaisua.

Madrita vakioiden a ja b arvot siten,
ettd yhtaloparilla

y=ax+b
y=-2x+1

a) ei ole yhtaan ratkaisua
b) on darettoman monta ratkaisua
c) on tasmalleen yksi ratkaisu.

Milla vakion b arvolla yhtaloparilla on
aarettdman monta ratkaisua?

y=0Bb+4)x+1
y=-2x+1

Lisatehtavat s. 83
Kotitehtdvat s. 96
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20

8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

13. GRAAFINEN RATKAISEMINEN

10. a) yksi b) ei yhtaan 15. a) aarettoman monta
11. a) yksi b) ei yhtaan b) yksi
¢) darettoman monta 16. a) ei yhtaan b) ei yhtaan
d) yksi 17. esim.
_ y=X y=xX
12 a) . O — +_1 b) —
y=-3 y=xX y=
18. a)a=—-2jab=1
b)a=-2jab=1
b) ei ratkaisua y cazx-2
2 19. b=-2
NYy=-x+1
y—:§<—1

13. a) eiratkaisua Y =x

y=x-5
-4
-5
x=1 y /
5
b) 4 yz4
y:4 ’ =4x
oY=
1
=i 1 2 3 4 5x
x=0 ) L
14. a) 2 Y
y=0
-2 -1 1 2 3x
2 y =-2X
=3

b) ei ratkaisua
y=3x+2

y =3Xx

—2-/ 1 2 3x

T~ w »<
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8. Funktio ja yhtalopari

Algebrallinen ratkaiseminen

Algebrallinen ratkaiseminen

Opetusvihjeita
Yhtaloparin algebrallinen ratkaiseminen tarkoittaa ratkaisun etsimista @ Graafinen ratkaiseminen tuottaa usein likimaaraisia arvoja. Siksi on syyta korostaa,
laskemalla. Ratkaisumenetelmia ovat sijoituskeino ja yhteenlaskukeino. ett3 yhtélépari ratkaistaan aina aIgebraIIisesti, ellei toisin pyydeté.
SIJOITUSKEINO
y=-2x-4 Tvt-vinkit

Esimerkki 1 Ratkaise yhtélopari {
y=x+2
& coolmath.com

1. Sijoitetaan alempaan yhtaloon y:n paikalle lauseke —2x — 4.

Yhtéldpari on = algebra/systems of equations (sx2s)
ratkaistava —2X—-4=x+2

algebrallisesti, ellei _ .

erikseen pyydets 2x-x=2+4 @ opetustvfi

graafista ratkaisua. 3x=6

= Lukio/Pitka matematiikka/MAA1/Yhtaloparit

X=-2
& openmatikka.com

2. Sijoitetaan saatu x:n arvo helpompaan yhtaloony = x + 2:
=2 = Algebra ja funktiot/Tanssii parin kanssa
y=—2+2=0 Vastaus:{
y=0 & math.fi

X—3y=-3 = 9.luokka/Epayhtalot, yhtalot ja yhtaloparit

Esimerkki 2 Ratkaise yhtalopari { . .
3x+5y=19 & mathsisfun.com

1. Ratkaistaan ylempi yhtilé x:n suhteen: x = -3 + 3y. = algebra2/Systems of Linear equations/ Systems of Linear equations

3(-3+3y)+5y=19 <— Sjjoitetaan—3 + 3y alempaan yhtal65n = algebra2/Systems of Linear equations/ Systems of Linear and Quadratic Equations
_ tuntemattoman x paikalle.
—9+9y+5y=19 & www.khanacademy.org/math
9y +5y=19+9 .
= Algebra/Systems of Equations
14y =28 |:14
y=2 & thatquiz.Org

= Algebra
2. Sijoitetaan saatu y:n arvo helpompaan yhtaléon x — 3y = 3.
Xx—3.2=_3 & wolframalpha.com
x—-6=-3 = mathematics/Plotting & Graphics/functions
Xx=-3+6

// X =3
r's X=3 Vastaus:
50 y=2

Opetuskertaan liittyva materiaali

« Moniste: Yhtalopariruudukko
« Moniste: Vaakatehtavia 2
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1.
L 2ot}

2.
* 00

3.
*00

4.
L Jole}

5.
00

Ratkaise yhtalopari algebrallisesti.

X=2 y=2
a) b)

2x+y=3 x—3y=1

y =X y=Xx-2
a) b)

y=-Xx+2 y=-x+4

X =3y X=y+3
a) b)

x—-y=18 X+2y=6

x=3y+1 2x -3y =1
a) b)

X—2y=2 X=y+2

Kirjoita yhtalopari ja ratkaise
tuntemattomat xjay.

6.
000

7.
900

QOO

Ratkaise yhtalopari algebrallisesti.

X =2y y =X
a) b)
X+y=12 y=2x+1

y = 2X x—y=1
a) b)
y+1=x+2 Xx+3y=9

Kirjoita yhtdlopari ja ratkaise
tuntemattomat x jay.

Ratkaise yhtalopari algebrallisesti.

y=x-3 4x+2y =1
a) b)
2x—-y=5 X=y-—2

X+y=2x-3 7x—4y=-5
{ d

3x—4y=0 2y =x+5

Lisatehtavat s. 83
Kotitehtdvat s. 96

51

924

Tuntitehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

14. ALGEBRALLINEN RATKAISEMINEN
1. a) b) 6. a)
y=-1 y=2 y=4
x=1 = 3 X =1
2. a) b) 7. a)
y=1 y=1 y=2
X =27 X =4 X =2y
3. a) b) .
y=9 y=1 X+y=24
X=4 Xx=5 X=2
4. a) b) 9. a)
X=4+2 X=6 Xx=12
5 10. a)
y=x+3 y=9 y=9

x=-1
b
My -
X=3
b)

y =2
x=16
y=28

x=-0,5

b)

y=15

Xx=1

b
)y:3
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Algebrallinen ratkaiseminen

YHTEENLASKUKEINO

y=0

52

=2x+y=1
Esimerkki 3 Ratkaise yhtélopari .
3x—-2y=-3
-2x+y=1 |-2
3x—2y=-3
—4Ax+2y =2
3x—-2y=-3
—X =-1 [:(=D)
X =1
2 1+y=1
y=1+2
y=3
3x—=5y=3
Esimerkki 4 Ratkaise yhtalopari .
2x+3y=2
3x-5y=3 |3
2x+3y =2 |-5
9x—-15y =9
10x + 15y = 10
19x =19 [:19
X =1
Sijoitus 3-1—-5y=3
—5y=3-3
-5y=0 [:(-5)

‘%‘i

Yhteenlaskukeinossa lasketaan yhtéldparin yhtédldiden vasemmat puolet
yhteen ja oikeat puolet yhteen eli lasketaan yhtalot puolittain yhteen.
Tata ennen yhtaldita on muokattava niin, etta yhteen laskettaessa toinen
muuttujista saadaan pois. Tata kutsutaan muuttujan eliminoimiseksi.

Kerrotaan yhtdlon molemmat
puolet kahdella, jotta saadaan
y:n kertoimiksi vastaluvut.

Vastalukujen summa on 0.

Sijoitetaan x = 1 ylempaan
yhtaloon.

Vastaus: {

Muokataan yhtaloitd, jotta
saadaan y:n tai x:n kertoimiksi
vastaluvut.

Sijoitetaan saatu x:n arvo
jompaankumpaan yhtaloon.

x=1
Vastaus:
y=0

Opetuskertaan liittyva materiaali

- Moniste: Paassalaskutehtavia

926

Opetusvihjeita

@ Useimmille oppilaille yhteenlaskukeino on vaikeampi keino varsinkin,
jos yhtaloparin molempia yhtal6ita on muokattava.

8. Funktio ja yhtalopari
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11.
L 2ol

12.
* 00

13.
*00

14.

QOO

15.

[ Aele

16.

(L lele

X+y=4
a){ Y b)

Ratkaise algebrallisesti.

2x+2y =2
X—y=2 —-2X+5y=5
—-2Xx—-5y=6

{3x+2y:1 {
a) b)
X—2y=3 4x + 5y = -2

X—y=7 2x+3y=4
a) b)

3x—-y=9 -Xx+3y=7

X+y=38 Xx—y=1
a) b)

—2x+y=2 4x+2y =10

X+2y=6 3x+2y =1
a b)

3x—-y=11 —4x -3y =1

Muodosta yhtalopari ja ratkaise se.

17.
@00

18.
000

19.

0O

20. a)

0O

21.

0o

Ratkaise algebrallisesti.

—x+y=1 2x — 3y =-1
a){ Y b){ g

3x—-2y =1 3x+2y=5

Muodosta yhtalopari ja ratkaise se.

Ratkaise algebrallisesti.

4x+2y =28 2x— 4y =0
a){ g b){ ’

y—-x=7 -6x+2y =10

4x+2y =10 b 6x—-5y—-10=0
3x—4y =13 4x—-3y—-10=0

Maarita vakiot a ja b siten, etta
yhtadloparin ratkaisu on (1, 2).

ax + by = -1
—ax —2by =3

Lisatehtavat s. 83
Kotitehtavat s. 96
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Tuntitehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

14. ALGEBRALLINEN RATKAISEMINEN

Xx=3 x=0
11. a) b)
y= y=1
X =1 X=2
12. a) b)
y=-1 y=-2
X=1 X =—1
13. a) b)
y=-6 y=2
X=2 X=2
14. a) b)
y==6 y=1
x=4 XxX=5
15. a) b)
{x+y=6 {x=2
16.
2x+y=28 y=4

17.

18.

19.

20.

21.

x=1
y:
3y=2x+6 (x=3

2y =2x+2 |y=4

29



Algebrallinen ratkaiseminen

Esimerkki 5

Esimerkki 6

54

Yhtalopareja ratkaistaessa kannattaa aina harkita, kumpi sijoitus- vai

yhteenlaskukeinosta on tehtavassa parempi.

8x—14y =-4
Ratkaise yhtalopari .
—A4Ax+7y =2

Valitaan yhteenlaskukeino.

Muokataan alempaa yhtalo4, jotta saadaan polynomin 8x — 14y
vastapolynomi —8x + 14y.

8x—14y=-4
—4x+7y=2 |2

8x—-14y=-4
—-8x+14y =4

0=0 Identtisesti tosi

Yhtalot 8x — 14y = —4 ja —4x + 7y = 2 kuvaavat siis samaa suoraa.

Vastaus: Yhtadloparin ratkaisuja ovat kaikki suoran —4x + 7y = 2 pisteet.

X=2y+2
3x—6y=3

Valitaan sijoituskeino.
Sijoitetaan 2y + 2 alempaan tuntemattoman x paikalle.

Ratkaise yhtalopari {

Sijoitus: 32y +2)-6=3 Muista sulkumerkit.
6y +6—-6y=3
6y—-6y=3-6
0=-3 Identtisesti epatosi

Yhtaldiden x = 2y + 2 ja 3x — 6y = 3 kuvaajat ovat siis
yhdensuuntaiset suorat.

Vastaus: Yhtaloparilla ei ole ratkaisua.

Opetuskertaan liittyva materiaali
« Moniste: Yhtalopariristikko

- Testi: Yhtaloparin algebrallinen ratkaiseminen (Tulostettavat kokeet)

100

8. Funktio ja yhtalopari
Opetusvihjeita

@ Yhtadloparin algebrallinen ratkaiseminen on jaettu kolmeen osaan.
Ensimmaisella tunnilla kasiteltiin sijoituskeino ja toisella yhteenlaskukeino.
Nyt opetellaan valitsemaan kulloiseenkin tehtavaan paremmin sopiva
keino ja tutustutaan identtisiin tapauksiin.
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22,
*00

23,
 ToXo)

24,
@00

25.
000

26.
00

27.
00

28.
@00

)
)

Ratkaise yhtalopari.

x+y=10
a) b)

y=3 X—4=y

X+y=7 X+y=7
a){ b){

y=7-x y=

4x+y=3 x+y=20
a) b)

y:—1 y 3X

Xx—2y=4 2x+y=3
a) b)

Xx—=2y=7 4x+2y =6

3x-2y=4 Xx+4y=0
a) b){

—-6x+4y =4 5x +16y = 40

3x+y=3 5x—-y=3
a) b)

3x—y=3 5x =15

—X+2y=7 X =2y
a) b)

-Xx—-2y=3 -X+2y=1

29.

0O

30.

0o

31.

0O

32.

0O

33.

0o

Ratkaise yhtalopari.
X+y=7 2x+y =20
a) b)

y=3+x y=2-2x

2x—y=-1 5x+3y=1
a) b)
—4x+2y =2 2x -3y =13

5x+ 8y =24

a
7x—6y=-18
4x -7y —-40=0
2x+3y+6=0

Milla a:n arvoilla yhtaloparilla
4x+6y+5=0
—-4x—-6y—-a=0

a) on darettoman monta ratkaisua
b) ei ole ratkaisua?

Madritd suoran y = ax + b yhtalo,

kun suora kulkee pisteiden (1, 1) ja (4, 7)
kautta. Muodosta yhtalopari ja

ratkaise se.

(9

Lisatehtavat s. 84
Kotitehtdvat s. 96

55

8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

14. ALGEBRALLINEN RATKAISEMINEN

X=7 XxX=5
a){y=3 b){y=1

a) kaikki suorany =—x+7
pisteet
b) ei ratkaisuja

X =1 Xx=5
a b
) y =-1 ) y=15
a) ei ratkaisuja

b) kaikki suorany = -2x+ 3
pisteet

a) ei ratkaisuja

X =40
b)
y=-10

{x=1 {x=3
a) b)
y=0 y=12

b) ei ratkaisuja

29.

30.

31.

32.
33.

X=2
a) b) ei ratkaisuja
y=>5
a) kaikki suorany =2x+1
pisteet
X=2
b)
y=-3
x=0 X=3
a b
a)a=>5 b)a=5
y=2x-—1
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Esimerkki 1

56

Sovelluksia

lida on 8 vuotta vanhempi kuin Emmi. Tyttojen yhteenlaskettu ikd on
28 vuotta. Minka ikaisia tytot ovat?

Merkitaan lidan ikaa kirjaimella x ja Emmin ikaa kirjaimella y.
Kirjoitetaan annetuista tiedoista yhtalot, joiden on oltava voimassa
yhta aikaa.

{x =y+38 lidan ikd = Emmin ika + 8

X+y=28 Yhteenlaskettu ika = 28

Ratkaistaan sijoittamalla ylempi alempaan:
y+8+y=28
y+y=28-8
2y=20 |:2
y=10

lidanikd x=10+8=18

Vastaus: lida on 18 vuotta ja Emmi 10 vuotta.

YHTALOPARIN KAYTTO ONGELMANRATKAISUSSA

* Lue tehtava huolellisesti
« Piirrd tarvittaessa havainnollistava kuva tilanteesta ja/tai tee taulukko.
+ Keraa tiedot ja valitse muuttujat.

* Muodosta yhtalot

+ Ratkaise yhtdlopari ja laske tarvittaessa lisatietoja.
« Kirjoita vastaus

* Tarkista.

Opetuskertaan liittyva materiaali

« Moniste: Paattelytehtavia

104

8. Funktio ja yhtalopari

E Sovelluksia

Opetusvihjeita

®

Osa tehtavista olisi helposti ratkaistavissa myds yhden muuttujan yhtalolla.
Taman ja seuraavan aukeaman tehtavissa on kuitenkin ohjeistus kayttaa yhtalo-
paria. Nain opitaan tama perusasteen viimeinenkin ongelmanratkaisutyokalu
riittavan syvallisesti.

Tvt-vinkit

®

®

opetustv.fi
= Lukio/Pitka matematiikka/MAA1/Yhtaloparit

openmatikka.com

= Algebra ja funktiot/Funktiokone
math.fi
= 9.luokka/Epdyhtalot, yhtalot ja yhtaloparit

mathsisfun.com

= algebra2/Systems of Linear equations/ Systems of Linear equations
= algebra2/Systems of Linear equations/ Systems of Linear and Quadratic Equations

www.khanacademy.org/math

= Algebra/Systems of Equations

wolframalpha.com

= mathematics/Plotting & Graphics/functions

105


https://opetus.tv/
http://www.openmatikka.com/
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L Jole

*OO

L Joles

| JO1¢/

QOO

QOO

Ratkaise tehtavat yhtaloparin avulla.

Lukujen x jay summa on 123 ja erotus
on 11. Ratkaise luvut.

Tualla on rahaa kolme kertaa niin paljon
kuin Monalla. Yhteensa heilla on 88 €.
Laske, kuinka paljon kummallakin on
rahaa.

Yhdeksannelld luokalla on yhteensa
112 oppilasta. Kuinka moni oppilaista
on tyttoja, kun poikia on 8 vdhemman
kuin tyttoja?

Moottoripyoran takarattaassa on

25 hammasta enemman kuin
eturattaassa. Yhteensa hampaita on
etu- ja takarattaissa 59 kappaletta.
Laske hampaiden maara kummassakin
rattaassa.

Eetun ja Samun ikdero on 4 vuotta.
Heidan ikiensa summa on 28 vuotta.
Laske poikien iat.

Kirjoita vaaka-asetelmista yhtalopari ja
laske purkkien massat.

QOO

0O

0O

10.

0O

Milja ja Joona keraavat mangatarroja.
Heilla on yhteensa 75 tarraa. Jos Joona
saisi 15 tarraa lisaa, hanella olisi yhta
monta kuin Miljalla. Kuinka monta
mangatarraa kummallakin on?

Muodosta yhtalopari ja laske pallon ja
kuution massa. Pyramidin massa on
20,0 9.

Kuution ja pallon massojen suhde on
1: 3. Yhteenlaskettu massa on 520 kg.
Laske kuution ja pallon massat.

Liike myi kahta eri kannettavaa
tietokonetta. Eraalla viikolla myytiin
A-mallia 9 kappaletta ja B-mallia

5 kappaletta, jolloin tuotto oli 9925 €.
Seuraavalla viikolla myytiin 6 kappa-
letta A-mallia ja 8 kappaletta B-mallia,
jolloin tuotto oli 11 260 €. Laske mallien
Aja B hinnat.

Lisatehtavat s. 84
Kotitehtdvat s. 97

57
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8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

15. SOVELLUKSIA

1. x=67jay=56

2. Tualla on 66 € ja Monalla 22 €.

3. 60

4, eturattaassa 17 ja
takarattaassa 42

n

. Eetu16v.jaSamu 12 v.
6. x=450gjay=150g

7.
8.
9.
10.

Joonalla 30 ja Miljalla 45 tarraa
kuutio 20,0 g ja pallo 40,0 g
kuutio 130 kg ja pallo 390 kg
malli A 550 € ja malli B 995 €
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Sovelluksia

Esimerkki 2

Lastenlippu kesatapahtumaan maksoi 3 € ja aikuisten lippu 5 €.
Sateisena kesakuun padivana kavijoista saadut tulot olivat 338 €, kun
kavijoita oli 90. Laske kuinka monta aikuista ja lasta tapahtumassa kavi.

Merkitdan lasten lukumaaraa kirjaimella x ja aikuisten maaraa kirjaimella'y.

Lukumaara | Tuotto (€)
lapset X 3x
aikuiset y Sy
yhteensa 90 338
X+y =90 Lapsia ja aikuisia yhteensa 90.
Lastenlipuista ja aikuistenlipuista
3x+ 5y =338 saatu tuotto oli 338 €.

Ratkaistaan yhtdlopari

X+y=90 | (=5)
3x+ 5y =338

{—5X — 5y =-450

=
g
3x+5y =338
—2x=-112 5 S
N
X=—112= §

56
-2

X+y=90, josta y=90—-x=90-56=34.

Vastaus: Lapsia kdvi 56 ja aikuisia 34.

Opetuskertaan liittyva materiaali
« Paassalaskutesti: Luku 15 (Tulostettavat kokeet)

8. Funktio ja yhtalopari

Opetusvihjeita

@ Taulukon laatiminen on monissa vaativammissa tehtavissa hyva apukeino.
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11.

| JO1¢/

12.

| JO1¢)

13.

L 2ol

14.

L 21

15.

QOO

16.

L lele

Ratkaise tehtadvat yhtaloparin avulla.

Kahden luvun erotus on 6. Kun ensim-
mainen luku kerrotaan kahdella ja
tuloon lisataan toinen luku saadaan 54.
Maarita luvut.

Erdaan kaksinumeroisen luvun numeroi-
den summa on 12. Numeroiden erotus
on 6. Mika luku on kyseessa?

Biologian luokassa on undulaatteja ja
marsuja. Niilld on yhteensa 18 paata ja
56 jalkaa. Kuinka monta undulaattia ja
kuinka monta marsua luokassa on?

Suorakulmion kanta on 8 cm pidempi
kuin korkeus. Suorakulmion piiri
on 96 cm. Maarita kanta ja korkeus.

Jannikalla on punaisia ja sinisia palloja.
Niita on yhteensa 42 kappaletta.
Punaisia on kuusi enemman kuin
sinisid. Kuinka monta punaista ja
kuinka monta sinista palloa

Jannikalla on?

Ella on kaksi kertaa niin vanha kuin
Mette. Tyttojen yhteenlaskettu ika on
48 vuotta. Laske, kuinka vanhoja
tytot ovat.

17.

QOO

18.

0O

19.

0O

20.

0o

)
® J
@9 °
v,

Kirjoita vaaka-asetelmista yhtalopari ja
laske autojen massat.

| 2800 kg

v

4000 kg

y

Oppilaskunnan kahvilassa myytiin
yhteensa 85 munkkia. Berliininmunkin
hinta oli 1,50 € ja munkkirinkilan 1,00 €.
Laske, kuinka monta berliininmunkkia ja
munkkirinkildd myytiin, kun munkeista
saatu tuotto oli 103,00 €.

9A-luokalla on 27 oppilasta. Luokan
tytoilla on Facebookissa keskimaarin
45 ystavaa ja pojilla 16. Yhteensa luo-
kan oppilailla on 867 kontaktia. Laske
tyttdjen ja poikien lukumaara luokassa.

Lisatehtavat s. 85
Kotitehtdvat s. 97
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8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

11.
12.
13.
14.
15.
16.

15. SOVELLUKSIA

20ja 14

93

8 undulaattia ja 10 marsua
kanta 28 cm ja korkeus 20 cm
24 punaista ja 18 sinista

Ella 32 v. ja Mette 16 v.

17. keltainen 800 kg ja
punainen 1200 kg
18. appelsiini 49 g ja banaani 123 g
19. 36 berliininmunkkia ja
49 munkkirinkilaa
20. 15 tyttoa ja 12 poikaa
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Kertaus

Ovatko suureet suoraan vai kddantaen
verrannolliset vai ei kumpaakaan?

b)y="
X

a)y=7x y=7x-5

Maérita kolme lukuparia (x, y), jotka
toteuttavat yhtalon x —y = 5.

Ratkaise yhtalopari graafisesti.

y=2x+3 y=2x-4
a) b)

y=-2x+1 y=4

y =—X y=5x-3
a) b)
Ratkaise yhtalopari.

X=y+1 X =2y
a) b)

X+y=5 X—y=3

2x+y=9 —-5x+y=20
a) b)

—2x+y=1 5x+3y=0

X—y=5 6x—2y=1
a) b)

—-X+y=-5 —-6Xx +2y =1

Ratkaise tehtadvat 8-12 yhtaloparin
avulla.

Tiialla on rahaa kaksi kertaa niin paljon
kuin Katariinalla. Yhteensa heilla on
135 €. Laske, kuinka paljon
kummallakin on rahaa.

QOO

10.

OO

11.

QOO

12.

QOO

Eetu keraa punaisia ja sinisia pikku-
autoja. Punaisia on nelja enemman
kuin sinisia. Autoja on yhteensa

36 kappaletta. Kuinka monta
punaista ja kuinka monta sinista
autoa Eetulla on?

lina on 10 cm pidempi kuin Anu.
Heidan yhteenlaskettu pituutensa on
310 cm. Laske tyttojen pituudet.

Aapolla on rahaa 10 € vdhemman kuin
Aleksilla. Aleksilla on kaksi kertaa niin
paljon kuin Aapolla. Laske kuinka paljon
kummallakin on rahaa.

Kirjoita vaaka-asetelmista yhtdloparit
ja laske purkkien massat.

8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

Opetuskertaan liittyva materiaali
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« Itsearviointitesti: Luku 16 (Digilisatehtavat)

« Kertaustesti: Luvut 10-15 (Tulostettavat kokeet)

16. KERTAUS

1. a) suoraan

¢) ei kumpaakaan
2. Esimerkiksi (5, 0), (6, 1) ja (7, 2)

b) kdantaen

X=—O,5 yA
™
3. a) _2 ~A\\ 5 A:(
y = L\ 4/ V
%N\ 3/
i B
1
7/—1 \ZX
-1
=4 )f‘ y=4 /
b) N
y:4 3 7’
2 v
/
1 =
o1 /23 4 5«
-2
-3
-4
X =73 !
4, a) 31123456x
y=-—> -
2
-3
4 B <.
= //.\_ S
513 3
-6
A M
x=1 Z J
b) v
3| n
y=2 | y=2
1 /
—11 1T 2 x
-2
-3

8.
9.
10.
11.

12.

Xx=3 X=6
a) b)

y=2 y=3

X=2 X=-3
a) b)

y=> y=>5

a) kaikki suoran y = x — 5 pisteet

b) ei ratkaisuja.
Katariinalla 45 € ja Tiialla 90 €
16 sinista ja 20 punaista

Anuon 150 cm jalina 160 cm.

Aleksilla 20 € ja Aapolla 10 €

X =2y

Xx=50qgjay=25
Xy = 75 gjay g
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13.

0o

14.

0o

15.

0O

16.

0O

17.

Q0o

18.

0O

19.

Q0O

Ratkaise yhtalopari graafisesti.

1
y=—x+3 _
2 y=4x—-4
a) : b){ 4
— y=
=——x+1
Y 2
y—-x=0 y = 2X
a) b)
y=3x-1 y—x=2
Ratkaise yhtalopari.
y=x+3 X+y=7
a) b)
y=5x-5 4x -3y =0
-x+y=4 X—2y=-3
b)
3x+ 3y =— 2x +6y=4
X—2y=-3
a)
—Xx+3y=2
Xx+2y—-3=0
b)
4x—-y—-3=0
8x—-4y+12=0
a)
5x=3y+9=0

5x+4y—-8=0
b)
3x-y+2=0

Maéarita k ja b siten etta yhtéloparilla
y =2kx+ 4

{y =-6x—b

a) on darettdman monta ratkaisua

b) ei ole yhtdan ratkaisua
c) on ratkaisuna lukupari (1,2).

20.

0o

21.

0O

22,

0o

23.

0O

24,

0O

Ratkaise tehtavat 20-23 yhtédloparin
avulla.

Jos luku a kerrotaan kahdella ja tuloon
lisataan b, saadaan 26. Jos luku b
kerrotaan kahdella ja tulosta vahenne-
taan luku a, saadaan 17. Maarita luvut
ajab.

Koulun juhlasalissa oli samanpituisia
penkkeja. Jos jokaiseen penkkiin
sijoitettiin 10 oppilasta, jai koulun
oppilaista 20 seisomaan. Jos penkkiin
sijoittui 11 oppilasta, oli viimeisessa
penkissa vain 7 oppilasta. Kuinka monta
oppilasta koulussa oli ja kuinka monta
penkkid oli juhlasalissa?

Aarolla on rahaa kummassakin kades-
saan. Jos han siirtaa 17 € oikeasta
kadesta vasempaan, on kummassakin
kddessa yhta paljon rahaa. Jos han
(tekematta edellistd) siirtdd vasemmasta
kadestd oikeaan 17 €, oikeassa kadessa
on kaksi kertaa niin paljon kuin vasem-
massa. Kuinka paljon Aarolla oli alku-
jaan rahaa vasemmassa ja kuinka paljon
oikeassa kdadessa?

Kahden luvun erotus on 15. Suuremman
luvun kahdeksasosa on yhta suuri kuin
pienemman luvun kolmasosa. Mitka
nama luvut ovat?

Suureen y arvo on 12, kun x:n arvo on 4.

Laske suureen y arvo x:n arvon ollessa 3,

kun suureet ovat
a) suoraan verrannollisia
b) kaantaen verrannollisia.

/&

4

LZE

4

jud

1 E
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8. Funktio ja yhtalopari

Tuntitehtavien vastaukset

16. KERTAUS

X =-2 Z‘\)/{L x=0 x=0
18. a) b)

y=2 y=3 y =2
ZJ/Q\]
xy, 19. a)k=-3jab=-4
32 [ 1 2% b)k=-3jab=-4

13. a)

AR
by _, Tk 20. a=7jab=12
y= | & 21. Penkkeja on 24 ja oppilaita 260,
o~ 22, 85 € vasemmassa ja
1. /w 2 x 119 € oikeassa kiadessa
23. 24ja9
x=0,5 yp = 24. a)9 b) 16
14. a &
) y=0,5 zj° 7
1 3y
-1 1 2;
21
X=2 yA
b 5
) y=4 i +x'»
3 g//
2 A%
/
/ $
—1_ 1 2;

15. a) b)

X =-3 X =-1
16. a) ){

=2

17. a)

g




(Y4 Tiivistelma luvut 1-8

FUNKTIO
Funktio kuvaa kahden suureen vilista riippuvuutta.

Funktiomerkinta

y =f(x)
$

funktionarvo  muuttuja

FUNKTION ARVO

Kun muuttujan paikalle sijoitetaan muuttujaa vastaa-
va luku, saadaan funktion arvo.

SUORAN PIIRTAMINEN

Jos funktion lausekkeessa muuttujan korkein eks-

ponentti on yksi, funktio on ensimmdisen asteen

funktio. Ensimmadisen asteen funktion kuvaaja on
aina suora.

Suoran yhtdloé on muotoa y = kx + b.

k = kulmakerroin ja b = vakiotermi

Nousevalla suoralla k on positiivinen.

Laskevalla suoralla k on negatiivinen.

Vakiotermi b on suoran ja y-akselin leikkauspisteen
y-koordinaatti.

Suoran piirtaminen

1. Lasketaan muuttujaa x vastaavat y:n arvot.
2. Sijoitetaan (x, y)-pisteet koordinaatistoon.
3. Piirretdan suora pisteiden kautta.

Yhdensuuntaisilla suorilla on sama kulmakerroin.

AKSELIN SUUNTAISET SUORAT

x=a y-akselin suuntainen suora.
Kulmakerrointa ei voi maarittaa.

y=b x-akselin suuntainen suora.
Kulmakerroin k= 0.

62

SUORAN YHTALON MAARITYS

Suoran yhtdld y = kx + b, saadaan maaritettyd, kun
kuvaajasta katsotaan vakiotermin b arvo ja lasketaan
kulmakertoimen k arvo.

Nousevalla suoralla k on positiivinen.

Laskevalla suoralla k on negatiivinen.

Vakiotermi b on suoran ja y-akselin leikkauspisteen
y-koordinaatti.

PARAABELI

Toisen asteen funktion kuvaaja on paraabeli.
y=ax’+c  (a=0)

Huippu on pisteessa (0, c). y /

Akseli on )./.-akiell.. paraabelin
Aukeaa ylospdin, jos a > 0. akseli
Aukeaa alaspain, jos a < 0. /

On sité levedmpi, mité \/ X
ienempi on a:n itseisarvo.

P P paraabelin

huippu

FUNKTION OMINAISUUKSIA

f(x) =0 Funktion nollakohta on se muuttujan
arvo, jolla funktio saa arvon nolla.
f(x) >0 Funktion arvo on positiivinen, kun
kuvaaja on x-akselin ylapuolella.
f(x) <0 Funktion arvo on negatiivinen, kun
kuvaaja on x-akselin alapuolella.
Funktion @driarvoiksi sanotaan suurinta ja pieninta
arvoa, jonka funktio voi saada.

KASVAVA JA VAHENEVA FUNKTIO

Funktio on kasvava, jos muuttujan arvon kasvaessa
funktion arvo kasvaa tai pysyy samana.

Funktio on vdhenevé, jos muuttujan arvon kasvaessa
funktion arvo vahenee tai pysyy samana.
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(V4 Tiivistelma luvut 10-15

SUORAAN VERRANNOLLISUUS

Suoraan verrannollisten suureiden y ja x suhde on
vakio k.

Riippuvuus voidaan esittdaa muodossa y = kx. Vakiota
k sanotaan verrannollisuuskertoimeksi.

Kuvaaja on origon kautta kulkeva suora, jonka kulma-
kerroin on k.

KAANTAEN VERRANNOLLISUUS

Kaantaen verrannollisten suureiden tulo on vakio.
Riippuvuus voidaan esittdd muodossay = %,

jossa k on vakio (k= 0, x # 0).

Vakiota k sanotaan verrannollisuuskertoimeksi.
Kuvaaja on hyperbeli.

KAHDEN MUUTTUJAN YHTALO
Yhtalo
ax+by=c
on kahden muuttujan yhtalo. (a # 0, b = 0)
Sen muuttujat ovat x ja y.

Yhtdlon ratkaisu voidaan esittda graafisesti piirtamal-
1a suoran ax + by = c kuvaaja.

YHTALOPARI

{a1x +by=¢

a,x+b,y=c,
Yhtéaloiden muuttujat ovat x jay.

Yhtaloparilla voi olla yksi, ei yhtdan tai aarettoman
monta ratkaisua.

GRAAFINEN RATKAISEMINEN

Yhtdléparin graafinen ratkaisu on suorien
a,;x+ b,y =c, jaayx+b,y=c, leikkauspiste.

Yhtalopari on ratkaistava algebrallisesti ellei erikseen
pyydetd graafista ratkaisua.

ALGEBRALLINEN RATKAISEMINEN

Sijoituskeinossa

ratkaistaan jompikumpi yhtdl6 toisen muuttujan
suhteen. Taman jalkeen sijoitetaan ratkaisussa saatu
lauseke toiseen yhtaloon.

Yhteenlaskukeinossa

lasketaan yhtdloparin yhtdldiden vasemmat puolet
yhteen ja oikeat puolet yhteen eli lasketaan yhtalot
puolittain yhteen. Tatd ennen yhtdl6itd on muokat-
tava niin, ettd yhteen laskettaessa toinen muuttujista
eliminoituu pois.

YHTALOPARIN KAYTTO
ONGELMANRATKAISUSSA

Lue tehtdva huolellisesti.

* Piirrd tarvittaessa havainnollistava kuva
tilanteesta ja/tai tee taulukko.

Keraa tiedot ja valitse muuttujat.
Muodosta yhtalot.

Ratkaise yhtélopari ja laske tarvittaessa
lisdtietoja.

* Kirjoita vastaus.

* Tarkista.
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Funktio, s. 8-9

1.
L 2ol

*OO

L 21

| JO1¢/

®OO

Mista tekijoista riippuu koulumatkaan
kaytetty aika?

Mansikat maksavat 2,50 €/kg.

a) Kuinka paljon mansikoita saa
20 eurolla?

b) Kuinka paljon maksaa 5 kg
mansikoita?

Mitka tekijat vaikuttavat Mitjan
tekeman mopomatkan kustannuksiin?

Miten sarjapelien pistetilanne riippuu
pelien lopputuloksista, kun peli on
a) jadkiekko b) jalkapallo?

Kuvaaja esittaa perunapussin hinnan
rilppuvuutta pussin painosta.
Esitd hinnan riippuvuus

a) sanoin b) yhtalona.

€ A hinta

5

4

paino
1 2 3 4 5 6 kg

Funktio, s. 10-11

6.
* 00

120

2 kg perunoita maksaa 1,40 € ja 5 kg
perunoita maksaa 3,50 €. Merkitse
perunoiden maaraa x:11a ja esita
saantond perunoiden hinta y, kun
ostetaan x kiloa perunoita.

L 201e

®OO

®OO

10.

| JOX¢/

11.

L 2OX¢/

Esita saantd yhtalona: y:n arvo on
kolminkertainen x:n arvoon verrattuna.

Vuoden 2002 alusta Suomessa
siirryttiin kdyttdmaan euroja markan
sijasta. 1 € =5,94573 mk. Kirjoita
yhtaléna muunnoskaava, jolla

a) markat muutetaan euroiksi

b) eurot muutettiin markoiksi.

Funktiokone muuttaa sinne syotetyt
luvut tietyn saannon mukaan.
Esita tama saanto sanoin.

b)1 AT -

Q
-
—_
|
I

N

|
w
N

|
N

s
:

X U w

<
X
<

Etsi sdanto, jonka mukaan kone muuttaa
lukuja. Esitd sdanto yhtalona.

a)1 1 M1%Kj}4
o

N
o

X U w
|
w
[%,]
—_
N

Ghs
‘

Etsi sdanto, jonka mukaan funktiokone
muuttaa lukuja. Esitd saanto yhtalona.

a)1 7 M1ﬂﬁj}4

-
(o)

=
wn

o:
-+
[

>
~*

Blne

Lisatehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

1. esimerkiksi matkan pituudesta,
kulkuvalineesta, saasta
2. a) 8kg b) 12,50 €
3. esimerkiksi bensiinin hinta,
matkan pituus, mopon kulutus
4. a) voitto varsinaisella peliajalla
3 p., jatkoaikavoitto ja
voittomaalivoitto 2 p.,
jatkoaikatappio ja
voittomaalitappio 1 p.,
tappio varsinaisella
peliajalla 0 p.
b) voitto 3 p., tasapeli 1 p.,
tappio O p.
5. a) Perunapussin kilohinta
on 0,75 €.
b) hinta = paino - 0,75 €/kg
6. y=0,7x€/kg

10.
11.

y =4x

a) y=x:594573

b) y =5,94573 - x

a) Luvusta vahennetaan viisi.
b) Luku muutetaan vasta-

luvukseen.
a)y=—x+2 b)y=2x+2
a)y=x+6 b) y = 4x
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Lisatehtavia

12.
00

13.
000

Etsi séanto, jonka mukaan funktiokone
muuttaa lukuja. Esita saanto yhtalona.

V1400 b AT
2407
3014 0
s> 28
x>y

Maarita kuvaajan esittdman funktion
yhtalo.

= N/ w b 0 O

-5 -4 -3 -2 -1 1T 2N\3 4 5 6x

A

Funtion arvo, s. 12-13

14.
o2

15.

*OO

16.
00

17.
* 00

72

Mika merkinnassa f(4) = 10 on
a) muuttujan arvo
b) funktion arvo?

Funktio f(x) = 2x + 9. Laske
a) f(0) b) f(2) c) f(4).

Funktio f(x) = —5x + 6. Laske
a) f(1) b) f(4) c) f(-2).

Funktio f(x) = —x? + 5. Laske
a) f(0) b) f(2) c) f(4).

18.

QOO

19.

Q0O

20.

00

Sijoita edellisen funktion arvo seuraavan
funktion muuttujan paikalle.

@> fx) = x +1 (g =%-2 ->Q

f00=2x-2 3 )lf =x2-4

Sijoita edellisen funktion arvo seuraavan
funktion muuttujan paikalle.

@> fx) = ~2x g =%-2 ->Q

f00=05x=4 (| fx) =x*-2¢-2
Etsi puuttuvat arvot ja funktiot.

O f(X>;—x—1 f(x)é; >(5)

2>

Funktion arvo, s. 14-15

21.
L ZeXe

Paattele, mitka ovat koneeseen laitetut
luvut.

8. Funktio ja yhtalopari

Lisatehtavien vastaukset

12.
13.
14.
15.

16.

17.

a) y=7x-7
y=-x+2
a)4

a) f(0)=9
c) f(4)=17
a)f(1)=1

c) f(-2)=16
a) f(0)=5
c) f(4)=-11

b)y=-x+3
b) 10

b) f(2) =13
b) f(4)=—-14
b) f(2) =1

18. 223242121
19.-224-2>-226-0
20 392 y=-x-1—>-4-

y=-05x—=22-2y=x+7

-9 y=§+2 -5
21. X ?>y=x+3

0—-3

225

-3—-+0
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8. Funktio ja yhtalopari

Lisatehtavien vastaukset

L8
22, Paattele, mika on funktiokoneeseen 27. Maarita kuvaajan avulla,
oo laitettu luku. €00 a) milld muuttujan x arvolla f(x) = 0 § 22. a) 2 b) -3 27. a) x=-1 b)x=0
b) milla muuttujan x arvolla g(x) =4 m 23.a)x=1 b) X=—2 ) x=2 d) f(5) =6
a)? ‘ > c) milld muuttuja x arvolla f(x) = g(x) &5:-
= N df5) ef-3) fHad ag-2. [ ) x=—1 e)f(-3)=-2 ) g(4)=2
& 24. a) x =+2 b)x=0 g)g(-2)=5
= + = —_ e — f—
23. Funktio f(x) = 2x + 2. Laske, milla ) x==1 28. k 2, y 2x -2
eoo  muuttujan arvolla 25.a) 10€ b) 2,5 kg 29. a)y=x-3
a)fx)=4 b)f(x)=—2 <)f(x)=0.
c) 2 €/kg X y 4
. U2 e .. y=-x+4
24, Funktlo‘f(x)—x — 1. Laske, milla TI1 334 S S R A e 26. a) yhta suuret b) g(x) _ X2 o | -3 5
€00  muuttujan arvolla = ] 5 4
a)fx)=3  b)f(x)=-1 ¢)f(x)=0. ‘2 c) yhta suuret :
& 2 -1 2
25. Kuvaaja esittda mansikoiden hinnan _4 1
eoo  riippuvuutta maarasta(kg). b) y=-x+4 #2271 1125 N
a) Kuinka paljon maksaa 5 kg 28. Funktion yhtdlé on muotoay = kx — 2. &
mansikoita? eoo Madarita k:n arvo ja kirjoita funktion X y yoxlal/
5 eurolla? arvon —8 muuttujan arvolla 3. 1 3
c) Maérita mansikoiden kilohinta. 2 2
1§ hita Suoran piirtaminen, s. 16-17
9 29. Taydenna taulukko vihkoosi. Merkitse 30. Y
8 eo0 pisteet koordinaatistoon ja piirra 6
7 pisteiden kautta kulkeva suora. 5
6 y =2X
s a)y=x-3 b)y=-x+4 4
4
3 X y X y
2 0 0 2
! méara 1 1
1 2 3 4 5 kg 2 2
26. Kumpi funktio, f(x) = 2x vai g(x) = X2,
€00 saa suuremman arvon kun 30. Piirra koordinaatistoon suorat
a)x=2 b) x=-2 c)x=0? 000 Yy=2X,y=2X+2jay=-2x+2.
73
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[R:3 Lisatehtavia

31.
00

32,
000

33.
%00

Piirra suora.
a)y=3x-2 b) y=—x
Piirra suora.
a)y=04x-2 b)yz%x

Maarita laskemalla arvo vakiotermille
b siten, ettd suora y = 2x + b kulkee
pisteen (2, 3) kautta.

Suoran piirtaminen, s. 18-19

34.
* 00

35.
00

36.

*OO

37.
o2

38.
00

39.

Tee taulukko vihkoosi ja taydenna se.

Suora Kulma- | Vakio- | Nouseva
kerroin | termi vai
laskeva
y=2x-7
y=-3x+4
y=—x+5
2
=—-Xx-6
y 3

llmoita, onko suora nouseva vai laskeva.
a) y=-2x b)y=x+1

Paattele kuvaajaa piirtamatta, missa
pisteessa suora leikkaa y-akselin.

a)y=—x-1 b) y = 9x

Maéarita piirtamatta sen suoran yhtalo,
joka kulkee pisteen (0, 5) kautta ja jonka
kulmakerroin on —3.

Piirra suora.

a)y=—5x+1 b)y:%x—3
Piirra suora.

a) y:—2%x+2 b)y=0,6x-1,2

Akselien suuntaiset suorat, s. 20-21

40. Maarita kuvaajasta suorienn, sjat
eco yhtalot.

41.
* 00

42.
L ZeXe

43.
* 00

44,

L lele

45.

Q0O

46.

00

y
6
s
5
4
3
2
n 1
—5—4—3—2—11 1 2 3 4 5 6 x
-2
-3
t A
Piirra suora.
a)x=-6 b) y=-2.

Missa pisteessa suorat x=—-5jay=3
leikkaavat toisensa?

Mika on sen suoran yhtald, joka kulkee
pisteen (-2, 4) kautta ja on

a) x-akselin suuntainen

b) y-akselin suuntainen?

Maarita sen suoran yhtalo joka kulkee
pisteen (0, 2) kautta ja on suorany =5
suuntainen.

Maérita sen suoran yhtalo joka kulkee
origon kautta ja on suoran x=3
suuntainen.

Maarita laskemalla arvo vakiolle k
siten, ettd suora y = kx + 5 kulkee
pisteen (-3, 5) kautta.

Lisatehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

31. y
6
° =3x-2
y =X . Y=
3
2
1
-4 -3 -2 - 1 2 3 4 5 x
=1
-2
32. y
6
5
4 _2
3 1=3%
2
1
-4 -3 -2 - 1 2 3 5 x
-1
y=04x-2
-3
-4
330 b = _1
34. Suora Kulma- | Vakio- | Nouseva
kerroin | termi vai
laskeva
y=2x-7 2 -7 nouseva
y=-3x+4 -3 4 laskeva
y=—-Xx+5 -1 laskeva
2 2
=%2x-6 ES -
y 3X 3 6 nouseva

35. a) laskeva
36. a) (0,-1)

37.y=-3x+5
38.

o <

y==5x+1\5

b) nouseva
b) (0, 0)

4 -3 2

39.

40.
41.

42.
43.
44,
45.
46.

y=—2%x+2

-4 -3 -2 -1 3 4 5 x
ny=1 s:x=4 ty=-4
y
6
X=-6
5
4
3
2
1
-4 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-1
-3 y=_2
-4
(_513)
a)y=4 b) x=-2
y=2
x=0
k=0
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Suoran yhtalon maaritys, s. 22-23

47. Maarita suoran kulmakerroin.
®00

2 3 4N\5 6 x

48. Madrita suoran yhtalo.

*CO

y

d 6 =
4 /
3
; Ve
1

-5 -4 -3 -2 - 12 3/4 5 6x
1

f
e

= -4

a 5| \b

49. Suora kulkee pisteiden (0, 2) ja (2, 0)
eoo kautta. Piirrd suora ja maarita kuvaajasta
sen yhtalo.

50. Origon kautta kulkeva suora kulkee
oo pisteen (3, 5) kautta. Piirrd suora ja
maarita sen yhtalo.

128

51.

0O

52.

00

Origon kautta kulkeva suora kulkee
pisteen (0, 5) kautta. Piirra suora ja
maadrita sen yhtalo.

Tutki piirtamattd, missa pisteessa
suora 4x —y + 17 = 0 leikkaa y-akselin.

Suoran yhtdlon maaritys, s. 24-25

53.

L Jole

54.

®OO

55.
*00

56.
00

57.

IImoita suorien s ja k yhtalot.

3 4 5 B

_5\

Maarita piirtamatta sen suoran yhtalg,
joka kulkee pisteen (0, 2) kautta ja jolla
on sama kulmakerroin kuin suoralla
y=0,5x+1,5.

Maarita suoran yhtalon vakiotermin
arvo, kun suora kulkee pisteen (1, 1)
kautta ja sen kulmakerroin on 1.

Suora kulkee pisteen (4, 2) kautta ja
sen kulmakerroin on 2. Mdarita suoran
yhtalo piirtamatta suoraa.

Suora on yhdensuuntainen suoran
y =3x — 2 kanssa ja kulkee pisteen (1, 5)
kautta. Maarita suoraa piirtamatta sen

-
(o)

=
wn

o:
-+
[

>
e

'Y
=
:

Lisatehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

47. a: k=4 b: k=-1
¢ k=15 d: k=-0,5
48. a: y=x—4 b:y=-3x-3
2 1
Cy==X dy=—-—x+5
Y 3 Y 3
49, y=-x+2

-4 -3 -2

2
3
y
6
5 (3,5)
4
3
5
2
1
(0,0) 3
4 3 2 - 1 2 3 4 5 x
1
2 _2
y=1§x S
-4

51.x=0
y
6
5¢(0,5)
4
3
2
1
(0,0)
4 -3 2 - 1 2 3 4 5 x
-1
-2
X=0
-3
-4
52.(0,17)

53. s: y=-0,4x
ki y=-0,4x+2
54. y=0,5x+2

55.b=0
56. y=2x-6
57.y=3x+2
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[R:3 Lisatehtavia

58.

Q0O

59.

00

60.

0O

Suora kulkee pisteen (4, 3) kautta.
Maarita laskemalla suorany =0,5x + b
vakiotermi.

Suora kulkee pisteiden (-2, a) ja (b, 4)
kautta. Milld a:n ja b:n arvoilla suoran
yhtdloé ony =2x + 2?7

Jos kaksi suoraa ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan, niiden kulmakertoi-
mien tulo on —1.

Maérita suoralle y = 3x —2 pisteen (0, 4)
kautta piirretyn normaalin yhtalo.

Paraabeli, s. 26-27

61.

®OO

62.

*OO

76

Tee taulukko vihkoosi ja taydenna se.

a) limoita paraabelin huipun koordi-
naatit.

b) Kirjoita paraabelin akselina olevan
suoran yhtalo.

¢) Milla muuttujan x arvoilla funktio
saa arvon 57

f(x)

- N W bh U0 O

—5—4—3—2—11 4 5 6 x
-2
-3

63.

| JO1¢/

64.

QOO

65.

@00

a) Piirrd samaan koordinaatistoon
paraabelity = 0,5x% jay = 2x* — 3.

b) Varita paraabelien rajoittama alue.

c) limoita kahden varitetylla alueella
olevan pisteen koordinaatit.

Tutki laskemalla, kulkeeko paraabeli
y= x? — 3 pisteen

a) (0, 3)

b) (3,9)

c) (9, 3) kautta.

Tutki laskemalla, kulkeeko paraabeli
y= O,7x2 pisteen

a)(5,7)

b) (10, 70) kautta.

Paraabeli, s. 28-29

8. Funktio ja yhtalopari

Lisatehtavien vastaukset

66.

*OO

67.

L 21%

68.

*OO

Yhdista paraabelin yhtalo oikeaan

kuvioon

0 y=6x>—3
O®y=02x*-3

(2] y——6x -3
Oy=-x+3

INSZA\

Paattele piirtamatta, aukeaako paraabeli
yl6s- vai alaspain.
a)y=-24x"
c) y=-0,8x>

b) y = 40x*

Paattele piirtamatta, mika on paraabelin
huippu ja mihin suuntaan paraabeli
aukeaa.

a)y=15x*-9  b)y=-0,6x>+12

1.2
Qy=_x"-5
)y 7

58. b=1
59.a=-2jab=1
1
60. y=——x+4
y 3
61. y—8x2 y— -8
X y X y
32 -32
-2 32 -2 -32
62. a) (2,-3) b)x=2
¢) x=0jax=4

63. a)
b) 5

<

y = 0,5x>

¢) esim. (0, -2) ja (0, —1)
64. a) ei b) kulkee  ¢) ei
65. a) ei b) kulkee
66. A« 2
Be—-3
Ce-4
De—1
67. a) alaspain
¢) alaspdin
68. a) (0, -9), ylospain
b) (0, 12), alaspain
c) (0, -5), ylospain

b) ylospain
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8. Funktio ja yhtalopari

Lisatehtavien vastaukset

L8
69. Paattele paraabelia piirtamatta, 75. Maarita kuvaajasta, milla muuttujan
#00  + miki on paraabelin huippu eoo arvoilla funktion f(x) arvo on < 69. a) (0,0), x=0, alaspain 75. a) x=1 b) x> 1 c) x<1
. .. . . H H ” .o s e .
- mik3 on paraabelin akseli a) nolla o b) positiivinen ol b) (0,3), x=0, ylospain 76. a) x=—2taix=2
- mihin suuntaan paraabeli aukeaa, ¢) negatiivinen. o e .
kun paraabeli on ) < c) (0,-8), x=0, ylospdin b) x < -2 tai x> 2
a)y=-5x b) y=6x>+3 3 y=1 : 70. y Cc) 2<x<2
y= x* —8. ? 6 .
5 77.a) x=-3,x=-1,x=1taix=3
P . _ 2 ia | 5 _-4 -3 -2 - X i
70. Piirrd paraabelin y = 3x” — 3 kuvaaja. 543214123456 4 b) —3<x<-1tail<x<3
000 2 : )
71. Piirrd paraabelin y = —lx2 + 3 kuvaaja. E 2 5 C) x<=3,-1<x<T1taix>3
4 y=3x -3
000 1
72. Miké on sen paraabelin yht&ld, jonka 76. Maarita kuvaajasta, milla muuttujan L
000 huippu on pisteessa (0, 2), akseli on eoo arvoilla funktion f(x) arvo on
y-akseli ja joka kulkee pisteen (-1, 0) a) nolla b) positiivinen
kautta? c) negatiivinen.
] y = f(x) “
Funktion ominaisuuksia, s. 30-31 2
1

73. Maéarita funktion f(x) nollakohta. 71. .

P YoTe) -5 -4 -3 - —1_1 1 3 4 5 6 x

y:f(x) y 2

3 -2
4

2 A
2
i R i B B P N S 0 o B L . 77. Ma&arita kuvaajasta, milla muuttujan :

-2 eoo arvoilla

a)f(x)=0 b) f(x) <0 2/t =) o

74. Maarita funktion f(x) nollakohdat. <) f(x)>0. =

*00 . 4 y = f(x) =3
3 -4
2 /\y:f(x) Z\
s 4-3/ N 3 5 6 x _5_4_3@“ N2 42 ox 72.y=—2X2+2
b 73. x=2

74. x=-2,x=0,x=2jax=4

77
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[R:3 Lisatehtavia

78.
* 00

79.
®00

Maarita kuvaajasta, milla muuttujan
arvoilla

a)f(x) <0
c) f(x) =g(x)

b) g(x) >0
d) f(x) < g(x).

y
3
2

y=9(x)
/—

—5—4—3—2—1 1 2\3 4 5 6x
-2

Maarita kuvaajasta, milla muuttujan
arvoilla [f(x)| < 2.

y =f(x)

y = f(x)

y
4
8
2
1

Funktion ominaisuuksia, s. 32-33

80.

*OO

78

Maarita funktion f(x)

a) suurin arvo

b) suurin arvo, kun x> 2

) pienin arvo

d) pienin arvo valilla -2 < x < 2.

y
/;X=f(x)
;
_5_4_3/5-1_1 1 \3 4 5 6 x
2

81. a) Maarita funktion f(x) suurin ja pienin

L 4% arvo.

b) Milld muuttujan x arvolla funktio saa

pienimman a

!

1

rvonsa?

y =f(x)

-5 -4 -3 -2 -1
-1

=2

82. Maarita funktio

N2 A 4 5 6x

n f(x)

00 @) suurinarvo valilla -6 <x<6
b) pienin arvo valillda -5 <x <5
) suurin arvo valilla =3 <x <3
d) pienin arvo valilla -2 <x < 1.

A

y = f(x)

\

[-s \7[3 SIS0
-2

1 N34 5 6

83. a) Maarita funktion f(x) suurin ja pienin
00 arvo valilla -4 <x < 2.
b) Milld muuttujan x arvoilla funktio saa
suurimman ja pienimman arvonsa

valilla -4 < x

y
3

44

<2?

\/yzf(X)

-5 -4 -3 -2 1
-1

=2

1 2 3 4 5 6x

84. Paittele funktion f(x) =2x> -5 pienin

OO arvo.

8. Funktio ja yhtalopari

Lisatehtavien vastaukset

78. a) x> -2 b)-2<x<2 81. Suurinta arvoa ei ole,
c) x=—2taix=3 pienin arvo on —1.
d)-2<x<3 82.a)4 b) -2
79. -3<x<-2tai2<x<3 <4 d) 1
80. a) 3 b) 0 83. a) Suurin arvo on 2, pienin
c) eiole d)o arvoon 0.
b) Suurin on 2, kun x =0 tai
X=—4.
Pienin on 0, kun x =-2.
84. -5

134
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85. a) Maarita funktion f(x) suurin ja pienin
000 arvo valilla -2 <x<2.

b) Milla muuttujan x arvoilla funktio
saa suurimman ja pienimman
arvonsa valilla -2 < x < 2?7

¢) Maarita funktion f(x) suurin ja
pienin arvo.

y =f(x)

N
<

—5—4—3—2—11 1 2 3 45 X

- NN w b U<

-2
-2

86. Laske tai paattele funktion f(x) = 3x° -2
©oeo  a) pienin arvo
b) suurin arvo valilla —2 <x < 3.

Kasvava ja vaheneva funktio, s. 34-35

87. Millda muuttujan arvoilla funktio g(x) on
00O a) kasvava b) véheneva?

2 y=9(

1

-5 -4 —3\-3/1 1 2 3 x
1

=2

88. Milla muuttujan arvoilla funktio on
eoo kasvava?
a)f(x)=2x-7
b)f(x)=—x +6
o fx)=x*>—4
d) f(x) = —2x° + 1

89. Milla muuttujan arvoilla funktio f(x) on
€00  a) kasvava b) vaheneva?

B

y = f(x)

—5—4—3—2—1 1 2 4 5 6 x
—

90. Milla muuttujan arvoilla funktiot
o000 f(x) ja g(x) ovat yhta aikaa vahenevia?

y
3

2/Xﬂ(x)
—5-4—3\2_//1: 2 N4 5 6x
2 y=9(

91. Maaritd kuvaajasta
€00 a)funktion f(x) nollakohdat

b) milld muuttujan arvoilla funktio
f(x) on positiivinen

c) millda muuttujan arvoilla funktio
f(x) on negatiivinen

d) milla muuttujan arvoilla funktio
f(x) on kasvava

e) milla muuttujan arvoilla funktio
f(x) on vaheneva

f) funktion f(x) suurin arvo valilla
—-6<x<-2

g) funktion f(x) pienin arvo valilla
0<x<3.

y = f(x)

T 7

79

-
(o}

c
wn

[H
=
m

=
-,
Q:
S
Q:

8. Funktio ja yhtalopari

Lisatehtavien vastaukset

85. a) suurin arvo 2, pienin arvo 2
b) Funktiolla ei ole suurinta
eika pieninta arvoa.

86. a) -2 b) 25

87. a)x>-2 b)x<-2

88. a) kaikilla b) ei millaan
c) x>0 d)x<0

89. a) x< 1 b) x> 1
90. x<—-2jax>1
91. a) x=-7,x=-1,x=4jax=7
b)x<-7, -1<x<4taix>7
) 7<x<-1taid<x<7
d) 6<x<-5 -3<x<1,
2<x<3taix>5
e)x<—7, -5<x<-3,1<x<2
tai3<x<5
f) -1
g)1

136
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Verrannollisuus koordinaatistossa, s. 38-39 95.
92. Suureet x jay ovat suoraan verrannol- @oo
eco liset. Taydennad taulukko vihkoosi ja
piirra kuvaaja.
Suure x Suurey
2 4
4
10
93. Minka kahden pisteen kautta voidaan
e0¢ piirtaa suora niin ettd x ja y ovat
suoraan verrannollisia?
y
10
B E
9 ) °
8
7 OD
6 926.
5 OC QOO
4
A
3 °
2
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10x
94. a) Maarita suureeny arvo, kun x =6.
©00 b)) Madrita suureen x arvo, kun y = 180.
¢) Mika on verrannollisuuskertoimen
arvo?
y
200 '
180 S——
160 Q
140
120
100
80
60
40
20
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10x
80

138

Kappaleen massa on suoraan
verrannollinen tilavuuteen.

a) Mika on kappaleen massa,
kun tilavuus on 5,0 cm??

b) Mika on kappaleen tilavuus,
kun massa on 45 g?

c) Laske kappaleen tiheys.

p:

()
v

m (g)
60

50
40
30
20

V (cm?)
12 3 45 6 7 8 910N

Eradlld hitaalla tieosuudella autoilijan

kulkema matka (s) riippui ajasta (t)

kuvaajan mukaisesti.

a) Madrita autoilijan nopeus.

b) Kirjoita yhtalona kuljetun matkan s
riippuvuus ajasta t.

c) Kuinka pitkan matkan autoilija olisi
ajanut 8 tunnissa?

matka (km)
275

250
225
200
175
150
125

75
50

aika (h)

8. Funktio ja yhtalopari

Lisatehtavien vastaukset

92. Suure x Suurey
2 4
4 8
5 10
y
5
4
3
2
1
2 3 4 x
93. CjaE
94, a)y=120 b)x=9 )20

95. a)30g b) 7,5 cm’
c) 6,0 g/cm?
96. a) 50 km/h b)s=50t

c) 400 km

139



Verrannollisuus koordinaatistossa, s. 40-41

97. Suureet x jay ovat kdantden verrannol-
o000 liset. Tdydenna taulukko vihkoosi ja
piirra kuvaaja.

Suure x Suurey
3 24
4
12

98. Sama matka ajettiin eri nopeuksilla.
¢00  Ajan ja nopeuden valisesta riippu-
vuudesta piirrettiin kuvaaja.

a) Milla nopeudella aikaa kului
8,0 sekuntia?

b) Mika oli kdytetty aika, kun nopeus
oli 30 m/s?

c) Laske kuljettu matka (s = vt).

t(s)

v (m/s)
2 4 6 8101214161820 2224 26 28 30 32 34 36 38

99. Mitka suureista nopeus (v), aika (t)
¢0¢ jamatka (s) voivat olla keskenaan
kaantaen verrannollisia?

100. Kdantden verrannollisten suureiden
@00 tulo on 36. Kirjoita riippuvuus muotoa
y =... olevana yhtalona.

101. Kolmion pinta-ala on 128 cm?. Kirjoita
oo muotoa a=... oleva yhtalo, joka esittaa
kolmion kannan pituuden a riippu-
vuuden korkeudesta h.

-
(o}

102. Piirra funktion kuvaaja (x > 0).

LS XX ] X
a)y=§ b)y=

=
wn

o:
-+
m

>
~*

oo

CIAR

Kahden muuttujan yhtilo, s. 42-43

103. Toteutuuko yhtdld 3x + 2y =5, kun

®00
a)x=1ljay=1

. 1
b)x=2jay==7?
) Jay=5

104. a) Muodosta kuviosta kahden
00 muuttujan yhtalo.
b) Tutki, toteutuuko yhtald, kun
x=8cm jay=6cm.

X X y

Vo
22cm

105. Kun lukujen x ja y erotus kerrotaan
000 kolmella saadaan 9.

a) Muodosta kahden muuttujan yhtalo.
b) Toteutuuko a—kohdan yhtald, kun
x=12jay=97?

106. Parkkipaikalla on autoja x kappaletta ja
000 moottoripyodrid y kappaletta. Muodosta
kahden muuttujan yhtald, kun

a) autoja ja moottoripyodria on
yhteensa 25

b) autoissa ja moottoripydrissa on
renkaita yhteensa 90.

c) Toteutuvatko a- ja b-kohdan yhtalot,
kun autoja on 20 ja moottoripydria 5?

140

8. Funktio ja yhtalopari

Lisatehtavien vastaukset

97.

98.
99.

100.

101.

Suure x Suurey
3 24
4 18
6 12

4 8 12 16 20 24 28 32 x

a)15m/s b)4ds ¢)120m

Kun matka on vakio, nopeus
ja aika.

36
y=—

X

256
a= —

h

102. a) y
2
1
—1|123456x
y
b)5
4
3
2
1
1 2 3 4 5 6 7 8 X

103. a) toteutuu
b) ei toteudu
104. a) 2x +y =22
105. a) 3(x—y)=9
106. a) x +y =25
b) 4x + 2y =90
¢) toteutuvat

b) toteutuu
b) toteutuu
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Yhtalopari, s. 44-45

Graafinen ratkaiseminen, s. 46-47

Lisatehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

107. Toteuttaako lukupari (5,11)
€00 a)yhtdlony=2x+1
b) yhtdlony=3x —4
y=2x+1

c) yhtaloparin ?
y=3x—4

108. Mika lukupareista on yhtaloparin

®0O  Ix—4y=8
ratkaisu?
-X+y=-7
X=6 X:8
(A] (B)
y=1 y=2
x=10 x=7
e (D]
y=3 y=0

X+y=
109. Taydenna yhtalopari

000 X—y=

niin, etta sen ratkaisu
x=3

on .
y=-1

110. Yhtalopari {
000

y=ax—-3
toteutuu,
y=2x+1

kun x = 2. Ratkaise vakion a
ja muuttujany arvo.

111. Tutki, onko lukupari (l, Z)
ooe yhtdloparin ratkaisu.

82

112. Tutki kuvaajien avulla, toteuttaako
eo0 piste (-1,2)
a) yhtadlony =2
b) yhtalony =2x+4
y=2
c) yhtéloparin .
y=2x+4

y

Ratkaise yhtdlopari graafisesti.
y=-1 X=2
113. a) b)
PO y=x+1 y=-x+3

y=-2x-4 y=3x-1
114. a){ b){

PO y=x-1 y=x+3
X=-3 y=2x+1

115. a) b)

POV y =3x y=—-Xx+4

116. a) Kirjoita kuviota vastaava yhtal6pari.

900 b) Mikd on yhtaloparin ratkaisu?

y
4

3

2

107. a) toteuttaa b) toteuttaa
c) toteuttaa
108. C
X+y=2
1009.
X—y=4
110. y=5jaa=4
111. a)on b) on
112. a) toteuttaa b) toteuttaa
c) toteuttaa
Y y=2x+4
5
4
3
(-1,2)/ y=2
/T
-3 2 -1 1 2 3 X
/ .
X=-2 Y
113. a) 1
y=_1 -3 -2 /41 1 2
y=-1
Y=X+1
X =2 \§ X=2
b) 2
y=1 1 y=-x+3
-1 1 3N\4 X

114. a)

b)

115. a)

b)

116. a)

X=2
y=>5
X=-3
y="-9

y=x-1

1 2x

y=-2x-4

y=3x-1

x=-3Y1/y=3x
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117.
000

Ratkaise graafisesti, milla vakioiden
a ja b arvoilla yhtaloparilla

ax+2by+6=0
bx —2ay+3b=0

on ratkaisuna piste (3, 3).
Vihje: Kayta ab-koordinaatistoa.

Graafinen ratkaiseminen, s. 48-49

118.
*00

119.
* 00

120.
®00

121.
000

Tutki graafisesti, kuinka monta ratkaisua
on yhtéloparilla

y=4x+3 y=-3x+1
a) b)
y=-3x+3 y=-3x-1
y=2x+3 y=3
<) d) .
y=2x+3 x=1

Tutki yhtaloparin ratkaisujen luku-
madraa piirtamatta kuvaajia.

y=42x+5 y=-6x+12
a { b)

y=42x-3 y=-6x+11

14x+y=7 14x+y—-2=0
<) d)

y+7=-14x y—-14x+2=0

y=2x-3
Taydenna yhtalopari niin,
y=Ix+4

etta silla ei ole yhtdan ratkaisua.

Mika on vakion b arvo, kun

y=bx+3
yhtaloparilla on
y=-5x+3
a) nolla ratkaisua
b) darettdoman monta ratkaisua

) yksi ratkaisu?

122.

00

Maarita k ja b siten, etta
y—kx=5

yhtéloparilla on
2y—-3x=b

a) darettoman monta ratkaisua

b) ratkaisuna lukupari (2, 4).

Algebrallinen ratkaiseminen, s. 50-51

123.

L 2o

124,

®OO

125.

L 2o1e

126.

QOO

127.

0o

128.

00

Ratkaise yhtalopari algebrallisesti.
y=2x+4 y=2x+6
a) { b) {

y=-4x+5 y=-x-3

7x—=12y =13 4x —y =2
a) )

y=3 3x+y=5

X =12y =22 y = 4x
a) b)
y=X 3x+2y =11
X =3y 2x+y=14
a) b)
y=x+8 —X+y=2

5x—y+2=0 3x—4y+1=0
a b

2x+4y-8=0 2x+y=4

Ratkaise algebrallisesti, milla vakioiden
a ja b arvoilla yhtaloparilla

ax+by—-3=0
4x —2ay+b=0
on ratkaisuna piste (1, 1).

Algebrallinen ratkaiseminen, s. 52-53

129.

€00

130.

L Jole

Ratkaise algebrallisesti.

5x-2y=4 -X+3y=6
a) b)

3x+2y =12 X+y=6

5x -2y =20 —-6x—-3y=9
a) b

4x -2y =12 2x+4y =3
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8. Funktio ja yhtalopari

144

119.

120.

121.

y=-3x+1

=l 1 2x

-2 y=-3x-1

c) aarettdoman monta

y=2x+3

d) yksi
y
f x=1
a) ei yhtaan b) ei yhtaan
¢) ei yhtaan d) yksi ratkaisu
y=2Xx-3
y=2x+4

a) ei millaan b:n arvolla
b) b=-5 c)b=-5

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

a) k=15jab=10

b) k=-0,5jab=2

1

X=—

6
a) 1
=4
y 3

a)

a)

a)

a)

a)

a)

a)

—_— —_— P NE— ,\<_/? —_— —A —
[l Il
N o

b)

b)

b)

b)

b)

X=-3
y=0
X=1
y=2
x=1
y=4
XxX=4
y==6
4
X=1—
11
3
=1=
y 11
Xx=3
y=3
XxX=—2,5
y=2
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8. Funktio ja yhtalopari

[ ) (X ] (X ] [ )
Lisatehtavien vastaukset
(R} Lisdtehtavia
8x +3y =—13 2x -4y =14 Sovelluksia, s. 56-57 1
131. a) b Ratkaise tehtivit vhtils . I a= —2—
FONS 3x+ 2y =8 5X — 3y =0 atkalse tentavat yntaloparin avulia. X — 2 X=— 3 4
139. Kirjoita yhtalopari ja laske massat x ja y. 131. a) b) 138. 3
Xx+y=1 6x+8y =0 *00 y=1 y=-> b=3-
132. a) b) 4
000 2x+y=3 4x+2y=0
NEIES x=2 x=0 IX=y+3
133. Ratkaise suorien leikkauspiste. /\ 132. a) b) 139
oo {—3x+10y:2 b {3x—8y:42 y=-1 y=0 X+y=3
a X |y 3 kg .
4x +9y = 42 7x+3y =33 oy 6 6 x=2kgjay=1kg
X= X= . . .
133. a) { b) { 140. Marjaana 155 cm ja Elisa
Algebrallinen ratkaiseminen, s. 54-55 140. Marjaanan ja Elisan pituuksien summa y=2 y=-3 135cm
: . o0 on 290 cm. Pituuksien erotus on 20 cm. . . .
Ratkaise yhtalopari Laske tyttojen pituudet, kun Marjaana 4 3 141. 8cm ja 12 cm sekda 6 cm ja
X =2y Xx+y=1 on pidempi. X= X=—
134. a) b) 134 b 24 cm
000 X+2y=8 X+3y=9 . . - . . a) _ ) _ .. 3.
141. Sinisen suorakulmion piiri on 40 cm ja y=2 y=4 142. kuparm tlheys 5,0 kg/dm ja
000 oranssin 60 cm. Laske suorakulmioiden o 3
135.2) 1 YT 1 b) 4x—2y=-6 sivujen pituudet. sinkin 12,5 kg/dm
000 x -5y =—13 2x+y=3 X=-3
135. a)
y y=2
x+3y=10 7x+3y=12
136. a) b)
000 2x+7y=8 3x+4y=16 2 b) kaikki suorany =2x+3
3y X
2x+7y =8 4x -3y =13 pisteet
137. a b
000 2x=-7y +22 3x+7y =19 x =46 x=0
136. a) b)
138. Milla vakion a arvoilla yhtédléparilla on N y=-12 y=4
oo adrettdman monta ratkaisua?
{3)( —y=4 142. Koriste-esineen tekemiseen tarvitaan X=4
B 3 L. 3 . . .
bx+(a+1y=5 000 .1,2 dm Kuparlaja 0,88 dm” sinkkia, 137. a) ei ratkaisua b)
jolloin esineen massa on 17 kg. y= 1
Kun tehdaan koriste-esine, johon
kaytetaan 0,70 dm? kuparia ja 0,52 dm?
sinkkid, saadaan esineen massaksi 10 kg.
Laske tietojen perusteella kuparin ja
sinkin tiheys.
84
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143. Katariina ja Leevi asuvat saman tien

000 varrella 820 metrin paassa toisistaan.
He sopivat lahtevansa samaan aikaan
kdvelemaan toisiaan vastaan tieta
pitkin. Tutki, miten kummankin etai-
syys (x) Leevin kodista riippuu ajasta
(t). Kirjoita paikkaa kuvaavat yhtalot.
Ratkaise, kuinka kaukana Leevin kodis-
ta he kohtaavat ja missa ajassa. Leevi
liilkkuu 80 m/min ja Katariina 60 m/min.

Sovelluksia, s. 58-59

144. Kahden luvun summa on 25. Kun
oo ensimmainen kerrotaan kahdella,
saadaan kolme kertaa toinen luku.
Maarita luvut.

145. Jos luku x kerrotaan kahdella ja tuloon
ooo lisataany, saadaan 22. Jos luku x

kerrotaan kolmella ja tuloon lisatdan y,
saadaan 27. Maarita luvut x ja y.

146. Maijun auto maksoi 2500 € enemman
ooo  kuin Millan auto. Autot maksoivat
yhteensd 50500 €. Laske kummankin
auton hinta.

147. Perheravintola Sapuskassa kavi erdana
@00 pdivana lounaalla 60 henkea. Liikevaihto
oli 540 €. Laske, kuinka monta lasta ja
aikuista ravintolassa lounasti.

LOUNAS
Lapset 7,00€
Aikuiset 12,00 €

148. Kahden luvun erotus on 10 ja
000 keskiarvo 25. Maarita luvut.

149.
00

150.
000

151.
000

Veeti sanoi Urholle: "Kolme vuotta
sitten olin vield nelja kertaa niin vanha
kuin sind, mutta kolmen vuoden
kuluttua olen enaa kolme kertaa niin
vanha kuin sind.” Kuinka vanhoja

Veeti ja Urho ovat talla hetkella?

Laske yhtaloparin avulla janojen
AC ja BE leikkauspiste. Vihje: Origo
kannattaa sijoittaa pisteeseen A.

D 6,0cm C
E 8,0cm
4,0cm !
Ly
:
A B

Kolminumeroisen luvun viimeinen
numero on 3. Luvun numeroiden
summa on 7. Kun luvun numeroiden
paikkaa vaihdetaan kuvan mukaisesti,
saadaan alkuperdisen ja uuden luvun
summaksi 785. Maarita x ja y.

Xy 3

y 3 x
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Lisatehtavien vastaukset

143.

144.
145.
146.

147.
148.

Leevi: y = 80t

Katariina: y = 820 — 60t
Aikaa kuluu noin 6 minuuttia
ja matkaa on 470 metria
Leeville.

15ja10

5jal12

Maijun auto 26 500 € ja
Millan 24 000 €.

36 lasta ja 24 aikuista
30ja 20

149. Veeti 51 v.Urho 15 v.
X=2

151 x=2jay=5

148

149



Kotitehtavia

Funktio, s. 8-9

1.  Mista tekijoista sinun kannykkalaskusi
®0oO  suuruus riippuu?

2. Muodosta parit, joiden valilla on
®0C  riippuvuus.

mopon jarrutus- misrs
matka

tilavuus @ rakkaus
hinta @ @ nopeus
rikkaus @ @ paino

3. Irtokarkit maksavat 6,80 €/kg.
€00 a) Kuinka paljon karkkia saa 2 eurolla?
b) Kuinka paljon maksaa 250 g karkkeja?

Funktio, s. 10-11

4, Etsi saanto, jonka mukaan kone
€00 muuttaa lukuja. Esita sadnto yhtalona.

a) 2 1 b) 21

4 2 T @
y Oy
5. Kirjoita esimerkki funktiomerkinnasta,

@00 jossa muuttujakirjain on a ja funktiota
on merkitty kirjaimella h.

e

6
8
X

6. Muodosta yhtdld, kun luku y on kaksi
oo kertaa niin suuri kuin luku x.

86

7.  Yksi tuuma on noin 2,5 cm. Muodosta
000 yhtalg, jolla tuumamitat muutetaan
senttimetreiksi.

Funktion arvo, s. 12-13

8. Funktio f(x) = x + 9. Laske
00 a)f(0) b) f(2) c) f(—4).

9. a) Mika merkinnéssa f(7) =3 on
00 muuttujan arvo ja mika funktion
arvo?
b) Esita vastaavanlaisena merkintana
"muuttujan arvolla 9 funktio g saa
arvon —7"

10. Sijoita edellisen funktion arvo seuraa-
eoo  van funktion muuttujan paikalle.

v _2x_
Gepen] RO

y=3x+3->©-> y=1x

11. Funktion f arvo on kolme kertaa muut-
@00 tujan x arvo. Muodosta funktio f(x) ja
laske

a) f(2) b) f(0) o) f(-1).

12. Nelion piiri p riippuu nelion sivun pituu-
000 destaa. Muodosta funktio p(a) ja laske
a)p(1cm) b)p(5m).

‘f?

Kotitehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

esimerkiksi puheajasta, sopimuk-
sesta, maasta
Ae-3

B« -1
Be<—-4
Ce-1
Ce—4
a)290g¢

b) 1,70 €
a)y=x:2
b)y=x:2-2
h(a)

y =2x

10.
11.

12.

y=25cm-x

a) f(0)=9

b) f(2) =11

c) f(-4)=5

a) muuttujan arvoon 7,
funktion arvoon 3

b) g(9) =-7

39229331

f(x) = 3x

a)f(2) =6

b) f(0) =0

c) f(-1)=-3

p(a) = 4a

a) p(Tcm)=4cm

b) p(5m)=20m

150
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Funktion arvo, s. 14-15

13. Funktio f(x) = —x + 4. Milla muuttujan x
eoo arvolla funktio saa arvon

a)4 b) 0 c) -37

14. Maarita kuvaajan avulla
*0o  a)f(2) b) f(-2) <) f(0)
d) milld muuttujan x arvolla f(x) = -5
e) millda muuttujan x arvolla f(x) = 7.

— N W A U1 O N

1 2 3 4 5 6x

15. Sonjaja Juho ovat sisaruksia ja Sami
eo0  heiddn ystavansa. Kuvaaja esittaa
heidén yhteista paivaansa.

matka
Samin koti

koulu

pallokentta
Sonjan ja
Juhon koti
elokuva-
teatteri

8.00 10.00 12.00 14.00 16.00 18.00 20.00 22.00 kgllon»

Sonia Juho Sami aika

a) Mihin aikaan Juhon koulu alkoi?

b) Kuinka pitka oli Sonjan koulupaiva?

c) Minne Juho meni heti koulun jal-
keen?

d) Kuinka kauan Sami oli iltapaivalla
kotona?

e) Missa Juho oli klo 19.00?

f) Ketka kavivat yhdessa elokuvissa?

g) Kuinka kauan elokuva kesti?

16.

QOO

17.

0O

Funktio f(x) = 2x ja g(x) =x + 2.
Laske, milla muuttujan x arvolla
f(x) = g(x).

Funktio f(x) = x* + X ja g(X) = X + 4.
Laske, millda muuttujan x arvolla
f(x) = g(x).

Suoran piirtaminen, s. 16-17

18.

€00

19.

®OO

20.

®OO

Onko funktion kuvaaja suora?

a)y=4x+1 b)y=2x*+0,5
cy=08x—1 d)y=§x+1
a) Esitd yhtalona saanto, jonka mukaan

taulukon y:n arvot on laskettu x:n
arvoista.

X 0 1 2 3
y -2 | =1 0 1

b) Merkitse (x, y)-pisteet koordinaatis-
toon ja piirra yhtalon kuvaaja.

Piirra suora.
a)y=x-5 b) y:%x+3

Missa pisteessa suora leikkaa y-akselin?

Suoran piirtaminen, s. 18-19

21.

®OO

Tee taulukko vihkoosi ja tdydenna se.

Suora Kulma- | Vakio- | Nouseva
kerroin | termi vai
laskeva
y=x+9
y=-x+7
y=-2x-1
_4 1
y 7 2
87

A
(-}

A
o

-,
;ﬁ
()

=2
(5

:
s
o

Kotitehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari
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13.

14.

15.

a)x=0
b)x=4
c)x=7
a)f(2)=4

b) f(-2) =-2

c) f(0)=1
d)x=-4
e)x=4

a) 9.00

b) 5 tuntia

¢) Samin kotiin
d) 3 h 45 min
e) pallokentalla
f) Sonja ja Sami
g) 2 h 30 min

16. x=2
17. x==2
18. a)on
b) ei
c) on
d) on
19. a)y=x-2
b)

4 -3 -2

20. a) (0, -5)
b) (0, 3)

-3
-4

=l 1 /2 3 4 5 x
=i
-

4 -3 -2
=1
—2
-3
-4
(01 _5)
21. Suora Kulma- | Vakio- | Nouseva
kerroin | termi vai
laskeva
y=x+9 1 nouseva
y=-x+7 -1 laskeva
y=-2x—-1 -2 -1 laskeva
_4 ] 4 1
y= 7% 5 7 5 nouseva
153



22.
* 00

23.
* 00

24.
o2

Kotitehtavia

Paattele kuvaajaa piirtamatta, missa

pisteessa suora leikkaa y-akselin.
a)y=2x-3 b)y=-3x+4
c y=x d)y=—4x+9

Kirjoita nousevien suorien kirjaimet
loivimmasta jyrkimpaan. Mika sana
muodostuu?

Piirra suora.
a)y=4x-5 b) y=-0,5x+4

Akselien suuntaiset suorat, s. 20-21

25.
 Zole

26.
00

88

Maarita kuvaajasta suorien k, m jan
yhtalot.
y
6
n
5
4
m CY
2
1
—5—4—3—2—1_1 1 3 4 5 6x
-2
k -4
-5

Piirra koordinaatistoon suorat
a)y=4 b)y=0 cx=-2.

27. a) Piirra koordinaatistoon suora joka

OO kulkee pisteiden (3, 2) ja (-2, 2) kautta.

b) Iimoita suoran yhtalo.

28. a) Piirrd koordinaatistoon suora joka
900 kulkee pisteen (3, 2) kautta ja on
suorany =1 suuntainen.
b) Iimoita suoran yhtald.

Suoran yhtdlon maaritys, s. 22-23

Kotitehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

29. Madritd kuvaajasta suorien k, mjan
eo¢  kulmakerroin.

y
6
n k
5
4
m
3
2
S-4-32A I\ 23 5 6 x
=
-3
-4
-5

30. Maaritd suoran yhtalo.
L Jo1¢]

o<

-5 4 -3 2~ 1 3 4 5 6x

31. Suora kulkee origon ja pisteen (-3, —3)
eoo kautta. Piirrd suora ja maarita sen yhtalo.

154

22. a)(0,-3)

b) (0, 4)
c) (0, 0)
d) (0,9)
23. onki
3
P
1
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 x
=1
-2
y=4x-5
-3
-4
25, ki y=-3
m:y =3
n: x=2
26. y
6
5
J Y4
B
2
1
y=0
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 x
-1
-2
X=-2
-3
-4

27. a) y

(=2,2)

4 -3 2
-

=2
-3
-4

b)y=2
28. a) y

(3,2)

b)y=2
29. k: k=4
m:k =-1
n: k=2
30. 1 y=-2x+3
1
St y=—X
Y 3
tt y=x-3
31. y=x

w

N oW

.
0,0

4 3 2 1
&
)
3

(-3,-3)
-4
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Suoran yhtdlon maaritys, s. 24-25

32. Suora kulkee pisteen (0, 3) kautta ja
eoo sen kulmakerroin on 1. Maarita suoran
yhtalo piirtamattd suoraa.

33. Suora onyhdensuuntainen suoran
00 y=8x+7kanssa ja kulkee pisteen
(0, —5) kautta. Maarita suoraa piirta-
matta sen yhtalo.

34. Madrita piirtamatta sen suoran yhtalo,
000 joka onsuorany=4x— 1 suuntainen ja
kulkee pisteen (1, 6) kautta.

35. Madrita piirtamatta sen suoran yhtalo,
000 . 2 . .
joka on suoran y = EX suuntainen ja

kulkee pisteen (3, 5) kautta.

Paraabeli, s. 26-27

36. a) Paattele piirtamatta, mika kuvan

*00 autoista jaa paraabelin y=—x2ja
suoran y = -5 rajoittaman alueen
sisaan.

b) Piirra paraabeli y = —x* ja suora
y =—5 samaan koordinaatistoon.
Valitsitko oikean auton?

c) Maarita kuvaajan avulla paraabelin
ja suoran leikkauspisteet.

y

-5 4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 x
=i

-2
-3
-4

=5

37. Piirra samaan koordinaatistoon

00 paraabelity=x*-6jay=—x*+5.

38. a) limoita paraabelin huipun
00 koordinaatit.
b) Kirjoita paraabelin akselina
olevan suoran yhtalo.

y
6

RN \/4 5 6 x
2

Paraabeli, s. 28-29

39. Minka paraabelin yhtal6é on
®00 a)y=-x’+4

b)y=0,5x2—3
cy=2x*?

y

a b\ ©

v

1 3 4 5 6x

A
(-}

A
o

-
-
M

=3
-

BIAR

Kotitehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

32.
33.
34.

35.
36.

y=x+3
y=-2x-2
y=4x+2
2
=—=X+3
Y 3
a) punainen auto

b)y = -x?
c) (-2,2;-5)ja(2,2;-5)

y

-5 -4 -3 -2 -] 1 2 3
—

-2
-3 y=-X

-4

y=-5 =

37.

38. a)(2,-2)
b)x=2

39. a)c
b)a
ob
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40.
*00

41.
@00

42.
000

Kotitehtavia

Yhdista paraabelin yhtal6 oikeaan
tietoon.

y=2x—1 @ @ on levein

y=4x @ huippu (0, —1)

y=0,1x @ @ aukeaa alaspain

y=-x"+1 @ @ on kapein

Maarita paraabelin yhtalo, kun sen
huippu on pisteessa (0, 2), se auke-
aa ylospain ja se on yhta levea kuin
paraabeliy = x°.

Maérita paraabelin yhtdld, kun sen
huippu on pisteessa (0, 2) ja kulkee
pisteen (1, 3) kautta.

Funktion ominaisuuksia, s. 30-31

43.
*00

44,

| 2019/

20

Maarita funktion f(x) nollakohdat.

ey <ENEEE N
-

Maarita laskemalla funktion nolla-
kohdat.

a)fx)=x-7
b) f(x) =x*— 16

45.

*OO

46.
*00

158

Maarita kuvaajasta, milla muuttujan
arvoilla funktion f(x) arvo on

a) nolla
¢) negatiivinen.

- N W b~ U O

b) positiivinen

f(x)

-5 -4 -3 2
-1
-2

-3
-4
-5

1 2 3 4 5 6x

Maarita kuvaajasta, milla muuttujan

arvoilla
a)f(x)=0 b) f(x) >0
c) f(x) < 0.
y
6
00 /N
3
2
1
Ssp-321 |0 3 4 5 6x
-2
-3
-4
-5

Kotitehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

40.

41.
42.
43.
44.

Ae-o2
Be—-4
Ce-1
De-3
y=x2+2
y=x2+2
Xx=-2taix=4
a)x=7
b) x =+4

45, a)x=1
b) x> 1
c) x<1
46. a) x=-4taix=2
b)-4<x<2
C) x<-4taix>2
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47.

Q0O

Maarita kuvaajasta, milla muuttujan

arvoilla

a)f(x)=0 b) f(x) >0 c)f(x) <O0.
y
6

() ;
3
2
‘ /\
S4-N2-1 [/ 23 4 5&

-2
-4
-5

Funktion ominaisuuksia, s. 32-33

48. Maarita funktion f(x) suurin arvo,

L 21

kun x> 0.
y
6
5
4
3
-
/3{4—3—2—1_1 12 3 45 6x

-2
-5

49.

L 201e

50.

®OO

51.
@00

52.
000

Maarita funktion f(x)
a) suurin arvo valilla -4 <x <4
b) pienin arvo viélilla -4 <x < 4.
y
6
5
4
’ ()
2
1
—5—4—3—2—1_1 1 2 3 5 6 x
-2
-3
-4
-5
a) Maarita funktion f(x) suurin ja pienin
arvo valilla -4 <x < 4.
b) Milld muuttujan x arvolla funktio saa
pienimman arvonsa valilld —4 <x < 4?
y
6
5
3
f(x)
Ss-4/3-2-1 | 12345 6%
-2
-3
-4
=5
Paittele tai laske funktion f(x) = —x? + 2
suurin arvo.
Laske tai paattele funktion f(x) = )

suurin ja pienin arvo valilla =2 < x < 3.

91

A
(- )

A
o

-
-
M

=2
-

BIAR
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8. Funktio ja yhtalopari

47. a) x=-3,x=1taix=5
b)x<-3tail<x<5
c) -3<x<Ttaix>5
48. 3

49,

50.

51.
52.

a)3
b) -2

a) suurin arvo 5, pienin arvo -1

b)x=-4
2

pienin arvo -2, suurin arvo 7
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Kotitehtavia

Kasvava ja vdheneva funktio, s. 34-35

53. Millda muuttujan arvoilla funktio f(x) on
€00 a) kasvava b) vdheneva?

f(x)

—5—4—3—2\—1\'\123 5 6 x
2

-3
-4
-5

= N W bh U OX<

54. Milla muuttujan arvoilla funktio f(x) on

€00 a) kasvava b) vaheneva?

y

6

5

4

3

f(x) 2

\ :

5 2 3-2—11/ 3 4 5\6\x
2
43

55. Millda muuttujan arvoilla funktio on
o000 kasvava?

a)f(x)=x—11
b) f(x) =x*— 11

56. Milla muuttujan arvoilla funktio f(x) on
00 vaheneva?

- N W U O

f(y\
/A-4-3-23&/3 4 5 6x
3
-4

=5

57. Milla muuttujan arvoilla funktiot f(x) ja
000 g(x) ovat yhtd aikaa vahenevia?

. y =f(x)
2
1

-5 -4 -2 1_1 2 3 4 5 6x
y=9(x)

Verrannollisuus koordinaatistossa, s. 38-39

Kotitehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

53. a)x>2
b)x<2

54, a)-1<x<4
b)x<-1taix>4
55. a) kaikilla

b)x>0

56. -3<x<0

57. -2<x<-1

58. Suure A Suure B
1,0 2,5
3,0 7,5
4,0 10,0

58. Suureet A ja B ovat suoraan verran-
¢o0o  nollisia. Tee taulukko vihkoosi ja
taydenna se.

Suure A Suure B
1,0 2,5
3,0

10,0
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59.
* 00

60.
000

61.

0O

Tutki piirtamalla suureiden verrannolli-
suutta.

a)

Suure x Suurey
1,0 3,0
2,0 6,0
3,0 9,0
b) Suure x Suurey
2,0 4,0
4,0 8,0
5,0 10,0

Suureet x ja y ovat suoraan verrannol-

liset.

a) Maarita verrannollisuuskerroin k.

b) Kirjoita suureiden valinen riippuvuus
yhtalona.

Talousveden hinta riippuu kulutuksesta.

Kun kulutus on 25 m® hinta on 75 €.
a) Muodosta yhtald, joka kuvaa vesi-
laskun suuruuden riippuvuutta

kulutuksesta.
b) Piirrd kuvaaja

62.
00

63.

0O

Mona oli pitkalla pyorélenkilla ja ajoi

likimain tasaisella nopeudella. Monan

nopeus oli suoraan verrannollinen

kdytettyyn aikaan. Alla on kuvattu

matkan riippuvuutta ajasta.

a) Laske Monan nopeus.

b) Kuinka pitkdan matkan Mona
kaikkiaan ajoi 5,0 tunnin retkella?

matka (km)
120

105
20
75
60
45
30

15
aika (h)
o5 1 15 2 25 3 35

livon kdvelynopeus on 3,0 km/h.

a) Kirjoita livon kulkema matka
ajan funktiona.

b) Piirra funktion kuvaaja.

Verrannollisuus koordinaatistossa, s. 40-41

64.

L 2o

Tutki piirtamalla suureiden verrannolli-
suutta.

a) Suure x Suure 'y
2,0 12,0
3,0 8,0
6,0 4,0

b) Suure x Suurey
10 20
25 8
40

93

A
(-}

A
o

-,
;ﬁ
()

=2
(5

:
s
o

8. Funktio ja yhtalopari

Kotitehtavien vastaukset

164

59. a) suoraan verrannollisia

yA
10

9

N Wb 1O N

xy

1 2 3 4

b) suoraan verrannollisia

yA
10

9

N Wb 1O N

<y

2 4 6 8

62. a) 30 km/h b) 150 km
63. a)s=3t
A
b) 2
14
12 s=3t
10
8
6
4
2
2 4 6 8t=

64. a) kaantaen verrannollisia

v
14

12
10

8
6
4
2

2 4 6 8 10=X

b) kaantaen verrannollisia
yA
40
35
30
25
20

5 10 15 20 25 30 35 40 45 x
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65.
[ 2e2ed

66.

®OO

67.

OO

94

Kotitehtavia

Suureet x ja y ovat kadntden verran-
nolliset.

a) Maarita suureen y arvo, kun x = 6.

b) Maarita suureen x arvo, kuny = 3.

¢) Muodosta suureiden valista riippu-
vuutta kuvaava yhtalo.

—

= N W H U1 O N ©® O OX%

12 3 45 6 7 8 9 10 11x

Matkan ollessa vakio, nopeus v on

kdantaen verrannollinen matka-aikaan t.

a) Maarita kuljettu matka.
b) Muodosta riippuvuutta kuvaava
yhtalo.

v Anppeus (m/s)
165

Isossa yrityksessa ostettiin tyokaverille
yhteinen syntymapadivalahja. Lahjan
hinta oli 280 €. Muodosta yhtalo,

joka kuvaa yksittaiselle henkil6lle
maksettavaksi tulevan osuuden
suuruutta y, rilppuen lahjaan
osallistuvien maarasta x.

68.

@00

Suureet A ja B ovat suoraan verran-
nolliset. Suureet B ja C ovat kdantden
verrannolliset. Tutki suureiden A ja C
verrannollisuutta.

Kahden muuttujan yhtilo, s. 42-43

Kotitehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

69.

*OO

70.

*OO

71.

OO

Toteutuuko kahden muuttujan yhtalo
5x — 4y =38, kun

a)x=4jay=3

b)x=0jay=-2

cy=0jax=2?

Mitka pisteet toteuttavat kahden
muuttujan yhtalon

a)2x+y=3
b)x+y=0
) x+2y=67?

Muodosta kahden muuttujan yhtalo.
a)

X y X X

Vo
85cm
b) Toteutuuko yhtald, kun x=20 cm ja
y=25cm?
¢) Onko muita yhtalon toteuttavia
arvopareja?

65. a)y=2 b)x=4

66. a)225m b)v=

67. y= 250
X

12
Qy=—
X

68.

69.

70.

71.

Suureet A ja C ovat kaantaen

verrannolliset.
a) toteutuu

b) toteutuu

c) ei toteudu
a)AjaB

b) ei mitkaan
c)D
a)3x+y=285
b) toteutuu

¢) Esimerkiksi x =25 cm ja

y=10cm
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72,
000

a) Maarita kahden muuttujan yhtalot
ajab.

=2

b) Milla lukuparilla toteutuvat molem-
mat kahden muuttujan yhtalot?

Yhtédlopari, s. 44-45

73.
* 00

74.
* 00

N

Tutki, toteuttaako lukupari (2, —3)
a) yhtalony =5x—-13

b) yhtalony =-2x +1

y=5x-13

c) yhtéloparin .
y=-2x+1

Mika on vaihtoehdoista on yhtaloparin

2x+6y=4

ratkaisu?
—4x+3y=-8
A3, 1) B(-1,1)
C(2,0) D4, 8)

75. a) Kirjoita tiedoista yhtalopari.

AR

b) Tutki, milla muuttujien arvoilla
molemmat yhtalot ovat tosia.

y=ax—2
ratkaisu

76. Yhtdloparin
y=—x+3

000
on (2, 1). Mika on vakion a arvo?

Graafinen ratkaiseminen, s. 46-47

77. Paattele kuvion avulla, mika on yhtalo-
@00  parin ratkaisu.

y=x+5
y=4x-10

y=x+5
y=-0,5x-10

a) b)

Ratkaise graafisesti yhtalopari.

=—x+1 =X
78. a) {y b) {y

PO y=-2x-1 y=2x+4
y=—-x—-4 y=4

79. a) b)

P y=2x+5 y=-4x—-4

95

A
(-}

A
o

=
-
(1]

=2
-
Q:
s,
Q:

Kotitehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

168

72.

73.

74.

a)ay=—-2x+2jabiy=x-1
b) (1, 0)
a) toteuttaa
b) toteuttaa
¢) toteuttaa
C
x+ 3y =100

75. a)

76.

77.

X+y=60

b)x=40jay=20

a=15
X=5
a)
y=10
x=-10
b)
y=-5

b)

79. a)

X=-3
y=-1

y4
y=2x+5 3

yA

6

5

4 y:4

3

2

1

yF-4x-4
-3 -2 -1 1 2 x

1
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8. Funktio ja yhtalopari

Kotitehtavien vastaukset
Kotitehtavia
Ratkaise graafisesti yhtélopari. 4x+y=17 X+2y=5 X =1 y
= 2x+4 —x—2 88. a){ b){ a 7 86. a=6
80. a) {y_ b) {y_ PRYe X+y:5 X+y:1 80. a) _6 6
000 y=-2x+38 y=2 y= > X=2 x=15
. aps 4
3x4y=-2 89. Ratkaise yhtdlopari. 87. a) b)
81. @00 X—y=-6 X+y=0 y=-1 y=-2
2x+y=3 a) b) :
X+y=2 y-x=8 y Xx=4 X=-3
I 88. a) b)
Graafinen ratkaiseminen, s. 48-49 90. Ratkaise yhtilopari. y= 1 y= 4
82. Tutki piirtamalla, kuinka monta 00 X +6y =10 3x+10y—22=0 X=4 i’
@00 ratkaisua on yhtaloparilla a) b) b) | y=2 X=—2 Xx=—4
2x+3y+7=0 7x=-y—38 =2
y=3x+2 y=x+2 y= : 89. a) b)
a) b) y=4 y=4
y=2x+3 y =X Alaebralli tkai . 52.53 -11 1,/2 3 4 5x
gebrallinen ratkaiseminen, s. 52— /) Xx=—8 ——6
83. Tutki kulmakertoimen ja vakiotermin 91. Ratkaise yhtalopari. } 90. a) b)
eoo avulla, kuinka monta ratkaisua on *00 6x -5y =5 7x +3y = -1 y=3 y=4
yhtéloparilla a) 3 3 b) x=1 \{’\
+5y =1 —-7x—-y=5 =
| y =32x— 44 b y =-0,25x — 12 xroy X 81. : A X=2 X=—1
a . = -3x+y=-2
y = 32X + 44 y=0,25x — 12 9 8x +4y =-16 y 2 91. a) p) b) _5
3x+4y =9 ‘ y="rc y=
84. Tutki paattelemalld, kuinka monta 11/ 3%
eoco ratkaisua yhtaloparilla on. 92. Ratkaise yhtilopari. >, Hry_3 ) x=-=—5
a) {SX+y=12 b) {y=12 *00 x-2y=-14 (Bx+7y=i ¢ y=6
- - a) )
y=-3x+6 y=12x+5 7x + 6y =10 6x+y=13 82. a) yksi y
6 X=—2 X=2
wrs . -7y+6=0
85. KII’jOI.ta yhtélopari, jolla ei ole yhtaan 93. Ratkaise yhtalopari {X Yy . Z 92. a) _4 b) —1
eoo ratkaisua. 000 3x+4y-7=0 ; y= y=
wm e ) . o s y=3x+2 —
86. Maz?rlta va]qon aarvo siten etta yhjfalo— 94. Milla vakioiden a ja b arvoilla yhtaloparin y=2x+3 X=
oo¢ parilla on darettdman monta ratkaisua. eeo ratkaisuon (3,1)? 93. _1
{ax+2y:4 {(a+1)x+by=3 //_1 1 2 x y=
3x+y=2 ax —2by =-6 . 94, a:—z jab=2
b) ei yhtaan 3 J
Algebrallinen ratkaiseminen, s. 50-51 YYy=x+2
Algebrallinen ratkaiseminen, s. 54-55 g X=3
87. Ratkaise yhtalopari. . -
7. R a|se2y alopari 2 Ratkaise yhtalopari. : 95. a) . b) ei ratkaisuja
all SR y=x+5 2x +3y = -3 y=x y=
3x+2y=14 x+3y=9 95. a) b) /
POV y=3x-1 2x=-3y -6
20 123 ax
926
83. a)eiyhtaan b) yksi
84. a)eiyhtaan b) yksi
y=X
85. Esimerkiksi
y=Xx+1
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8. Funktio ja yhtalopari

Kotitehtavien vastaukset

K8
2x+y=-2 3y = 2x 104. Neljan maitolitran ja kahden karjalan- 5 X=—4 x=3
96. a) b) 000 piirakan hinta on 9,20 €. Kuusi piirakkaa - - - . . .
*00 Sx+4y =4 2x=y+4 ja kaksi litraa maitoa maksaa 10,60 €. T 96. a) _ b) . 104. maito 1,0€ Ja p”rakka 08¢€
Laske paljonko maksaa yksi litra maitoa ‘_5: y= 6 y= 2
ja yksi karjalanpiirakka. o: 2X + 2y =56
) 5x—y = b X+4y =9 S. 105
97. a Q: = = ¢ —
000 5x = 3x—-5y=-7 x=3 x=1 X+2y_44
Sovelluksia, s. 58-59 97. a) y= 12 b) y= P
) 4x+6y =5 b x—5y=-16 105. leli)lgosta yhté‘;ilé")tpar(ijjzic ratkaise X=12cmjay=16cm
98. a eo0o palkkien x jay pituudet. P _
000 2x+3y=7 —2x+3y=11 X=—1 106. x=6jay=2
” . y y 98. a)eiratkaisuja b) 3 107. Mintulla 19 € ja Santulla 16 €
9. a) {x—y+2:o b {—2x+4,5y:10 : 56 cm E y= 108. 7 lehtea
000 y=x-4 —3x+2,5y=6,5 —_05 109. 8Gb: 160 € ja 16 Gb: 200 €
y y X Xx=—-0,
100. Milla vakioiden a ja b arvoilla suorilla L— dem—mm70 99. a)ei ratka|5u1a b) y= 2
000 Yy=ax—2jay=-3x+b eioleleikkaus-
pisteita? 106. Luku x on kolme kertaa niin suuri kuin 100 a=-3iabz-2
000 lukuy. Kun luku x kerrotaan kolmella ja ¢ - J
tulosta vahennetdan 16, saadaan luku y. . i i
Sovelluksia, 5. 56-57 A 101. pallo 1 kg ja kuutio 1,5 kg
Ratkaise tehtdvat yhtaloparin avulla. 102. Auralla 148 Ja IIpoIIa 84
107. Mintulla on 3 € enemman rahaa kuin . .
. . 103. Aleksilla 6,5 km ja
101. Laske pallon ja kuution massat. 000 Santulla. !_apS|IIa on yhteensa 35 €. ! J
000 Laske, kuinka paljon kummallakin on TepoIIa 5,5 km
rahaa.
108. Taralla ja Veralla on sarjakuvalehtia.
@00 Jos Tara antaisi Veralle yhden lehden,
olisi tyt6illa yhta monta lehtea. Jos taas
Vera antaisi Taralle yhden lehden, olisi
102. Aurallaja llpolla on yhteensa Taralla kaksi kertaa niin paljon lehtia
eoo 232 kerdilykorttia. Auralla on 64 korttia kuin Veralla. Kuinka paljon Taralla oli
enemman kuin llpolla. Laske Auran ja lehtia alkujaan?
llpon korttien lukumaarat.
109. Joulunalusviikolla mediasoitinmallien
103. Aleksin ja Tepon koulumatkojen oo 8Gbja 16 Gb myyntimaarat olivat
000 yhteispituus on 12 km. Aleksin koulu- 22 kpl ja 9 kpl. Niiden tuotto oli
matka on kilometrin pidempi kuin 5320 €. Joulun jalkeen 8 Gb:n mallin
Tepon. Laske poikien koulumatkat. hintaa pudotettiin 10 % ja 16 Gb:n
20 %, jolloin myyntimaarat olivat
20 kpl ja 18 kpl. Tuotto oli talldin
5760 €. Laske alkuperdiset hinnat.

97

172 173



n Kuvaajatutkimuksia m

*OO

®OO

TUTKITAAN KUVAAIJIA

Yhdista lause ja kuvaaja.

A. Mia juoksi koko matkan tasaisella
nopeudella.

B. Essi pysyi koko ajan paikoillaan.

C. Maija kulki koko matkan vauhtiaan
hidastaen.

D.Emmi kiihdytti koko matkan
vauhtiaan.

matka

aika

Yhdista edellisen tehtavan lauseet
kuvaajiin. Piirra puuttuva kuvaaja.

nopeus

aika

*OO

L 201%

c)

Yhdista lause ja kuvaaja.

Unna tanssii keskelld huonetta. Han
lahestyy vuoronperaan vasenta ja oikeaa
seinda. (evs tarkoittaa etdisyytta vasem-
masta seindstd.) Unna tanssii

A. nopeasti vasemmalle, sitten nopeasti
oikealle

B. hitaasti oikealle, sitten nopeasti oi-
kealle

C. nopeasti oikealle, sitten nopeasti
vasemmalle

D. hitaasti vasemmalle, sitten nopeasti

vasemmalle.

aika aika

evs evs

aika aika

Pallo pydrii kiihtyvalla nopeudella makea
alas ja pysahtyy talon seinaan.
Mika kuvaajista 1, 2 vai 3 on oikea?

a) matka/m b) nopeus/(m/s)
3 1 3 1
2 2
2 2
1 3 1 3
1 2 3 4 aika/s 1 2 3 4 aika/s

Kuinka suurella nopeudella pallo osuu
seinaan?

Joustotehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

1. KUVAAJATUTKIMUKSIA

1.Ae—3
Be—1
Ce=2
De—4

2. A2
Be—4
Ce—1
D« -3

nopeus A

aik;

3. A2

B« 4
Ce 1
De-3

4. a) 3

b) 2
c) 3m/s

Opetuskertaan liittyva materiaali
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PYSAHTYMISMATKA

reaktiomatka

jarrutusmatka

—
(]
c
w0
-+
o
-+
m
=2
-+
[«H
s,
Q:

Matka, joka tarvitaan ajoneuvon pysdyttamiseen, koostuu ns. reaktiomatkasta eli matkasta,

jonka ajoneuvo etenee ennen kuin kuljettaja ehtii reagoida ja varsinaisesta jarrutusmatkasta.
Seuraavan yleissaannon avulla voidaan laskea, miten reaktiomatka ja jarrutusmatka riippuvat
ajoneuvon nopeudesta kuivalla ja tasaisella tiella.

Reaktiomatka metreind saadaan, kun nopeus (km/h) kerrotaan luvulla % .

Vastaavasti jarrutusmatkan pituus metreina saadaan siten, etta nopeuden (km/h)
kymmenesosa korotetaan potenssiin 2.

REAKTIOMATKA (m) 2 % -nopeus (km/h)

*OO

Piirra koordinaatistoon kuvaaja, joka
kuvaa reaktiomatkan riippuvuutta
ajoneuvon nopeudesta ja maarita
kuvaajan perusteella taulukon arvot.

Nopeus (km/h) Reaktiomatka (m)
20
40
15
60
20
70
100

JARRUTUSMATKA (m) £

€00

L 201e

nopeus(km / h)\?
10

Piirra koordinaatistoon kuvaaja, joka
esittaa jarrutusmatkan nopeuden
funktiona ja tdydenna taulukko
kuvaajan perusteella.

Nopeus (km/h) Jarrutusmatka (m)
20
40
25
60
50
80
100

Laske, mika on ajoneuvon pysahtymis-
matka, kun nopeus on

a) 40 km/h b) 50 km/h
c) 80 km/h d) 100 km/h.

65
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Joustotehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

1. KUVAAJATUTKIMUKSIA
5. Nopeus (km/h) Reaktiomatka (m)
20 6
40 12
50 15
60 18
67 20
70 21
100 30

6. Nopeus (km/h) Jarrutusmatka (m)
20 4
40 16
50 25
60 36
70 50
80 64
100 100
7.a) 28m
b) 40 m
c) 88m
d) 130m
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a Sillat ja paraabelit m

*OO

66

il ‘“!l

Sillanrakennuksella on kautta aikojen ollut l[dheinen yhteys
matematiikkaan. Esimerkiksi roomalaisten rakentamat kiviset
siltakaaret olivat puoliympyrdn muotoisia. Nykyisten siltojen
tukirakenteissa esiintyy usein paraabeli.

Joustotehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

2. SILLAT JA PARAABELIT

1. a) A(-640, 144) ja B(640, 144)
b) y = 0,00035x°

2. y =0,0036x°

RIIPPUSILTA

paavaijeri

kannatusvaijeri

kannatinpilari

riippuvaijeri

jannevali

Riippusillan paavaijerista muodostuu
paraabeli. Piirretaan kuvaan xy-koordi-
naatisto.

a) Mitka ovat pisteiden A ja B koordi-
naatit?

b) Siltaparaabelin yhtdld on muotoa
y = ax?. Laske vakion a arvo ja ilmoita
paraabelin yhtalo.

//’82
y *
A B,"
/"\ ‘}144 m
1280 m X

2. Karisalmen silta Asikkalassa on terds-
00 betonikantinen riippusilta. Maarita
siltaparaabelin yhtalo.

124 m

178

Opetuskertaan liittyva materiaali
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*OO

| JO1¢/

| JO1¢)

Saaksmaen silta on terdksinen riippu- 5.  Syvingin silta Ruovedelld on teréas-
silta. Kannatinpilarien valissa on tasa- 00 betoninen kaarisilta. Joen leveys
valein 27 kannatinvaijeria. Laske sillan kohdalla on 85 m ja kaaren
vaijerin A pituus. korkeus 14 m.
a) Maarita siltaparaabelin yhtalo.
2m 18m b) Laske tukipilarien A, B ja C pituudet.
A 154m 13m 9m 11m

Rautatiesillan paraabelin yhtdlo on

y = —ix2 . Laske sillan jannevali,
90

kun kaaren korkeus on 69 m. 6

Maarita siltaparaabelin yhtalo, kun silta
00 on 80 m leved ja kaaren korkeus on 12 m.

1 Rialto Bridge, Venetsia 2 Harbour Bridge, Sydney

3 Westminster Bridge, London 4  Golden Gate Bridge, San Francisco
67

—
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Joustotehtavien vastaukset

8. Funktio ja yhtalopari

2. SILLAT JA PARAABELIT
3. 10m 5. a) y =-0,0078x*
4, 158 m b) A:1,3m
B:3,8m
C:85m
6. y =-0,0075%>

y
7. A-2,B-1,C-4,D-3
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Esimerkki 1

Yhtaléryhman
ratkaisu onnistuu
joskus myos
sijoitusmenetel-
malla.

Yhtéloryhman
ratkaisun voi
ilmoittaa samalla
tavalla kuin
yhtéléparin.

68

Yhtaloryhman ratkaiseminen tapahtuu eliminointimenetelmalla.
Valitaan yhtaloista kaksi ja poistetaan yksi tuntemattomista.
Tehddan ndin myos kahdelle muulle yhtaldlle.

3x+2y—-z=15
Ratkaise kolmen yhtalon yhtaléryhma < 4x—-3y+z=4 .
—X+2y+2z=-3

Valitaan yhtalot (1) ja (2) ja eliminoidaan yksi muuttuja pois.
3x+2y-z=15 (1)

3x+2y—-z=15
4x—-3y+z=4 (2) —_—

4x—-3y+z=4
IX—y =19 (4)

—X+2y+2z=-3 (3)

Valitaan yhtalot (2) ja (3) ja eliminoidaan muuttuja z pois.

4x-3y+z=4 | (=2) —8x+6y—2z=-8
e
—X+2y+2z=-3 —X+2y+2z=-3
-9x + 8y =—11 (5)
Saadaan yhtalopari (4) ja (5).
7x—-y=19 |8 56x — 8y =152
e
-9x + 8y =11 -9x + 8y =-11
47x =141 |- 47
x=3
Sijoittamalla x = 3 yhtaloon (4) Yhtalosta (2) saadaan
saadaan
7-3-y=19 4.3-3-24+z=4
21-y=19 12-6+z=4
-y =19-21 z=4-12+6=-2
—y=-2 |:(=))
y=2 Xx=3

Vastaus: {1y =2

z=-2

182

Opetuskertaan liittyva materiaali

« Moniste: Nelidjuurisokkelo

8. Funktio ja yhtalopari
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Ratkaise yhtaloryhma.
x=3

X+y—-2z=1
2x—2y+5z=-4

z=1

X+2y—-z=3

2x—-2y+3z=7

x—y=0
3x—4y—-z=4

-2Xx+3y+z=6

3x+5y—-z=9
-X—=9y-z=-9

2x+2y—-z=3

L 201%

[ JO1¢/

7.
 ZoXo’

Paraabeliy = ax’ + bx + ¢ kulkee
pisteiden (0, 3), (2, 5) ja (3,12) kautta.
Maarita vakiot a, b ja c.

Liina, Siina ja Riina paasivat kesatdihin
kotikaupungin puisto-osastolle.
Yhteensa he saivat palkkaa 3000 €.
Liina ahkerimpana sai kaksi kertaa

niin paljon kuin Siina. Riina sai 150 €
vahemman kuin Liina. Laske, kuinka
paljon kukin tytoista sai. Merkitse tytto-

jen saamia rahamaarid kirjaimilla x, y ja z.

Muodosta kolmen yhtalon yhtdloryhma
ja ratkaise se.
Ratkaise yhtaloryhma.

X+2y+3z=5

3x=2y+z=7

—6x+4y—-2z=-14

—
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c
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-+
o
-+
m
=2
-+
[«H
s,
Q:

8. Funktio ja yhtalopari

Joustotehtavien vastaukset

3. YHTALORYHMA

1. (3,-30,-14)

2. (22,2,1)
3'3

3. eiratkaisua

4, (15,-3,21)

5. a=2,b=-3jac=3
Xx—z=150

6. \X—2y=0
x+y+z=3000

Liina 1260 €, Siina 630 € ja
Riina 1110 €

7. aarettoman monta ratkaisua
xeR

y=Xx+5

ZzZ=3-—X
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n Lisapuuhaa

KETJUONGELMA

Sinun taytyy tehda yhtendinen ketju viidesta
ketjun patkasta mahdollisimman vahin
liitoksin. Kuinka tehtava on suoritettava?

o NN
(- »)

()

RISTIKKO

Funktion f(x) = —21x + 12 kuvaaja.

g(x)=6x+5
h(x)=x*—16
Xx+y=3
2x—y=-2
12x+ 4
y = m)
- o :.'_:-’:
e 2 2@y
: ® - b. 2
e~ e
v *
® ®
70

VAAKATEHTAVIA

1. Padttele massat xjay.

*00 Q)
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kg

N

—

A
?
1kg 4 kg
A
X |y 5kg
9 lyly
XX L 10Ykg
A
y
X |y 7 kg
A
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e o
Tt e
..—:.:— A .. ..
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8. Funktio ja yhtalopari

KETJUONGELMA

Katkaistaan yhdesta ketjusta kaikki
kolme lenkkia. Kaytetaan naita
lenkkeja muiden ketjun patkien
littamiseen.

RISTIKKO
S[U[O[RTA
M{U[U|T|T|U[J]|A]
VIA[K]| 1O
YIH|T|A[L|O|P|A[R]I]
L|A|U|[S|E|K|E
IP|A[R|A[A|B|E|L]I
FIUIN|K]|T]I]O]
KESAKUU

VAAKATEHTAVIA

1. a)x=4kgjay=3kg
b)x=4kgjay=1kg
c)x=3kgjay=2kg
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