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RATKAISUT KIRJAN TEHTAVIIN
Testaa lahtotaitosi

1.

tanazizl
a

Vastaus: 1

14,5°

sin14,5°:£
a
0

asinl4,5° =
10
a=—r——
sin14,5°



Kolmion ala
A= 1ah = S
2 2

1,0

———10~2,0
sinl14,5°

Vastaus: 2,0 cm?

3.
Sivutn -1, njan + 1, joista pisin eli hypotenuusa on n +1

(n-1)% +n? = (n+1)?

n?-2n+1+n®=n+2n+1

n>-4n=0
n(n-4)=0

n=0 tain-4=0
ei kdy,n>0 n=4

Joten lyhinsivuon n-1=4-1=3
Vastaus: 3

4,
alkuperéinen hinta a
keskiméaarainen nousukerroin q

aq® =1,125a
q®=1,125

q=31125
q=1,0400...
104,00...% —100% ~ 4,0%

Vastaus: 4,0 %
5

Hypotenuusa a on pisin sivu, joten
Kolmion ala

Azlah
2
7,5=1~a~3,0
2

15,0=3a
a=5

Vastaus: Hypotenuusan pituus on 5,0 cm.



6.
f(x) =In/x
g(x)=x>+8

h(x) = (f og)(x) =Inyx? +8

. B
2x- = (x> +8) 2

. 2 X X
h'(x) = = =
Jx%+8 2 18Ax2+g x*+8

2 1

h'(2)=———==

@) 22+8 6

Vastaus: E
6

7.

9,61,52,63,94,x,18

Jos jonoa lukee oikealta vasemmalle, saadaan jono

81, x, 49, 36, 25,16,9

jolloin jonossa ovat lukujen 9, 8,7,6,5,4,3 neli6t, joten x on luvun 8 nelit 64 Kirjoitettuna
oikealta vasemmalle eli 46.

Vastaus: 46

Jonon lukujen osoittajat kasvavat kahdella ja nimittdjat kolmella, joten x = 8.
Vastaus: 8
9.
11
11 kuukauden korko on o koko vuoden korosta.

r :E-O,OG~1800€ =99¢€
12

Vastaus: 99 €

10.
sina =0,1736
a=9,997...° tai « =180°-9,997...° =170,00...°
ei kay, 90°<a <180°
Kulman « vieruskulma 180° -« =180°-170,00...° ~10°

Vastaus: 10°



1. Suunnattu kulma

1. a) Kuljettaessa itddn kompassisuunta on 90°.
b) Kuljettaessa luoteeseen kompassisuunta on 270° + 45° = 315°

c)

150 m

330 m

Etéisyys suorakulmaisesta kolmiosta Pythagoraan lauseella
x* = 1507 + 330°
x2 = 131 400 N x>0
X ~ 362
Kulma «
330
tanag =—
150
o ~ 65,6°
Suora kulkusuunta 180° + 65,6° = 245,6°




Kulma «B =115°
Kosinilauseella kolmiosta ABC

x? = 240% + 2507 — 2-240- 250¢0s115°
x* =120100-120000cos115° ‘I, x>0

X = \/120100—120 000cos115°
X = 413
Sinilauseella kolmiosta ABC
240  413,29...
sina  sin115°
. 240sin115°
sing=———
413,29...
a =~ 32°
Suora kulkusuunta 200° — 32° = 168°

Vastaus: a) 90° b) 315° c) Jani on 362 metrin etdisyydell& l&htdpisteestd. Suora
kulkusuunta olisi ollut 245,6°.  d) Jani on 413 metrin etéisyydelld l&htdpisteestd. Suora
kulkusuunta olisi ollut 168°.

2.
300 m
500 m
L
X
Etaisyys lahtopisteesta
x* = 3007 + 500°
x? = 340 000 I\ x>0
X~ 583
Kulma a
500
tanag =——
300
a ~59°

Suora kulkusuunta 360° — 45° — 59° = 256°

Vastaus: Matti on 583 metrin etdisyydella l&ht6pisteestd. Suora kulkusuunta olisi ollut
256°.

3. a) Suoran kulmakerroin k = 1
Suoran ja x-akselin leikkauskulma on suuntakulman itseisarvo
tana=klk=1
tana =1
a =45°



b) Suoran kulmakerroin k = 3
Suoran ja x-akselin leikkauskulma on suuntakulman itseisarvo
tana =kl k=3
tana =3
a~71,6°

¢) Suoran kulmakerroink =5
Suoran ja x-akselin leikkauskulma on suuntakulman itseisarvo
tana =kl k=5
tana =5
a=78,7°

Vastaus: Suoran ja x-akselin leikkauskulma on a) 45° b) 71,6° c) 78,7°.

1
4. Suoran kulmakerroin on a) E b) —4 c¢). Maéritd suoran suuntakulma?

a) Suoran kulmakerroin k = %

Suoran suuntakulma

tana=k|k= L
2
tan a = l
2
a~26,6°

b) Suoran kulmakerroin k = -4
Suoran suuntakulma

tana=k|k=-4
tan o =-4
o ~-76,0°

¢) Suoran kulmakerroin k = —%

Suoran suuntakulma

tana =kl k= _3
4
tan a = —E
4
a~-36,9°

Vastaus: Suoran suuntakulma on a) 26,6° b)-76,0° c) —-36,9°.

5. Kulma on yksikkdympyréassa.

a) Kulma 180°

Loppukylki kiertad puoli kierrosta vastapdivéan, joten loppukylki sijaitsee negatiivisella x-
akselilla.

b) Kulma 360°



Loppukylki kiertadd yhden kierroksen vastapaivaan, joten loppukylki sijaitsee positiivisella
x-akselilla.

¢) Kulma 540° = 1-360° + 180°

Loppukylki kiertda puolitoista kierrosta vastapéivaan, joten loppukylki sijaitsee
negatiivisella x-akselilla.

d) Kulma 630° = 1.360° + 270°

Loppukylki kiertdd yhden ja kolme neljannes kierrosta vastapdivaan, joten loppukylKki
sijaitsee negatiivisella y-akselilla.

Vastaus: Loppukylki sijaitsee a) negatiivisella x-akselilla b) positiivisella x-akselilla c)
negatiivisella x-akselilla d) negatiivisella y-akselilla.

6. Kulma on yksikkdéympyrassa.

a) Kulma -90°

Loppukylki kiertdé neljanneskierroksen myétapaivaan, joten loppukylki sijaitsee
negatiivisella y-akselilla.

b) Kulma -270°

Loppukylki kiertdd kolme neljannes kierrosta myotapéivéaén, joten loppukylki sijaitsee
positiivisella y-akselilla.

¢) Kulma -540° = -1-360° — 180°

Loppukylki kiertdd puolitoista kierrosta my6tapaivaan, joten loppukylki sijaitsee
negatiivisella x-akselilla.

d) Kulma —-630° = -1.360° — 270°

Loppukylki kiertad yhden ja kolme neljénnes kierrosta my6tapaivaan, joten loppukylki
sijaitsee positiivisella y-akselilla.

Vastaus: Loppukylki sijaitsee a) negatiivisella y-akselilla b) positiivisella y-akselilla c)
negatiivisella x-akselilla  d) positiivisella y-akselilla.

7. Muutetaan kulman yksikko asteista radiaaneiksi.

a) nrad =180° |:18
10°0= =
18

b) nrad =180° |6

300= %
6
C) nrad =180° |:180
1°= 2 |70
180
70° = 7_”
18
d) nmrad =180° |:180
o= 2 1450
180



Y4

450° = —
2
e) nrad = 180° |:180
°= 7 1456
180
1 456° = 3647
. . Vs V4 r 5
Vastaus: Kulma radiaaneinaona) — b) — ¢) — d) —
18 6 18 2

8.Muutetaan kulman yksikkd asteista radiaaneiksi.

a) nrad =180° [:(-9)
—20°= -2
9
b) nmrad =180° |:180
T
°= — |(-40
180 |-(-40)
_4 o = _2_7[
c) nrad =180° |:180
T
°= — |(-135
180 |-(-135)
-135° = 3
d) nrad =180° |(-2)
-360° =-2n
)] nrad =180° |(-4)
720° = —4n

27 3

3647
e) .
45

Vastaus: Kulma radiaaneina on a) —% b) Yy c) 0 d) -2n e) —4n.

9. Muutetaan kulman yksikkd radiaaneista asteiksi.

a) 7 rad = 180°
2n =360°
b) n rad = 180°
3n =540°
c) nrad = 180°
4n =720°
d) n rad = 180°
5t =900°

Vastaus: Kulma asteina on a) 360° b) 540° c¢) 720° d) 900°.

|-2

10



10. Muutetaan kulman yksikkd radiaaneista asteiksi.
a) nrad =180° |:2

T —ge
2

b) nrad =180° |:3
Z =60°
3

c) nrad =180° |6
T — 300
6

d) nrad =180° |15
£ =12°
15

Vastaus: Kulma asteina on a) 90° b) 60° c) 30° d) 12°.

11.Muutetaan kulman yksikko radiaaneista asteiksi.

a) nrad =180° | (—gj

3 -270°
2
3
b) nrad =180° | (——j
4
3 -135°
4

c) nrad =180° | (—Ej
2
57 —-450°
2

d) nrad =180° | (—Zj
3
_Iz —-420°
3

Vastaus: Kulma asteina on a) —270° b) -135° c¢) —450° d) —-420°.

11



12. Muutetaan kulman yksikkd radiaaneista asteiksi.
a) nrad =180° |z
1o 180 |.3
T
_ 540°
T
3~172°
b) nrad =180° |«
180 | 12
T
_2160°
T
3~688°
C) nrad =180° |«

180°
1= [(-4)

3

1:

12

720°
z
3~ -229°
d) nrad =180° =

180° (139

4=_

1:

24300°

Vs
-135~ -7735°

Vastaus: Kulma asteina on a) 172° b) 688° c¢)-229° d) -7 735°.

~135=—

13. Kulman Karki sijaitsee origossa ja alkukylki positiivisella x-akselilla.
a) Loppukylki positiivisella y-akselilla, joten yksi kulma on 90° = % . Taman jalkeen

kulmat toistuvat 360° = 2z:n valein
Kaikki kulmat asteina 90° + n-360°, neZ

Radiaaneina % +n2mx, neZ
b) Loppukylki positiivisella x-akselilla, joten yksi kulma on 0° = 0. Tdmén jélkeen kulmat
toistuvat 360° = 2z:n vélein

Kaikki kulmat asteina 0° +n-360° =n-360°, neZ
Radiaaneina0+ n-2r=n2n, neZ

Vastaus: Kaikki kulmat saadaan a) asteina 90° + n-360°, ne<Z jaradiaaneina %+ n-2m,

neZ b)asteina n-360°, neZ jaradiaaneina n-2x, neZ

12



14. a) Pydrimisnopeus 8 000 rpm

Pyorimiskulma 15 sekunnissa %-15-360" =720000°

b) Pydrimisnopeus 8 000 rpm :%- 2r:ls= @ﬂ ~ 838@
s s

Vastaus: a) Kulma on 720 000°. b) Pydrimisnopeus on 838 rad/s.

15. a) Pydrimisnopeus 7 200 rpm

Pydrimiskulma 6 sekunnissa % 6-360° = 259200°

b) Pydrimisnopeus 7 200 rpm :%~ 2r:1ls= 2407z@ ~ 754@
s s

Vastaus: a) Kulma on 259 200°. b) Py&rimisnopeus on 754 rad/s.

16. Pydrimisnopeus 15 000 rpm = % 2r:1ls= 5007[@ ~ 1571@
s s

Vastaus: Pydrimisnopeus on 1 571 rad/s.

17. Polkupydran nopeus 42 km/h
Kuljettu matka minuutissa 42kTm-6—th =0,7km=700m

Renkaan kehd p = nd = 7:28" = :28:0,0254 m = 0,7112x m
Kierroksia minuutissa ﬂ ~ 313
0,7112~

700 160 = 700 ‘i_ 70
0,71127 0,71127 60 4,2672r

Renkaan pydrimisnopeus _n 2r:ls= _70 rd ~ 33@
4,26727 2,1336 s s

Kierroksia sekunnissa

Vastaus: Rengas pyorii 313 kierrosta minuutissa. Renkaan py6rimisnopeus on 33 rad/s.

18. Auton nopeus 100 km/h
Kuljettu matka sekunnissa 100k—m-L h= 1 km = 250
h 3600 36 9

Renkaan kehd p = nd = 7:13" = :13:0,0254 m = 0,3302z m

13



250
9 250

Kierroksia sekunnissa =
0,33027 2,9718x

_ 20 prigs= 20 1 ggrad
2,97187 2,97185 s

Renkaan pydrimisnopeus

Vastaus: Renkaan pydrimisnopeus on 168 rad/s.

19. Kulma on yksikkdympyréssé.
a) Kulma 57” =225°

Loppukylki kiertaa vastapdivaan 225°, joten loppukylKki sijaitsee pisteessa [—%_%j
b) Kulma —%:-45°
o . . o . 1 1
Loppukylki kiertad myé6tapaivaan 45°, joten loppukylki sijaitsee pisteessa | —,——— |.
ppuky yotap J Ppuky ] p [ N \/5]

a) Kulma 5577[ =2475° = 6-360° + 315°

Loppukylki kiertdd vastapdivaan, joten loppukylki sijaitsee pisteessa (i —ij
1 ‘\/E 1 ‘\/E .

Vastaus: Loppukylki sijaitsee pisteessa a) (—i —ij b) (i —ij C)

7' V2 2 J2' 2

(L _Lj

V2' \2)
20. Suoran yht&l6 on 2x + 3y = 5. Mik& on suoran suuntakulma.
Suora 2x+3y=5

y=-2x+5 |:3
o 2,,5
3 3

Suoran kulmakerroin k = —%

Suoran suuntakulma

tana=k|k= 2
3
tan o = —E
3
a~-33,7°

Vastaus: Suoran suuntakulma on —33,7°.

14



21.Suoral: y=x+1
Suoran kulmakerroin k =1
Suoran suuntakulma
tana=klk=1
tana=1
oy = 45°
Suora2: y=3x-4
Suoran kulmakerroin k =3
Suoran suuntakulma
tana=k| k=3
tana =3
o, =71,6°
Leikkauskulma a = ay — oy = 71,6° — 45° = 26,6°
Vastaus: Suorat leikkaavat toisensa 26,6 asteen kulmassa.

22. Takapydran halkaisija x (cm)
Etupyorén halkaisija y (cm)
Halkaisijoiden erotus x —y = 18
Kuljettu matka sama 8:nx = 11my
Saadaan yhtalopari
Xx—y=18
8zx=11ry
Ratkaistaan ylemmast4 yht&lostd x = 18 + y ja sijoitetaan se alempaan yhtaloon.
8n (18+y)=1lny |=m
y=144 |3
y =48
Muuttujax =18 +y =18 + 48 = 66
Vastaus: Takapyoran halkaisija on 66 cm ja etupyéran halkaisija 48 cm.

23. Etupydrén ymparys on 2% m ja se pyoréhtadd matkalla x kertaa.

Takapydran ymparys on 3% m ja se pyoréhtaa matkalla y kertaa.

Lyhin matka, jolla kumpikin pyora pyorahtaéd kokonaisen luvun Kierroksia

3 5
2—X=3—
4 6y
11 23 4
— X =— ——
4 6 11
x—4—6y
33

Jotta x olisi kokonaisluku y:n pité4 olla 33, jolloin x = 46.
Kuljettu matka 46- 2% m=126,5m
Vastaus: Lyhin matkaon 126,5 m, ja etupyoré pyorahtaa 46 ja takapyora 33 kertaa.

15



24. Taulukoidaan tiedot.

Halkaisija (cm)

Kierrosnopeus (rpm)

56

75

X

140

Vauhtipyoran halkaisija ja kierrosnopeus ovat kaantaen verrannolliset.

56 _140

X 75
56-75

X——

140
x =30

Vastaus: Toisen pydran halkaisija on 30 cm.

25. Pyodrien halkaisija on 57 cm
Kuljettu matka yhdella kierroksella nd = 572 cm = 0,572 m

Auton nopeus 1OOkTm _100.1000m _ 5000 m

60 min 3 min
5000 m
Py6rimisnopeus minuutissa —s—Min_ _ 5000 rpm ~ 931 rpm

057zm 171z
Vastaus: Pyorat pydriva 931 kierrosta minuutissa.

26. 60 km:n matkalla auton rengas pyo6rahtaa 60000 Kierrosta.

A3

Manté kulkee 4000

-0,14 m, kun rengas pyorahtaa kerran.

00000 4000 0,14 m~18783m.
0,737 780

Mannén kulkema matka on

Vastaus: 18,8 km

27. Muutetaan kulman yksikko asteista radiaaneiksi.

a) nrad = 180° |:180
°= . |105
180
105° = 7—”
12
b) nrad=180° [:180
10= 2 1315
180
315° = iz

16



c) nrad =180° |:180
T

10= 2 (~420
180 |-(-420)
_a20°= 17
3

Vastaus: Kulma radiaaneina on a) Z—Z b) 77”

2. Trigonometriset funktiot

28. a)
Y x=1
2
(1,y)
y
45°
1 2 x

Suorakulmaisesta kolmiosta
tan 45° = Yy
1

y=1
Leikkauspiste on (1,1)

17



b)

:

60° L 2

(1,-y)
i) \

Suorakulmaisesta kolmiosta

tan 60° = Yy
1

y=+3
Leikkauspiste on (1,-+/3)
Vastaus: Leikkauspiste on a) (1,1) b) (1,—«/§ ).

29. Sinin ja kosinin valinen yhteys

sinfa+cos?a=1 |cos:x:§
2
sin2a+[§J =1
5
sin? g = 28 ‘\/_
25
. 4
sma:irg |0 < o <90°
. 4
sina =—
5

Muut kysytyt arvot

SN

tang < SN% _5
cosa 3
5

4.
:

aglw
(SR
w| o
w| s

18




COtazizizl:izl.g E
tana 4 3 4 4
3
Vastaus: sin a = f, tan o = 4 jacota= 3
5 3 4
30. Sinin ja kosinin valinen yhteys
sin® o+ cos® o = 1 |sina=—1
2
(—ij +cos’ a =1
5
cos? o = 22 ‘\/_
25
cosa :ig |270° < a < 360°
COSa=&
Muut kysytyt arvot
1
sine 5 126 1 5 5 1
tana: = = ——. = ——- = — = —
cosa 246 5 5 5 26 2.6
5
J6)
cota:i_iz—l:ﬁz_ Ez_z\/g
tana /6 12 J6
12

Vastaus: cos o = & tan a = —% jacota= -2./6

3l.tana = i
12

12
Sivu x
X2 =12% + 52
x=13

19

V6

12




Té&lloin

sing = 12 ja cosa = % koska kulman o loppukylki kuuluu ensimmaiseen neljannekseen.

Kysytyt arvot
sinZa:ZSinaCOSa:zi.E:@
13 13 169
. (12 2 ( 5\ 144 25 119
cos2a=cos“a-sin“a=|—| -| —| =———="+
13 13 169 169 169

5
_2tna _ “p 5119 5144 120

tan 2a = = = = =
1-tan“ « 1 ( 5) 6 144 6 119 119
12
Vastaus: sin 2o = & oS 20, = 119 jatan 2a = 120
169 169 119
32.tan o = -2
X
2
o
1
Sivu x
x=2"+1°
x=/5
Talloin
. 2 . 1
sinag =——= ja cosa =—=, koska kulma 270° < a < 360°.
5 NE
Kysytyt arvot
Sin2a = 2sina cosa = 2~(—ij~i = _4
V5) 5 5

2
c0s2a = cos? o —sin®a = (ij -
J5

_2Y) 1.4 3
J5) 55 5

20



2tana 2:(-2) -4 4
tan 2o = — = s =— ==
l1-tan“a 1-(-2)° -3 3

Vastaus: sin 2a = —%, oS 20, = —g jatan 2a =

w| s

33. Sijoitetaan suorakulmaiseen kolmioon kulman « vastaisen kateetin pituudeksi sin o ja
hypotenuusan pituudeksi 1.

sino

.

Sivu X
X2+ sin? g = 12
x*=1-sin’a
Xx=+/1-sin®«, koska kulma a on terava.

— 1 2
a) cos a = —‘ls'lm(l:\/l—sin2 a

2
b) cosZa=cosza—sin2a:(\/1—sin2a) —sina =1-sina—sin*a =1-2sin*a
sina sina

c)tana = =
cosa  1-sin’a

sing

22— =
D) : ., P2
d) tan 2¢ 2tana Vl-sinfa _ 2sina ‘(“m my__SIN"a )

1-tan’« _1 sing ) Al-sinfa 1-sin’«a
_[\ll—sinzaj

2sina _[1—sin2a_ sin’ o j_ 2sing 1-sin‘a
1-sina 1-sina ) \1—sin?¢ 1-2sina

- Vi-sinfa
_2sin avl-sin’«a

1-2sin’ «
Vastaus: a) cos a =v1—-sina b) cos 2a = 1-2sina ¢)tana =

2sinav1-sin’«

1-2sin’

sing
Vl-sin®«

d) tan 2a =

21



34, Sijoitetaan suorakulmaiseen kolmioon kulman « viereisen kateetin pituudeksi cos « ja
hypotenuusan pituudeksi 1.

CoS o

Sivu X
X2 + cos? o = 12
x2=1-cos? a

x=+/1-cos?« , koska kulma o on terava.

. V1-cos’ a
a)sina = — - V1-cos® a
sin?a=1-cos’ a
b) sin 2a = 2sin a cos o = 2+/1—c0s® & cosa = 2¢0s av/1—cos® o

¢) sin 3a = sin « (4cos? a — 1) = V1-cos’ & (4cos® a — 1) = (4cos® a — 1) v1—cos® &
sinag v1-cos’ a

d) tan o =
cosa cosa
V1-cos® a
2tan
tan 2o = 2 - e —
1-tan“« 1_[ N —cos? aj
cosa

2 1-cos’ a c(,Szm)l_l—coszoz
cosa cos’ o

_ 2J1-cos’a _[cosza—1+cos2 aJ

cosa cos’ a
_2J1-cos’a  cos’a  2cosavl—cos’
cosa 2cos? a1 2cos? a -1
1 1 2cos’ o -1
cot 2a = = =
tan2a  2cosavl-cos’a  2cosa1-cos? o
2cos’ -1
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Vastaus: a) Sin2 a=1- C052 a b) sin 2a = 2cosa ll—COSZ a
2 —
) sin 30 = (4cos? a— 1) Vi-cos’a d)cot2a= — o0 @1

2cos av1-cos? a

35.a) 1-sinfa—-cos’a=1-(sina+cos’a)=1-1=0

b) sin? & — cos? a = —(cos? o — sin &) = —€0S 2 «

¢) (sin a + cos «)® = sin? & — 2sin & cos a + cos® a = 1 -2 sin 2a
Vastaus: a) 0 b) —cos2 a ¢) 1-2sin 2«

36. Osoitetaan, ettd sin®  — cos* a = —0s 2a.

sin® a — cos* & = (sin? & + cos? a)( sin? a — cos® &) | sin® & + cos® o = 1
= sin? a — cos® & = — (cos’ a — sin’ «)
= —C0S 2a ]:I

37. Osoitetaan, ettd cos* 2a — sin® 20 = 1 - 2sin® 2 a..
cos* 2a — sin® 2a = (cos? 2a + sin? 2a)( cos? 2a — sin* 2a) | sin? 2a + cos? 2a =1

= cos? 2a - sin® 2a |sin? a + cos? o = 1
=1 -sin’ 20— sin® 2a
=1-2sin2a ||
38. Sievennetéan lauseketta.
sin® a + cos® a = sin* a sin? a + cos” & cos’ a |sin? o + cos® o = 1
=sin* a(1 - cos? a) + cos* a(1 - sin® &)

=sin* a — sin* o cos? o + cos” & — cos”* & sin? a

=sin* a + cos* o —sin* a cos® a — cos* a sin® «
=sin® a sin® a + cos? & €os? o — sin’ & €os? o (Sin® « + oS @)
=sin? a(1 - cos? a) + cos® « (1 — sin® a) — sin? & cOS* a
= sin® a — cos® a sin’ a + cos” o — cos? a sin? a — sin® « €os’ «
=1-3cos? asin® a | sin 2a = 2 sin acos a
cos2a =1-2sin*a
3,
=1-—sin"2a | . 1 1
4 sinag = =-=c0s2a
2 2

=1—§+§cos4a
8 8
:§+§cos4a
8 8

Vastaus: Vakiot ovat A = g jaB=

oo | w
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39. a) Kulma 300°

300° — (1)
\
—2 — K 600 1 2 X
@ ~{/3)

Kolmion sivujen suhteet saadaan muistikolmiosta ja merkit merkkikaavioista.

sin 300° < 0 ja cos 300° > 0
Trigonometristen funktioiden arvot

sin 300° = —ﬁ
2
cos 300° = 1
2
V3
sin300° o
tan 300° = =—==—3
cos300° 1 V3
2
cot 300° = t 1.1
tan300° -3 3

b) Kulma « = —57”
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Kolmion sivujen suhteet saadaan muistikolmiosta ja merkit merkkikaavioista.

sin (—5—”j >0 ja cos(—5—ﬂj <0
4 4

Trigonometristen funktioiden arvot

Vastaus: Katso tehtava.
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40. Sinin ja kosinin valinen yhteys

sina+cos’a=1 |sina:§
2
(Ej +cos’a =1
5
Y
16
cosfa==— |\
25 ‘
COSa:i% |90° < x < 360° @ | +
cosar = -2 - +
5

2 2
a) cosZa=cosza—sin2a:(—iJ —[Ej _B_ 9 7
5 5 25 25 25

24
25

b) sin 2a = 2sin a cos a = Z-E-(—ijz—
505

Vastaus: a) cos 2 =L b) sin 20 = _A
25 25

41. a) Taulukkokirjasta sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y
sin(a + 60°) = sin « cos 60° + cos « sin 60°

NCE NG

. 1 .
=sina -= +cosa -— = =Sina+ —COS a
2 2 2 2

b) Taulukkokirjasta cos(x —y) = cos X cos y + sin x sin 'y
cos(a — 60°) = cos a cos 60° + sin a sin 60°

V3 _ 3

=CoS a -l +sing -— = —sina + lcos<>z
2 2 2 2

V3

Vastaus: a) sin(a + 60°) = %sin o+ %cos a b) cos(a—60°) = 7sin o+ %cos a

42. Taulukkokirjasta sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y
sin 75° = sin(30° + 45°) = sin 30° cos 45° + cos 30° sin 45°
V2
J11 .81 13 Vo2
22 2 2 22 4

Taulukkokirjasta cos(x +y) = cos X cos y — sin x sin 'y
€os 75° = c0s(30° + 45°) = cos 30° cos 45° — sin 30° sin 45°

3111 P B2

2 2 22 22 4
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Vastaus: sin 75° = \/EZ‘/E , COS 75° :@

43. Sinin ja kosinin valinen yhteys

. . 12
sinx +cos’x = 1| sinx = —=

2
[Ej +cos’x=1
13

5
COSX =——
13

Vastaus: cos X = —i
13

44, Sinin ja kosinin valinen yhteys

sin?x+cos’x=1 |sinx:—%
2
(—lj +cos’ x=1
5
24
cos’x="—= |\
25 ‘
cosx=iﬁ |;z<x<3—”
5 2
cosx=—ﬁ
cos x =~ -0,980
Vastaus: cos x = —@ ~-0,980
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45, Sinin ja kosinin valinen yhteys

sin?x +cos’x =1 |cosx:i
13
2

sin2x+(£j =1

13

L 144 +

sin? x="—

169 ‘\/7

sinx:iE |§7r<x<27r
13 2

. 12
sinx=-—
13
i : 12\ 5 120
Kysytty arvo sin 2x = 2sin xcos x = 2| - — | — = —-—
i ( 13) 13 169
Vastaus: sin 2x = —&
169

46. Sinin ja kosinin valinen yhteys

. . 7
sinx+cos’x=1  |sinx=—
25

2
(lj +cos?x=1
25

cos? x:@ ‘\/_

625

24 V4
COSX=+— | =—<x<7x

25 2

24
COSX =——

25

7

Kysytty arvo tan x = X _ 25 _ 7

cosx 24 24
25

Vastaus: tan x = —l
24

47. Kolmion kulmat x, 2x ja 3x
Kolmion kulmien summa on 180°.
X+ 2Xx + 3x = 180°
6x = 180° |:6
X =30°

Kolmion kulmat
X =30°
2x = 2:30° = 60°
3x=3.30°=90°
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Lausekkeen arvo

2
(sin x +sin 2x +sin 3x)® = (sin 30° +sin 60° + sin 90°)* = [%+§+1}

_(3+\/§j2 946343 12463 6+3/3

2 4 4 2
Vastaus: Lausekkeen arvo on 6+§\/§ .
48. Sinin ja kosinin valinen yhteys
sinx +cos’x = 1 |sin x=—2
17
2
(—ij +cos’x=1
17
) 225
COS“ X = —— ‘
289
cosx=iE |7 <x<—
17
15
COSX =——
17
. . 8 15 240
Kysytty arvo sin 2x =2sinxcos X = 2+| — || -—— |=——
ysyty ( 17} [ 17] 289
Vastaus: sin 2x = @
289
49.tana =15
X 1,5
o
1
Sivu x
x*=15%+1?
_ V13
X = —
2
Talldin
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3
Slna——l——i ja cosa———l =
NERENE e
2 2
180° < a < 270°.
Kysytyt arvot
. . 3 2 12
sin2a =2sihacosa =2+ —— || —— | =—
&)
co0s2a = cos? o —sin‘a = 2 2— __3 2— 4 9_5
J13 J13) 13 13 13

Vastaus: sin 2a =E ja cos2a = _>
13 13

3. Trigonometristen funktioiden kuvaajat

50. Funktion f(x) = sin 4x kuvaaja, kun 0° < x < 360°

y = sin(4x)

CNAAND
AVATAVAVE

30
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51. Funktioiden f(x) = 3sin x ja g(x) = sin 3x kuvaajat

y

y =3sinx

~<
Il
2]

in(3x)

\
_, A

450\ -3p0 270/ -180 [-90 90 1w 270\ 3p0
- 1 . 1 .
52. Funktioiden f(x) = Ecos X jag(x) = cos Ex kuvaajat.
VA
y =cos(0,5x)
— y=0,5cosx
-2 - T 2r
0 360 27 80 % 90 18 0 360
53. Funktioiden f(x) = 2tan x ja g(x) = tan 2x kuvaajat.
y =tan(2x) y =2tanx
L]
2 - 2
—450 360 20 180 - 0 70 0 0 x
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54, a) Funktio f(x) = sin 5x
Funktion amplitudi |A| =1
Perusjakso 5x=n2n |5

2
X=n-—
5

Perusjakso on 2?7[ .

b) Funktio g(x) = 5cos g
Funktion amplitudi |A| =5

Perusjakso =n2x |3

w | x

X =n-6m
Perusjakso on 6.

c) Funktio h(x) = 3tan (l+£)
12 2

Perusjakso X - nm |12
12

X=n12n
Perusjakso on 12x.

Ei amplitudia, koska kyseessé on tangentti.
Vastaus: a) Amplitudi on |A| = 1ja perusjakso 2?” . b) Amplitudi on |A| = 5ja perusjakso 6.

¢) Ei amplitudia ja perusjakso on 12x.

55. a) Funktio f(x) = 25sin(12x +1)
Funktion amplitudi |A| = 25
Perusjakso 12x=n-2n [:12

T
X=n-=
6

Perusjakso on% :

b) Funktio g(x) = —cos(—x)
Funktion amplitudi |A] =1
Perusjakso on 2.

¢) Funktio h(x) = 3tan (7x - 5)

Ei amplitudia
Perusjakso x=nm |7

T
X=n-—
7

Perusjakso on % .
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Vastaus: a) Amplitudi on |A| = 25 ja perusjakso % . b) Amplitudi on |A| = 1 ja perusjakso

2x. ¢) Ei amplitudia ja perusjakso %

56. a) Funktio f(x) = cos 2x
-1<cos2x<1
Funktion arvojoukko on -1 <y <1,

b) Funktio g(x) = 4cos 2x - 3
-1<cos2x<1l |4
-4 <4cos2x<4 |-3
—7<4cos2x-3<1
Funktion arvojoukko on -7 <y < 1.

¢) Funktio h(x) = 3cos® x — 1
0<cos’x<1 |3
0<3cos’x<3 |-1
-1<3cos’x-1<2
Funktion arvojoukko on -1 <y <2,
Vastaus: Funktion arvojoukkoona)-1<y<1 b)-7<y<1 ¢)-1<y<2.

57. a) Funktio f(x) = —sin 3x — 3
-1<sin3x<1  |(-1)
-1<-sin3x<1 |-3
-4 <-sin3x-3<-2

Funktion arvojoukko on -4 <y <-2.

b) Funktio g(x) = ———
) 909 2sinx+5
-1<sinx<1l |2
—2<2sinx<2  |+5
3<2sin3x+5<7
1 1 1
< - <z
7 2sinx+5 3

Funktion arvojoukko on %s y <

Wk

¢) Funktio h(x) = ——
) ) 2cos® x+1

0<cos’x<1 |2
0<2cos’x<2 [+1
1<2cos’x+1<3
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11 s
3 2cos’x+1

ZSLSG
2cos? x+1

Funktion arvojoukko on 2 <y < 6.
1

Vastaus: Funktion arvojoukko ona) -4 <y <-2 h) % <y< 3 €)2<y<6.

58.a) Funktio f(x) = sin? x — 3c0s 2x + €0s? X — 2 = sin? X + cos® X — 3¢0s 2X — 2
=1-3cos 2x -2 =-1 - 3c0s 2x
-1<cos2x<1 |(-3)
-3<-3cos2x<3 |-1
—-4<-3cos2x-1<2
Funktion arvojoukko on -4 <y < 2.

b) Funktio g(x) = 4sin xcos X — 5 = 2:2sin Xxcos X — 5 = 2sin 2x -5
-1<sin2x<1l |2
—2<2sin2x<2 |-5
—7<2sin2x-5<-3
Funktion arvojoukko on -7 <y <-3.
12
4sin® x+2
0<sin®x<1 |4
0<4sin’x<4 |+2
2<4sin®x+2<6
1 1
i
6 4sin®x+2
1
S—
4sin® x+2
Funktion arvojoukko on 2 <y <6.
Vastaus: Funktion arvojoukkoona) 4<y<2 b)-7<y<-3 ¢)2<y<6.

¢) Funktio h(x) =

IA

1 12
2
6

IA

59. Oskarin jalkojen ympyraliiketta kuvaavat koordinaatit
x =20c0s(3,57t) ja y=20sin(3,5xt) .

Juuditin jalkojen ympyraliikettd kuvaavat koordinaatit

x =20cos(4rt) ja y =20sin(4rt),

missd t on aika sekunteina
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y =20sin(4rr) y =20sin(3,5x1)
YA

S ﬁ

10

-10

u

Kummankin ympyréliikkeen x- ja y-koordinaatin pienin arvo on -20 ja suurin arvo on 20,
joten ympyraliikkeen sdde on 20 cm ja tdma on pedaalin pituus.

Koska Juuditin jalkojen liikefunktiossa muuttujan kerroin on suurempi (47 > 3,57 ), on
funktion perusjakson pituus lyhyempi ja siten Juudit polkee tiuhempaan tahtiin.

Vastaus: Pedaalin varsi on 20 cm pitka. Juudit polkee tiuhempaan tahtiin.

60. Vuoroveden korkeutta kuvaava funktio f(x) = 5,5sin (% xj + 7, missd x on aika

tunteina ja funktion arvo veden korkeus.
a) Veden korkeuden suurin vaihtelu 2|A|=255m=11m
b) Jakson pituus

V4 12
—X=n-2z |—
12 V4

X=n-24
Jakson pituus on 24 tuntia.
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c) Piirretdan funktion kuvaaja.

y(m)
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[
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) Veden korkeuden suurin vaihtelu on 11 m. b) Jakson pituus on 24 tuntia.

VoV

[
[

K/ RTE VR RVEVE VRV

JU
Q0
ovU

P A(mmHg)

0O
U
O

V

\

Vastaus: a

61.



Alpon syddmen yhden lydnnin jakson aika on
8z

—t=2z |-3
3
8rt =67 |: (87)
(=3
4

Lyontitiheys minuutissa 6—; = 60-% =80

4
Vastaus: Lyontitiheys minuutissa on 80.
62.
y(°C)

20

10

2 4 6 8 10 12 | t(kk)
-10

a) Korkein I[ampétila on 16,5°C heindkuun puolivélissa ja matalin —7,5°C helmikuun
puolivélissa.

b) Vuoden péivékohtaisten keskilampdtilojen vaihtelu on siniaallon muotoista, joten
funktio on muotoa f(x) = Asin (bx + ¢) + D

16,5°C - (~7,5°C)
2

Amplitudi |A| = =12°C

Kuvaaja kulkee pisteen (7,5; 16,5) kautta, joten f(7,5) = 16,5.
Asin (bx +c)+D =165 |[A=12,sin(bx+c)=1
12.1+D=16,5
D=45
Katsottaessa korkeudelta y = 4,5°C, huomataan ,etté sinifunktio on siirtynyt oikealle 4,5
kuukauden verran, joten ¢ = —4,5.
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Jakso
bx = 2x|x = 12
12b = 2n|:5

b=2
6

Paivalampotiloja kuvaava funktio f(x) =12 sin[% (x—4,5)]+4,5
Vastaus: a) Korkein lampétila on 16,5°C heindkuun puolivalissa ja matalin —7,5°C

helmikuun puolivalissé. b) Funktion lauseke on f (X) =12$in[%(x—4,5)]+4,5 .

135 m

63. Maailmanpydran séde on =67,5m.

y
70

60

50

40

30

20

10

=70 —60 | =50 | -40 30 -20 -10 10 1 20 1 30 1 40 | 50 | 60 |]70 «x




Yksikkdympyran kehapisteen y-koordinaatti on keskuskulman x sini eli y = sin x.
Maailmanpyoréan séde on 67,5, joten maailmanpydran kehépisteen y-koordinaatti on y =
67,5sin X.

Asetetaan pydran keskipiste origoon ja lahtopiste pisteeseen (67,5;0) sekd pydrimissuunta
vastapdivadn kuten yksikkdympyrassa.

o

Maailmanpyoré kaéntyy yhdessé minuutissa % =12°.

Yhden minuutin kuluttua y = 67,5sin 12° = 27
Kahden minuutin kuluttua y = 67,5sin(2:12°) = 50

t minuutin kuluttua y = 67,5sin(t-12°)

Korkeimmillaan matkustaja on, kun py6ra on py6rahtanyt % kierrosta eli 37? =7,5
minuutin kuluttua. Korkeimman kohdan y-koordinaatti on y = 67,5.

Matalimmillaan matkustaja on 1 kierroksen kuluttua, jolloin aikaa on kulunut

%30 min = 22,5 min . Matalimman kohdan y-koordinaatti on y = —67,5.

Taulukoidaan matkustajan paikka 2 minuutin valein ja piirretddn kuvaaja.

Aikat(min) y=67,5sin(t-12°)

2 67,5sin(2:12°)=27
4 50
6 64
75 67,5
8 67
10 58
12 40
14 14
16 -14
18 -40
20 -58
22 67
24 64
26 -50
28 -27
30 0
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Piirretdan kuvaaja

y(m) y=67,5sin (¢ - 12°)

_5 2 4 6 8 1012 14 \16/ 18 | 20 | 22 | 24 26 | 28 | p0 | t(min)

-10
-15
=20
=25
=30
=35
—40
—45
=50
=55
—60
—65
=70

a) 5 minuutin kuluttua matkustaja on pisteessa (5,58). Koska x—akseli on 67,5 metrin
korkeudella maanpinnasta, on matkustajan korkeus 67,5 m + 58 m = 125,5 m.

b) Koska x-akseli on 67,5 metrin korkeudella maanpinnasta, on 45 metrin korkeudella
olevan pisteen y-koordinaatti 45 — 67,5 = —22,5. Suora y = —22,5 leikkaa kuvaajan kohdissa
x = 16,5 ja x = 28,5. Matkustaja on 45 metrin korkeudella, kun aikaa on kulunut 16,5
minuuttia tai 28,5 minuuttia.

Vastaus: a) 127,5 metrin korkeudella, b) kun aikaa on kulunut 16,5 minuuttia tai 28,5
minuuttia.

64. Kéapytikan lento on siniaallon muotoista, joten funktio on muotoa f(x) = Asin (bx)
Amplitudi A:ZT”‘ —1m

Jakso
bx=2n [x=5
5b=2xn |:5
b 2T
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Vastaus: Lentoa kuvaava funktio on f(x) = sin@ .

65. a) Funktio f(x) = cos? x — sin® X + 2 = oS 2X + 2
-1<cos2x<1l |[+2
1<cos2x+2<3
Funktion pienin arvo on 1.
Funktion suurin arvo on 3.

12

sin3x+5

-1<sin3x<1 |+5
4<sin3x+5<6
lg_;gl |.]_2
6 sin3x+5 4
012
sin3x+5
Funktion pienin arvo on 2.
Funktion suurin arvo on 3.

b) Funktio f (x) =

Vastaus: a) Funktion pienin arvo on 1 ja suurin 3.
b) Funktion pienin arvo on 2 ja suurin 3.

4. Trigonometriset yhtalot

66. Ratkaistaan graafisesti yhtalot.

a)sinx=0,7
y
3
2
y =sinx 1
y=0,7//\ /\\ //\\
540 -450 -460 -270 -1R80 -90 90 1 270 60 450 540 x
—1

Xx=40°+n-360° tai x=140°+n-360°, neZ
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b) cosx=-0,4

y
3
2
y = COosx
—540 7450 -360 —2\@ -180 /90 9& 180 ;’70 360 45‘Q 540 x
e U/
-1
X~ %110°+n-360°, neZ
¢)tanx=15
y
3
y =tanx
2
y=15
1
540 -450 -B60 270 —A80 —90 90 0 270 360 450 40 x
1
-2
-3

X=60°+n180° neZ
Vastaus: a) 40° + n-360° tai 140° + n-360°  b) +110° + n-360° ) 60° + n-180°, ne Z
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67. Ratkaistaan graafisesti yhtalot.
a) sin 2x=-0,3

y=sin(2x)

Iy

540 —450 -360 270 —180 40

9% 180 2%0 360 430 M0 x

y=-03
1

x=-10°+n-180° tai x=~-170° + n-180°, n
b) cos 3x=0,8
y
3
2
y=0,8

y = cos (3x)
n —n !

e’

JAWANAWAN
JVVVV

Xx=%10°+n120°, neZ

AL
VAT
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C) tan 2x = -2.

y y =tan(2x)
3
2
1
-540 —450 -360 -270 180 0 0 0 SHO x

T

x~-30°+n-90°, neZ
Vastaus: a) —10° + n-180° tai —170° + n-180°
68. Ratkaistaan yhtal6t.

a) sinx=0,83
sin X = sin 56°

X =56°+n-360° tai x=180°-56°+ n-360°
X =124° +n-360°, neZ

b) cos x =-0,15
CO0S X = c0s 99°
Xx=%99° +n-360°, neZ
c) tanx =1,25
tan x = tan 51°
x=51°+n-180°, neZ

b) £10° + n-120° ¢)-30°+n-90°, neZ

Vastaus: a) x = 56° + n-360° tai x =124° +n-360° b) x =+99° + n-360° c)x =51°+

n-180°, neZ
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69. Ratkaistaan yhtal6t.
a) sin 2x = 0,25
sin 2x = sin 14,5°

2x=14,5°+n-360° |:2 tai

X=7,3°+n-180°

2x = 180° - 14,5° + n-360°
2x = 165,5° + n-360° |:2

X ~82,8°+n180° neZ

b) sin 3x = -0,64
sin 3x = sin (-39,8°)

3x=-39,8° +n-360° |:3 tai

x~-13,3° + n-120°

3x = 180° — (=39,8°) + n-360°
3x =219,8° +n-360°  |:3

Xx=73,3°+n120° neZ

c) sin (2x — 45°) = 0,36
sin (2x — 45°) =sin 21,1°
2x —45°=21,1° + n-360°
2x = 66,1° + n-360°
x =33,1° + n-180°

tai  2x-—45°=180° - 21,1° + n-360°
|:2 2x = 203,9° + n-360°  |:2
x =102° +n-180°, neZ

Vastaus: a) x =7,3° + n-180° tai x=82,8°+n:180° b)x=-13,3°+n-120° tai

X =73,3° + n-120°

70. Ratkaistaan yhtalot
a) cos 3x = 0,86
cos 3x =~ cos 30,7°

3x=+30,7°+n-360° |:3
x=#10,2° + n-120°,

b) oS %x =-0,48
1
cos Ex ~c0s 118,7°

%X =+118,7° + n-360°

X =+237,4° + n.720°,

c) cos (3x +60°) =0,27
cos (3x + 60°) = cos 74,3°
3x + 60°= £74,3° + n-360°

3% +60°= 74,3° + n:360°  tai
3x = 14,3° + n:360° |:3

X=4,8°+n-120°

c) x=33,1° +n-180° tai x=102°+n-180°, neZ

neZz

neZz

3x + 60°=-74,3° + n-360°
3x=-134,3°+n-360° |:3
~-44.8°+n120°, neZ

Vastaus: a) x = +10,2° + n-120° b) x = +237,4° + n-720°

c) x=4,8°+n120° tai x =-44,8°+n-120°,

neZz
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71. Ratkaistaan yhtal6t.
a) tan 6x = 1,45
tan 6x = tan 55,4°
6x =55,4° + n-180° |:6
X=~9,2°+n30°, neZ

b) tan 3x =-1,09
tan 3x = tan (-47,5°)
3x=-47,5° +n-180° |:3
x=-158°+n60°, neZ

c) tan (%x +30°)=0,28

tan (%x +30°) = tan 15,64°

%X +30° = 15,64° + n-180°

%X =-14,36° + n-180° |2

X~=-28,7°+n360°, neZ

Vastaus: a) x =9,2° +n-30° b) x =-15,8°+n-60° ¢) x =-28,7° + n-360°,
72. Ratkaistaan yhtal6t.
a) sin 2x = sin x
2Xx=X+n2w tai 2X=mT—-X+n27w
X=n27 X=m+n2w |3
x=24n 2—7T , neZ
3 3
b) sin x = sin (x - 7)
X=X—-m+n2r tai x=n —(X—-7)+n2x
O=—m+n2r tai Xx=n —-(X-m)+n2n
Ei ratkaisua 2x=2n+n2n |2
X=nw+nn, nez
Vastaus: a) x =n-2z tai x= %+n-2?” b)x=n+nn, neZ
73. Ratkaistaan yhtal6t.
a) tan 3x = tan x |x;é£+n-7r ja3x¢£+n~7z eIix¢£+n~£
2 2 6 3
X=x+nmn
2x=nm |2

X= n~£, neZ
2

Juurien pitaé olla x # %+ n- s, joten ainoastaan juuret x = n- kdyvét
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b) cot2x=+3  |2x#nm eli x# n~%

l —
tan 2x
1
tan2x =—
V3
ox="1n.x |:2
6
x:£+n~£, neZ
12 2

Vastaus: a) x =nw b) x:£+n-£, neZz
12 2

74. Ratkaistaan yhtalo.

sin (2x +%) =sin x

2x+% =x+n2n tai 2x+% =g-X+n2n

x=-2 +n2n 3x=2Z +n2n |3
2 2
X= £+ n 2—” nez
6 3
y
1
-1 1 X
-1
Yhdistamalla vastaukset saadaan x = %+ n 2?” , nheZ
V4 27
Vastaus: x= —+n-—, neZ
6 3
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75. Ratkaistaan yhtalot

a) sin 2x =cos 3x | sin 2x = cos(%— 2x)
cos(% — 2X) = cos 3X

%—ZX = +3x +n-2n

T _ox=3x+n2n tai Z _ox=-3x+n2n
2 2
—5x=—%+n-2n |:(=5) x=—%+n-2n, neZz
Vg 2z
X= ——n-—
10 5
x=£+n-2—”, neZz
10 5
b) sinx =-sin 4x | =sin 4x = sin(-4x)
sin X = sin (-4x)
X=-4x+n2n tai X=m—(-4x) +n2x
5x=n-2n |5 -3x=mn +n2n [:(-3)
2z Vs 2z
X= n_ X:___n_
5 3 3
x:—£+n-2?”, neZz

Vastaus: a) X = ZinZ @i x=-Z +n2n
10 5 2

b) x = n-z—ﬁ taix=—£+n~2—”, neZ
5 3 3

76. Ratkaistaan yhtal6t.
a) sin 2x = cos (%—4xj |sin 2x = cos (%_2)()

cos (E—ZXJ = CO0S [£—4x)
2 2
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Z—2x:i(£—4xj+n~27r
2 2

£—2x=£—4x+n~27r tai z—2x=— Z—4x +n-2x
2 2 2 2

2X=n-2x 12 T _ox=-Zi4x+n-2n
2 2
X=n-7 -6x=-7+n-27 |:(-6)
VA T
XZ__n._
6 3
x:£+n«£, nez
6 3
b) €0S 4x = —sin 5x |-sin 5x = sin(-5x)

€os 4x = sin (-5x) | sin(-5x) = cos(%+ 5xj

cos 4x = cos(%+5xj

4x=i(%+5xj+n~2n

4x:%+5x+n~27r tai 4X:—(%+5XJ+H-27Z'

—x=%+n~27r (1) 4x=—%—5x+n~2ﬂ

x=-2_n-2z Ox=—2+n-2z7 |9
2 2
x=-2Z4n-2z x=—£+n~2—7[, nez
2 18 9
Vastaus: a) X = n-n taix="+n-Z b)x:—£+n-2;r tai x = —£+n-2—ﬂ,
6 2 18 9
77. Ratkaistaan yhtal6t.
a) sin 2x = 2sinx | sin 2x = 2sin X cos X
2sin X €os X = 2sin x
2sin x cos X —2sinx =0
2sinx (cosx—-1)=0
2sinx=0 [:2 tai cosx—-1=0
sinx=0 cosx=1
sinx=sin 0 cosx=cos0
x=0+n2x tai x=n -0+n2x Xx=20+n2xn
X=Nnmn X=n2n
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b) sin 2x = c0s 2X  |:cos 2x
tan2x =1

tan 2x = tan z
4

T

2x="+n-7 |2
4
x:£+n~£, nez
8 2
Vastaus: a) X = n-w b)£+n-£, neZ

2

78. Ratkaistaan yhtal6t.
a) sin 2x++/3cosx=0 | sin 2x = 2sin X cos X
2sin X €os X ++/3 cos X = 0
cos x(2sin x ++/3) =0
cosx=0 tai  2sinx++/3 =0

COS X = cosz sinx = —ﬁ
2
VA . . T
X=*— +n2n sinx=sin| ——
2 3
X:£+nn X=—£+n-2n tai x= 7Z'+£+n-27t
2 3 3

x:%{+n-2nmissé neZz.

b) tan(Zx—fj—tan[f—xj:O
4 2
tan (Zx —fj = tan (f— x)
4 2
T

2x-Z=Z _x4nx
2
3x=3—”+n~;r |3
4
x=£+n£, nez
4 3

Vastaus: a) x = % +nmw tai x= —%+ n2n tai x= 4?”+ n-2n

b)x:%+n-£, nez
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79. Ratkaistaan yhtal6t.
a) COS 2X = COS X
2Xx=xX+n2xn
2x=x+n2r tai 2x=-x+n2n
X=n2n 3x=n2x |3

X= n~2—ﬂ, neZz
3

Yhdistamalla vastaukset saadaan x = n 2?” , nheZ

Koska x €[0, 2], ainoastaan ratkaisut x = 0, X =2?ﬂ L X =4?ﬂ jax = 2m kayvit.
b) sinx=+/3cosx |:cosx
tan x =/3
tan x = tan —
3
T
X==—+n-7
3

Koska x €0, 2], ainoastaan ratkaisut x :% jax= 4{ kayvat

Vastaus:a)x:O,x:Z?”,x:%rjax:Zn neZ b)x:% taix:%r
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80. Ratkaistaan yhtéalo.

. T
Sin2x = cos[x+3j

T T
COS| ——2X |=c0oS| X+—
(2 j ( ZJ

Z—2x:i(x+£)+n~27r
2 2

sin2x = cos(%— 2xj

Z ox=x+Z+n27 tai Z-2x=-|x+2 |+n-2z
2 2 2 2

-3x=n-27 [:(-3) T ox=x-Zin.2z
2 2
2r
x=-n-— —X=-7+n-27 |:(-1)
x:n-?'?ﬁ X=rx+Nn-27, NeZ
Ratkaisut, jotka kuuluvat valille [0, 2x]
2
X=n-—:
3
n=-1: x:—l-z—ﬂz—z—” Ei kay
3 3
n=0 x=0~2—”—0
3
n=1: —12—”=2—”
3 3
n=2: —22—7[=4—7[
3 3
n=3 =3~2—”=2;z
3
n=4: x:4-2—ﬂ:8—ﬂ Ei kéy
3 3
X=x+n-27:
n=-1 x=z-127r=-rx Ei kay
n=0: x=z+027=nx
n=1 x=7z+127x=3r Ei kéy

Vastaus: x =0, x=2?”, X =, x=4?ﬂ tai x=2xn

52



81. Ratkaistaan yhtal6.

T T
COS| X+—=|=cos| Xx——
(x+5)-emx-3)
x+£:i(x—£j+n-27z
2 4
x+£=x—£+n-27r tai x+£:— x—Z +n-2x
2 4 2 4
I Zinox X+ 2 =—x+2+n-27
2 2 4
Ei ratkaisua 2x=—%+n-2;z -2

v
X=—=+N-7
8

Ratkaisut, jotka kuuluvat vélille [0, 4x].
0<x<4r

0<-Zinz<dr |+Z
8 8

ESI’]'ﬂS%—” |:7z
8 8
1sns41, nez
8 8
Ratkaisut kuuluvat valille [0,4 =], kun 0 <n<3.
n=1: :—£+1-7r=7—”
8 8
n=2: x:—£+2-7r:15—ﬂ
8 8
n=3 x=—£+3~7z:23—7Z
8
n=4: x:—£+4-7z:3—1ﬁ
8 8
Vastaus:x:%rtailes—” tai x:23—” tai x:ﬁ

82. Funktio f(x) = 2cos (3x + ) on jatkuva, joten se voi vaihtaa merkkinsa ainoastaan
nollakohdissaan.

Funktion nollakohdat
2cos 3x+m) =0 |:2
cos (3x+m) =0

cos (3x + ) = cos %

3X+n:i% +n2n
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3X+n=%+n-2n tai 3x+n:—%+n-2n

3x:—% +n2n 3x:—37” +n2m, neZz
Yhdistamalla yhtaldiden vasemmat puolet saadaan

x=-Z +nn |:3
2

Koska funktio f(x) = 2sin (3x + x) on jaksollinen, perusjaksona 2?” riittaa tutkia

valiad<x< 2?” Vilille0<x < 2?” kuuluvat nollakohdat

n=0: X:—£+O-£=—— Ei kéy
6 3
n=1: x=-2+1.2=7
6 3 6
n=2 x=-2422-7
6 3 2
n=3: X:_£+3_£:5_7r Ei kdy
6 3 6
Merkkikaavio
T 3 2r
0 6 2 3
f(x) ﬁ\ — | + | — ﬁ‘
—] I | —

f(x) = 2cos (3x + )

f (1)= 2c0s 3-1-1—72') ~-141<0
12 12

f (fj - 2cos[3~£+ﬂj =250
3 3

f 7—” =2c0S 3~7—7[+;r ~-0,707<0
12 12

f(x) > 0, kun %+n-2?”<x<£+n-2?ﬂ,missa nez

Vastaus: Funktio f(x) = 2cos (3x + «t) saa positiivisia arvoja,

T 27 T 27 -
kun —+n-—<Xx<—=+n-—,missd neZ .
6 3 2 3
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83. Funktio f(x) =6, 553in[%(x —81,75)]+12,35 kuvaa paivan pituutta vuoden aikana

Helsingissa.
Muuttuja x on vuorokauden jérjestysnumero ja funktion arvo on tunteina.

Vuoden psiin paivéa on silloin, kun sin[%(x—Sl, 75)] =1. Tallgin paivén pituus on 6,55 h
+12,35h=18,90h
Vuoden lyhin pdiva on silloin, kun sin[%(x—Sl, 75)] = —1. Téall6in pdivan pituus on —

6,55 h+12,35h=5,80h
Paivan pituus 14 tuntia

f(x) =14

6,55sin[-2- (x—81,75)] +12,35 =14
365

6,55sin[-2 (x—81, 75)] = 1,65 16,55
365

.27 33
sin[—(x—81,75)] = —
[365( ) 131

Sin[2Z- (x—81,75)] ~ sin 0, 25465
365

27 (x_81,75)=0,25465+n-27 tai -2 (x—8175)=z—0,25465+n- 27
365 365

Xx—81,75~14,79+n-365 X—81,75~167,71+n-365
x =96,54+n-365 X =249,46 +n- 365
Paivan pituus Helsingissé on 14 tuntia vuoden 97. ja 250. paiva.

Vastaus: Vuoden pisimman paivan pituus on 18,90 h ja lyhimman 5,80 h. Paivan pituus on
14 tuntia vuoden 97. ja 250. pdiva.

84.

Sinilauseella
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_a _ °
sina siny
8 10

|a=8,c=10,y =35°

sing  sin35°
10sina =8sin35° |10

sina =0,8sin 35°

sina =0,458...

sina ~sin27,3°

a=27,3°+n-360° tai «=180°-27,3°+n-360°
a =152,7° + n-360°

Koska kolmion kulmat ovat vélilla [0°, 180°], niin kulma « = 27,3° tai « = 152,7°.
Kolmion kolmas kulma g
Jos a = 27,3°, niin # = 180° — 35° — 27,3° = 117,7°
Jos a = 152,7°, niin = 180° — 35° — 152,7° = —7,7° | Ei kdy, koska 8 > 0°.

Vastaus: Kolmion muut kulmat ovat 27,3° ja 117,7°.

85.

Sinilauseella
2 - ° Ja-12,c=8y=30°
sing siny
12 8

sina sin30°
8sina =12sin30° |sin30° :%
8sina =6 |8
. 3
sing ==
4

sina =~ sin48,6°
a =48,6°+n-360° tai o =180°-48,6°+n-360°
a =48,6°+n-360° a=131,4°+n-360°

Koska kolmion kulmat ovat vélilla [0°, 180°], niin kulma « = 48,6° tai « = 131,4°.
Kolmion kolmas kulma g
Jos a = 48,6°, niin = 180° — 30° — 48,6° = 101,4°
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Jos a = 131,4°, niin #=180° — 30° — 131,4° = 18,6°
Vastaus: Kolmion muut kulmat ovat 48,6° ja 101,4° tai 18,6° ja 131,4°.

86.

b (4)
3 a(3)
Sinilauseella
_L:_L ﬂ:2a,a:§b
sina sing 4
3
~b
4 b b

sina  sin2a

3. . . .
Zsm2a=sma |S|n2a=25|nacosa
3. .
Esmacosa—smazo

sin a(gcow -1)=0

sina =0 tai gcosw—lzo :§
2 2
. . 2
sina =sin0 COSa:§
a =n-180° CoSa =~ €0s48, 2°
Ei kay 0 =+48,2°+n-360°, neZ

Koska kolmion kulmat ovat vélilla [0°, 180°], niin kulma « = 48,2°.

Vastaus: Kulma A on 48,2°.
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87. Ratkaistaan yhtald
sin 3x = 1
2

R . T
sin 3x =sin —
6

3x=%+n-27z 3  tai 3X=7r—%+n-27z

X= £+n-2—”3x= 5—”+n-27z 13
8 3 6
= 5—7r+n 2—” nez
18 3
Ratkaisut, jotka kuuluvat vélille [0, «]
V4 2r
X= —+4+n-—:
18 3
—q g2 Fop2m_ Mmoo kay
18 3 18
n=0: x:£+0-2—ﬂ:£
18 3 18
V4 2r 13z
n=1 x=—+1.—=—
18 3 18
n=2: x= £+ 2_ﬂ=25_ﬂ Ei kéy
18 3 18
57 2z
X= —+n-—
18 3
n=-1. x= 5—”—1~2—7[=—7—” Ei kéy
18 3 18
] 57 2r  5rx
n=0: x=—+0-—=—
18 3 18
n=1: x:S—” 1~2—”:17—”
18 3 18
n=2: x:5—”+2-2—”:—29” Ei kéy
18 3 18
Vastaus: Vilille [0, ] kuuluvat ratkaisut ovat i, 5—”, 13z ja 17—”.
18 18 18 18
88. Ratkaistaan yhtalot.
a) (tan*x—1)(+/3 +2cosx) =0
tan’x-1=0 tai V3 +2c0sx=0
tanx=1 |v oS X = —?

tanx=1 tai tanx=-1 COS X = COS [%)
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V/d Vd 5z
X= Z+n~7r X= —Z+n~7r X=+—+n-27

X=

NG

+n-£, nez
2

b) sin(x+%)=sin(5§—2x]

x+%=5§—2x+n~2ﬂ tai X+%=ﬁ—(5—ﬂ—2Xj+n~2ﬂ'

3x=377r+n-27z |3 —x:—%+n-27z (1)

il -2” x:5—ﬂ+n~27r, neZz
2 3 6

Vastaus:a)x=£+n-Z tai xzis—”+n-27r b)x=£+n-2—ﬂ tai
4 2 3
x=5—ﬂ+n-27r, nez
6

89. Ratkaistaan yhtalt.
a) cotx=1

—=1

tan x

tanx=1

tan x = tan =
4

T
x:z+n~7r, nez
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b) tan x = cot x

1
tan X =——
tan x

tan®x =1 ‘\/_
tanx=1 tai tanx=-1

tanx = tan% tai tanx= tan(—%)

T T
X=—+n-7 X=——+nN-7
4 4
x=£+n-£, neZ
4 2
c) cot (3x—%] =3
L .
tan(3x—”j
3
T 1
tan| 3Xx—— |[=—
3%
tan (Sx —fj =tan z
3 6
x-2=Zinrx
3 6
3x=£+n 7 |3
2
x=£+n-£, neZ
6 3

Vastaus:a)x=%+n-7r b)x=%+n-% C) X nez

1l

oy
+
=)

w|y

90. Ratkaistaan yhtalot.

a) sin X = cot X
. COS X .
sinx=———|sinx
sin x

sin? x = cos x |sin2 X =1—cos? x

cos® x+cosx—-1=0
Sijoitetaan cos x =t
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t?+t-1=0

Tl 41 ()

2-1
{ = ‘1;*@ ~0,6180
t, = ‘1‘2\@ ~-1,6180 |Ei kay
Sijoitetaan t =cos x
oS X = _12\/5

cos X =~ cos 0,91
x=+091+n2n, neZ

b) cos2x—tanx =1 lcos 2x = 1 — 2sin’ x

. sin x
1-2sin?x——==1 |-cosx
COS X

-2sin® xcosx—sinx =0

—sinx(2sinxcosx+1) =0 |25inxcosx=sin2x
—sinx=0 tai sin2x+1=0
sinx=sin0 sin2x=-1

. . T
X=n-7w sm2x=sm(—5j

2x=—%+n‘27r |:2

x=—£+n~7z, nez
4
c) sin (x + 45°) = sin 2x
X +45° = 2x + n-360° tai  x+45°=180°-2x + n-360°
X =-45°+n-360° [:(-1) 3x=135° +n-360° |:3
x = 45° +n-360° x=45°+n120°, neZ

Yhdistamalla vastaukset saadaan x = 45° + n-120°, neZ
Vastaus: a) x =+0,91 +n2xr b)x=n-x tai x :—%+ n-z ¢) x=45°+n-120°, neZ

91. Ratkaistaan yhtalt.
a) sin2x =-sinx | =sin x = sin (-X)
sin 2x = sin(—x)
2X=—=X+n2n tai 2x=mw+Xx+n2n

3x=n2r |3 X=m + n2m, neZ
X = n~2—”, neZz
3
b) C0S 3X=—COS X |—C0S X =C0S (1 —X)
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€os 3x = cos (1 — X)
AX=m—-Xx+n2n tai 3Xx=—(m—-Xx)+n2m

dx=m+n2n |4 2X=-m+ n2n |2
T T T T
X=—+n-— X=—-—=+n-—, neZ
4 2 2 2
Yhdistamalla ratkaisut saadaan x = n ~£, neZ
4
Vastaus: a) x =n +n-2x tai x= n~2?” b) x= n%, nez
92. Ratkaistaan yhtalot.
a) tanx = %cosx
sinx 2
——=2c0SX [:cOSX
COS X

3sin x = 2¢o0s? x |(:os2 x =1-sin?x

2sin®x+3sinx—2=0
Sijoitetaan sin x = t

22 +3t-2=0
t_—3i1/32—4-2~(—2)
N 2.2
tl_—3+\/%_1
4 2
tzzﬂz—Z |Ei kay
Sijoitetaan t=sin x
. 1
SINX = —
2
. . T
SIn X =S8In —
6

x=Z +n2n tai x=n -Z +n2n
6 6

x=‘%ﬂ +n2n, neZ

b) sin?x=cos’2x  |cos 2x = 1 - 2sin’x
sin? x = (1-2sin’ x)?
sin? x =1-4sin” x +4sin” x
4sin* x-5sin® x+1=0
Sijoitetaan sin?x =t, t >0
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4t —5t+1=0

o —(=5) £/(-5)* —-4-4-1

2.4
t1:5+\/§:1
8
5-49 1
t2:—:_
8 4

Sijoitetaan t = sin®x
1° sinx=1
sinx=1 tai  sinx=-1

. . T . . T
sin x =sin — sinx=sin (-=)
2 2
X=£+n-27t X=—£ +n2n
2 2

T
X:E +nw, NeZ

2° sin’x= =
4
: 1 . . 1
sinx= = tai sinx=—-=
2 2
. . T - . T
sinx =sin — sinx=sin (-—)
6 6

x=2Z +n2n tai x=n-= +n2r X=-— +n2n tai x=n—(—Z +n-2n
6 6 6 6

X=£+n'27€ X:S—ﬂ.+n-27[ X=—£+n-2n
6 6 6
y
1
—1 1 X
-1
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Yhdistamalla vastaukset saadaan x = i% +nm, NneZ.

Vastaus: a) x = % +n2n tai x= %T +n2n b)x= % +nx tai X=i% +nm neZ

93. Ratkaistaan yhtalot.

a) 2 —6sin”x—5c0sx=0 |sin®x=1-cos’x
6cos?x —5c0s x—4 =0

Sijoitetaan cos x = t,

6t> —5t-4=0
(9 £(-5)~4:6:(-9)
2-6
- 5++121 _4 |Ei kay
12 3
¢ < 5-v121 1
2 12 2
Sijoitetaan t = cos x
1
COSX= —=
2
5
COS X =C0S | —
3

X=i%§+n2m neZ

b) sin?(-2x) = cos?2x—2 | sin(-=2x) = —sin 2x
sin? 2x = cos? 2x — 2 | sin? 2x = 1 — cos? 2x
1 - cos® 2x = cos® 2x — 2
2c0s’2x=3 |:2

cos? 2X = 3
2
Ei ratkaisua, koska cos? 2x < 1

Vastaus: a) X = J_r%z +n-2n b) Ei ratkaisua

94. Jousen venyman funktio f(x) = Asin(kx)
Amplitudi A=6,0cm
Jakson pituus 1,0 s

kx=2n [x=1

k=2n
Funktio f(x) = 6sin(2nx)
Venymé& on 2,5 cm
f(x) =2,5
6sin(2nx) =2,5 |:6
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. 5
sin(2nx) = —
(2mx) T

sin(2nx) = sin 0,42978
2nx=0,42978 + n-2n  |:(2n) tai 2nx=n-0,42978 + n-2n
x=0,07 +n 2nx~2,71181 + n-2n  |:(2m)
Xx=043+n, neZ
Vastaus: Funktio on f(x) = 6sin(2nx). Venymé on 2,5 cm ajanhetkilld x = 0,07 + n
jax=043+n, neZ.

95. Ratkaistaan yhtalét.

a) sin(sinx) =0
sin(sin x) =sin 0
sinx=0+n2xn tai sinx=wn-0+n2x |Yhdistetddn kulmat
sinx = n-x, neZ
Jos n £ 0, yhtéldll4 ei ole ratkaisua.
Jos n =0, niin
sinx=0
sinx= sin0
x=0+n2n tai sinx=n-0+n2xn
X =n-m, nez
b) cos(cos x) =0

v
cos(cos x) = cos —
2
T
COS X = 13 +n2n

Ei ratkaisua, koska |J_r% +n2x > 1

Vastaus: a) x =n-mw,neZ b) Ei ratkaisua

96. Suurimman ja pienimman kulman suhde on 2 :1
Suurimman ja pienimmén sivun suhde 3 : 2.
A

/\

®)

a(2)
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Sinilauseella

__a =—_b /)’=2a,a:zb
sina  sinfg 3
2

—b

3 b b

sina sin2a

2 . . . .
Estazsma |sm2a=23|na005a
4 . .
Esmacosa—smazo

sin a(%cosw -1)=0

sina =0 tai ic0505—1:0 :E
3 3
. . 3
sina =sin0 c05a:Z
a =n-180° COSa ~ C0s41,4°
Ei kay o=%414°+n-360°, neZ

Koska kolmion kulmat ovat vélilla [0°, 180°], niin kulma a = 41,4°.
Muut kulmat 8 = 2a = 2:41,4° = 82,8°
Kolmas kulma 180° — 41,4° — 82,8° = 55,8°

Vastaus: Kulmat ovat 41,4°, 55,8° ja 82,8°.

97. Ratkaistaan taydellisesti yhtalo.
sin 2x = tg x — cot X
sin 2x = tan X — cot x

2sin x) 2c0sx)

. sin x COS X
Sin2x = - -
COS X sin x
) 2sin® x —2cos? x . .
sin2X=———— |25|n XCO0S X =SIn 2X
2sin Xcos x
. —2(cos® x—sin? x .
sin2x = ( . ) |coszx—sm2x:cos2x
sin2x
. —2C0S 2X
SiN2X=———
sin 2x

sin? 2x = —2c0s 2x |’5in2 2x =1-c0s® 2x

cos® 2x—2c0s2x-1=0
Sijoitetaan cos 2x = t
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t?-2t-1=0

D2 - 41D

2:1
t = 2+2\/§ - 2+§ﬁ —142~2,414 |Eikay
t, _2-8_2-2V2 =1-+/2 ~-0,414
2 2
Sijoitetaan t = cos 2x
cos 2x = 1-+/2

€0s 2x =~ c0s 1,998
2x=%1,998 +n2n |:2
Xx=%0,9989 +nw, neZ
Vastaus: x =+0,9989 +nwt, neZ

98.

C

Kolmiosta AED saadaan sin« =E

Kolmiosta ADF saadaan sin(60°— «) = %h

Sijoittamalla ylemmasta yhtalosta b alempaan saadaan

sin(60°— ) = 2sina

Taulukkokirjasta sin(x — y) = sinx cos y — cos x sin y
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sin60°cos o — €c0s60°sina = 2sina [Sin60° =

3

1. .
—C0Sa——SIiha =2sina
2 2
ﬁcosazﬁsina . 2
2 2 5cosa
V3

tana =—
5

Na
2

, C0560° = l
2

tan o ~ tan19,1°
a=191°+n-7x
Vastaus: kulma BAD on 19,1°.

99. Ratkaistaan yhtalot.
a) sin x = sin 5x
X=5x+n2n tai X=mn-5X+n2n
-Ax=n2n |:(-4) 6x=m +n2n |6

[N

T
X=n X:E +n —, nez

Wy

o N

b) cos X =sin5x  |sin 5x = cos(%—ij

COS X = C0S (Z—ij
2
x=%—5x+n-2n tai x=—(%—5Xj+n-2n

6x = %+ n2m |6 X = —%+5x +n2n

T

12

x=2Z+nZ ~4x=-Z+n2n |:(-4)
3 2

+

>
I
®| N
>

-E, nez
2

Vastaus:a)x:n-ﬁtai x=Z +nZ b)x:£+n-Z taix:£+n- , neZ
2 6 3 12 3 8

NN
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5. Trigonometristen funktioiden derivaatat

100. a) D(-sinx+2cosx) =—CoSx+2-(—Sin x) =—2sin x — oS x
b) D(-2sinx—cosx) =-2c0sx— (—sinx) =sinx—2cosx
Vastaus: a)—-2sinx—cosx b) sinx—2cosx

101.a) D(2tanx) =2-(1+tan® x) = 2+ 2tan® x

b) D(—tan x+cotx) = —(1+tan® x) —-1—cot? x = —2—tan® x —cot? x

Vastaus: a) 2+2tan®x b) —2—tan? x—cot? x

102. a) D(sinx-sinx) = cosxsin x +Sin xcosx = 2sin xCos x = Sin 2x

b) D(sin x-cosx) = c0OS x COS x +5in x - (—sin x) = cos? x —sin? x coS x = cOS 2x
Vastaus: a) sin2x b) cos2x

103. a) D(sin x-tan x) = cos x tan x +sin x(1+ tan? x) = 2sin+sin xtan® x
=
Sinx

sinx

cosx

1

b) D(cosx-tanx) = D(,cels?

) = D(sinx) = cosx

Vastaus: a) 2sin+sinxtan®x b) cosx

1
——

1+sinx, cosx-cosx—(L+sinx)-(-sinx) sin®x+cos® x+sinx 1+sinx

104. a) D( )
COSx

cos? x cos? x cos? x
1
——
b) D(COSx—l) _ —sinx-sinx—(cosx—1)-cos _ —(sin® x+cos’ x)+Ccosx  —1+COSx
sinx sin” x sin? x sin® x

1+sinx —1+cosx
Vastaus: a) > b) ——

cos? x sin? x

sinx ,SHiI/ coSx
105.a) D(——) = D(six - =Dcosx=-sinx
) (tanx) ( M)

1
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1 sin’ x
tan x COSZ cos + cos 1+ Sin2 X
b) DY) - Cos”x —gosx_cosx _
coSs x cos? x cos? x cos® x

-cosx—tanx-(-sinx)

. 1+sin? x
Vastaus: a) —sinx b) —
cos” x

106. a) D(sin2x+c0s2x) =2¢0s2x+ 2-(—sin2x) =—-2sin2x + 2¢c0s2x

b) D(%sin 2x —3¢0s3x) :%~20052x—3~3(—sin 3x) =9sin3x+cos 2x

Vastaus: a) —2sin2x+2cos2x b) 9sin3x +cos2x

107. a) D(sin2x+sinx+x) =2c0s2x+Ccosx+1
b) D(cos2x+cosx+x+7x)=2(-sin2x)—sinx+1=-2sin2x—-sinx+1

Vastaus: a) 2cos2x+cosx+1 b) —2sin2x—sinx+1
108. a) D(tan 2x+tanx) = 2(1+ tan® 2x) +1+tan® x = 3+ tan® x + 2tan® 2x

b) DL tan(Z+x) + tan =] = 2 4[4 tan? (ot )]+ 0 = 2+ A tan2 (F 4 x)
T 4 17 T 4 T T 4

Vastaus: a) 3+tan? x+2tan?2x b) i+itan2(%+x)
T T

109. a)
1. 1 1 . . 1. .
D(Esm2x-c05x):5~20052x005x+5~sm2x-(—smx):—Esm2xsmx+c032xc05x

b) D(sin2x-cos2x) = D(%sin 4x) = %-4~cos4x =2c0s4x

Vastaus: a) —%sin 2xsinx+cos2xcosx b) 2cosdx

110. a)

D(sin 2x -tan 2x) = 2cos 2x tan 2x +sin 2x - 2- (1+ tan? 2x)

l .
— 2 cos7x M 2%\ 26in2x +2sin 2x- tan 2x

= 4sin 2x + 2sin 2xtan® 2x
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. X
sin—
1
b) D(tani-cosi—cowrcot%):D 4 ~C}3/—/—0037r-cot§):—cosi
T

T T T T
Co8— —
T vakio

1

Vastaus: a) 4sin2x+2sin2xtan®2x b) lcosi
v v

111. a) DEMZY)  p(tan 2x) = 2. (1+ tan® x) = 2+ 2tan? x
CoS 2x

1

X X
b) D(COSE) = D( % )= pf(sin5) 1] = 2.2 cos X (-)(sin Ly 2 i
sin 2 2 2 2 2

. X
Zsinic gt 4S|n2*
2,/ 2 2
1
X
cos =
Vastaus: a) 2+2tan’x b) —
4sin? ~
2
; COoS x 1
. cosx-cotx—sinx-(—— ) CoSx—— 4T )
sinx, sin®x” _ sinx _sinx _ C0s"x+1
112, ) pANYy _ . - ) -2
cot x cot? x cot® x sin xcot? x
b)
1
in2 2sin .
p( LMy p T 28 xw)=7z-005x~(—1)-(5|nx)‘2—2005x=—”cosx—2c05x
sinx  cosx sinx cosx sin® x
1
cos? x+1 7COSx
Vastaus: 8) ———— b) —————2cosx
sin xcot” x sin® x
113. )
—-sin2 —2sinx-
p(EOSX=SiN2xy [ COSx=28iNX-COSx _ o e
sinx sinx

=1+tan®x—2-(-sinx) =1+ 2sinx+tan®x

0
r—tanrx x 1 X X Cosi
b) D(———=)=D(zsintZ) = 7-=cos=-(-1)sin (=) = — z
sin— 4 T 7 4 sin?(Y)
T T
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X
COS—
T

sin2(Y)
T

Vastaus: a) 1+ 2sinx+tan®x b) —

114. a) D(cos? 2x) = 2-(—sin 2x)-2c0s 2x = —2sin 4x
b) D(sin? x —sin x) = cosx - 2sin x — COS x = Sin 2x — COS x
Vastaus: a) —2sin4x b) sin2x—cosx

115. @) D(sin? 2x) = 2-(cos 2x) - 2sin 2x = 2sin 4x

b) D(%sin3 x) :%-cos;c~\'-35in2 x =sin? xcos x

¢) D[sin(cos x)] = —sin xcos(cos x)

Vastaus: @) 2sindx b) sin?xcosx c) —sinxcos(cosx)
116. a) D[cos(sin x)] = cos x[—sin(sin x)] = —cos xsin(sin x)
b) D[cos(cosx)] = —sin x-[—sin(cosx)] = sin xsin (cos x)

¢) D[sin (tan x)] = (1+ tan? x) cos (tan x)
Vastaus: a) —cosxsin(sinx) b)sinxsin(cosx) c) (1+tan? x)cos (tan x)

117. a) D[sin(x+27)%]=2-(x + 27) - cos(x + 27)* = (2x + 47) cos(x + 27)*
b)

D[Sinz(ﬂx—%)] - ﬂ-[—cos(ﬂx—%)] : ZSin(ﬁx—%) — —zsin[2- (m—%)] = —zsin(2zx—7)

Vastaus: a) (2x +47)cos(x + 27)°  b) —zsin(2zx—7)

118.
D(cos? 2x—£cosi+£):2(—sin2x)-2c052x—£~1(—sin£):—Zsin4x+£sin
3 r 3 3z V1 3

X
VA

Vastaus: —2sin 4x +lsin X
3 T

119. a) D[(sin® x+cos® x)2]1=D1=0
1

tan 1 sinx cos
X cotx) = D(o . 2NX L%y o
sin” 1 cosx sinx

2

b) D(

Vastaus: a) 0 b) 0
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120.

Funktio f(x)=4+cosx+cos®x on jatkuva ja derivoituva, kun x € R.

Haetaan ensin kaikki funktion derivaatan nollakohdat.
Derivaatta f"'(x) =—sinx+ (—sinx)-2cosx = —sin x—2sin xcos x

Derivaatan nollakohdat
—sinx—2sinxcosx=0

—sinx(l+2cosx)=0

—sinx=0

tai

sinx =sin0

1
COSx =——
2

27

COSx = COS?

x=i2—”+n272'
3

Haetaan derivaatan nollakohdista ne, jotka kuuluvat valille ]0, 27[ sijoittamalla
parametrille n kokonaislukuarvoja.

Taulukoidaan tulokset.

X=nx 2 27
n xX=—+n-27 X=——+n-27
3 3
1| 1. ,=_
Lr=ng 02l | 27y ore A7 o0 2nl | ~ZF ()20 =~ 57 g0, 24
3 3 3 6
0 =
0-7=0£1027[ |27, 05, 2% 020 | -ZEi0.20=-2E a0, 20
3 3 3 3
1 =
3 3 3 3
2 o=
2. =27 0,27 2 2-27z=1OT”e]0, 27|
Vastaus: Nollakohdat 2?” 7 ja 4?7[

121. Funktio f(x) =4+ tan x + tan x on derivoituva, kun x e }Og[ .

Derivaatta f'(x) =1+tan® x+ (1+tan’ x)-2tan x =1+ 2tan x+ tan® x + 2tan® x
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Koska tanx > 0, kun x e }O%{ ,niin £'(x) =1+ 2tanx +tan® x+ 2tan®* x > 1, kun

xXe }0%{ . Derivaatalla ei ole nollakohtia, kun x e }0%{ .

Vastaus: Ei nollakohtia

122. Funktio f(x) =sin 2x—cos® x on derivoituva, kun x € ]0, 2] .
Derivaatta f"'(x) = 2c0s2x —(—Sinx)-2c0Sx = 2€0S 2x + 2Sin xC0Sx = 2€0S 2x +Sin 2x
Derivaatan nollakohdat

2c0s2x+sin2x =0
sin2x = —2c0s2x | :cos2x # 0, jos cos2x =0, niin sin2x = 0, ei ratk.
tan2x = -2
tan 2x = tan(-1,1071...)
2x=-11071... +n-x

x =—-0,5535... +n~%
Vilille ]0,27[ kuuluvat nollakohdat

n=0: x=-0,5535.. +o-%~—o,55e]o, 27]
n=1: x=-0,5535.. +1-%:1,oze]o, 27]
n=2: x=—0,5535...+2-%z2,59e]0, 27]
n=3: x=—0,5535...+3~%z4,16e]0, 27]
n=4: x=—0,5535...+4%z5,73e]o, 27]

n=5:x=-0,5535.. +5%z7,30e]0, 27]

Jos n < 0, kulma on negatiivinen, eikéa kuulu valille. Kun » kasvaa, niin kulma kasvaa, joten
muita arvoja ei tarvitse laskea.

Vastaus: 1,02; 2,59; 4,16 ja 5,73

123. Funktio f(x) = x+sin 2x on jatkuva, kun x [0,27] ja derivoituva, kun x €]0, 27{ .

Jatkuvalla funktiolla on suljetulla valill4 sekd suurin ettd pienin arvo. Ne sijaitsevat joko
valin paatepisteissa tai vastaavalle avoimelle valille kuuluvissa derivaatan nollakohdissa.
Derivaatta f'(x) =1+2cos2x
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Derivaatan nollakohdat
1+2cos2x=0

CoS2x = —l
2
CoS2x = cosz—ﬂ
3
2x = iz?”+n27r

T
XxX=tx—+nnx

Vilille ]0,27[ kuuluvat nollakohdat

Vs
x=§+n7r, ner

O<£+n7r<27r | _r
3 3
——<n7z<5—7[ | 7>0
3
1 5
——<n<—
3 3
n=0tain=1
T T 4
X=—,x=—+1r=—
3 3 3

Lasketaan funktion f(x)=x+sin2xarvo
vélin paatepisteissa

f(0)=0+sin(2-:0)=0  (pienin)

Vs
x:—§+n7r, nert

0<—%+n7r<27r | +=
Z<n7z<7—7[ | 7>0

3 3

1 7

—<n<—

3 3

n=1tain=2

V4 27 5
X=——+m=—, X=——+21=—
3 3 3

f(2r) =27 +sin(2-27) =27z ~ 6,28 (suurin)

ja derivaatan nollakohdissa

r, m . ox. 1w 3
—)=—+sin(2-—)=—+—~191

dr, 4w . 4z, 4r 3

— +sin(2-— :_+—z5,05
2r. 2w . 2r, 2r 3

— +sin(2-—)=—-—~1,23
57, b5r . 5z, b5« \/§
) ="—+sin(2- =) =" -~ x4,37

Vastaus: Pienin arvo on 0 ja suurin 2w

124. Funktio f(x) = x+tanx on jatkuva ja derivoituva, kun x €]0, %[ .

Derivaatta f'(x) =1+1+tan’ x=2+tan’x
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Koska tanx > 0, kun x e }0%{ ,niin f'(x)=2+tan®x>0.

Nain ollen funktio f(x) = x +tan x on aidosti kasvava, kun x e }Og[ .

Aidosti kasvavan funktion pienin arvo sijaitsee vélin alkupisteessa ja suurin valin
loppupisteessa.

Koska kyseessa on avoin véli, funktiolla ei suurinta eikd pienintd arvoa.

Vastaus: Ei suurinta eikd pienintd arvoa.

125. Funktio f(x) =1—sin® 2x suutin ja pienin arvo voidaan maérata ilman derivaattaa.
Haetaan funktion f(x) =1—sin® 2x suurin ja pienin arvo ilman derivaattaa.
Koska Sin 2x saa kaikki arvot valilta [-1, 1], niin sin* x = (sin 2x)* saa kaikki arvot
valilta [0,1].
Saadaan epayhtéld

0<sin*2x<1 |-(-D<0

0>-sin*2x>-1

~1<-sin*2x<0 | +1
0<1-sin*2x<1 | f(x)=1-sin* 2x
0< f(x) <1

Vastaus: Suurin on arvo 1 ja pienin arvo 0.

126. Funktio f(x) =-2x+sin2x on jatkuva, kun x e [—%,%] , joten funktiolla on talla

valilla sekd pienin ettd suurin arvo. Jatkuvana funktiona se saa myds kaikki arvot néiden
valilta. Funktion suurin ja pienin arvo sijaitsevat joko vélin paatepisteissa tai vastaavalle
avoimelle vélille kuuluvissa derivaatan nollakohdissa.

Derivaatta f"'(x) =—-2+2c0s2x

Derivaatan nollakohdat
-2+2c0s2x=0

cos2x=1
cos2x = cos0

2x=nr 12

Vs
X=n-—
2

Vilille }—%%{ kuuluvat nollakohdat

76



T v v VA
——<n—=<= —>0
6 2 6 2
1 1
-——< n <—-
3 3

Koska n on kokonaisluku, niin n = 0, ja valille kuuluva derivaatan nollakohta on
x=0-Z=0

2
Lasketaan funktion f(x)=-2x+sin2x arvo

valin paatepisteissa

r 3 27-3J3

f(——)——2 (——)+sm[2 (—%)] +sin(-Z )———7 T ~0.18  (suurin)
T T Jr 3J§—2ﬂ~ -
f(—)_—2 E+sm(2 —)_—§+sm( )__E - = 5 ~—0,18 (pienin)

ja derivaatan nollakohdassa
f(0)=-2-0+sin(2:0)=0

Vastaus: Funktion arvojoukko { 5

3J3-27 2;;—3\/5}
6 1

127. Funktio f(x) = 2x+tan2x on jatkuva, kun x [—%,O] , joten funktiolla on talla

valilla sekd pienin ettd suurin arvo. Jatkuvana funktiona se saa myos kaikki arvot néiden
valilta. Funktion suurin ja pienin arvo sijaitsevat joko vélin paatepisteissa tai vastaavalle
avoimelle valille kuuluvissa derivaatan nollakohdissa.

Derivaatta f'(x) = 2+2(1+tan® 2x) =4+ 2tan® 2x >0

>0
Koska funktion derivaatta on suurempi kuin nolla ja yhtd suuri kuin nolla vain yksittéisissa
pisteissd, niin funktio on aidosti kasvava koko vélilla. Pienin arvo on tallgin valin
alkupisteessa ja suurin loppupisteessa.
Koska n on kokonaisluku, niin » = 0, ja valille kuuluva derivaatan nollakohta on

x=0Z=0
2

Lasketaan funktion f(x) = 2x+tan2xarvo vélin péétepisteissa

FED) =2 (D) wtanf2- (D)=~ Zrtan(-2) = -2 (—i)————f (pienin)

/(0)=2-0+tan(2-0) =0 (suurin)

Vastaus: Funktion arvojoukko {—%—\/@0}
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128. Funktio f(x)=cosx

Funktion kohtaan x :% piirretyn tangentin kulmakerroin on sama kuin funktion
derivaatan arvo t&ssd kohdassa.
PR
\A n
h
C
X
B
Derivaatta f'(x) =-sinx
Tangentti
Y=Yy =k (x—xp)
V4 V4 V4 1 V4 . 1
==,y =f(=)=cos—=—=,k =f'(=)=-sin(=)=——
Yo =g o= () =os == k= Q) ==sin() = -
y_i__i(x_ﬁ)
NN A
Tangentin ja y-akselin leikkauspiste, x = 0
1 1 Vs
Y (
Y ﬁ( 4)
y=—"_+ L
a2 2
Normaali

Koska tangentti ja normaali ovat kohtisuorassa toisiaan vasten, niin kulmakertoimien tulo
on —1.

Normaalin kulmakerroin £, =2
Y=o =k (x—xp)
1 T
- =V2(-7)
y NG 2

Normaalin ja y-akselin leikkauspiste, x = 0
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1 V4
y-t-20-5)
72'\/5 1

4 2

Kolmion 4BC pinta-ala
1 Uz 1 zf2 1| x 13z 32° 3J24°

A=—ah=—|—F+—-(—+—=)| —== —= =
2 24x/§ﬁ(4 ﬁ)4 2|a2] 4 322 64
2
Vastaus: 3\/5”
64

129. Funktio f(x)=sin2x—x

Funktion kohtaan x =z piirretyn tangentin kulmakerroin on sama kuin funktion derivaatan
arvo téssa kohdassa.

Derivaatta f'(x) =2cos2x-1
Tangentti
Y=o =k (x—xp)
Xo=7, vy =f(m)=sin2-7) -7 =-n,
k,=f'(r)=2cos(2-7)-1=2-1-1=1
y=(m)=Ux-7x)
Tangentin ja y-akselin leikkauspiste, x =0
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yv+r=(0-7x)
y=2r
Normaali
Koska tangentti ja normaali ovat kohtisuorassa toisiaan vasten, niin kulmakertoimien tulo
on —-1.
Normaalin kulmakerroin %, = -1
y=yo =k (x—xp)
y=(-7)=-1x-7)
Normaalin ja y-akselin leikkauspiste, x = 0
y+r=-1.(0-7)
y=0

Kolmion 4BC pinta-ala

A=£ah=£|2ﬂ—0|-7z=7[2
2 2

Vastaus: 72

130. Funktio f(x)=cosx++/3sinx—3 on jatkuva, kun x €[0, 7], joten funktiolla on tall4

valilla sekd pienin ettd suurin arvo. Funktion suurin ja pienin arvo sijaitsevat joko vélin
paatepisteissa tai vastaavalle avoimelle vélille kuuluvissa derivaatan nollakohdissa.

Derivaatta f'(x) =—sinx+~/3cosx
Derivaatan nollakohdat

—sinx++/3cosx=0

—sinx =—/3cosx | :cosx =0, jos cosx =0, sinx = 0, ei ratkaisua
—tanx =—/3 | (=)
tanx =+/3
tan x = tan =
3
T
xX=—+nr

valille 10, [ kuuluu vain x = % .

Lasketaan funktion f(x)=cosx+/3sinx—3arvo
valin paatepisteissé
£(0)=cos0+~/3sin0-3=1-3=-2

f(r)=cosz+3sint—3=-1-3=-4  (pienin)
ja derivaatan nollakohdassa
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f(%) :cos%+\/§sin%—3:%+\/§.§_3:_l (suurin)

Vastaus: Pienin arvo on —4 ja suurin —1.

131. Funktio f(x) =2cosx+5sinx—1 on jatkuva, kun x [z, 27|, joten funktiolla on

talla valilla seka pienin ettd suurin arvo. Funktion suurin ja pienin arvo sijaitsevat joko vélin
paatepisteissa tai vastaavalle avoimelle vélille kuuluvissa derivaatan nollakohdissa.
Derivaatta f"'(x) =—-2sinx+5co0sx

Derivaatan nollakohdat

2sinx+5cosx=0

2sinx =-5c0sx | :cosx # 0, jos cosx =0, sinx =0 ei ratkaisua
2tanx = -5 | :2
tanxz—é
2
y
1
N

Vilille ]Jx, 2n [ kuuluu vain kulma x = x; .
Lasketaan funktion f(x)=2cosx+5sinx—larvo
1. Valin paatepisteissé:

f(r)=2coszw+5sinr-1=2-(-1)+5-0-1=-3
f(2r)=2cos(2z)+5sin(27r)-1=2-1+5-0-1=1 (suurin)
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2. Derivaatan nollakohdassa:

Lasketaan kulmaa x = x, vastaavan terdvan kulman sinin ja kosinin arvot

kayttaen suorakulmaista kolmiota, jossa tan a = >

\/52+22a=@a

2a

Sa
sina =i
J29
COSOc:i
J29

Koska kulman x, loppukylki on neljannessé neljanneksessé, niin seké sini etté kosini ovat
negatiivisia.

f(xp) = 2c0s xo +5sin x, —1:2.(_L 29

5
T T

Vastaus: Pienin arvo on —@—1 jasuurin 1.

1=-/29-1 (pienin)

132. Mééritettdessa pisin metallitanko, pitéa itse asiassa maéarittaa kaikkein "kinkkisin
kohta" eli lyhin mahdollinen vino etdisyys AB.

/1 2,70m

6,40 m

A
Madritetadn kuvion merkintoja kayttéden lyhin jana 4B.
Kolmiot ABD ja DCE ovat yhdenmuotoiset (kk), silla

<E =<B=90° :% jaristikulmina <EDC = <ADB .
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Valitaan muuttujaksi kulma o Maéritetaan janan AC = AD + DC pituus kulman funktiona.

Kolmiosta DCE

_6.4cosa 2,7sina _ —6,4c08° a+2,

cosa = E2 | ED=2,70m
CD
CD =—2’7
cosa
Kolmiosta ABD
sinazﬁ AB=6,40 m
AD
AD :fs’_d'
sina
Haetaan funktion f(«) :9—4+ 27 pienin arvo, kun « €]0, ﬁ[.
sina  cosa 2
Funktio f(«)= ?’4 + 2.7 on jatkuva ja derivoituva, kun « €]0, 1[ .
sina  Ccosa 2
Derivaatta
f(@)=6,4cosax-(~1)-sin? @ +2,7(-sina) - (-1)-cos ? & = ——— 5
sin“ a Cos“ «
Derivaatan nollakohdat
—6,4c08° ¢ +2,7sin*a =0
2,7sina=6,4cos’a | :(cos® &) # 0, koska & €]0, %[
2,7tan’ o = 6,4 | 12,7
tan®a = % | ¥, yksikasitteinen
tana = i
3

a =10,92729.....+n-7

Koska a €]0, %[ , saadaan ainoa nollakohta o, =0,92729...

Kulkukaavio
T
0 0,72 2 F1(05) - A0S (09) +2.75in°(0.5) _
f(a) ﬁ‘ — ‘ + ‘ﬁ ’ sin?(0,5) - cos?(0,5)
> 3 3
(@) ;‘ \J /‘ﬁ )= —6,4c-os2 (1)+2,275|n O 28..50
max min max sin”(1)-cos” (1)
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Funktion pienin arvo sijaitsee ainoassa minikohdassa « .
6,4 2,7
sina  cosa

Funktion f(a)= pienin arvo

Koska kulman ¢ €]0, %[ seka sini ettd kosini ovat positiivisia.

Kéytetadan apukolmiota tarkkojen arvojen laskemiseen. Kaikki sellaiset suorakulmaiset
kolmiot, joissa toinen terdvékulma ¢, , ovat yhdenmuotoisia.

4
tana =—
3

3a

]
) da
Kuviosta
. a 4
sing=—=—
5@ 5
3a 3
coSa=—=—
5 5
Flag) = f(a) = 6,4 N 2,7 :6,4+2,7:12,5

sing, cosq, 4
5

Vastaus: Tangon pituus on 12,5 m.

133. Kayrien f(x)=y=sinx ja g(x)=y=tanx leikkauskulma on sama kuin
leikkauspisteeseen piirrettyjen tangenttien valinen kulma.

Leikkauspiste, kun % <x< 377[

y=sinx
y=tanx
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sinx =tanx

3

sin x pd
-cosx # 0, koska E<x<7

COS x
sinx-cosx =sinx
sinx(cosx-1)=0

sinx =

sinx=0 tai cosx—1=0

sinx=sin0 cosx=1
xX=n-7x cosx =cos0
xX=n-2rx

Ehdon % <x< 37” tayttad ainoastaan x = .

Funktion kohtaan x = 7 piirretyn tangentin kulmakerroin on sama kuin funktion derivaatan
arvo téssa kohdassa.

Funktio f(x)=y=sinx jasen derivaatta f'(x)=cosx
Kohtaan x = piirretyn tangentin kulmakerroin f'(z)=cosz =-1
Funktio g(x) =tanx ja sen derivaatta g'(x) =1+tan’x

Kohtaan x = 7 piirretyn tangentin kulmakerroin g'(z) =1+tan®z =1

Tangenttien vélinen kulma
Koska tangenttien kulmakertoimien tulo on —1-1= -1, niin tangentit ovat kohtisuorassa
toisiaan vasten.

Vastaus: Kayrien leikkauskulma on 90°.

134. Koska pyydystin on suora sarmid, jonka korkeus on vakio, niin tilavuus on suurin, kun
pohjan pinta-ala on suurin. Pohja on tasakylkinen puolisuunnikas, jonka pinta-ala on

A:a+b-h.

c 4,0 dm c

fe——
4,0 dm

Puolisuunnikkaan kylki 30 cm = 3,0 dm
Lyhyempi sivu b=4,0 dm
Pidempi sivu a = 2¢+4 (dm)
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C
—=C0S
3
c=3cosa
Korkeus 4 (dm)
h o
—=sina
3
h=3sina
. . 6cosa+4+4 . . . o Ano
Pinta-alafunktio A(a):szma:Qsmacow +12sina, a €[0°,90°].

Funktio on jatkuva, joten suurin arvo sijaitsee joko vélin p&atepisteissa tai avoimelle vélille
kuuluvissa derivaatan nollakohdissa.
Derivaatta

A'(a) = 9[cos a cos a +sin a(-sina)] +12cos a | cos® & —sin® & = cos 2o = 2cos” -1

=18cos® ¢ +12cosa —9
Derivaatan nollakohdat

18c0s® o +12cosa -9 =0 | cosa=d, -1<d <1
1842 +12d -9=0

e ~12+4/122 —4.18-(-9)

2-18
dy = M =0,4484...
36
d, = 227281424 _ ) 1150, <1, eikay
36
cosa =0,4484...

o =+63,3587...° +n-180°
Valille kuuluu vain « = 63,3587...°
Valin paatepisteet 4(0) =9sin0-cos0+12sin0=0,
A(90°) =9sin90° - cos90° +12sin90° =12
Derivaatan nollakohta
A(63,3587...") =9sin 63,3587..." - c0s63,3587..." +125sin 63,3587..." ~14 , suurin

Vastaus: Tilavuus on suurin, kun kulma on 63°.
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135. Funktio f(x)= Asinx+ Bcosx, f(%) = Asin%+Bcos%: A-1+B-0=4

Derivaatta f'(x) = Acosx—Bsinx, f'(%):Acos%—Bsin%:A-O—B-lz—B
Yhtélopari
T
—)=7
f(z)

v
f(3)=2
A=rx

s

A=rx

ot
Vastaus: 4=z, B=-2

136. Funktio f(x)= cosl_—x on maéritelty ja derivoituva, kun x = 0.
X

-1.x-(1-x)-1

x2

1 .

Derivaatta f"'(x) = [—sin(l_x)] :_zsm(l__x),
X X X

Nollakohdat

1 . 1-x
—25|n(
X

)=0
sin(=%) = 0
X

sin(l_—x) =sin0

l-x=x-n7
x(nr+1) =1
1
Cltax
Ne nollakohdat, jotka kuuluvat vélille |-11[ , kun neZ .

Kun n>0,niinx>0jax=

Kun » =0, niin x = L =1¢]-11
1+nx

Kun n<0,niin x=

Vilille |-1,1] ovat x = Jkun neZjan=0.

+nrw
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Vastaus: x = ykuin neZjan=0

1+nrx

137. Koska seka sini- etta kosinifunktiot ovat jaksollisia funktioita, jaksona 2, niin
funktion suurin ja pienin arvo loytyvat suljetulta vélilta [0, 27]. Funktio

f(x)=2sinx+cos2x on jatkuva, kun x € R, joten se saa sekd suurimman etta pienimman

arvonsa suljetulla valilla. Ne sijaitsevat joko valin paatepisteissa tai vastaavalle avoimelle
vilille kuuluvissa derivaatan nollakohdissa.

Funktio f(x)=2sinx+cos2x
Derivaatta f'(x) =2cosx+2-(—sin2x) = 2cos x —2sin 2x
Derivaatan nollakohdat
S(x)=0
2cosx—2sin2x=0 sin2x = 2sin xCcos x
2c0s—2-2sinxcosx =0
2cosx(l-2sinx)=0

2cosx =0 tai 1-2sinx=0
V1 . .
COSx =C0S— SInx =SIN—
2 6
x:i£+n-27z x:£+n-27r tai x:ﬂ—£+n~27r
2 6 6

x:5—”+n~27r
6

Valille ]0, 2x[ kuuluvat derivaatan nollakohdat. Jos » <0, niin x<0.

" x=-Zin2r x=Zin2n x=2in2rx x=5—7[+n-27z
2 2 6 6

0 ~Z 40,27 T 0,24 Z 0,24 57 10,24
2 2 6 6

1
37 10,24 ST p2a | B0 | Y024
2 2 6 6

2
%e]o,zn[

Lasketaan funktion arvot valin paatepisteissa ja avoimelle valille kuuluvissa derivaatan
nollakohdissa.

Funktio f(x)=2sinx+cos2x
f(0)=2sin0+cos(2-0) =1
f(27z) =2sin(2x) +cos(2-27) =1

T . T T
—)=2sin—+cos(2-—)=-1
f(2) 5 ( 2)
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T . T 1 .

—) =2sin—+co0s(2-—) =1=suurin
f(6) 5 ( 6) 5
f(0)=25in5%+cos(2~5%)=1% suurin

f(%[) = 2sin37”+cos(2 -37”) =-2-1=-3pienin

Vastaus : Funktion suurin arvo on 1,5 ja pienin —3

138. Funktio f(x) =sinxcos(x+a) on jatkuva ja derivoituva, kun x e R.
Derivaattafunktio f'(x) = cosxcos(x+ a)—sin xsin(x+ a) on jatkuva, kun x € R, joten

suurin arvo on suurin maksimeista ja pienin arvo pienin minimeista. Adriarvot sijaitsevat
derivaatan nollakohdissa.
Derivaatan nollakohdat

€oSxCoS(x +a)—sinxsin(x+a)=0 | Cosa €0s S —sinasin § =cos(a + )
cos(x+x+a)=0

cos(2x+a) = cos%

v
2x+a:E+n~7I

Funktio f(x)=sinxcos(x+a) on jaksollinen, jaksona 2x, ja funktion jaksoon ei vaikuta
vakio a. Nain ollen riittdd antaa n:lle arvot 0, 1, 2 ja 3.

n=0:
f (%—%) = sin(%—%) cos(%+%) | kaytetaan kaavojasin(a — 3) ja cos(a + 3)
:[sinlcosﬁ—coszsinﬁ]-[coszcosﬁ—sinzsinﬁ] |sin£=cos£:i
2 42 42 42 4 4 2
1 a 1 . a 2
=(—=c05———=sin—)
22 272
:%(COSZE—ZSM%COS%-}-SMZ%) ‘sin2 a+c0s%a =1, 2sinacosa =sin 2«
1 1.
==-=sina
2 2
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n=1

3t a
f(T E)
= sin(sf—%) cos(37ﬂ+%) | kaytetaan kaavojasin(a — ) ja cos(a + f3)
. 3z a 3r . a 3z a . 3t . a . 37 3z 1
=[sin— cos— — cos—sin —]-[cos— cos — — sin—sin —] |sm—:— s—:——
42 472 42 472 4 2 V2
1 a 1 . a 2
=-1.(—=cos—+—=sin—)
22 22
:—l(cosz£+2sin£cos£+sin2£) ‘sinzoz+cos2 a =1, 2sinacosa =sin 2«
2 2 2 2 2
1 1.
=———=sina
2 2
n=2
57 a
f(4 2)
= sin(5—”—£) cos(5—ﬂ+£) | kéytetaan kaavojasin(a — f) ja cos(a + f)
5 5r S5t a . 57 . a . 51 S5r 1
=[sin— cosZ —cos X sm—] [cos—cos— —sin—sin—] |sm—:cos—:——
4 2 4 4 2 4 2 4 4 2
1 a 1 . a,
=(——=cos—+—=sin—)
22 22
:l(coszﬂ—25in£cos£+sin2£) ‘sin2a+cosza:1, 2sin ¢ cosa = sin 2a
2 2 2 2 2
11
==—=sina
2 2
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n=3

T a
f(4 2)
= sin(%r—%) 005(7771+%) | kaytetadn kaavojasin(a — f) ja cos(a + )
. I a T . a 14 a . Tr . a . I 1 T 1
=[sih—cos— — cos—sin —]-[c0s — c0S— — sin —sin —] sin—=——,c0s—=—
2 42 42 42 4 2 4 2
—(—icosﬁ—isinﬁ)(icos£+isin£)
22 2202 2 22
1 a 1 . a,
=-1-(—=c0s—+—=sin—)
J2 2 22
:—l(coszﬂ+ Zsinﬂcosﬁ+sin2%) ‘sin2a+cos2 a =1, 2sinacosa =sin 2a
1 1.
=—=——-=sina
2 2

Koska —1<sina <1, niin —1£—%—%sina:—%(1+sina)so ja
Oﬁl—lsinazl(l—sina)sl,niin
2 2 2
. 1 1. . 1 1.
suurin arvo on ——=sina ja pienin arvo on —=—-=sina
2 2 2 2

. 1 1. . 1 1.
Vastaus: Suurin arvo on E—Esma ja pienin arvo on —E—Esma.

139. Funktio f(x)=sin2(x +%) = sin(2x+%) =sin 2xcos%+ cos 2xsin% =C0s2x On

jatkuva, kun x e R.
Kosinifunktion suurin mahdollinen arvo on 1.
cos2x =1

cos2x =cos0
2x=n-2rx

X=n-xw nel

Vastaus: x=n-7, neZ.
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140. Funktio f(x) = sin? xcos* x on jaksollinen, jaksona [0, 2x]. Koska funktio on talla

valilla seka jatkuva ettd derivoituva , suurin ja pienin arvo l6ytyvét talta valilta. Ne
sijaitsevat joko vélin paatepisteissa tai avoimelle vélille kuuluvissa derivaatan
nollakohdissa.

Derivaatta

7'(x) = cosx-2sin x-cos* x+sin? x- (—sin x) - 4cos® x = 2sin xcos® x(cos® x — 2sin? x)
Derivaatan nollakohdat
2sin xcos® x(cos? x—2sin® x) =0
sinx=0  tai cos’x=0 tai cos’x—2sin®x=0 |cos’x=1-sin’x
xX=n-7 cosx=0 1-3sinx=0

T .
x=5+n~7r Sinx ==+

-

Funktion £ (x) =sin? xcos* x arvot vélin paatepisteissa
7(0)=sin?0-cos*0=0

f(27) =sin?(27z)-cos*(27) =0

Funktion f(x)=sin?xcos*x arvot derivaatan nollakohdissa.

Koska kysytdan suurinta ja pieninta arvoa, lasketaan ne ratkaisematta kulmaa.
Kun sinx =0 tai cosx=0, niin f(x) =sin® xcos* x=0

Kun sinx = +—— _ niin sin® x = = ja coszle—sinzng,jolloin
NE 3 3
) 4 1.2 2 4 .
=sin? xcos* x == (£)% = — . (suurin
f(x) X¥C0S X = (3) T ( )

Vastaus: Suurin arvo on % ja pienin 0.

141. Maéritetaan funktion f(x) = (1—cos® x)* suurin ja pienin arvo kayttamatta
derivaattaa.
Kosinifunktio on jatkuva ja sen arvojoukko on [-1, 1] .

—1<cosx<1 | 0°, » == aidosti kasvava eli sailyttas jarjestyksen
—~1<cos®x<1 | -(-1)

1>-cos®x>-1
~1<—cos®x<1 | +1

0<1l-cos®<?2 | 0°, y=x* aidosti kasvava eli sailyttas jarjestyksen

0<(1-cos’x)* <8
Vastaus: Suurin arvo on 8 ja pienin 0.
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142. Kysytty kulma on oo € [0°,90°]. Samankohtaisina kulmina kulma CPB = a., koska
PC|| AD.

Haetaan oikopolun AB = AP+ PB lyhin mahdollinen pituus.
Kolmiosta CPB

100
cosa =—
PB
PB = 100
cosa

%7 D o A

Kolmiosta DAP

. 60
sing =—
AP
ap- 80
sina
. . 100 60 . o ane . .
Oikopolkufunktio f(«) = +——— on jatkuva, kun « €]0°, 90°[ . Tutkitaan funktion
cosa  Sina
kulkua.
Derivaatta

7 (a) =100(-sina)-(~1)-cos > o +60cos - (—1)-sin 2 «
_100sina  60coser _ 100sin® « —60cos’ o
cos’a  sin‘a sin® o -cos? &
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Derivaatan nollakohdat

100sin® ¢ —60cos® & =0

100sin® o =60cos’a | :(cos® &) # 0, koska & €0, %[
100tan® o = 60 | 1100
tan®a =0,6 | ¥/, yksikasitteinen

'[anozzi/E
3

a =140,145..° + n-180°

Valille J0°, 90°[ kuuluu vain kulma 40,145...°

Kulkukaavio
H 3 0_ 3 o
0 40° 90° f.(SOO):loos_mz 23 602022030 <0
, sin -COS
oo — |+ 2

100sin® 60° — 60 cos® 60° 0
sin% 60° - cos? 60°

Qy

floy S| —75 £1(60°) =

Pienin mahdollinen arvo sijaitsee ainoassa minimiss, eli derivaatan nollakohdassa.
Vastaus: Kulma on 40°.
143. Funktio f(x) = cos(% -Xx)

Derivaattafunktio f'(x) = —[—sin(%— X)]= sin(%— x)

Yhtalo
f'(x)=sinx

. .
SIN(——-—x) =SInx
(2 )
Z—x=x+n-2ﬂ tai l—xz;r—x+n-27r
2 2
2x:£+n-27r 0:£+I’l'2ﬂ'
2 2
x =%+n~ﬂ ei ratkaisua, kunn e Z

T
Vastaus: x=Z+n-7r, nez
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Testaa hyvat taitosi 1

1.
IT 0,1) I
ﬂ\
& (1,0)
(a,b)
I 1AY
a)

Kulma —a sijaitsee 1. neljanneksessa.
Kulman kehdpiste saadaan peilaamalla kulman o kehdpiste x-akselin suhteen,
joten kehépiste on (a, —b)

IT (0,1) I
{(@b)
(A
Q v
@
III v
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b)
Kulma « — 7 sijaitsee 2. neljanneksessé.

Kulman kehdpiste saadaan peilaamalla kulman o kehdpiste origon suhteen,
joten kehépiste on (—a, —b)

11 ©0,1) I
(_a» _b)

N (1,0)

(a,b)
101 v

¢) Kulma —a + 7 sijaitsee 3. neljanneksessa.

Kulman kehdpiste saadaan peilaamalla kulman —a. kehdpiste origon suhteen,
joten kehépiste on (—a, b)

1I 0,1) I
(a’ _b)

N

y (1,0)
(—Cl, b)

I v

Vastaus: a) (a, —b) b) (-a, -b) ¢) (—a, b)
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2. a) Kulman sini on kehépisteen y-koordinaatti: sina =5
b) Kulman kosini on kehépisteen x-koordinaatti: cos a. = a

sin b
c) tan(a—rx)=tana = “a_2
cosa a
c0S
d) cota =— “«_4
sinae b

Vastaus: a)b b)a ¢) 2 d) &
a b

3 .
3.sina=—— ja a €]0, 7]
V10 . .
. sino > 0 sino >0
tang = M ja cote = cosa <0 cosa >0
oS« tan o

Kun « €]0, #[ , niin

sina+cos’ o =1

cosa = +/1-sin’ a

3 3
ng-_ e _, 10 :i\/i_ozﬂ
+V1-sin? & 1-( 3 L

J10 J10
Ccota = :il
tan o 3

1
Vastaus: tana =+3, cota = J_rg

4. Koska sin* « —cos* o = (sin? a)? — (cos? @)?, niin kaytetaan muistikaavaa
a’?—b? =(a-b)(a+b),

sin® & —cos* & = (sin? & — cos? @)(sin? & + cos’ &) | sin®a+cos’a =1
=sin® o —cos? | cos? & —sin® & = —(sin” & — cos” @) = —c0s 2¢
=—-C0S2¢

5.a) Funktio f(x)=sin10x
Funktion sin « perusjakso on 27 .Kun kulma kymmenkertaistuu jakso menee
T

kymmenesosaan, joten funktion f(x) =sin10x perusjakso on i—g =z
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b) Funktio f(x)= tan”T” - tan(%x+%)

Tangentin perusjakso on r. Vakion lisdédminen kulmaan siirtdd kuvaajan paikkaa, mutta ei
vaikuta perusjakson pituuteen. Kun kulma on viidesosa alkuperdisestd, niin jakso on
viisinkertainen, eli 5z

Vastaus: a) % b) 5n

6. a) Funktio f'(x) =3cosx+3on madritelty ja jatkuva, kun x e R . Méaarittelyjoukko on
reaalilukujen joukko.

Arvojoukko

Koska —1<cosx <1 ja cosx saa kaikki arvot talta valilta, niin
~1<cosx<1 |-3
-3<3cosx<3 | +3

0<3cosx+3<6
Funktion arvojoukko on [0, 6].

b) Funktio f(x)=3-3sin® ; on madritelty ja jatkuva, kun x € R . Maérittelyjoukko on

reaalilukujen joukko.
Arvojoukko
Koska —1<sinx <1 jasinx saa kaikki arvot talta vélilta, niin

~1<sinx<1 | 0%, y=x° aidosti kasvava, jérjestys sailyy
(-1)% <sin®x<1® | (-3)<0
3>-3sinx>-3 | +3

0<3-3sin®x<6
Funktion arvojoukko on [0, 6].
Vastaus: a) Méarittelyjoukko on R ja arvojoukko on [0, 6] b) Médrittelyjoukko on R ja
arvojoukko on [0, 6]

7.a)
COSx = C0S2x
x=2x+n-2x tai x=-2x+n-2rx
-X=n-2r 3x=n-2rx
xX=n-2x X=n-—rx

Koska n € Z , voidaan vastaukset yhdistéd, eli x=n %n, nez
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b)
J3sinx+cosx =0
J3sinx=—cosx | :(—cosx) =0, jos cosx =0, niin sinx = 0, joten yhtald ei toteudu

—\/§tanx:1

1
tanx =——

NE

5
tan x = tan i

<)

sin? x = cos x — cos? x

sin? x +cos? x = cos x
—_—
=1
cosx=1
cosx =cos0

x=n-27w
2 S
Vastaus: a) x:n~§7z,neZ b) x=?+n-7r, neZ c) x=n-27r,nel

8.

a) D(lsin x+10088x) = lc05x+1~8~(—sin 8x) = 1c05x—sin 8x
8 8 8 8 8

b)
(CO8° %, _ —sinx-2c0s.x-8sin x —cos” x-8osx _
8sinx (8sin x)?
_ —165in” xcosx —8cos® x oS x
64sin® x
1 (1-sin? x) cos x
=—=Cosx———
8sin“ x
1 cosx —sin® xcos x
=—=C0sx— —
8sin“ x
cosx 1
=—=C0SX————+-C0SX
4 8sin“x 8
oS x
= —ZCoSx——
8 8sin“ x
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8
C) D(gtan9 X)ZE. . ~9tan8x:8ta”2 X
9 9 cos® x cos® x
8
Vastaus: a) ic03x—sin8x b) —ECOSx— C?SZx Stan2 X
° 8 8sin® x Cos* x
2 p—
9. Funktio f(x) = mLfl =10- on jatkuva, kun x [-1, 1] ja derivoituva, kun
1-sin®x cos® x
~
cos® x

xe]l-11
Jatkuva funktio saa suljetulla vélilla sek& suurimman etta pienimman arvonsa. Ne

sijaitsevat joko vélin paatepisteissa, derivaatan nollakohdissa tai kohdissa, joissa derivaatta
ei ole olemassa.

Derivaatta f(x) = —(~sinx)-(~2) - (cosx)™ = 25'2 X derivaattafunktio on jatkuva, kun
cos® x
xe]-1L1
Derivaatan nollakohdat
25|r31 X0
cos® x
sinx=0
sinx=sin0
X=n-7mw

Valille ]-1, 1[ kuuluu vain x=0.
Funktion arvot valin paatepisteissa

(=D :10—2; =6,574...
cos (-1

f@=10- 12 =6,574...
cos“1
Funktion arvo derivaatan nollakohdassa f(0) =10— 12 5 =10-1=9 Suurin
cos

Vastaus: Funktion suurin arvo on 9.

10. Funktio f(x) = —8cosx +8cosxsin® x—2 = —8cosx(1—sin’ x) -2 = —-8cos> x - 2,
-—
cos® x
xeR.

Funktion pienin arvo saadaan myds ilman derivaattaa. Kéytetaan tassé derivaattaa.
Funktio on jatkuva ja derivoituva, kun xeR.

Myds derivaattafunktio f'(x) =-8-(-sinx)- 3cos? x = 24sin xcos? x on madritelty ja

jatkuva, kun x € R, joten pienin arvo on pienin minimeista. Aariarvot sijaitsevat
derivaattafunktion nollakohdissa.
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Derivaatan nollakohdat
24sinxcos’> x=0

sinx=0 tai cosx=0
. . T
sinx=sin0 COSx:COSE
T
X=n-rm x:3+n~ﬂ

Lasketaan funktion arvot aariarvokohdissa.
Kun x =%+n~7r, niin cosx =0, joten f(x)=-8cos®x—2=-2.

Kun x=n-7,niin cosx =1 tai cosx=-1, joten f(x)=-8-1-2=-10 tai
f(x)=-8-(-1)-2=6
Pienin arvo on -10

Vastaus: —10
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6. Lukujono

144. Ratkaisuesimerkkeja

a) lisdédmalla edelliseen termiin 6 saadaan seuraava termi eli 2, 8, 14, 20, ...

b) vahentamalla edellisesté termistd 7 saadaan seuraava termi eli 9, 2, -5, =12, ...

¢) kertomalla edellinen termi 0,1 :114 saadaan seuraava termi eli 1; 0,1; 0,01; 0,001; ...

d) kertomalla edellinen termi 0,6 :114 saadaan seuraava termi eli 0,3; 0,18; 0,108; 0,0648;

e) korottamalla termin jarjestysluku potenssiin 3 saadaan seuraava termi eli 13 = 1, 2°=8,
3=27, 4°=64, ...

f) laskemalla kahden edellisen termin summa saadaan seuraava termi
eli-1,-1,-2,-3,-5,-8, ...

g) ottamalla ensimmadisesté alkaen jonon joka toinen termi saadaan jono 12, 11, 10, 9, 8, 7,
... ja ottamalla toisesta termistd alkaen jonon joka toinen termi saadaan jono —-11, -12, —13,
-14,-15, ... ja

alkuperéinen jono jatkuisi 12, -11, 11, -12, 10, -13, 9, -14, 8, -15, 7, ...

145. Ratkaisuesimerkkeja

a) lisddmalla edellisen termin osoittajaan ja nimitt4jadn 1 saadaan seuraava termi eli
2345

b) lisédmalla edellisen termin osoittajaan 1 saadaan seuraava termi eli 27

~low

4

7
. . 1 - 1 1

c¢) kertomalla edellinen termi luvulla Esaadaan seuraava termi eli —2,—1,——,—2, .

d) korottamalla termin jérjestysluku potenssiin 3 ja vahentdmalld luvun 1 saadaan seuraava

termi

eli 13- 1=0, 2°-1=7, 3*--1=26, 4*-1=63, 5°-1=124, 6°~1=215, ...

e) korottamalla termin jarjestysluvun vastaluku potenssiin 3 saadaan seuraava termi

eli (-1)% = -1, (-2)°= -8,(- 3)*= =27, (-4)*= -64, ...

f) kun ensimmaiseen termiin lisatdén 5, saadaan toinen termi ja kun edelliseen termiin

lisattavaa lukua kasvatetaan joka kerta luvulla 2, saadaan seuraava termi eli

3, 3+5=8, 8+5+2=15, 15+7+2=24, 24+9+2=35, ...

g) kun ensimmaiseen termiin lisatdan 2, saadaan toinen termi ja kun edelliseen termiin

lisattdvé luku kerrotaan joka kerta luvulla 2, saadaan seuraava termi eli

1, 1+2=3, 3+4=7, 7+8=15, 15+16=31, 31+32=63, ...

h) kun ensimmaiseen termiin lisatdén 1, saadaan toinen termi ja kun edelliseen termiin

lisattdvaa lukua kasvatetaan joka kerta luvulla 1, saadaan seuraava termi eli

3, 3+1=4, 4+2=6, 6+3=9, 9+4=13, 13+5=18, ...
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146.
a)
a, =5n-1

a,=51-1=4
a,=5-2-1=9
a,=5-3-1=14
a,=5-4-1=19
b)

a =n

a =1?=1

a, =22=4
a,=3 =9

a, =4?=16

a,=20-2"

a,=20-2"=18
a,=20-2"=16
a,=20-2° =12
a,=20-2"=4

_n-n
a, =3

2
|
«

L
I

Q
N
I
w
s
I

Il
|
IS
I

)

w

1]

w

&

1]
o) N Ol Wik
|_\|I—‘\l||—\ |

)
IS
|

Vastaus: a) 4,9,14,19 b) 1,4,9,16 c) 18,16,12,4 d) % % —_, =
147.

a) a,=10,a,=a, ,+20

a,=a,+20=10+20=30

a, =a,+20=30+20=>50

a,=a,+20=50+20=70

as=a,+20=70+20=90

b)

al = 5’ an = 3 anfl
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a,=3-a,=3-5=15
a,=3-a,=3-15=45
a,=3-a,=3-45=135
a;=3-a, =3-135=405
c)

a,=0,a,=6-a,,+1
a,=6-a,+1=6-0+1=1
a,=6-a,+1=6-1+1=7
a,=6-a,+1=6-7T+1=43

a5 =6-a, +1=6-43+1=259

d)

Vastaus: a) 10,30,50,70,90
¢) 0,1,7,43,259

148.
a)a,=(-3)"

a, = (-3)'=-3
a,=(-3)"=9

a,=2-(2-1)=2
a,=3-(3-1)=6
a,=4-(4-1)=12
ag =5-(5-1) =20

1
nzl_ =)'
0)a )

1 1
al :1—(5)1 :E

b) 5,15,45,135,405

d) 16, 4,2, V2, JV2
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=1-(=2) =
a, (2) 1
1 7
a,=1-(Z) =~
3 (2) 5
.1, 15
a.=1-G) =15
o1y 31
as (2) 30
2
d)a,=
n+3
2 1
alz—:—
1+3 2
2 2
ay=——=—
2+3 5
2 1
ay=—"==
3+3 3
2 2
a,=——=—
443 7
2 1
ag=——"=—
5+3 4
1
e)a,=——=
n
1
(11:—1:1
1
az——z
1
613——3
!
4 7 2
ool
° 5
f)l—n(’l)n
a, = 1-19 =0
a,=1-2" =1
a=1-3 =2
3
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a, =1-4" =3

a5 =1-5Y = g

Vastaus: a) —3; 9; —27; 81 ja—243 b) 0; 2; 6; 12 ja 20
1. 37.15. 31 1.2.1 2.1

C_;_ _;_a_d _1_1_!_a_

)24816132)2537J4
1 1 1. 1 2 .4

e)l, =, —=:-Jja—= NO;-1; =;3ja—
V2 3 27 s 3 5

149. a) 0,7; 0,7+8 = 8,7; 8,7+8=16,7; 16,7+8=24,7; 24,7+8=32,7

rekursiivinen saanté on a, =a,_; +8

b)-1,3-2+4=14;1,4-2+4=6,8; 6,8-2+4=17,6;17,6-2+4=39,2;39,2-2+4=824
rekursiivinen saantbon a,=a,, -2+4

€)2, 3,2-3=-1,3-(-1)=4,-1-4=-5

rekursiivinen saantdé on a, = a,» — a,_1

Vastaus: a) 0,7; 8,7;16,7; 24,7, 32,7 a,=a,1+8, n>2
b) -1,3;1,4; 6,8; 17,6; 39,2; 82,4 a,=a,, ‘2+4,n=>2
¢ 2 3 -1,4-5 a,=a,0,—-a,1,n>3

150.

a)3,7,11,...

n | a, | rekursiivinen sainto | analyyttinen saéntd
113 |3 3

2|7 |3+4 7=4.2-1
3111|7+4 11=4.3-1
nla, |a,1+4 a, =4n—-1

Rekursiivinen saanto:
a; = 3
a,=a,.1+4,kun n>2

Analyyttinen saanto:
a,=4n—-1,n>1

b)3,1,-1,...

n | a, |rekursiivinen saanto | analyyttinen saanto
113 |3 3

2|1 |3-2=1 3-1.2=1
3|-1|1-2=-1 3-2.2=-1

nla, |a,1—2 3-(n-1)-2=-2n+5
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Rekursiivinen saénto:

Lukujonon termit saadaan vahentamalla edellisesta termisté luku 2.
a; = 3

a,=a,1—2,kun n =2

Analyyttinen saanto:
a,=-2n+5, n>1

¢) 2,6,18,...

n | a, | rekursiivinen sainto | analyyttinen sééntd
112 |2 2

2|6 |2-3=6 2:3=6
3/18(6-3=18 2-3-3=18

nla, |a,1-3 2.3t

Rekursiivinen s&anto:

Lukujonon termit saadaan kertomalla edellinen termi luvulla3.
a; = 2

a,=a,1 3, kun n>2

Analyyttinen saanto:
n:nen termin laskemiseksi ensimmdinen termi pitaa kertoa (n — 1) kertaa luvulla 3.
a, = 2'3”_1, n>1

gl
39 27
n|a, |rekursiivinen saanto | analyyttinen séanto
111 1 1
3 |3 3
211 |1 1_1 1.1 1_1,
9 |33 9 933 3
3111 1_1 11,
7|9 3w 73
n|a, 1 1.,
Ap-1 ° 5 (g)

Rekursiivinen saénto:

Lukujonon termit saadaan jakamalla edellinen termi luvulla 2 eli kertomalla luvulla 0,5.
1

3

a
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an:an_l-%,kun n>2

Analyyttinen saanto:

1
a,= (2)", nx1
(3) n

e) 2,-10,50,-250,...

n|a, rekursiivinen saanto | analyyttinen saanto
1|2 2 2

2(-10 |2-(=5)=-10 -10=2-(-5)
3|50 [-10-(-5)=50 50=2-(-5)-(-5)
41-250|50-(-5)=-250 —250 =2- (-5)°
niay [ (_5) 2- (_5)’171

Rekursiivinen saénto:

Lukujonon seuraava termi saadaan kertomalla edellinen luvulla —5.
a; = 2

a, = a,1 - (-5), kun n > 2

Analyyttinen saanto:
a,=2-(-5)"" n>1

Vastaus:
a) Rekursiivinen saanté: a; =3, a, = a,.1 +4,kun n>2
Analyyttinen sdant6é: a,=4n—1, n>1

b) Rekursiivinen sdanto: a; =3, a, = a,.1 — 2, kun n>?2
Analyyttinen saanté: a, =-2n +5, n>1

¢) Rekursiivinen sdéntd: a; =2, @, = a,1 - 3,kun n>2
Analyyttinen saanto: a, =2- 3", n>1

d) Rekursiivinen saanto: a; = % A=Ay % ,kun n>2

Analyyttinen saanto: a, = (%)” ,n>1

e) Rekursiivinen saantd: a; = 2, a, = a,-; - (-5), kun n>2
Analyyttinen saanto: a, = 2+ (-5)" %, n>1

151. a) lisddmall4 edelliseen termiin 1 saadaan seuraava termi eli a, = a,; +1
b) kertomalla edellinen termi luvulla 3 saadaan seuraava termi eli @, = a,1- 3
¢l 1-2 1-2-.3 1-2-3-4 1-2-3-4-5 1-2-3-4-5-6 ....
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Kertomalla edellinen termi n:n termin jarjestysluvulla » saadaan seuraava termi
elia,=a,1-n, n=2

Vastaus: a) a,=a,1+1, n>2 b)a,=a,1-3, n>2 Ca,=a,1-n, n>2

152.

a) 17,28,39,...

n | a, | rekursiivinen sainto | analyyttinen saéntd
111717 17

2|28 |17+11 28=11-2+6
3139(28+11 39=11-3+6
nla, |a,1+11 a, =11ln+6

rekursiivinen saanto
a1=17,a,=a,1 +11, kun n>2
analyyttinen saénto

a,= 6+11n

b) 98;90,5;83;75,5; ...

n|a, |rekursiivinen saantd | analyyttinen saantd

1198 |98 98

2190,5/98-75=90,5 98-1-75=90,5

383 [905-75=83 98-2-75=83

nla, |a,1—75 98-(n-1)-75=1055-75n

Rekursiivinen saanto:
a1=98,a,=a,1—-7,5, kun n>2

Analyyttinen saanto:
a,= 1055-75n, n>1

c) —8,20, —50, 125, ...

n|a, |rekursiivinen sdintd | analyyttinen saint
11-8 |-8 -8

2120 |-8-(-2,5)=20 —8-(-2,5)=20
3]-50]20-(=2,5) =-50 —8-(-2,5)-(=2,5) =50
nla, |a,1-(=25) —-8-(—2,5)""

Rekursiivinen saanto:
ar=-8,a,=a,1-(-2,5),kun n>2
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Analyyttinen saanto:
a,=-8-(-2,5)""" n=1

d) 3; 0,75; 0,1875; 0,046875; ...

nla, rekursiivinen saanto | analyyttinen saanto
1|3 3 3

210,75 3:0,25=0,75 3:0,25=0,75
310,1875|0,75-0,25=0,1875 | 3:0,25- 0,25 =0,1875
nla, a, 10,25 3-(0,25)"*

Rekursiivinen saanto:

a1=3,a,=a,1-0,25kun n>2

Analyyttinen saanto:
a,=3-(0,25)"", n>1
12 12 12

) _ =

' 13169 2197

rekursiivinen sédanto

analyyttinen s&anto

[y

12 12

12

12 12.(_i 12
13

1 12

12-(——)=-==
TR

B 13
12

1 |12 1, 12
169 13 137 169

1 1 12
12-(-——) - (——)=—
( 13 ) 13 ) 169

an

1

a1 °

13

1o
12 (=)
( 13)

Rekursiivinen saanto:
1
dpq * 3 kun n>2

Analyyttinen saanto:

n-1
a,=12- (—ij , n>1

13

pi 23 4

4 7 10 13
n|a, |rekursiivinen saanto analyyttinen saanto
SR 1.1

4 |4 1+3 4
2|2 |2 2__2

7 17 1+2.3 7




n|a, |eirekursiivista saantéa

1+n-3 3n+1l

Ei rekursiivinen saantoa

Analyyttinen saanto:

n
a, = , n>1

T 3n+1

Vastaus:

a‘) ay = 171 a, = ay1 +11, n> 2

a,=6+1ln, n>1

b)a;=98,a,=a,1-7,5, n>2
a,=1055-75n, n>1
Qar=-8,a,=a,1-(-2,5), n>2
a,=-8-(=2,5)""1 n=1
d)a;=3,a,=a,1-025,n>2

j, n>2

a,=3-0,25""1, n>1

a=12,a,=a,1- (—

n-1
a,=12- (—ij , N
13

f) Ei rekursiivinen saantoa

Analyyttinen sdénto: a,

153.

a) Lisattava luku puolittuu joka vaiheessa. 5; 5+2,5=7,5; 7,5+ 0,5-2,5 = 8,75;
8,75+0,5-1,25 =9,375; 9,375+ 0,5-0,625=9,6875

, n
3n+1

>1

as=9,6875, a,=a, ;, +05-(a, ;—a, ,), n>2

b)Jonoon1,1+4=55+9=14,..elil,1+2°5+3 ..
kahden edeltdvén luvun erotuksen nelidjuureen lisatdén 1 ja korotetaan toiseen potenssiin

elia =a Jr(ﬂl(a”f1 —aH) +1)?, n>2

Viasitaus a) a, =a,, + 0‘5 (anfl - aan) y n 22 b) a,=4a,, + (\/ (an—l - an—z) +1)2 y 1 22

111

Lisattava luku saadaan, kun



154. Jonon termien lukumaaréd saadaan summasta 1+2+3+4+5+...+n
Lasketaan milld »:n arvolla summa > 100

kunn =13 1+2+3+..+13=91

kunn=14 1+2+3+...+14=105

eli jonon 91.termi on luku 13 ja ndin ollen 100. termi on luku 14

155.
a) seuraava jasen on 3,14159, kyseessé on piin tarkentuva likiarvo
b) seuraava jasen on 23, kyseessé on alkulukujen jono

156.

3)

a,=n"+7

n®+7=44528
n’=44521 | n>0
n=./44521
n=211

b)

n® +7=96 727
n®=96720 | n>0
n=./96 720
n =310,998...

Koska # ei ole luonnollinen luku, ei luku 96 727 kuulu jonoon.
Vastaus: a) 211. termi b) ei kuulu

157.a)1,3,1+3=4,3+4=7,4+7 =11
b)a, b, a+b,b+a+b=a+2b atb+ta+2b=2a+3b

Vastaus: .a) 1,3,1+3=4,3+4=7,4+7 =11
b)a b, a+ b, b+a+b=a+2b atbta+2b=2a+3b

158. Fibonaccin jonossa

a; = 1

a) = 1

asz = 2

as = 3

das = 5

deg = 8

n=2, a22 — Ay 40y, = a22 —aja3 = 12-1.2=-1
n=3, a32 — a5 403,41 = a32 —a,a, =2°-1.3=1
n=4, a42 — Ay 104, = a42 —ayas = 3¥-2.5=--1

_ 2 2 2 _
n—5, as —61571615+l—a5 _a4a6—5 _38—1
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159.

a)
a,=8n+7
Seuraava jasen

a1 =8n+tl)+7=8n+15>8n +7 =q,
Lukujono on aidosti kasvava, koska a,.; > a, kaikilla n >1.

b)
n:s jasen
1

n+1

Seuraava jasen
1 1

(n+1)+1 Cn+2
Lukujono on aidosti vahenevé, koska murtoluvun nimittdja kasvaa (n +2>n + 1) ja
osoittaja on vakio eli a,.1 <a, , kaikilla n>1.

an

Aps1 =

c)
_n+l
S+l
Seuraava jasen

n+l+l _  n+2
(n+1)2+1 1’ +2n+2
Perdkkaisten jasenten erotus

n? +1)

an

Ap+1 =

n?+2n+2)

_ n+2 n+1
Ap+1 —Ap = > A 4 —
n°+2n+2 n°+1
(P +)(n+2)—(n+1)(n* +2n+2)
B (n* +2n+2)(n* +1)
020" 4 n+2-n*-2n" —2n—n*-2n-2
- (n* +2n+2)(n" +1)
_ —n®—3n
(% +2n+2)(n? +1)

<0,
kaikilla 7 > 1, koska osoittaja —n” —3n < 0 ja nimitt4ja on positiivinen kaikilla 7 >1.

Lukujono on aidosti vaheneva, koska a,.1 < a, , kaikilla n > 1.

d)

a,=4"

Laajennetaan maérittelyjoukkoa siten, ettd 7 € R, jolloin lukujonon monotonisuutta
voidaan tutkia funktion f{x) = 4" avulla. Lukujonon jésenet saadaan talldin funktion f
arvoista, kun muuttuja on positiivinen kokonaisluku. Koska funktio f{x) = 4" on
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eksponenttifunktiona aidosti kasvava, kaikilla x, on lukujono a, = 4" aidosti kasvava
kaikillane Z , .

e)
n:s jasen
n+1!

a, = "

3
Seuraava jasen

[(n+D)+1]! (n+2)!
An1 = 3n+1 = 3n+l
Perakkaisten jasenten suhde

(n+2)! L 1
G 31 (2! 3 (142 T F a2
3

a, B (7’l+1)| B

¥ 3l (n —}—1)' Mgl/:g
nx1.

Lukujono on kasvava, koska a,+1 > a, kaikilla n > 1.

>1, kaikilla

N,

n:s jasen

a, = (-4)"

Kolme ensimmaista jasenta
a = (_4)1 =4

a; = (—4)*=16

as = (-4)* =64

Koska a; < a, ja a, > a; ei lukujono ole kasvava eiké vaheneva eikd myoskaan
monotoninen.

9

n:s jasen

a,=(*+1)e", n=1

Tutkitaan funktion f{x) = (x* + 1)e * monotonisuutta, kun x> 1.
Funktion derivaatta

) =@ +)e  =x’e " +e”

fx)=2xe  —x%e —e*

Derivaatan nollakohdat
2xe —xPeF—e =0
e (2x—x*-1)=0
—-xX*+2x-1=0
¥-2x+1=0
(x—1)?=0

x=1
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Kulkukaavio
fllx)y —o -— _
fx) /é\ Y [(Q=2-27-2%%-e?<0

Kulkukaaviosta ndhdaén, ettd funktio on aidosti vahenevé, kun x 2 1, joten lukujono a, =
(n* + 1)e™", n>1 on aidosti vaheneva.

Vastaus: Lukujono a) on aidosti kasvava b) on aidosti vaheneva c) on aidosti vaheneva d)
on aidosti kasvava €) on kasvava f) ei ole monotoninen @) on aidosti vaheneva.

160.
a)3 =ANS+5========
b)8 =ANS-12========
C)4 =ANSX2========
d)6 :ANSX(—)S::::::::
e)l =ANSX5+42========
)12 =ANS X (lab/c3)========
Vastaus:
a) 3,8,13,18,23,28,33,38,43,48
b) 8,-4,-16,-28,—40,-52,-64,-76,—88,—-100
¢) 4,8,16,32,64,128,256,512,1 024, 2 048
d) 6, —30, 150, —750, 3750, —18 750, 93 750, —468 750, 2 343 750, —11 718 750
e)1,7,37,187,937,4 687,23 437, 117 187, 585 937, 2 929 687
ppadd 4 4 4 4 4
3'27'81'243'729' 21876561
161.
L @By @B 25
' 25 25
_ (@45’ -(1-+5)" _1+2/5+45-(1-2J5+5) _ 4[

@ 22,5 a5 NG
o= (145) — (- 5)’

3= 23\/5

_ (1++5)*@++5) - (1-+5)* (1-5)

- N

_ (+2¢5+5)(1++/5) - (1- 25 +5)(1-+/5)

- T
142545456 +2.545\5 - (1-2/5+5-+/5+2.5-5\5)
- 7

_16v5

85

=2

Vastaus: 1,1 ja2.
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162.
a)
o1 .
a = sm(T) =sin(z) =0
7l
.1 .
a, = sm(T) =sin(27) =0
-2
.1 .
as = sm(T) =sin(37) =0
-3
.1 .
a, = sm(T) =sin(4z) =0

-4
.1 .
ag = sm(T) =sin(bz)=0

-5
b)
a, =sin( )=sin(—) =-1
1+’
2
. 1 . 57
a, =sin( 1 ):sm(7)=1
T2+

. 1 . I
a; = sm(T) = 5|n(7) =-1

73+2%
2
. 1 . 97
a, = sm(T) = sm(T) =1
4+ X
2
g =Sin(— ):sin(%):—l
75+7%
2

Vastaus: a) Kaikki jasenet ovat nollia, b)-1,1,-1,1ja-1
163.

Tarkastellaan funktiota /' (x) = —2x* + 7x%, xe R
Derivaatta
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£ (x) = —6x° + 14x
Derivaatan nollakohdat
—6x° + 14x =0
2x(—-3x+7)=0

2x=0 tai-3x+7=0

x=0 x=2l
3

Kulkukaavio

! 2% £1(2>0
f« —= + | = _ '(3)<0

Joten lasketaan lukujonon niiden jasenten arvot, joiden jarjestysluku on maksimikohtaa
1&hinnd eli

a,=-2-2°+7-2% =12 suurin
a,=-23+7-3 =9

Vastaus: 12

164. Ratkaistaan epéyhtal

3-4 “1 3 10
4" -1
3-4"-1-3.4" +3 oy
| 4" -1
2 -12
<10 | >0, kunn>1
4" -1 4" -1
2 -12 n
<10 | -(4"-1>0
4 -1
2<10%.4" 10"
2+10%2
TR
2.10% +1<4" | In()
In(2-10% +1) < In 4"
In(2-10% +1) < nln4 | :ln4>0
12
In(2-10%+1)
In4
n>20,43...

Vastaus: Arvosta 21 lahtien.
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165.

nla, rekursiivinen saanto
01 1
1)1 1
2(2-1=2 2-1
3|13-2-1=6 3.2
414.-3-2-1=24 6
4.6=6- (—+1)
2
n|a, an,l'(an& +1)
n-2
anfl

Vastaus: a, =1a, =1jaa, =a, ,-( +1), kunn>2

n-2

166. Kattelyjen méaré voidaan laskea kombinaation avulla. Lasketaan kuinka monella
tavalla kattelijoiden kokonaismadrasta voidaan muodostaa kattelypari eli

i B 4

Jonon lisdysluku kasvaa joka vaiheessa yhdelld, joten yleinen termi rekursiivisen sddnnon
mukaanon a, =a, 3 +(a, ;—a, ,+1) =2a, 1 —a, 1 +1

Vastaus: 1,3,6, (ZJ jaa =2a, —a, +1

167.
jarjestysluku n | tolppien valimatka (km) | matkaa yhteensa (km)
1 10 10
2 10 20
3 20 40
4 30 70
5 50 120
6 80 200
7 130 330
8 210 540
9 340 880
10 550 1430
11 890 2320
12 1440 3760
13 2340 6100
14 3780 9880
15 6120 16 000
16 9900 25900
17 16 020 41920
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Taulukosta ndhdaan, ettd 17. tolppa menisi jo pohjoisnavan yli, joten tolppia on
pystytettava 16.

Vastaus: 16
168.a1=1, ay=2-2-2, qy-at_ 4 4 _gl_8
3 3 9 9 27 27
4 8 11
l+—+—+—=2—
3 9 27 27

11
Vastaus: 2 —
27

169. Lasketaan taulukon arvot laskimen ANS-toiminnolla
650 =ANSx1,12-75=

kulunut aika (a) | hirvia

650

653

656,36

660,12...

664,33...

669,05...

OO |WIN(F|O

674,35...

Vastaus: 670

170. Lasketaan taulukon arvot laskimen ANS-toiminnolla
120 = ANS x 0,60 + 60 =

kulunut aika (d) | ladketta (mg)

120

132

139,2

143,52

146,112

147,66...

148,60...

149,16...

(N[O |B(WIN|F|O

149,49...~ 150

Vastaus: 150
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171.

ay=0jaa,= ,n>1

Tutkitaan funktion f{x) = Ll monotonisuutta, kun x > 1.
x—

Funktion derivaatta
-_*

fx) = 1

1~(x—1)—21-x _ -1 <0
(x-1) (x-1)

S'(x)=

Koska derivaatta on negatiivinen, on funktio f{(x) = Ll ja lukujono a, = Ll aidosti
X— n—

vaheneva, kun x > 1.
Ratkaistaan epayhtélo

-1<107

<10°°

<10° | 11>o, kunn>1

n— n—
1
n—
1<107°-n-10"°
1+10°
10°°
1-10° +1<n
n>1000000001

<10°° | {(n-1)>0

<n

Vastaus: a;=0jaa,= , n> 1, lukujono on aidosti vaheneva ja » = 1 000 000 002.

172.
Px)=x"+x+1
P'(x)=5x*+1
Nollakohdan likiarvo
P
xn+l = xn _M
P'(x,)
5
1
X4 =X, —M ,n=123,..
5x," +1
Nollakohdan laskeminen
Xo = 0
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Cx x4l 0°40+1

T R
5

IV e T D+ 1’” — ~0,8333333333
5 +1 5.(-1)° +

x3 =—0,7643821157
x4 =—0,7550248672
x5 =—0,7548777018
xs = —0,7548776662
Laskuihin perustuen voi arvioida, ettd likiarvo on oikein 5 tai 6 desimaalin tarkkuudella.

173.
2-2-1
Pz(x): X P21(x)_ 2 2 z(x)
3
2x B(x)-= P(x)
=§x.x_1.1
2 2
=—X ——
2 2
2-3-1
P == By () 3 P,
5
=§x P(x)-— P(x)
5 3, 1 2
=—x| —x" - |—-—":
3 2 2) 3
5, 5 2
=—x"—-—x——Xx
2 6 3
:Exa_éx
2 2
Derivaatat

B'(x) = 2-%x=3x

P38 3 15 3
2 2 2 2

, , 15 3 15 3 9 3

Koska P,'(x)—x-P,'(x) z?xz —E—x~(3x):?x2 —E—sz :Exz 5

ja 3P, (x) =3- (—x —%) = %xz —g kyseinen yhtald on voimassa.

Vastaus: P, (x) =%x2 —% ja B(x) :gf —%x ja derivaatat

P'(x)=3x
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174.
n2
2n

a, = ,n=>1

2

Tutkitaan funktion f{x) = :— monotonisuutta, kun x> 1.

Funktion derivaatta

) =

X

o

) = 2x-2" —)::2'” In2 _ 2x—xi -In2
29 2
Derivaatan nollakohdat

2x—x*-In2=0

x(2-xIn2)=0

x=0 tai x:i:2,885...
In2

Kulkukaavio
1 2,885...

o= + | - f12) >0
P R — £13) <0

max

Kulkukaaviosta ndhdaan, ettd funktio on aidosti kasvava, kun x < 2,885... ja aidosti
vaheneva, kun x > 2,885.... Lasketaan jonon 7 ensimmaista jasentéa.

P S §
T
22
GZZ?:
)
T g
4* 16
:—:—:1
“T 16
T T3
6> 36 9 1
a6:—6=—=—>—
2> 64 16 2
70 49 1
a7:—7:—<—
2" 128 2
Joten 5 suurinta lukua ovat gléi ja 1
8 3216 2
Vastaus: g,l,é,i ja 1
8 3216 2
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175. u

u = (-2t =-2

up =(-1)?-2% =4

us =(-1)°-2° = -8

uy = (-1)*-2* =16

ug = (-1)°-2° =-32

u [

" x

7. Aritmeettinen ja geometrinen lukujono

176.
Esimerkkijonoja 0, 10, 20, 30,40, ... ja 100, 0, -100, -200, —300,... seka

8,71,7,61,6,...
2 2

177. ajg = a, +(15-1)-d =95+14-(-5) = 25
a,=a,+(n-1)-d =95+ (n-1)-(-5)=95-5n+5=100-5n
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178.a,=3

ap = 7=3+4

az=11=7+4

rekursiivinen saant6 a; =3, a,=a,1 +4,n>2

analyyttinen séént6 a, =a; +(n—1)-4=3+4n-4=4n-1,n>1

al’l

20

15

10

179.

a)
d=85-6=25

a,=a,+(n-1)-d
195435=6+(n—1)-2,5
195435=6+2,5n1-2,5

~2,5n =—19 540 | :(-25)
n=7816

b)

a,=a,+(n-1)-d
6398=6+(n—-1)-25

6398 =6+251-2,5
—2,5n=—6394,5 | :(-25)

n=2557,8
Koska 2 557,8 ei ole luonnollinen luku, ei luku 6 398 kuulu jonoon.

Vastaus: a) 7 816. termi b) ei kuulu.

180.
a)a;=0+6-4=24
a,=0+(n-1)-4=4n-4

b)a;=1+6-(-2,5)=-14
ay=1+(n-1)-(=2,5)=1-2,5n+ 2,5 =2,5n+3,5

C) ap=a,+12-d
29=20+12d

-12d =-9

d=0,75
a;=20+6-0,75=245
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a, =20+ (n-1)-0,75=20+ 0,751 - 0,75 = 0,751 + 19,25

Vastaus: a) a; =24, a,=4n—-4, n>1 b)a;= -14,a,=-25n+3,5, n>1
C)a;= 245 a,= 0,75+ 19,25, n>1

181.

a)

as = ai +5d
-45=7+5d
-5d =115
d=-2,3

app=a;+ 10d

7=a,+10-(-2,3)

—a; =-23-7

a; = 30

a, =30+ (n-1)-(-2,3) = 30— 2,31 +2,3 = 32,3— 2,3
a,=32,3-2,3n

b)
~409,3=32,3-2,3n
2,3n=4416
n=192

c)

-1203,5=32,3-2,3n

2,3n=12358

n =537,304...ei ole luonnollinen luku, joten ei kuulu jonoon

Vastaus: a) a; =30, a, =32,3-2,3n b) 192. termi c) ei kuulu.

182. a,y =3+20-d
3+20-4=213

20d = 210

d=105

an =213

ax =213 -10,5=202,5
ap =213-2-10,5=192
aig=213-3-10,5=181,5

183. a; = 1

a7 = 5a, sijoitetaan a; =1+ 6d
1+ 6d="5a, sijoitetaana, =1+d
1+6d=5(1+d)

1+6d=5+5d

d =4

ag=1+17-4=69

Vastaus: d = 4 ja a;g = 69
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184. a=ay+ d
as = day +3d
as=aq; + 44
ay+d+ay;+3d =20
al'(al +4d)=84
2a, +4d =20, josta a; = —2d +10 sijoitetaan alempaan
a,’ +4a,d =84
(-2d +10)* +4-(~2d +10)-d = 84
4d* —40d +100-8d° +40d ~84 =0

—4d* +16=0
—4d* = -16
d*=4
d =4
d=+2

a,=-2-2+10=6 tai q, =-2-(-2)+10=14

jonooné6,8,10,12 14, ... tai 14, 12, 10, 8, 6, ...

eli

a4,=6+(n—1)-2=2n+4 taia,=14+(n—1)-(-2)=—2n+16

Vastaus: a, = 2n+4 taia,=-2n+16

185. a) perédkkaisten termien suhde on vakio ¢ = 1,5, joten kyseessa on geometrinen jono
b) perakkaisten termien erotus on vakio d = 0,45 , joten kyseessa on aritmeettinen jono

c) ) perakkaisten termien suhde ei ole vakio eikd mydskaan erotus, joten kyseessa ei ole
geometrinen eika aritmeettinen lukujono

d) perékkaisten termien suhde on vakio g = 0,6 , joten kyseessé on geometrinen jono

e) perékkaisten termien suhde on vakio ¢ = -1, joten kyseessé on geometrinen jono

f) perékkéisten termien suhde on vakio ¢ = 1, joten kyseessé on geometrinen lukujono ja
koska perakkaisten termien eorus on vakio d =0, kyseessd on myds aritmeettinen lukujono

186. Esimerkkijonoja 3, —30, 300, -3 000, 30 000, ...
36;18;9;45;2725; ..

1
187 q—I—3
3
a, _ L3 a3
3

Vastaus: 243
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188.¢=-1:1=-1
99
Vastaus: —1

189. q:-i:(_ij:_i.[_ﬁ)zl
221716) 32 1) 2

1 (1Y 1
a8 =——"— = -
16 \ 2 2048

Vastaus: —L
2048

190. a) a, =100-1,05"*
a; =100-1,05"1 =100
a, =100-1,05°7 =105
a3 =100-1,05%" =110,25

b) a;, = 250-11° toisaalta geometrisessa lukujonossa a; = a; -¢° , joten a; = 250 ja
g=11

a, =250-1,1=275

as =275-1,1=302,5

336 3,7632
3 3,6

191. perédkkaisten termien suhde on vakio ¢ = =112, joten kyseessd on

geometrinen lukujono.
Rekursiivinen s&ant6 a, =a,_;-112 ,n>2

Analyyttinen saantd a, =3-1,12"", n>1

5
192. a5 =162 (%] :%

1 n-1
an:162-(—) ,nx1
3

5-1
193. a) a5 = 1-(%) L

n-1
.t
4

b) as = 4-(~2,5)" = 156,25
a,=4-(-25)""*

C)as= al'q3
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016=20-4> |20
¢°=0,008

q =3/0,008

q=0.2

as =20-0,2* = 0,032
a,=20-0,2""1

n-1
Vastaus: a) as = = 1[%) ,n>1 b)as=156,25;a,=4-(-25)"""% n>1

1
! an

256

¢)as= 0,032; a,=20-02""% n>1

194. a¢ = ag-q3
0054=2-¢> |2
g% =0,027

g =13/0,027

q=03
az=aq _qz
2=0a,-0,3
2=a;-0,09  ]:0,09

2

al = 22§

n-1
Vastaus: a1=22£, a, :223- 3 , n21
9 9 (10

. 15
195. =05 jag=—-=3
a; Jag 05

a, =a .qn—l
0,5-3""1=23914845 0,5
3"1=4782969
1- lg4 782969
Ig3
n-1=14
n=15

Vastaus: 15. jasen
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196.
w_

611:—17ja q=

_ n-1
a,=4a1°q

~98 001 617 = -17-(-7)"" |: (-17)
5764 801=(-7)""
(1) =7y
8=n-1
n=9

Vastaus: 9. jasen

197.
a)
. 4 608
=576jag=—-=8
a Jla g 576
a, =a; 'qn_l

Luku 77 309 411 328 on niin suuri, etta laskimen suorituskyky ei riita tarkkoihin arvoihin,
joten jakolasku on suoritettava jakokulmassa. Laskimen likiarvoa voidaan hyddyntéa
laskun alussa.

Laskin antaa osamaaran arvoksi W ~134 217 728 . Tulos on likiarvo, koska

laskin antaa tulon arvoksi 134217 728-576 = 7,730941133-10 . Laskimen tarkkuus
riittda tuloon 134217700-576 = 77309395200 , joten
134217700+ 28

576) 77309411328

77309395200

16128
16128

Joten
77 309 411328 =576-8"" |:576

134 217 728 =8""

89 :81171
9=n-1
n=10
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b)
4947 802 324 984 =576-8""

Luku 4 947 802 324 984 on niin suuri, ett4 laskimen suorituskyky ei riita tarkkoihin
arvoihin, joten lukua on tutkittava allekkain kertomalla.
77 309 411 328

8

618 475 290 624
8

4 947 802 324 992

Lukujonon luku on 8 suurempi kuin tutkittava luku, joten kysytty luku ei kuulu lukujonoon.
Vastaus: a) 10. jasen b) ei kuulu

198. a) aritmeettisessa lukujonossa perédkkaisten termien erotus d on vakio, joten
x—3=8-x
2x=11
x=55
b) geometrisessa lukujonossa perakkaisten termien suhde ¢ on vakio, joten
x 8

3 x
x2 =24

x =124 =+/4.6 = 26

Vastaus: a) 5,5 b) 24/6 tai —2v/6

199.

aika alusta lukien (aikayksikkoa) etdisyys (m)

100

50

25

12,5

6,25

a|bhlwNF O

3,125

10|100.0,5" ~ 0,098

0,098 m=9,8cm
etdisyys pienenee, mutta ei tule nollaksi koskaan

Vastaus: 3,125 m ;9,8 cm ; 100-0,5" cm ja eivéat kosketa koskaan
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200. 8 h =480 min

aikaa kulunut (min) | termi | bakteereja

0 (251 5

20 ap 10

40 as 20

480 as |5-2** ~ 84 miljoonaa

Vastaus: 84 miljoonaa

201. vuorokausia 31 + 30 + 31 =92
alussa flunssatapauksia a kpl

aikaa kulunut (vrk) | termi | flunssatapauksia
0 a, a

1 a 1,02a

2 as  |1,02%

92 ags  |1,02%.4 ~62a

Vastaus: 6,2 -kertaiseksi

202. alussa hinnat a

aikaa kulunut (a) | termi | hinnat
0 ay a
1 a 1,04a
2 as 1,04%
12 a;3 |1,04%.a ~160a
a-104" =2a |:a
1,04" =2
. lg2
lg1,04
n=17,67..=18

Vastaus: hinnat tulivat 1,60 -kertaisiksi eli nousivat 60 % ja 18 vuotta
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203. valin pituus d =34 - 1
5 12
Luku D:1+3.i:£:1
4 12 2
Vastaus: 1
2

204. tolppia on yhteensé 44 kpl ja tolppien véleja myés 44 kpl ja piiri on 44-3,0 = 132
Vastaus: 44 kpl ja 132 m

205. a) aritmeettisen lukujonon perékkaisten termien erotus d on vakio.
x—16—-x=05x+4—-(x-16)

-16=-0,5x+ 20
0,5x =36
x=172
b) geometrisen lukujonon perdkkaisten termien suhde & on vakio
x-16 05x+4
X x—16
(x - 16)(x - 16) = x(0,5x + 4)
x% —32x +256 = 0,5x% + 4x
0,5x2 —36x +256 =0

~(-36)+/(~36)* ~4-05-256
X =
2.05

36+ 41296512

1
=36+28

xl:8
x2=64

Vastaus: a) 72 b) 8 tai 64
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206.

x+1 3(x-2)
x-1 x+1
x> +2x+1=3x"-9x+6
—2x*+11x-5=0
~11+ 11 —4-(-2)-(-5)
X =
2-(-2)

x =5

x l

)
Saadaan 2 jonoa
1)

_o5+1 6 _3
"5 2
3 243
ag=a,-q" = (5—1)'(5)5 =?
2)
%+1
“T1 7
2

1 243
Qg =al"15 = (E—l)'(—3)5 =T

Vastaus: 243 tai 243
8 2
207.
a)
a 927(n+l) '411+l+1 4 . )
Snd . QFrtEm gt g7t g = 3 Koska perakkaisten jasenten suhde
a .

n

on vakio, on jono geometrinen.

b)
2(n+1)-1 2n-1 2(n+1)-1 3n+1
an+l _ 4 () . 4 ! _ 4 () 3 " _ A2n+2-1-2n+1 3n+1-3n-3-1 _ g2 -3 _ 16
T A3+l " adntl | a3(ntl)+l  p2n-1 =4 -3 =4"-3" =— . Koska
a, 3 3 3 4 27
perdkkaisten jasenten suhde on vakio, on jono geometrinen.
c)

a . —4 3(n+1) —_4 3n —_4 3(n+1) 5}171 33 i - 64
= ( n)+171 : ( n—)l = ( n)+171 ' 5= (4" 5" = (-4)° 5" = —— . Koska
a 5 5 5 (-4) 5

n

perékkéisten jasenten suhde on vakio, on jono geometrinen.
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208.

a)
3X—2 n+l
I
(3x-2)
|Bx—2|<1
-1<3x-2<1 | +2
1<3x<3 | -3
1<x<1
3
b)
2 n+l
RO D
(4x° +3x)"
[4x? +3x] <1

Ax* +3x>-1 ja 4x*+3x<1

4x* +3x+1>0 4x* +3x-1<0

Nollakohdat
4x* +3x+1=0 4x* +3x-1=0
—3++/32-4.4.1 —3+,/3% —4-4-(-1)
X=—— X =
2-4 2.4
ei juuria, joten x=-1
4x* +3x+1> 0 kaikilla x N :%
Lausekkeen 4x*+3x-1
Merkkikaavio
1 1
4
+ | - | + +\ /+

x \—/ x

I

Vastaus: a) %<x<1 b) —l<x<%

—

209.

Kulmat

A A+d A+2djad+3d
Kulmien summa
A+A+d+A+2d+ A4+ 3d=360°
44 + 6d = 360°

4 =—§d+90°
2
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Geometrisen jonon perusteella saadaan verranto

A+d  A+3d
A A+d
A +2Ad +d? = A*+34d
—Ad+d*=0 A:—§d+90°

—(—gd +90°)d +d? =0
2 42 _90°d =0

2

d(gd—90°)=0

d=0 tai gd—90°=0
ei kay d =36°

Kulmat
A= —%-36°+90° =36°

B=36°+36°=72°
C=72°+36°=108°
D =108°+36° =144°

Vastaus: 36°,72°,108° ja 144°

210.
Ensimmaisen asteen polynomi P(x)=ax+b, missa a,b €R vakioita.
P(n+1)—P(n) = a(n+1)+b—(an+b)

=an+a+b—an->b

=da
Joten kahden perékkaisen luvun erotus on vakio (ei riipu muuttujan x arvosta).

211
Saadaan yhtalopari

20—x=y—20 eli y=—x+40 sijoitetaan alempaan
16y

x 16
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&_ —-x+40
X 16
—x*+40x-256=0

40407 —4-(-1)-(~256)

X =

2-(-1)
x =8
x, =32
y, =—8+40=32
v, =—32+40=8

Vastaus: x =8jay=32 tai x=32jay=8

212. Luvut x,y ja z
Saadaan yhtaléryhma
y _ z
x oy
(y+8)—x=z—-(y+8) eli z=—-x+2y+16 sijoitetaan muihin yhtaléihin
y+8 z+64
x y+8

y_—x+2y+16

x y

y+8 —x+2y+16+64
X y+8

y? =—x* +2xy +16x sijoitetaan alempaan
y? +16y +64 = —x* + 2xy +80x

—x* +2xy+16x+16y +64 = —x* + 2xy +80x
y =4x—4 sijoitetaan edellisen yhtaloparin ylempaan yhtalo6n
(4x—4)* = —x* + 2x(4x—4) +16x
16x* —32x +16 = —x? +8x* —8x +16x
9x° —40x+16=0

{40+ (40" ~4-9-16

2-9

xlzg ¢ Z, ei kay

x, =4
y=4-4-4=12
z=—-4+2.12+16=36
Vastaus: 4,12 ja 36
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213.

Perattéiset kokonaisluvutn — 1, njan + 1

Neli6t (n — 1)% n? ja (n + 1)

Nelididen erotukset

n?—(n—1)° ja(n+1)*—n?

Néiden erotus

(n+ 12—’ [0 — (-1 =n*+2n+1—n’— (0" —n®+2n— 1) = 2, joten koska
peréttéisten kokonaislukujen erotusten nelididen erotus on vakio, on kyseinen jono
aritmeettinen.

214.
Sivut a, b ja 7. Pisin sivu on 7, koska kolmion suurinta kulmaa vastapéaéta oleva sivu on
pisin.
Kéyttdmalla aritmeettisen lukujonon ominaisuutta ja kosinilausetta, saadaan yhtélopari.
b—a=7-b elia=2b-7 sijoitetaan alempaan
7* =a® +b* - 2abc0s120°

72 =(2b-7)> +b> —2-(2b—7 )b Cos120°
49 = 4p> —28b+49+b2—2~(2b—7)b-(—%)

49 = 4b* —28b+ 49+ b* +2b* —Th

7% —35h =0
b(7b-35) =0
b=0 tai b=5

Joten sivut ovat 3cm,5cmja7 cm.
Vastaus: 3cm ja5cm

215.
Juuretajab
Avritmeettisesta jonosta saadaan
a+b—(a-b)=ab—(a+b)
ab—a-3b=0
_ a
a-3
Geometrisesta jonosta saadaan
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ab _a+b
a-b ab

a’b? =a* - b’ | b=-1

2 @ 2 2 4 3
-y =a-(=)

a*—a*(a-3)* +d*

(a-3)°
czz[czz—(cz—3)2+1]_0
(a—3)*
2 p—
a”(6a 28):0
(a-3)
a’(6a-8)=0
a>=0 tai 6a—8=0
a=0 azi
3
4
i Kay b=4i=—i
2.3 5
3
Yhtélé on

(x—i)(x+i):0 eli x* —ix—E:O eli 15x° -8x-16=0
3 5 15 15
Vastaus: 15x° —8x—16 =0

216.
f(x)=e"sinx
f'(x)=—e"sinx+e " cosx
Derivaatan nollakohdat
—e"sinx+e*cosx=0

e *(—sinx+cosx)=0

e =0 tai —sinx+cosx=0
. . . . T
ei ratkaisua Sinx =CoSx :cosx =0 eI|x¢E+n7z

sinx
Cos x
tanx =1

1

T
X=—+nr
4
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Koska tangentin perusjakso on 7, riitta4 tarkastella funktion kulkua valilla [0, 2]
Kulkukaavio

n 5n
S S R 1G>0
o = + | = |+ = <o
(o= — S ——
max min f'(T)>O
1 1 1

- V1 ~Cn2z)y . 1
maksimiarvot f(z+n27r):e 4 sm(z+n27z)= — —=
N 5 -Zin2m) .5
minimiarvot f(T”-'rnZﬂ):e T sm(Tﬁ+n27r):sﬂ—-(—T)=—7
eT+n2” 2 \/E ) eTJrnZﬂ
Perakkaisten maksimiarvojen suhde

2
—+n2
1 . 1 1 \/2 ~e4+n " _ £JrnZ;r—(%Jr(nJrl)er) o

et

1+(n+l)27z ’ Zin2n £+(n+1)271 1
\/§~e4 \/E-e“ \/5'64

Koska suhde on vakio, on maksimiarvojen muodostama lukujono geometrinen.

. 1 .
Vastaus: maksimiarvot ——————, minimiarvot — = ,n=01,23..

\/E ) eXJrnZ/r W

217.
1. bounce 0,65-2,2
2. bounce 0,652-2,2
3. bounce 0,65°-2,2
4. bounce 0,65%.2,2
5. bounce 0,65°-2,2 ~ 0,26

Vastaus: 0,26 m
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8. Aritmeettinen summa

az)lfl'Jkujonon viimeinen termi ag, = 3+(50—1)-5 =248
summa S, =n- & ;”" =50 3+2248 = 6275

b) Lukujonon viimeinen Termi asy =12+(50—1)-15=855
Ssumma S,, =n-& ;“" _50.125855 5375

Vastaus: a) 6 275 b) 2 437,5

219.

a) Lukujonon viimeinen termi azy = —24+29-(-3) = -111
summa S,, =n- & ;”" =30 _24+§_111) — 2025

b) Lukujonon viimeinen termi  ag, = %+ 29-2= 58%

1+581
:30~6—26=875

Vastaus: a) -2 025 b) 875

a +a
Summa S, =n-—+—=

220.

Ensimmainen termi a; = 108
Termien erotus =99 -108 =-9
Viimeinen termi

a, =108+ (n-1)-(-9)

10891 +9=0
—9n=-117 [(-9)
n=13
summa S,, =n-& ;"" ~13. 108; 0_ 700
Vastaus: Summa on 702.
221.
a)
d=6n+6—-(6n—1)=6
S = 100-% —~30200
b)
d=-51-5+125— (-5n+125) = -5
5, —10 125+125100:68) e

2
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c)
d=-20n—20+11 — (~20n + 11) = —20

—-20-21+11+[-20-21+11+79-(-20)] _
2

S,, = 80- ~95920

Vastaus: 30 200 b) —12 625 c) —95 920

222,

a)

s+l _2.3,4.5,6 547

Zhi2 3 45 6 7 140

b)

99

> 2i=2+4+6+..+198=99- 27198 _ 9900

i=1

c)

da=a+a,+a,+a,
i=1

d)

4

Zak =a, +a, +a, +a, =4q,
i=1

Vastaus: a) % b) 9900 c) ay +a; +az+ay C)4a

223.

Luvut ovat 1 000, 1 001, ..., 9 999

Lukuja on 9 999 — 999 = 9 000

4 Fd, _g0gp.1000+9999 ;9999 — 49495500

Vastaus: Summa on 49 495 500.

Soo00 =11

224,

Luvut ovat 0 ,4, 8,12, ..., 296
Lukujen lukumaéaré n
Yhteenlaskettavien lukumaara

a,=0+(n-1)-4

4n-4=296
4n=300 |4
n=175

a,+a, 0+296

Summa Sy =n =75 3 =11100

Vastaus: Summa on 11 100.
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225.

101

Z(_l)n—li

i=1

Sievennetdan ja lasketaan summa.

1-2+3-4+..499-100+101=-1-1-1-..-1+101=-1-50+101=51
101

Vastaus: Summaon Y (-1)""i =51.

i=1

226.
Lukujonon ensimmainen jasen
a, + a,
Sy =n-—+ >
1500=30- 472 |2

30-(a; +5)=3000 |:30
a; +5=100
a; =95
Viimenen jasen a3 =95+29-d=5
Termien erotus

29d=-90 |:29
__%
29
Lukujonon kolmas jasen a5 =95+2- %0 = 88§
29 29
0 ta 95+88§ 20
Summa S, =n-+—==3. 9 o755
2 2 29
Vastaus: Lukujonon ensimmainen jasen on 95 ja kolmen ensimmaisen jasenen summa on
275§ .
29
227.
a) Lukujonon ensimmaéinen termi
as=4
a; + 4. 0,3 =4
a; = 2,8
Lukujonon viimeinen termi a;90 = 2,8 +99-0,3 =32,5
Summa S, = -4t _100.28¥325 1765

b) Lukujonon termien erotus
A = axs + 5d
225=10+5d
5d=125 |5
d=25
Ensimmainen termi
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dao3= 10

ay+22-25=10
a; =-45

Lukujonon viimeinen termi a0 = —45 + 99-2,5 =202,5
Summa S,y =A% _100. 22542025 _ 4075
Vastaus: Summaona) 1765 b)7875.
228.
a; = 8
ag=—4
-4=8+(9-1)d
—-8d=12
d=-3

2

1 1.1 . 1

Vastaus: Puuttuvat jésenet ovatGE,S,SE,Z,E,—lJa —25 , Summa on 18.
229.

a, =a,+15d = 10%

a1+10§

4.16=142

8a, +86 =142
a =17

7+15d =10§
4

a=1
4

Vastaus: 1
— 4

230.
Yhtélén vasemmalla puolella on aritmeettinen summa, jossaa; =5,d =2 ja

a,=a,+(n-1)-d=5+(n-1)-2=2n+3
Lasketaan millé »:n arvolla summa on 2 300.
n.wzzgoo 2
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n(2n +8) =4600
2n° +8n—4600=0
~8+,/64-4-2-(~4600)

n=

2.2
_ —8+192
4
ny = —8-192 <0 eikay
ny = -8+192 46
4

Kunn=46, x=a,, =3+2-46=95
Vastaus: x = 95

231.
Kyseessa on aritmeettinen summa, jossaa; =1, d=0,2 ja
a,=a,+(n-1)-d=1+(n-1)-02=02n+08
Lasketaan milld n:n arvolla summa on 40.
n'1+0,2n+0,8 _40 |'2
2
n(2+0,2n-0,2) =80

0,2n° +18n-80=0
18+ /182 ~4-0,2.(80)

n
2.02
18482
0.4
n = # <0 eikiy
, 18182
4

Vastaus: 16 termia

232.
Kyseessa on aritmeettinen summa, jossa a; = -3, d = -5—(-3)=-2 ja
a,=a,+(n-1)-d=-3+(n-1)-(-2) =-2n-1
Lasketaan mill& »:n arvolla summa on pienempi kuin —800.
n 3+(=2n-1) <-800 |2

n(~2n—4) < ~1600

—2n% —4n+1600< 0
Nollakohdat
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—(~4) £ /(-4)2 - 4-(-2) -1600
n=

2:(-2)
_ 4+.[12816
4
4+.,[12816
n=—Y"—""2<0 eikiy
4-.[12816
n,=—¥ " —2730L..
0  27301...

— + | = /N

—5 | =/ =

—2n% —4n+1600<0
n > 27,301... eli vahintaan 28 termia

Vastaus: Tarvitaan vahintaan 28 termia.

233.
Kyseessé on aritmeettinen summa, jossaa; =x, d =a, —a, , =nx—(n—-x=x jan =20
S =n-“1;“" = 20.”220x = 210x

Vastaus: Summa on 210x.

234.
1. rivill& 18 paikkaa a; = 18
20. rivilla 18 +19 = 37 paikkaa ay =37
ata, _ 20.18+37 _550
2 2
Paikkoja ennen viimeista rivid 550 — 37 = 513, joten viimeisen rivin paikat
ovat 514., 515., ..., 550.

Paikkoja yhteensd S,, =n-

Vastaus: Yhteensa 550 paikkaa ja viimeisen rivin paikat ovat 514., 515., ..., 550.

235.

Sisimmaén uran pituus a; =-0,8
Uloimman uran pituus a, =7z-2,5
Urian =2 100

a, +a, 7-0,8+7-2,5

= 2100-f =10885,618...
Yksikon muunnos 10 885,618... tuumaa = 10 885,618 -25,40 mm =~ 280 m

Urien yhteispituus S,,,, =7-

Vastaus: Urien yhteispituus on 280 m.
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236.
Taulukoidaan luetut sivumaarat

péivé | sivuja paivassa | sivuja yhteensa
1 15 15
2 17 32
3 19 51
4 21 72
5 23 95
6 25 120
7 27 147
8 29 176
9 31 207
10 |33 240

Kirjan lukemiseen kuluu 10 paivaa

Ratkaisu yhtélén avulla:

Luetut sivut 15 + 17 + 19 +..+ n

Viimeisend pdivané luetut sivut a, =15+ (n-1)-2=15+2n-2=13+2n
S, 2223

n.15+123+ 2n S 293

28+2n

n-

>223 |2

n-(14 +n) > 223
n? +14n-223>0

Nollakohdat
n? +14n-223=0
—14+4/14% —4.1-(-223)
n =
21
_ ~14+ /1088
B 2
—14-./1088 .
n = — <0 ei kéy
-14 + /1088
my=————= 9,49...
0 9,49...
:Zg + - +\ /4

9 péivaa ei riitd, joten aikaa kuluu vahintaan 10 paivaa

Vastaus: kirjan lukemiseen kuluu 10 péivaa
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237.

a) Kyseessa on aritmeettinen summa, jossa
d=a,,—a, =(k+D)+2-(k+2)=1
a=1+2=3

a,=3+mn-1)-1

k=1

2 2 2

b) Kyseessé on aritmeettinen summa, jossa
d=a,,—a,=2-3(k+1)—-(2-3k)=2-3k-3-2+3k=-3
a=2-3-1=-1
a,=-1+(n-1)-(=3)

n —1+(-1)+4n-1)-(-3)

;(Z—Bk): 5

4n=-24n" +2n

Vastaus: a) %nz +gn b) —24n” + 2n

238.

S =2n’+6n

S, =21+6-1=8

S,=2-22+6-2=20

Jotena; =8 jaa, =20—-8=12 jad=12-8=4
a;=8+4-4=24

a,=8+(n-1)-4=4n+4

Vastaus: 24 jadn + 4

239.

Keskimmaiset termit

ag, =a, +49d

ag, = a, +50d

Saadaan yhtalopari
(a, +49d)(a, +50d) = 26 892
ata,+99d o0 16 400
a> +99a,d +2450d° = 26 892
1004, +4 9504 =16 400

a’ +99a,d +2450d* = 26 892
a, =164—-49,5d sijoitus ylempéan
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(164 —49,5d ) +99- (164 — 49,54 )-d +2450d> = 26 892

-0,25d% = -4
d*=16
d=14

a, =164 —49,5d =164—49,5- (—4) = 362
tai
a, =164-49,54 =164-49,5-4=-34

Vastaus: a; =362 jad=-4 taia;=-34jad=4

240.

Kyseessé on aritmeettinen summa, jossa d =a, —a, ; =—— ==

L + L +(n-1)- L
s ot " nj.n:(2+n—1)n:1+n
! 2 2n’ 2n

1+
Vastaus: "
n

241,

Kolmion sivun suuntaiset janat jakavat kolmion yhdenmuotoisiin kolmioihin, joissa

. -1 n-2 n- -n-y 1 ...
yhdenmuotoisuussuhde on " ,n ,n 3 n=(n-1) ==, jolloin janojen pituudet
n n n n n
n-1 n-2 n-3 1 . 1
ovat -X, -X, Xe,—-x eli x—=-x,x——-x,x——"x...,
n n n n n n n
Kyseessa on aritmeettinen summa, jossa
1 —-(n-2 1-[n-(n-2 1
d=an—a"71=—x—n (n )-x= [ = )]~x=——x
n n n n
Janojen pituuksien summa

X

I |-
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x—1x+x—ix+(n—1)-(—£x) 1 1
S =—7" L 5 L 'n=§-(nx—x+nx—nx+x)=§nx

Vastaus: %nx

242.
Oskarin kulkema matka » tunnissa
1
4+4+(n-1)-(->)
2+n- 5 :4+(81—1n)n:—1n2+81n+4
2 5 5 5 5

Oonan kulkema matka » tunnissa
1

3+3+(n—1)~1 5
— 3455,
2 3 3

n

Saadaan yhtalo

—1n2 +81n+4=£n2 +5gn
3 3

—En2 +2£n+420
15 15

—8n” +38n+60 =0
—38+,/382 —4-(-8)-60
n =
2:(-8)
n =-1,25 eikay

n,=6

Vastaus: 6 tunnin kuluttua.
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243. Etsitaan taulukoimalla oikea asunnon numero.

Villen asunnon summa ennen V:n asuntoa summa V:n asunnon jalkeen

numero

30 14243+.+20=29. 1129 _ 435 | 31430+, +42=12. 31; 42 _ 438

81 435+31=465 30433+, +44=13. 22 Z 44 _ 404
+ =

32 465+ 32= 496 33+34+.. +45=13. 33; 8 _ 507
+ =

33 496 +33 =528 34435+, +46=13. J2r 46 500
+ =

34 528 +34 =561 35+36+...+48=14. 35;48 - 581
+ =

3 561 +35=595 36437+, +49=14. 20 ; 49 595

Vastaus: Asunnon numero on 35

244,

a) Kolmion alimmalla rivilla on ympyr6ité jarjestysluvun ilmoittama maéaré ».
Riveja on n kpl ja ylimmall& rivilld on 1 ympyra.
Ympyroitten mééréd saadaan aritmeettisesta summasta, jossaa; =1,d=1,a,=nja

_ata,

S, 5

10. kolmiluku on S,, =n-

100. kolmiluku on S,,, =n- 5 =100- 5 =5050

n. kolmilukuon S, =n-

n+n’

b) Sijoitetaan ¢ =

2
n+n
a =8-

n

c)

2
. n+n
Kolmioluku b, =

a, +a, :10.1+10 _55
2
a, +a, 1+100
a+ta, _1+n_n+n2
2 2 2

+1=4n"+4n+1

Kolmilukujen erotusten jono

B (n+D)+(n+1)? _n+n2 B n+3n+2-n—n’

a, = bn+l _bn - 2

Vastaus: a) Kymmenes kolmioluku on 55 ja sadas 5 050 ja . kolmiluku on

2 2
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b) a, =4n*+4n+1 c) a, =n+1

245,

10+190 19 = 3800

Kokonaismatkasta muodostuu summa 2- (10 +20+30+ ...+190) =2

Vastaus: 3,8 km

246.
a; = =12
SlO =0
s, =10- -12+ (—12;+ (10-1d
10. -12+(-12) + (10-1)d 0
2
45d =120
i=3
3

10 seuraavan jésenen summa

8
-12+(-12)+(20-1) '3 5

S,y — 8, =20- —0=266=
20 10 2 3

Vastaus: 266%

247.

a; = 10
ag=7
10+8d =7

d--3
8

Lasketaan milla »:n arvolla summa on nolla:
10+10+(n—1)(—§)

n =0
2

-—n? +@n =0
16 16

in(—3n +163)=0
16
n=0 tai —-3n+163=0
n:54E
3

Joten pienin #, jolla summa on negatiivinen, on 55.

151



10+10+54-(—§)

S, =55- 5 =22 __6,875

Vastaus: 55 ja —6 875

248.
Summa
1+2m-1 )
n———=m
2
2mn = 2m’® | :(2m) #0
n=m
n:s termi
1+(n-1)d =2n-1
(n-1)d =2(n-1) | (n-1) =0
d=2
Joten summan 5 ensimmaista termid ovat 1,3,5,7 ja 9

Vastaus: 1,3,5,7 ja9

249.
Saadaan yhtalopari

a +a +4d
B
a +a +9d
=
2a, +4d =0 eli ¢, = —2d sijoitetaan alempaan

5 0

10- 10

a1+gd:1
2

—2d+gd =1
2

Vastaus: —i,—g ja0
5 5
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250.

Summa S, =3n° +2n

a =8 =31+2.1=5

a,=8,-8,=32"+2.2-5=11

a,=8,-5,=3-3+2-3-16=17

Néiden perakkaisten termien erotus on 6.

Lasketaan saadun aritmeettisen lukujonon 5,11,17,... n:n ensimmaéisen termin summa
S =n S+(-1)-6 =3n® + 2n, joten on olemassa aritmeettinen lukujono, jonka n:n

ensimmaisen termin summa on S, = 3n* +2n. Jonon 3 ensimmaista termié ovat 5,11 ja 17

Vastaus: 5, 11 ja 17

251
g :n.a1+al+(n—l)d
! 2
S —on. a, +a,+(2n-1)d
2n 2
S —3n. a +a +@Bn-1)d _ 6na, +9n°d —3nd
3n 2 2
3(s,, —S.) = 3[2n- a+a +(2n-0d . a+a,+(n-1d
2 2
Ana, + 4n*d —2nd —2na, —n’d +nd
2

]

=3

_ 6na, +9nd —3nd
2

=S

3n

Geometrinen summa

252.

a) Ensimmadinen termi a; = 2

Suhdeluku g =3

_g") 1.(1-3°

al(l q ): ( ):29524
l-¢g 1-3

b) Tiedota; =15jag =4

a(l-q") 15-(1-4°)
1-¢g 1-4

Vastaus: Summa on a) 29 524 b) 524 287,5.

Summa S, =

Summa S, = =524287,5
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253.

a) Ensimmadinen termi a; =2

Suhdeluku ¢ =3

Lasketaan kuinka monta termid summassa on.
a,=13122

2.37=13122 |2
3" = 6561

3"' = 3% Kantaluvut samat, eksponentit samat
n-1=8
n=9

al-¢) _2(1-%) oo

Summa S, =
1-¢ 3

1-—

N . 2

b) Ensimmainen termi a, = 3
1

Suhdeluku qZE

Lasketaan kuinka monta termid summassa on.

S . 3
¢) Ensimmainen termi  a, = <

Suhdeluku ¢ :%

Lasketaan kuinka monta termid summassa on.
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" 1215
ENER R S
513 1215 |5
ER
3) 729
1 n-1 1 6
[5) = (5) Kantaluvut samat, eksponentit samat
n-1=6
n=17
Summa
7
3 1_(1j
S Ca(l-q") O 3) ) 1093
T 1-g 11 1215
3
Vastaus: Summa on a) 19 682 b) 12 c) %
96 1215
254.
a)
n—-1+1
Kyseessa on geometrinen summa, jossa ¢ = o =4 =4
A7
S, = La-4) =5 461
1-4
b)
. n—1+1
Kyseessd on geometrinen summa, jossa g = R 3t =3
_al2
S, = 4-0-37) =1062 880
1-3
c)
_9\n-1+1
Kyseessa on geometrinen summa, jossa g = % =(=2)"" =-2
0,3-(-2)"
_(_9)\12
Si, _03-0-(=27) a-27) =-409,5
1-(=2)

Vastaus: a) 5461 b) 1062 880 c) —409,5
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255.

a)

Summa 0,2+ 0,02 + 0,002+... +0,000002

q=01

Lasketaan kuinka monta termia summassa on.
a, =0,0000002

0,2-0,1"* = 0,0000002 |: 0,2
0,1"* = 0,000001
0,1"* =0,1° Kantaluvut samat, eksponentit samat

n-1=6
n=7

0,2-(1-0,1")

=0,2222222
1-01

7
Summa »'0,2-0,1"* =

b) Summa 27t +272 42734 42710 N I I
2 4 8 1024

. . 1
Ensimmainen termi al:E

Suhdeluku ¢ :%

Summassa on 10 termia

2 2 10
Summa 22”— ——:1_(1] g1 _1023

= 1024 1024

c)

Ensimmadinen termi ¢, =-9

Suhdeluku g=-=

Lasketaan kuinka monta termia summassa on.
1

P
" 6561
1\ 1
92| =——— |:(-9
( 3) 6561 9

l n-1
( 3} 59 049

n-1 10
%j :(——J Kantaluvut samat, eksponentit samat

n-1=10
n=11
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11
9. 1_(_1) 177148
u 1., 3 19683 44287
295 =Ss 1, 4 esel
n=1 1_(_7) _

3 3

7 10 1023 11 1
Vastaus: a) »'0,2:0,1"* = 0,222222 b) > 2" =———¢) > -9-(-)" =
= ~ 1024 7 4 3

44 287
6561

256.

eZ
=—=¢

aL = 1Ja q ZE
e
a (1_qn) 1'(1_611) 1_611
Sy =— = = ~34844,774
l1-¢g l-e l-e

11

Vastaus: Summa on ~34844,774.

—e

258.
a) Lukujonon ensimmainen termi
a; =4
a,-(-2)° =4
a-(-32)=4  [(-32)

a =—=

8
Summa
1 ( 9
oy e (1627)
s, -4al=d)__8 ~ 21,375
1-g 1-2
b) Lukujonon suhdeluku
az =dy "]3
-1792=28-¢°  |:28
q%=-64

q :13l—6 :—4
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Lukujonon ensimmainen termi

ay = '613
28=a,-(-4)°
28=—64a, |:(-64)
7
a, = _E
Summa
7
o _al-q") _ _E'(l_(_‘l)g)

9

1-q 1-(-4)

=-22937,6875

Vastaus: Summa on a) —21,375 b) —22 937,6875.

259.
a) Suhdeluku ¢ = % =2
Yhteenlaskettavien lukumaara

S, =8191

1-(1-2"
L1-?) g
1-2
-1+2"=8191
2"=8192
2n — 213
n=13

3
4 3
b) Suhdeluku g = ——=—
) 12717

n

s _al-q)

1-¢q

S = al(l_qn)
1-¢9
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Vastaus:a) n =13 b) n=4.

260.

a = 4

as =67 228
4q° = 67228

q="7

n . —_ 6
5, -ala) AU o
* 1y 1-7

Vastaus: 78 432

261.
5-(1—1, 2")
1-1,2

>10°

9
PP
25
9
PR
25

9
12" >£+1
25
10°
In(=—+1
(2 )

n>—29 _ _096068..
In1,2

Vastaus: 97
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262.
10 termin tulo
4, -aq- alqz - qg _ a110q1+2+...+9 _ a110q45
10 45 1
a q® =32 q= P
1
allo ) (5)45 =32
allo —32.2%
a, = il\o/zH
a = +2°
a, = +32
1

1 : 1
ay, = _32.(5)9 T tai ay, =32'(§)9 =z

Vastaus: a; =32 ja ay, = —% tai a; =32ja ay :%

263.

| <0,001
L 2
3
i
-2l<0,001
g <

3
3_3_(]'} -3
3
— ~=7 1<0,001
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! 2

3 3000

Vastaus: Véhintdan 7 jasenta

264.
Kuulijoiden maara 1+4+42+4%+4°+...+4* muodostaa geometrisen summan.
Ensimmainen termia; = 1
Suhdeluku ¢ =4
1-g) 1-(1-4"
s, - 4l=d) (-4 ~1398101
1-¢ 1-4
Vastaus: Kuulijoita on 1 398 101.

265.
Varjostettujen nelididen ala yhteensa

R

=
216 64 256 1024 4096

1365
4096
1365

Alojen suhde 4096

~0,333=33,3%

Vastaus: Varjostettu alue on % = 33,3 % alkuperaisesta nelidsta.
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266.
Pallon liikkuma matka

§S=2+08-2+08-2+08%-2+08%-2+..408"-2+08" -2
=2+4.08+4-08%+..+4-08"

=2+4-(0,8+0,8 +..+0,8") s - 4d=d)
1-¢g
08-(1-08")
—2+4.— 1 "/
1-08
=2 +4.3,1611392

~ 14,6
Vastaus: Pallo on liikkunut pystysuunnassa 14,6 m.

267.

Aanimerkkien valissa oleva aika 1s + 2s + 4s + 8s + ...

Kyseessé on geometrinen summa, jonka suhdeluku on ¢ =2

a) Vuorokaudessa on 24 -3 600 s =86 400 s

Lasketaan milloin &animerkkien valissé oleva yhteisaika ylittdad vuorokauden.

5, ~al-g) _T{-2")
1-¢g 1-2

S

&7:“Nl—f):1(1‘fq
1-g 1-2

vuorokausi

=65 535 eli 17. aanimerkin kuuluessa on kulunut aikaa 65 535

=131 071eli 18. &&nimerkin kuuluessa on kulunut aikaa yli

b) Vuodessa on 365-24-3 600 s =31 536 000 s
Lasketaan milloin aanimerkkien valissa oleva yhteisaika ylittd4 vuoden.

_a-¢) _1(1-2%)

N 1 =) =16 777 215 eli 25. adnimerkin kuuluessa on kulunut aikaa
—q —
alle vuoden
al-¢") 1(1-2%) o e .
Sys = 1 =15 - 33 554 431eli 26. aanimerkin kuuluessa on kulunut aikaa
—q _
yli vuoden

Vastaus: Laite antaisi a) 17 &&nimerkki& vuorokaudessa b) 25 aénimerkkid vuodessa.

268. Kyseessd on geometrinen summa.
Ensimmainen termi a; = 68 000
Suhdeluku ¢ = 1,05

a,(1—g") 68000-(1-1,05°)
1-¢ 1-1,05
Vastaus: Asiakkaita oli 380 000.

~ 380 000

Summa S, =
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269.
a) Taulukoidaan

tiedot

kulunut aika (d) | sairaiden kokonaismaara
0 12

1 122=24

2 12.2° =48

7 12-2° =768

b) Taulukoidaan tiedot

kulunut aika (d)

sairaiden kokonaismaara

0 12

1 12+2-12

2 1242.12+2-2-12 = 12 (1+2+29)
7

12- (1+2+2°+2%+2%+25+25) = 12 —

L-27) ~1524

Vastaus: Sairaiden maarda a) 768 b) 1 524,

270.

Annin palkka S =
Suhdeluku ¢ :%

1+3+9+...
=3

Ensimmainen termi a; = 1

Summa §,, =

oy 1-(1-3%
4(1-q") ( ):2391484
1-g

1-3

Yksikén muunnos 2 391 484 snt =23 914,84 €
Vastaus: Anni tienasi 23 914,84 €.

271.

S =600—600- (%)"

a, =S, =600—600- (%)l =300

a,=5,-8, = 600—600~(%)2 ~300 =150

a,=S,-S, =600 600-(%)3 —[600-600- (%)2] =75

Vastaus: 300, 150 ja 75
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272.
Lasketaan funktion arvoja.
f1)=0
f)=2-f1)+1=1
f3)=2-1+1=3
f4)=2-3+1=7
f5)=2-7+1=15
Perékkaisten termien erotus noudattaa geometrista lukujonoa 0,1,2,4,8,... eli 2°, 2, 2% 2% ...
Funktio muodostuu tdman jonon summasta. f{») saadaan, kun lasketaan jonon »

ensimmaista termié yhteen

A =0
f2) =0+2°=1
f3)=0+2°+2'=3
1-(1-2")
f19) =0+ 2°+ 21+, + 2" = =262 143
(20) = 2- (19) +1 = 524 287
A(20) — (19) = 262 144
Vastaus: 262 144
273.
[— 3 [—
al(l q’) -14 . 1 (]3
1-q 1-¢
_ 6
a(l-q°) — _364
1-¢
o =141
1-g
_ 6
al-q) _ —364
1-¢
14179 4= ")
-9 — -364
1-¢
_ _ 6
14-Q 3(1)(1 4) _ a4
1-9)2-q)
_ 6
M =364 |.(1_q3)
-q
14-144° = —364+3644°
144" —3644° +378=0 [sij.t = ¢°
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~14¢* —364t +378=0
—(~364) +/(-364)* —4-(-14)-378
t —_—

2-(-14)
364153664 _
v —28 -
364 +./153664
f, =N 97
-28
Sijoitus 7 = ¢°
q13 =1
g, =1

q = 1 eli vakiojono ei toteuta alkuperéisia ehtoja

q23 =27
9= -3
a, =14 1_(_3)3 =2
1-(=3)

S = al(l_qg) — 2(1_(_3)9) —9842
©olg 1-(9

Vastaus: 9 842

274,
Léaaketta jaljelld 12 tunnin kuluttua 100 % — 60 % = 40 % = 0,40
kulunut | l1aéketta (mg)
aika
(vrk)
0 0,050
0,5 0,40-0,050+0,050
1 0,40-(0,40-0,050+0,050) +0,050
1,5 0,40-(0,40-0,050+0,050) +0,050)+0,050
2 0,050-(1-0,40°)

0,40*-0,050 + 0,40°% - 0,050 + 0,402 - 0,050 + 0,40 - 0,050 + 0,050 = —om ° 0,082
12 0,050-(1-0,40%)

~ 0,083
1-0,40

Vastaus: L&akettd jéljelld a) 0,082 mg b) 0,083 mg.
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275.
P(1.heitolla kuutonen tai 2.heitolla 2 kuutosta tai ... tai 6.heitolla 6 kuutosta)

6
2wl
11,1 +i:—z0,20=20%

:g+6_2 6_3+... 66 1_1
6

Vastaus: Todennéakdisyys on 20 %.

276.

1(1-8")

a) Reikien méaara 0+1+8+8°+8%+...+8°= =153 391 689

b) Nelididen sivut pienenevét joka vaiheessa kolmanteen osaan, joten alat pienenevét
1

2
yhdeksanteen osaan (lj ==
3 9

Poistettujen nelididen alat yhteensa

2 3 3 9 2 9
1~1+8' 1 +8%. 1 +8%. 1 +.48°%. 1 =1~ 1+§+ 8 +..+ 8
9 9 9 9 9 9 9 \9 9

1-2
9

Poistettujen alan osuus alkuperdisesté neliosta % ~ 69,2%

Vastaus: a) Matossa on 153 391 689 reikdd b) Ala pienentynyt 69,2 %.

277.
1+ x+x2+x°
1-x) 1
x-1
X
x—x°
2
x
=X
3
X =x

Saadaan jakoyhtalo

166



1=1-x)1+x+x*+x%) +x* La—mio
4

1
——=1+x+x"+x°+
1-x -X

4
L= =l+x+x*+x°
1-x 1-x

_ 4
1-x =l+x+x*+x° o
-Xx
278.

> (-5)" = 203450525
n=2

M9 _ 503450525
1-(-5)

25— 25(-5)"" =1220703150
(-5)"" = 48828125
(_5),\'71 —_gi

x-1=11

x=12
Vastaus: x = 12

279.

Vaite: S, -(S,, = S,,)=(S,, ~S, )’

n

Geometrinen summa

Sy, — al(l_qn)
1-q
Szn _ al(l_an)
1-¢g
_ al(l_qan)
3n 1_q
al-¢") al-¢") al-¢")
Sn.(SBR_SZn): 11_ 11_ - 11_ ]
q q q
:al(l_qn) al(l_qsn)_‘ﬁ(l_qzn)]
1-¢g 1-¢g
_a(-q") a-g" —1+qz")]
1-¢g 1-¢g
_ a12 (q4n _2q3n +q2n)
(1-¢q)°
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(Szn —S" )2 _ [al(l_qZVl) _ al(l_qn)]Z

1-¢q 1-¢q
a4 (1-¢")-a(l-¢"),
=[ ]
1-q
_ al(l_qzn -1+4")
=[ ]
1-¢
_ a12 (q4n _2q3n +q2n)
(1-q)*
m.o.t.
280.
a,=a,q=20
a, = aq" =160
20
a =—
q
a,q* =160
Q«q“ =160
q
q° =8
qg=2
a :Qzlo
2
B 10(1-2")

S ="y 5 =10230

Vastaus: 10 230

281.

_al20) 9176
4 1-¢ )

a,—aq’ =64
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64 .
B
- (1-¢")

1-¢q
- (1-4°)1+4%)
1-¢
64(L+q?)
1-¢q
644 +217,6¢—153,6 =0
| -217,6++/217,6 — 4-64-(~153,6)

=217,6

64
1-¢

=217,6

=217,6

2-64
g, =—4
q,=0,6
a, = 64 2:4i tai a = 64 > = 00
1-(-4) 15 1-0,6

Vastaus: Luvut ovat 100; 60;36;21,6 tai —4i;17i;—68i;273i
15 15 15 15

282.

1,3+1,3¢g +l,3q2 =91

13¢°+13¢-7,8=0  |[:1,3

¢°+q-6=0
121’ - 4-1.(-6)
7= 2
-1-5
ql :T:—B
-1+5
q2: 2 :2

Kun ¢ = -3, termit ovat 1,3; -3,9; 11,7; -35,1 ja 105,3
Kun g = 2, termit ovat 1,3; 2,6 ; 5,2; 10,4 ja 20,8
Vastaus: Termit ovat 1,3; -3,9; 11,7; -35,1 ja 105,3 tai 1,3; 2,6 ; 5,2; 10,4 ja 20,8

283.

2 . 3
a =§az josta a, zzal

a :Ea josta a, =—a zﬂ-ga =2a
2 4 3 3 3 2 3 2 1 1

. 543 5
a,=—a, Josta a, =—a, =Z-§-Ea1 =—aq
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Josta
n+l
—a, =u
2
2u
a =—
n+l

: : 1
aritmeettinen summa, d = Eal

2u

a =——-7"

2u+u(n+1)
e
2
_nu(2+n+1)
 2(n+))
_ nu(n+3)
© 2(n+d)

=n-

nu(n+3)

Vastaus: S, =
2(n+1)

284,
£ =Y (- = (r—a) + (=) + (- ) ..t (v—a,)’

f(x)=2(x—a)+2(x—a,)+2(x—a;)+...+ 2(x—a,)
Derivaatan nollakohta
2(x—a)+2(x—a,)+2(x—ay)+..+2(x-a,) =0 | .2

nx=a,+a,+.+a, | in
1 n
x==>Ya
Funktion fkuvaaja
n n n n
f(x)= Z:(x—ak)Z = Z:(x2 - 2xa, +a,”) = nx? —ZxZak +Z:akZ
k=1 k=1 k=1 k=1

Havaitaan, ettd funktio on toisen asteen polynomifunktio ja sen kuvaaja on yléspéin
aukeava paraabeli. Funktion ainoa adriarvokohta on minimikohta, joten se saa pienimmén

1 n
arvonsa kohdassa x==Y"a, .
L=}
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Pienin arvo
f(liak) =nx’ —2xiak +iak2
n =1 k=1 k=1
1 n 1 n n n
= ”(_zak)z _2'(_Zak)zak +Zak2
n k=1 L=} k=1 k=1
l n 2 n n
——(Z:a,{)2 ——(Z:a,()2 +Z:ak2
n 5o [ =y k=1
n l n
:Zakz __(Zak)z
k=1 n g2

- 4 13
Vastaus: Pieninarvoon » a,>-=(> a,)’

k=1 n =1
285.

Kolmen suurimman kolmion pinta-alat

11 11 11
y-22_1 , 44 1, 88 1
2 8 2 32 2 128
Alat muodostavat geometrisen jonon, jossa suhdeluku
11
_32_128_1
LT
8 32
6
L)
Alojen summa S, = 4l-q") _ 1365
1-¢q 1_} 8192

Vastaus: Alojen summa on 1365 .
8192
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10. Summien ja lukujonojen sovelluksia

286. Alle korkokauden talletus, joten yksinkertainen korko.
r=kit | k==800¢,i=0,0225, t=>

12
r =800 €-0,0225-% =7,50€

Vastaus: 7,50 €

287. Alle korkokauden talletus, joten yksinkertainen korko.
r = kit k=4800€,i=0,0115,t=é

r=42800 €-0,0115-é=32,20€

Lopullinen pddoma 4 800 € + 32,20 € =4 832,20 €
Vastaus: 4 832,20 €

288. Ensimmainen talletus on tililla 12 kuukautta, toinen 11, kolmas 10 ja niin edelleen.
Alle korkokauden talletus, joten yksinkertainen korko.

r = kit k=x(=2,i=0,015,tzi,i,...,E
12 12 12
F=X-0,015-22 + 0,015 =+ ..+ X-0,015 = = x.0,015. = (12 +11+ ..+1) |S=n 2 %
12 12 12 12— 2
aritmeettinen summa
= x-0,0lS-i-ﬁ-lz =0,0975x
12 2
Lopullinen pd&doma on 1000 €
12x+0,0975x =1 000
12,0975x =1 000
X ~ 82,66
Vastaus: 82,66 €
289. Ensimmainen talletus on tililla 12 kuukautta, toinen 11, kolmas 10 ja niin edelleen.
Alle korkokauden talletus, joten yksinkertainen korko.
r = kit k=x€,i=0,025,t:i,£,...,E
12 12 12
F=X-0,025-12 4+ x.0,025 =+ .. +X-0,025 = = x.0,025. = (12 +11+ ..+1) |S=n. 2 %
12 12 12 12— 2
aritmeettinen summa
= x-0,025-i-ﬁ-12 =0,16255x
12 2
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Koska tililla oli jo 4 000 €, saadaan s&astettdva summa vahentamalla 4 500 eurosta 4 000
euroa seka siita kertynyt vuoden korko.

Lopullinen pd&d&oma on 4 500 € -4 000 €-0,025-4 000 € =400 €
12x+0,1625x =400
12,1625x =400
X =~ 32,89
Vastaus: 32,89 €

290. Koska talletus on tililla useita korkokausia, kyseessé on korkoa korolle.
K=kg" | k=10000 €, q=100%+1,25%=10125t=5a

K =10 000 €-1,0125° ~ 10 640,82 €

Vastaus: 10 640,82 €

291. Koska talletus on tililla useita korkokausia, kyseessé on korkoa korolle.
K=kq' k =15000 €, =100 % +3,50 % =1,035,t =4 a

K =15 000 €-1,035" ~17 212,85 €

Vastaus: 17 212,85 €

292. Koska talletus on tililla useita korkokausia, kyseessé on korkoa korolle.

K=kq' | K=5500 € k=5000€ t=5a
5500 =5 000-q°

o° =11 KA

q=1,01924..

Korkoprosentti 101,1924... % — 100 %~ 1,92 %
Vastaus: 1,92 %
293. Koska talletus on tililla useita korkokausia, kyseessé on korkoa korolle.
K=kq' |K:2500€+100€:2600€,k=2500€,t:3a
2 600 =2 500-¢°
q° =1,04 |3

q=1,01315...
Korkoprosentti 101,1315... % — 100 %~ 1,32 %

Vastaus: 1,32 %
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294. Koska korko on 2,8 %, niin talletus on tililla useita korkokausia, joten kyseessa on
korkoa korolle.

K=kq' | K=1000€+100 €=1100 €, k =1000 €, q =100 %+ 2,80 % =1,028
1100 =1 000-1,028"
1,028' =11 | 190
lg1,028" =1g1,1
t-191,028 = Ig1,1
_ g1
lg1,028
t=35

Vastaus: 3,5 vuotta

295. Koska talletus on tililla useita korkokausia, kyseesséa on korkoa korolle.
K=kq' | K =2k,q=100%+3,5 % =1,035
2k =k-1,035"
1,035' =2 | 190
lg1,035' =Ig2
tlg1,035=1g2
g2
lg1,035
t= 20,2

Aika 20,1 vuotta ei riita.
Vastaus: 20,2 vuotta
296. Koska talletus on tililla ainakin yhden korkokauden, kyseessa on korkoa korolle.
1. talletus tililla 5 vuotta, 2. talletus 4 vuotta, ..., viimeinen talletus nolla vuotta
K= Zslkqti | k=2500 €, q=100 %+1,75 % =1,0175
i=0

n

K =2 500 €+2500 €-1,0175+...+2 500 €-1,0175° S, :alll_q n=6
geometrinen summa h q
_ 6
5500 ¢, 1710175
1-1,0175
~15 671,76 €

Vastaus: 15 671,76 €

174



297. Koska talletus on tililla ainakin yhden korkokauden, kyseessa on korkoa korolle.
1. talletus tililla 8 vuotta, 2. talletus 7 vuotta, ... , viimeinen talletus 3 vuotta

8
K = ZKi q% | kg =K, =...= kg =k, q =100 %+ 2,900% = 1,029

i=3

&
—

_ n
K =k-1,029° + k-1,0175% +...+k -1,029° 'S, = a9 -
geometrinen summa 1- q
_k1,000° 17102
’ 1-1,029

Talletuksen pit&a olla niin suuri, ettd kahdeksan vuoden kuluttua korko on ainakin 500 €,
jotta padoma ei pienene, eli

0,029-K =500
g8 1-1,029°

0,029-k-1,02
1-1,029

=500

~ 500-(1—1,029)
© (1-1,029%)-0,029-1,029°
k =~ 2 452,554....
Vastaus: Summan pit&d olla ainakin 2 452,56 €.

298. Koska talletus on tililla ainakin yhden korkokauden, kyseessa on korkoa korolle.
1. talletus tilill& 19 vuotta, 2. talletus 18 vuotta, ..., viimeinen talletus 1 vuotta

19
K= qu‘i | 4 =100 % +2,500% =1,025

i=1

&
f_/% n

K =k-1,025 +k-1,01752 +...+ k-1,029% S, = alll_—q, n=18

geometrinen summa - q

_ 18

~ k1,008t 202

1-1,029
Talletuksen pitaa olla niin suuri, ettd yhdeksantoista vuoden kuluttua korko on ainakin 1
200 €, jotta padoma ei pienene

0,025-K =1 200
1-1,025%

0,025-k-1,025- ———— =1 200
1-1,025

_1200-(1-1,025)
© (1-1,025').0,025.1,025
k ~ 2 091,867....
Vastaus: Summan pitaa olla ainakin 2 091,87 €.
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299. Jokaisena kuutena vuotena talletus tapahtuu kuukausittain, joten vuoden aikana
kyseessé on yksinkertainen korko.

Vuoden aikana kertynyt padoma on aina sama. Taman jalkeen vuotuinen talletus on tilill&
yli korkokauden, joten kyseessa on korkoa korolle.
Lasketaan vuotuinen paddoma.

r = kit |k=150€,i:0,0200,'[:i 2z Lz

12'12"7712
r =150 €-o,02£+150 €-o,02£+ ... +150 €-o,02-i
12 12 12

150 €-0,022- -1 (124114 ..+1) S—pAntad

aritmeettinen summa
=150€-0,02- —-——=-12=19,5 €
12

Vuotuinen pdédoma 12-150 €+19,5 € =1819,50 €
1. talletus tililld 9 vuotta, 2. talletus 8 vuotta, ..., viimeinen talletus 4 vuotta

9
K=>"kg" |k=1819,50 €, q=100 %+2,00 %=1,02
i=4

Cll
K =1819,50 €-1,02* +1819,50 €-1,02° +...+1 819,50 €-1,0175° S, =a 11_q
geometrinen summa -4

_ 6
=1819,50 €-1,02* 1-102
1-1,02

~12 423,75 €
Vastaus: 12 423,75 €

300. Lasketaan ensimmadisen vuoden pddoma. Ensimmaéinen talletus on tilill4 12 kuukautta,
toinen 11, ..., viimeinen 7 kuukautta. Alle korkokauden talletus, joten yksinkertainen korko.

r = kit |k:30€,i:0,02,t:£,E,...,l
12 12 12
r=30 €~O,02-£+30€~O,02~E+...+30€~0,02-l
12 12 12
~30 €-o,oz-%(12+11+...+7) &n-@
aritmeettinen summa
1 12+7

=30€-0,02.——:6=2,85€
12 2

Vuoden lopussa rahaa 6-30 €+2,85 € =182,85 €
Summa on tililla viisi kuukautta

P&doma lopussa 182,85 € +182,85 €~0,02~% ~184,37 €

Vastaus: 184,37 €
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301. Lainaa lyhennetaén joka kerta sama summa neljasti vuodessa kahden vuoden ajan.
Lyhennyksid 8 kpl, joten lyhennyksen suuruus 15000 €:8=1875 €

Korkokausi on vuosi.

Korko on yksinkertainen korko r = kit , missé k on jéljella oleva padoma, i = 0,045 jat =
1

4
1. maksu

lyhennys + korko = 1875 € +15 000 €-0,045-% =2043,75 €
Viimeinen maksu
Jaljelld oleva pd&doma 1 875 €

lyhennys + korko = 1875 €+1875 €-0, 045% ~1896,10 €
Vastaus: 1. maksu 2 043,75 € ja viimeinen 1 896,10 €

302. Lainaa lyhennetaén joka kerta sama summa 12 kertaa vuodessa neljan vuoden ajan.

Lyhennyksia 48 kpl, joten lyhennyksen suuruus 10 000 €:48 = 208,33... €

Korkokausi on vuosi.

Korko on yksinkertainen korko r = kit , missé k on jéljella oleva padoma, i = 0,056 jat =
1

12

1. maksu

lyhennys + korko = 208,33...€ +10 000 €~0,056~% =255 €

2. maksu

Jaljelld oleva pd&doma 10 000 € — 203,33... € =9792,33... €

lyhennys + korko = 208,33...€ +9 792,33... €-0,056-% ~ 254,03 €

Viimeinen maksu
Jaljella oleva pddoma 208,33... €
lyhennys + korko = 208,33...€ + 208,33... €.0,056~% ~ 209,31 €

Vastaus: 1. maksu 255 €, 2. 254,03 € ja viimeinen 209,31 €

303. Annuiteetti

A=Kq”11_—qn K =80 000 € n=8, =100 %+5 % =1,05
-q
A =80 000 €-1,05%. 1-105

= ~12 377,75 €

Vastaus: 12 377,75 €
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304. a) Annuiteetti

— 0,
A=Kq" 11—qn K =200 000 €, n=15-12 =180, q =100 %+%=1,00375
-q
A =200 000 €-1,00375'% .LOP’EO ~1529,99 €
1-1,00375
b) Lainaa jaljell4 10 vuoden jalkeen
Ak
V, =Kg" —All—q | K =200 000 €, k =10-12 =120, q =1,00375, A=1529,99 €
-q
_ 120
Vo =200 000 €-1,00375' —1529,99 € AZL003T5 g5 067,01 €

1-1,00375
Vastaus: a) Annuiteetti 1 529,99 € b) Kymmenen vuoden jélkeen lainaa 82 067,01 €

0
305. Korko kuukaudessa % = 0,5 % Tasalyhennyslainassa lyhennys on aina sama ja

korko lasketaan jéljelld olevasta pddomasta. Lasketaan, misti pddomasta 0,5 % on 400 €.
0,005-x =400
x =80 000
Ennen lyhennysta on jéljella 80 000 €, joten lyhennyskertoja on tdmén jalkeen jéljella
80 000-500

500
Vastaus: Lyhennyksid vield 159 kpl.

159.

306.

Korosta ja veron jalkeen 100 % —29% =71 % =71

Korkokerroin g =1+ 0,71i (missé i on korkokanta eli korkoprosentti desimaalilukuna)
Ensimmainen sijoitus korkoineen 3. vuoden alussa 5 000-q - q

Toinen sijoitus korkoineen 3. vuoden alussa 4 500 g

Saadaan yhtalo
5 000k? + 4 500k = 9 894,85
5 000k? + 4 500k — 9 894,85 = 0

_ —4500+ /4 500 — 4-5000-(—9894,5)
4= 2.5 000
¢, =—1,926... < 0 ei kdy
4, =1,02698002...

Korkoprosentti i
q=1+0,71i
0,7li=q-1
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e
0,71
- 1,02698002...—1
0,71
i1~0,038=3,8%

Vastaus: Korkokanta on 3,8 %.

307. Jokaisena vuotena talletus tapahtuu kuukausittain, joten vuoden aikana kyseessa on
yksinkertainen korko.

Vuoden aikana kertynyt pddoma on aina sama. Tdman jalkeen vuotuinen talletus on tilill4
yli korkokauden, joten kyseessd on korkoa korolle.
Lasketaan vuotuinen padoma.

r=kit |k=200€i=0015t=—, 2 12

12’1212

r =200 €-0,015-E+200 €~0,015-E+ ... +200 €-O,015-i
12 12 12

~ 200 €-0,015- - (12+11+ ...+1) Sop. At
12— 2

aritmeettinen summa
=200 €'0,015~E~—-12 =19,5€
Vuotuinen p&ddoma 12-200 €+19,5 € =2 419,50 €

a) 1. talletus tilill4 17 vuotta, 2. talletus 16 vuotta, ... , viimeinen talletus 0 vuotta
17

K:ZKq" | k =2 419,50 €, q =100 % +1,50 % =1,015
i=0

C

n

K =2 419,50 €-1,015" +1 419,50 €-1,015' +...+2 419,50 € S, = alll_—q,n -18

geometrinen summa
1-1,015'8
1-1,015
~ 49 574,04€

=2419,50 €-
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b) Tililla ainakin 135 000 €
1. talletus tililld n vuotta, 2. talletus n — 1 vuotta, ..., viimeinen talletus 0 vuotta

_ n
S, >135 000 s, =a, =1
1-q
_ n
2419,50- 272%% ;135 000 | 241950
1-1,015 1-1,015
1-1,015" < -0,8369...
1,015" >1,8369... | Ig(), lg aidosti kasvava. sdilyttaa jarjestyksen
Ig1,015" > 1g1,8369...
n-lg1,015>Ig1,8369... | :191,1015>0
lg1,8369...
n>=-"———>=-
lg1,015
n>40,843...

Vahintdan 41 vuotta
Vastaus: a) 49 574,04 € b) Vahintaan 41 vuotta

308. Lainapadoma K =40 000 €
Korkokerroin g =100 % + 4 % =104 % = 1,04
Korkokausien méard n = 10
Tasaerélainan koron ja lyhennyksen summa eli annuiteetti
A=Kq" 1-a

1-q"

g0 1-104

A=40 000 €-1,0 - ~4931,64€
04

Jaljella oleva lainan méara viiden vuoden kuluttua, k =5
1-g*

V, =Kg“ - A

1-1,04°

Vs =40 000 €.1,04° -4 931,64 €- . ~21954,76 €

Annuiteetin suuruus ei muutu ja lainaa on jaljelld 21 954,76 €
Uusi korkokerroin q =100 % + 6 % = 1,06
Lainaa on jaljella 10 vuoden kuluttua

5
qQ°-1

1,06° -1

Vip=Vs-q° - A =21954,76 €-1,06° —4 931,64 €-

=1580,308... € ~1 580,31 €

Tama summa kasvaa seuraavana vuonna 1,06-kertaiseksi
Viimeinen erd 1,06-1580,31 € ~1675,13 €
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Erd on vahemman kuin annuiteetti, joten laina maksetaan pois 11. lainavuonna eli vuoden
2013 lopussa.

Vastaus: Eran suuruus 4 931,64 €, viimeinen erd 1 675,13 € ja maksetaan vuoden 2013
lopussa.

309. Kyseessé on yli korkokauden talletus eli korkoa korolle.
Korkokerroin g
P&d&oma 50 000 mk

Aika4a
K =kq'
64 082 =50 000-q* | :50 000
q* =1,28164 |4
q=+4/1,28164 |g>0
q=1,06399...

Korkokanta 106,399... % — 100 % ~6,40 %

Vastaus: 6,40 %

310. Lainap&&oma K =100 000 mk

Korkokerroin g = 100 % + 10 % = 1,10

Korkokausien maéréa n = 10

Tasaeralainan koron ja lyhennyksen summa eli annuiteetti

A=Kqr 229
1-q"

A=100 000 mk-1,10° 221916 274 5 mi

1-1,10

Jaljella oleva lainan maara yhdeksén vuoden kuluttua, k =9

4k

Vi, = Kg* —AL=d
1-q

1-1,10°

Vg =100 000 mk-1,10° —16 274,50 mk - ~14 795,57 mk

Korko 0,10-14 795,57 mk =1 479,56 mk

Vastaus: Vakioerd 16 274,54 mk ja viimeinen korko on 1 479,56 mk

181



311. Kyse on tasalyhennyslainasta. Maksuerd muodostuu lyhennyksesté ja korosta, joka
maksetaan aina jaljella olevasta pddomasta.

1. vuosi £+0,15K
n
2. vuosi 5+0,15-(K—£):5+0,15K—0,155
n n n n
3. vuosi £+0,15~(K—2£)=£+0,15K—2~0,15£
n n n n

4. vuosi £+0,15-(K —3£) =5+0,15K —3-0,15£
n n n n

n. vUoSi 5+ 0,15-[K —(n —1)5] = 5+ 0,15K —0,15-(n —1)5
n n n n
i) Korkoa maksetaan

0,15K +(0,15K —0,15-~) + (0,15K —2-0,15-5) 4 (0,15K —3-0,15-%) + .. +[0,15K — (n—1)-0,15-]
n n n n

—1-0,15K —0,15X [14+ 24 ..+ (n-1)]
n —W———

aritmeettinen summa

—1-0,15K —0,15-% (n—1)2*N~1
n

=0,075K (n+1)

ii) Korko suurempi kuin paddoma

0,075K (n+1) > K | :K>0
0,075n>0,925 | 0,075
n>12,33..
n>13

iii) Korkomenot alussa 0,15 a

Korkomenot nousun jélkeen 0,17a

Korkomenojen muutos 017a-015a = 2 =13 %
0,15a 15

Vastaus: i) Korkoa kaiken kaikkiaan 0,075K(n + 1) ii) 13 iii) 13 %

312. Padoma alussa k = 45 000
Korkokerroin g = 100 % + 8 % = 1,08
Aika t = 20 vuotta

Lopullinen padoma K =k -q* =45 000-1,08%° ~ 209 740
Vastaus: Value of the land is approximately $ 209 740.

182



313. Lainan maksu tapahtuu annuiteettiperiaatteella, annuiteetti 10 000 kr.
Lainaa jéljella kahden vuoden kuluttua

4k

Vk=qu—A11—q | k=2,K =40 000 kr, A=10 000 kr, g =100 %+7,5 % =1,075
-q

1-1,0752

V, =40 000 kr-1,0752 —10 000kr - =25 475 kr

Vastaus: Efter tva &r 25 475 kr

Testaa hyvat taitosi 2

1. limaise Z - merkinnall& aritmeettinen summa 36 +29 +... + 8 + 1 ja laske summan
arvo.

Aritmeettinen summa 36 +29+22+15+8+1
a,=36+(n-1)-(-7)=43-"7n

6
S, = (43-7n) _6.38+ _1pq
n=1

6
Vastaus: > (43-7n) =111

n=1

10 1
2. Laske summa Z:(—)”"l kahden desimaalin tarkkuudella.

n=1
(E)Ml—l
Kyseessd on geometrinen summa, jossa q = 21 = 5
—\n-1
(2)
1
10 1_ (7)10
Z(l)”’l —1——2 159 9980..~2,00
n=1 2 1_1 512

Vastaus: 2,00

3. Huhu kulkee koulussa siten, ettd Tarmo kertoo huhun kolmelle ja ndmé kolme kertovat
tunnin sisélla taas kolmelle. Milloin koulun kaikki 363 oppilasta ovat kuulleet huhun, kun
Tarmo panee huhun liikkeelle klo 9?

Kyseessa on geometrinen summa

1-q"
Sn = al 1_

| S, =363a =3q=3
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n
363-3.123 :(—Ej
1-3

- 2
1-3"=-242
3" =243
3N =3
n=>5

Huhun ovat kuulleet kaikki oppilaat 5 — 1 = 4 tunnin kuluttua eli klo 9 + 4 = 13.

Vastaus: Kaikki ovat kuulleet huhun klo 13.

4. Anselmi rakentaa kaupassa seinén viereen séilykepurkeista pinon, jossa ylimpana on yksi
tolkki ja alemmissa kerroksissa on aina yksi télkki enemmén kuin ylemmassa kerroksessa.
Toélkkeja on yhteensd 105. Kuinka monta kerrosta pinossa on?

Tolkkien madra muodostaa aritmeettisen summan.

snzn% 'S, =105,a, =1,a, =n

105=n1" |2
2
n(l+n) =210
n2+n-210=0
. —1+4/12 —4.1.(-210)
B 2-1
1:_1+— “841:14
2
n2=‘1‘T V8l _ 15 Ei kay

Vastaus: Pinossa on 14 kerrosta.

5. Lukujonon n:s jasen on muotoa @, = n? —6n . Kuinka mones lukujonon jésen on 135?

Lukujonon a, =n’—6n jasen
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a,=n’-6n [a, =135

135=n?-6n
n?-6n-135=0
) +./(~6)7 —4-1-(~135)
B 2.1
n, _6-V576 2576 =-9 |Eikay
n, _6+v576 ;576:15

Vastaus: Kyseessa on lukujonon 15. jasen.

6. Monesko jasen luku 12\/5 on geometrisessa lukujonossa, jossa as = 6 ja q :\/E ?

Geometrisen lukujonon yleinen jasen a, =a,q"*
8

q_2 .

Koska a, =a,q°, niin a, =

Tallin geometrisen lukujonon yleinen jasen on a, =a,q"" = &2 "t =a,0"" P =a,q"".

o

Jasenen indeksi
a,=a,q"" |a,=12v2,a,=6,q=+2
12J2=6-(/2)"" |6
22=-(2)" 2=y
W2y =2y
3=n-3

n==6
Vastaus: Kyseessad on lukujonon 6. jasen.

7. Anni tallettaa jokaisen vuoden alussa 1 400 euroa tilille, jonka korkokanta on 2,4 %.
Kuinka paljon tililla on viiden vuoden kuluttua ensimmaisesté talletuksesta?

Korkokanta i = 2,4 % = 0,024
Korkokerroin g =1 + 0,024 = 1,024

Ensimmainen talletus tehddén heti alussa ja se on tililla 4vuotta
Seuraava talletus vuoden péasta ja se on tililla 3 vuotta.

Néin jatketaan viisi kertaa.

Viimeinen talletus on tilill& 1 vuoden.

Talletuksien maarat talletusajan lopussa K = kq'
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Talletus P&doma talletusajan lopussa
Talletus 1. vuoden alussa 2 000 € 1400-1,024°
Talletus 2. vuoden alussa 2 000 € 1400-1,024"
Talletus 3. vuoden alussa 2 000 € 1400-1,024°
Talletus 4. vuoden alussa 2 000 € 1400-1,0242
Talletus 5. vuoden alussa 2 000 € 1400-1,024

Padoma yhteensé viiden vuoden jalkeen

K =1400-1,024+1400-1,024° +...+1400-1,024°

n

1-—
S,=a- 1_qq

a,=1024,0=1024,n=5

=1400- (1,024 +1,024° +...+1,024%)

1-1,024°

=1400-1,024-
1-1,024

~ 7520,42
Vastaus: Tililld on rahaa 7 520,42 €.
8. Geometrisen lukujonon viides jasen on 24 ja q = — . Méadritd a,,.

Geometrisen lukujonon yleinen jasen a, = a,q""*

Koska a, =a,q*, niin a, ::5—4.
Talloin geometrisen lukujonon yleinen jasen on a, = a,q"* = i§~ gt =a,q"" " =a,q"".
q
Kymmenes jasen
1 10-5 1 5 8
=aq"=24.|= =24.|=| =—
s-a -2 (3] 23] -2

Vastaus: a,, = %

9. Mika on aritmeettisen lukujonon yhdeksas jasen, kun ensimmainen jasen on 27 ja
yhdestoista jasen on 117?

Aritmeettisen lukujonon yleinen termi a, = a, +(n-1)d
Erotusluku
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a,=a,+(n-1)d |a, =117, 8 =27,n=11
117 =27+(11-1d
10d =90 [:10
d=9
Yhdeksés termi a, =27+ (9-1)-9=99
Vastaus: Yhdeksés jasen on 99.

10. Aritmeettisesta lukujonosta tiedetaan, etta S, = n? — 3n. Mika on lukujonon 7. ja n:s
jasen?

S, =n?>-3n
a;=S;,—S =7°—3-7—(6°-3-6) =10

a,=5,-S 1=n*-3n-[(n—1)*-3(n—-1)]=2n—-4

Vastaus: 10 ja 2n—4

Kertausharjoituksia
1. Suunnattu kulma

314. Kulman alkukylki on aina positiivisella x-akselilla.

a) Kulma a = 180°

Kulman Kkiertosuunta on vastapéaivaan.

Kulman loppukylki sijaitsee negatiivisella x-akselilla, joten loppukylki leikkaa
yksikkdympyréan pisteessa (-1,0).

b) Kulma o = 630° = 360° + 270°

Kulman kiertosuunta on vastapéivaan.

Kulman loppukylki sijaitsee negatiivisella y-akselilla, joten loppukylki leikkaa
yksikkdympyran pisteessa (0,-1).

¢) Kulma a = -450° = -360° — 90°

Kulman kiertosuunta on my6tépéaivaan.

Kulman loppukylki sijaitsee negatiivisella y-akselilla, joten loppukylki leikkaa
yksikkdympyran pisteessa (0,-1).

d) Kulma a = -11 250° = -31.360° — 90°

Kulman kiertosuunta on myotépéaivaan.

Kulman loppukylKki sijaitsee negatiivisella y-akselilla, joten loppukylki leikkaa
yksikkdympyran pisteessa (0,-1).

Vastaus: Loppukylki leikkaa yksikkdympyran pisteessa a) (-1,0) b) (0,-1) c) (0,-1)
d) (0,-1).
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315. Asteen ja radiaanin valinen yhteys 180° = nt
Muunnetaan asteet radiaaneiksi.
a) 180°=n |18

10°0= =
18

b) 180°=n |:180

o= T |50

0) 180°=n [:180

T
1°=— |(-110
180 |-(-110)
-110° = _&

18

d) 180°=n |:180

° T

1°= 2 (=490
180 |-(-490)

_a90° = -7
18

e) 180°=n |:180

°:L

|-(=765)

—765° = _17_7[
4

Vastaus: Kulma radiaaneina on a) z b) % C) i d) 49z
18 18 18 18

316. Asteen ja radiaanin vélinen yhteys = = 180°
Muunnetaan radiaanit asteiksi .

a) n =180° |6
6 =1080°
b) n=180° |3
4
37 g3
4
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0) n =180° |16

X =115
16
d) © =180° |-—ﬂ
9
_AT_ _goe
9
e) n = 180° |-—g
4
9T _ 400
4

Vastaus: Kulma asteina on a) 1 080° b) 135° c¢) 11,25° d)-80° e)-405°.

317. a) Erés kulma, jonka loppukylki on negatiivisella x-akselilla, on 180°.
Kulmat toistuvat 360° vélein.

Kaikki kulmat asteina 180° + n-360°, neZ

Kaikki kulmat radiaaneina = + n-2z, ne Z

b) Erés kulma, jonka loppukylki puolittaa positiivisten koordinaattiakseleiden valisen
kulman , on 45°.

Kulmat toistuvat 360° vélein.

Kaikki kulmat asteina 45° + n-360°, n € Z

Kaikki kulmat radiaaneina % +n2n, neZ
Vastaus: Kaikki kulmat saadaan lausekkeesta a) 180° + n-360° tai © + n-2w, n e Z

b) 45° + n-360° tai % +n2m neZ.

318. Suoran yhtalo x + 3y =7

y==x+7 |3
W
3 3

Suoran kulmakerroin k = —%
Suoran suuntakulma tan a = k
1
tana = ——
3

a ~-18,4°
Vastaus: Suoran suuntakulma on -18,4°.
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319.

8 7 46 -5 4 3 =2 \<a2 \<Xl 3 X

Suoran L yhtaloy =-2x + 1
Suoran kulmakerroin k= -2
Suoran 1 suuntakulma tan a; = k
tan oy = -2
o1 =-63,43...°
Suoran 2 yhtal y = -3x -4
Suoran kulmakerroin k;= -3
Suoran 1 suuntakulma tan a; = k
tan ap = -3
o, =-71,56...°
Suorien valinen kulma a = a; — a, = 63,43...° - (-71,56...°) = 8,1°
Vastaus: Suorien vélinen kulma on 8,1°.

320. Auton nopeus 80 km/h

Kuljettu matka sekunnissa 80k—m-Lh = ikm = @m
h 3600 45 9
Renkaan kehd p = nd = 7:20" = 7:20:0,0254 m = 0,508x m
200
9 200

Kierroksia sekunnissa

0.5087 4,572
400 rad o rad

Renkaan pydrimisnopeus 2rils=
4,572 4,572 s s

Vastaus: Renkaan py6rimisnopeus on 87 rad/s.
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2. Trigonometriset funktiot

321. Piirretdén kulmat yksikkdympyréan.

y

50°
20°

02 04 06 08
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2,25

175

1.5

125

0,75
0,5

0,25 70°

65°
-1 -0,75 0,5 -0.25 025 05 075 1 X

a)sin 20°=0,34
b) cos 50° = 0,64
c)tan65°=2,1

d) cot 70° = 0,36

Vastaus: Trigonometristen funktioiden arvot ovat a) 0,34 b) 0,64 c) 2,1 d)0,36.

322. Kulman sini sin a =

olw

Lasketaan kulman kosini

sinfa+cos’a=1 |sina=

ol w
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2
[Ej +cos’a =1
5

coszozzl—i y
25

cos? o = 22 ‘f
25

cosa :i% |cos(z >0, kun 0° < & < 90°

4
cosa =—
5
3
Kulman tangentti tana = sine _5_3
cosa 4 4
5
; 3 4
Kulman kotangentti cotoa = =li—=—
tana 4 3

Vastaus: cos a = i, tan a = Eja cota = f
5 4 3
323. Kulman sini sina = —%

Lasketaan kulman kosini

sifa+cos’a=1 |sina=-——
25

—— | +cos*a =1
cos’ « :1—@ -
625
49
cos’a=——
a 625 ‘\/7 ©
CoS¢ = i% |cosa <0, kun 180° < & < 270°
7
cosq = ——
25
. . . ) 7Y 527
Kaksinkertaisen kulman kosini cos 2a =2cos“ o —1= 2| -—— | -1=——-
25 625
7 . 527
Vastaus: Kysytyt arvot ovat cos «a = —— ja €c0S 2a = ———.
Vastaus: Kysyty RPT “T Te25
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324,

20
o
.
21
Kolmion hypotenuusa
X% = 212 + 202
=841 |V ,x>0
X=29
Kolmiosta ja koska kulma 0 < a < 90° saadaan
. 20
sina= —
29
21
cos o= —
29
Kaksinkertaisen kulman sini sin 2a = 2sin a cos a = ZQE :@
29 29 841
20 . . 840
Vastaus: Kysytyt arvot ovat cos o = — jasin 2a =——.
Vastaus: Kysyty TR T
325.
y 15
o
8
Kolmion hypotenuusa
x* = 15" + 8
=289 |V ,x>0
x=17
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Kolmiosta ja koska kulma 270 < a < 360° saadaan

. 15
sina=-—
17
8
cosa= —
17
Kysytyt arvot
sin2a=2sinacosa = 2- —E .Ez_@
17 ) 17 289
o o _(8Y 15)2 161
cos2a=cos“a—-SiN“a=| —| -| ——| =——=
17 17 289

tan 2o = = 5= :
1-tan“ « 1 ( 15} 8
8

o[ 15
2tana 8 __Q_[_161J_30_64_240

64) 8 161 161

Vastaus: Kysytyt arvot ovat sin 2a = —@, oS 20, = _16l ja tan 2a :2—.
289 289 161
326. Muotoillaan lausekkeita peruskaavoja kayttaen.

1 1-cos’a sina
a) 2 T 2 = 2
cos® o cos’a  costa
b)

=tan® ¢, kun « # n-180°

a2 2 2 a2
. sinacos’a  cos? asin’a .
sin? ¢ cot? @ +cos® e tan® o = — + - =cos? a +sin’ ¢ =1, kun & = n-90°
sin’ « cos’ a

327.

sina+005a_sin2a+cosza_ 1
cosa Sina sin cos o sina cosa

tana +cota = , kun a #n-90°

328. Muotoillaan lauseketta peruskaavoja kayttéen.

6sin® X cos x — 6¢0s° x sin x = 3-2sin x cos x(sin* x — cos® X) | 2sin x cos x = sin 2x
= 3sin 2x(sin? x + cos’ x) (sin® x — cos?x) |sin*x + cos?x =1
= 3sin 2x(sin? x — cos* X) | cos® x — sin’ x = —2c0s 2x

= 3sin 2x(—cos 2x) | cos? x — sin? x = —c0s 2x
= —g -2sin 2x cos 2x |2sin 2x cos 2x = sin 4x
= —Esin 4x

2

Koska 6sin® x cos x — 6¢os® X sin x = —gsin 4x=A+Bcos4x, ninA=0jaB= -5

Vastaus: Vakiot ovat A=0jaB = —g.

195



3. Trigonometristen funktioiden kuvaajat

329. Piirretddn funktioiden f(x) = sin G xj jag(x) = %sin x kuvaajat.

y
1 y =sin(0,5x)
y=0,5sinx
3 < n 27
—450 -270 -18 -90 90 18 270 6
-1
330. Piirretdan funktioiden f(x) = tan G x) jag(x) = %tan X kuvaajat.
y= t?n(O,Sx) y= O,SEanx
I A e A .
2

/

—

—450 60 270 80

270 60 450

331. a) Funktio 13sin(15x +1)

Funktion amplitudi |A| = 13

Perusjakso 15x=n2n
2z

X=n —
15

Perusjakso on 2 .
15

b) Funktio —3cos(2 — 6x)
Funktion amplitudi |A| = 3
Perusjakso 6x=n2n

|:15

|:6
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T
X=n-—
3
Perusjakso on % .

¢) Funktio —3%tan(3x + 1)

Ei amplitudia
Perusjakso x=nn |3
T
X=n-—
3

. T
Perusjakso on — .

Vastaus: a) Amplitudi on |A| = 13 ja perusjakso i—g .

%. ¢) Ei amplitudia. Perusjakso on %

332. a) Funktio 4sin 3x
-1<sin3x<1 |4
-4 <4sin3x<4

Funktion arvojoukko on -4 <y <4,

b) Funktio 14cos 3x — 13
-1<cos3x<1l |14
—14 <14cos 3x <14 |-13
—27 <4cos 2x-13<1
Funktion arvojoukko on —27 <y < 1.

¢) Funktio 4sin*x -6
0<sin®x<1 |4
0<4sin’x<4 |-6
-6 <4cos’x—-6<-2
Funktion arvojoukko on -6 <y <-2.

b) Amplitudi on |A| = 3 ja perusjakso

Vastaus: Funktion arvojoukkoona) -4 <y <4 b)-27<y<1 ¢)-6<y<-2.
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333.

h(m)

20T

30 60 90 120 150 1(s)

a) Korkein kohta on 22 m.
b) Alimmillaan Oona on 2 metrin korkeudella.

Maailmanpyoran halkaisija22 m—-2m=20m

sadeZOTm ~10m

¢) Kyydissa oleva on alimmassa kohdassa, kun t = 0 ja seuraavan kerran han on alimmassa
kohdassa, kun t = 40 s, joten yksi kierros kest&a 40 sekuntia.

—19_ 7t
d) f(x) = 12 lOcos(ZOj

Vastaus: a) Korkein kohta on 22 m. b)Sade on 10 m. c) Kierros kestaa 40 s.

=12 zt
d) f(x) =12 10cos(20j
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334.
y A (astetta)

24

23

22

21

2
== .
-90-80-70-60-50-40-30-20-10 | 10 20 30 40 50 60 70 80 90 X (1000 vuotta)

Vastaus: a) Kaltevuus on talla hetkella 23°

b) Kulma on loivenemassa.

¢) Seuraava minimikulma saavutetaan 10 000 ja maksimikulma 30 000 vuoden kuluttua.
d) Vaihtelun jakson pituus on 40 000 vuotta

335. Funktio h(a) =-2,5cosa + 3,0, kun o on keinun kulma pystysuoraan nahden.
a) Piirretdédn funktion kuvaaja valilld [-90°,90°]

h(a)=-25cosx +3.0N\_ = [

00 60 =30 30 45 60 0 o

Vastaus: b) Keinuja on 1,2 metrin korkeudessa, kun kulma on 45°. ¢) Keinujan suurin
etdisyys maanpinnasta on 3,0 m ja pienin 0,5 m.
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4. Trigonometriset yhtalot

336. Ratkaistaan yhtél6t piirtdmalld kuvaaja.

a)

y=sinx

/ \

/

\

-5%0 -450 860 -270 -180 -90

90

1

sinx=0,25
x=15°+n-360° tai x=165°+n-360°, neZ
b)
y
3
2

1

=Ccos2x

270

60

450

540 x

AVANRVANY/
N AR

\ y
\

AT
AR AR

—-540 \-450/ =360 \-270/ -180 \ —90

—1

90

cos2x=0,4
x=%430°+n-180°, neZ

200

180

270

360

450

540 x



c)

[N
<

1]

-+

&

i

-540 450 60 270 -180 -90 90 180 270 60 450 540 x

tan X - 2
2
x=130°+n-180°, neZ

Vastaus: Yhtalon ratkaisu on a) x = 15° + n-360° tai x = 165° + n-360°
b) x =+30° + n-:180° ¢)x=130°+n-180°, neZ.

337. Ratkaistaan yhtalot.

3

a) sinx=—
2
sin X = sin 60°
X =60° + n-360° tai x=180°-60°+ n-360°
x=120°+n-360°, neZ

b) cosx:—l
2

€os X = cos 120°
Xx=%4120°+n-360°, neZ

C) tanx =3
tan x = tan 71,6°
X=71,6°+n180°, neZ
Vastaus: Yhtalon ratkaisu on a) x = 60° + n-360° tai x =120° + n-360°
b) x =+4120° + n-360° ¢c)x=71,6°+n-180°, neZ.neZ
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338. Ratkaistaan yhtalot.

a)

b)

c)

Vastaus: Yhtalon ratkaisu on a) x =-7,5° + n-90° tai x =52,5° + n-90°

sin 4x = —l
2

sin 4x = sin (-30°)
4x =-30° + n-360° |:4 tai 4x =180°-(-30°) + n-360°
X =-7,5° + n-90° 4x =210° +n-360° |4
x=525°+n90° neZ

s X = V3

2 2
cos X cos 30°

2

X

5 =+30° +n-360° |2

X =%60°+n720°, neZ

tan3x =1

tan 3x = tan 45°
3x=45°+n180° |:3
x=15°+n60°, neZ

b) x = +60° + n-720° ¢)x=15°+n-60°, neZ.

339. Ratkaistaan yhtalot.

a)

sin 3x = sin 2x
3X=2x+n2w tai 3X=m-2X+n2w
X=Nn27 5x=m+n2w |5
x:£+n~2—ﬂ, neZz
5 5
X X
COS — =COS| —+7
7 oo 3+)
X :i[§+n] +n2n
2 2
X - 5+7z +n2n tai X 5+7z +n2n
2 2 2 2
O=n+n2n X = —5—71' + n-2m,
2 2
Ei ratkaisua. X=-mw+n2n, neZ
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c) tan x = tan 6x
X=6x+nm
Sx=nn  |}(-5)

T

X=n-—=, nez
5
- . . V4 2r
Vastaus: Yhtalon ratkaisu on a) x = n-27 tai X:€+n~? b)x=-mx +n2x
c)x=n-£, neZz.
5

340. Ratkaistaan yhtélot.
a) sinx =-sin 10x | —sin 10x = sin (-10x)
sin X = sin (-10x)
=-10x+n-2w tai x=m+ 10X +n2m

11x=n2mw [:11 -Ox=m+n2n |[:(-9)
2 V4 2r
X=n-— X= —-——+n-—, neZ
11 9 9

b) sin 3x =cos(x—m) | sin 3x = cos (%—SXJ
cos (%—3Xj =cos(x—r)

%—3x:i(x—7z)+n~27z

T 3x=x-z+n-2z tai £—3X=—(X—7Z)+n~27r
2
_4Xz_3_7z.+n.27[ |(—4) £—3X=—X+7Z'+n'27l'
2 2
x=3—”— z —2x=2+4n-2x |:(—2)
8 2 2
3 V4 V4
X=—+Nn-— X=——+nN-71, nez
8 2 4
c) sin 2x =—cos(x + ) |:(-1)

—sin 2x =cos(x + ) | —sin 2x = sin(-2x)

sin(-2x) = cos(x + ) | sin(-2x) = cos (%+ ZXJ
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cos(%+2xj = COS(X + )
T
E+2x:4_r(x+;r)+n~27r
T . T
E+2x:x+;r+n~2;r tai E+2x:—(x+;z)+n-2;r
x:%+n-27r %+2X=—X—7r+n-27r

3x=—37ﬂ+n~27z 13

X:-E n.2_7z-' neZ
2 3
- . 2r . V4 2z
Vastaus: Yhtalon ratkaisuona) x=n-— tai x= ——+n-—
11 9 9
b)x:3—”+n~£ tai Xx= -2+n-7 c)x:£+n'2;z tai x:—£+n-2—”, nez
8 2 4 2 2 3

341. Ratkaistaan yhtélot.

a) C0S 2X = 2C0S X | €0s 2x = 2¢0s® X — 1
2c0s? x — 1 = 2c0s X
2c0s? X —2c0s x—1=0

Sijoitetaan cos x =t

22 -2t-1=0
(= —(-2)+(-2)*-4-2-(-1)
B 2.2
(= 2+«/E _ 2+2\/§ :1+\/§ ~1,366 |Ei Kay
4 4 2
t, = 2_;@ - Z_Eﬁ =1_2*@ ~-0,366

Sijoitetaan t =cos x

1-3
2

COS X =

cos X =~ cos 1,95
Xx=%195+n2nx, neZ

b) sin 3x =—cos 3x  |: cos 3x
tan 3x =-1

tan 3x = tan (—fj
4
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3x=—%+n-7r |3

T T
X=——+N-—, NeZ
12 3
sin2x+cos x=0 |sin 2x = 2sin X €0S X

2sinxcos X +cosx=0
cos x(2sinx+1)=0

c)

cosx=0 tai 2sinx+1=0
cosx=cos% tai 2sinx=-1 |:2
T R
X=+—+n2n SiNX=—-—
2 2
. . T
sinx=sin | -—
)

T . T
X=——+n-27 tai X:7r+€+n-27r

x=%[+n-27z, nez

T

Vastaus: Yhtélon ratkaisu on a) x =£1,95+n-2x b) x = —%-ﬁ- n- 3

. . 7
c)x=i£+n-2n tai x=-2+n-27 tai x=%+n-27r, neZ

342. Ratkaistaan yhtalo.

tan x = cos x
sin x
——=c0SX |CcOsX
COS X

sin x = cos? x |cosz X =1-sin®x
sinx =1-sin®x
sin? Xx+sinx—-1=0

Sijoitetaan sinx = t
t? +t-1=0
~1%1? - 4-1-(-1)
2-1
t = _1+2*/§ ~0,618

- 145 1,618 |Ei Ky
2

Sijoitetaan t =sin x

~1++/5
2

sinx =
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sin x = sin 38,2°

x=38,2°+n360° tai x=180°-38,2°+n-360°
X =141,8° + n-360°,

Kovera kulma on 141,8°
Vastaus: Kovera kulma on 141,8°.

343. Ratkaistaan yhtalot.

a)

b)

cotle

2
1 1
tanx 2
tanx =2

tan x ~tan 1,11
x=111+nmn, neZ

tanx +cotx=3

2sinx) sin X 2c0sX) COS X ~

neZ

2x=241+n2n |2

—t —=3
COS X sin x
H 2
M =3 |2sinxcosx =sin2x
25In X CoS X
2 H
M= 3 |sin2 X+cos? x=1
sin 2x
2 —
sin 2x
3sin2x =2 |: 3
sin 2x =g
3
sin 2x =sin 0,73
2x=0,73+n2xn |2 tai 2x=n -0,73+n-2xn
Xx=0,36 +n'm
X =121+ nm,

Vastaus: Yhtélon ratkaisu on a) x = 1,11+ n-x

b)x=036+nn tai x=121+nm, neZ.

neZ

344, Funktio f(x) = 1 — 2sin (%— ﬂj on jatkuva, joten se voi vaihtaa merkkinsa ainoastaan

nollakohdissaan.
Funktion nollakohdat

1-2sin (ﬁ_ﬂj =0
4

2sin (f—ﬁj =1 |2
4
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1—7[ =Zin2z tai 5—71’ =z-Zin.2z
4 6 4
X_I% nor |4 X _Mr o |4
4 6 4 6
X:MT”+n-8n X:ZZT”+n8n, neZz

Merkkikaavio

Koska funktio f(x) =1 - 2sin (%— nj on jaksollinen, perusjaksona 8 riittaa tutkia vélia O

<X <8
Vdlille 0 < x < 8xn kuuluvat nollakohdat ovat x = 14?” jax= ZZT”
14r 23n
0 3 3 8w
o = 4+ | = |+ =
—] I I = x

f(x) = 1 - 2sin G—ﬁ)
f(n) = 1 - 2sin (%—;rj ~241>0

f(6r) = 1 - 2sin [67”—7[) =-1<0

477

(A7) =1_2sin |6 _ 7 |=07450
6 4

Valin alaraja 237” —8n= _2?”

f(x) > 0, kun —2?” + N8t <x <14T7z +n-8r, missd neZ.
Vastaus: Funktio f(x) = 1 — 2sin (%—7[) saa positiivisia arvoja,

kun _2?7[ +n-8m < X <14T7r+ n-8m, Missd ne7Z .
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345. Surmanajajan korkeutta maanpinnasta metreind h(t) = 6 — 5sin (nt +%J , kun t on aika

sekunteina.
a) Ajajan korkeus ajanhetkelld t =3 s on

h(3) = 6—55in(nt+%)z = 6—55in(7r~3+%j: 11

b) Ajajan suurin etdisyys maanpinnasta saadaan, kun sin(ﬂt +%) =-1
Tallgin korkeus h =6 -5:(-1) = 11.
Ajajan pienin etdisyys maanpinnasta saadaan, kun sin [ﬂ't +%) =1

Talldin korkeush=6-5-1=1.
d) Ajaja 3,0 metrin korkeudella maanpinnasta
h(t) =3,0

6—55in(7rt+%j= 3

ﬂt+% =0,6435+n-2n  tai 7rt+% = 71— 0,6435 + n-2n

nt~-0,9273+n2n |=n nt~0,9273+n2n |=n
t~-0,30 +n-2 t~0,30+n2, neZ
Ajaja on 3,0 metrin korkeudella ajanhetkindt=-0,30 +n-2jat=0,30+n2, neZ

Vastaus: a) Ajajan korkeus on 11 m. b) Ajajan suurin etdisyys maanpinnasta on 11 m ja
pienin 1,0 m. c) Ajaja on 3,0 metrin korkeudella ajanhetkind t =-0,30 + n-2
jat=0,30+n2, neZ.

346. Vaihtovirran suuruus noudattaa sinifunktiona f(x) = Asin(kx)
Amplitudi A =60 mA
Jakson pituus 10 ms

kx=2rn |x=10
10k=2n [:10
k=0,2xn

Funktio f(x) = 60sin(0,2nx)
Virran suuruus on 20 mA
f(x) =20
60sin(0,2nx) =20  |:60

. 1
sin(0,2nx) = —
(0,27x) 3
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sin(0,2nx) = sin 0,3398
0,2nx =0,3398 + n-2n  |:(0,2x) tai 0,2nx =m—0,3398 + n-2n
X~ 0,54 +n-10 0,2nx =~ 2,8018 + n-2x  |:(0,27)
x=4,46+n10, neZ
Vastaus: Virran suuruus on 20 mA ajanhetkilla x =0,54 + n-10 jax = 4,46 + n-10, ne Z .

347. Peltomyyrien (Microtus agrestis) maara noudattaa sinifunktiota f(x) = Asin(kx)
Amplitudi A =200:2 = 100
Jakson pituus 3 vuotta

kx=2n |x=3

k=2 |:3

k = 2_72.
3

Funktio f(x) = 150 + 100sin (%)

Funktion kuvaaja

Y 150+1oosin2—’3”‘

250
200
150
100

50

Myyrien maara 200 myyraa/ha
f(x) = 200

150 + 100sin (@j =200

3
. (27X
1OOSIn[Tj =50 [:100
X 1
siIN| —— | = —
)3
[27zx T
siInf —— | =sSIn—
3 6
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2TX _ 1w 27 .. 27X T
—==4+n2r [[— tai ——=n-=+n2n
3 6 3 3 6
X:£+n.3 %:S_H +n2n |2_ﬂ-
4 3 6 3

x=11 +n3, neZ
4

Vastaus: Funktio on 150 + 100sin (Zing . Myyrien maéra 200 myyraa/ha

ajanhetkilla x = % +n3jax= 1% +n3, neZ.

5. Trigonometristen funktioiden derivaatat

348. a) Funktio f(x) = sin 2x — 2cos 2x
Derivaatta f'(x) = 2cos 2x — 2-:2(—sin 2x) = 2c0s 2X + 4sin 2x

b) Funktio f(x) = sin ZX%cosBx
. 1 . 1 .
Derivaatta f'(x) = 2cos 2x~5c053x+sm ZX.E-G(—sm 3x)

= C0S2XC0S3X —%sin 2xsin 3x

¢) Funktio f(x) = (cos X + sin x)? = cos® X + 2c0s X sin X + sin? x = 1 + sin 2x
Derivaatta f'(x) = 2cos 2x
Vastaus: Derivaatta on a) f '(x) = 2cos 2x + 4sin 2x

b) f'(x) = cos 2x cos 3x—gsin 2xsin3x c¢) f'(x) = 2cos 2x.

349. Funktio f(x) = 2sin® x —sin® 2x — 2x + 2
Derivaatta f'(x) = 2c0s x-2sin x — 2:¢0s 2x-2sin 2X — 2 = 2sin 2x — 2sin 4x — 2
Vastaus: Derivaatta on a) f’(x) = 2sin 2x — 2sin 4x — 2.

sin x—x
COS X
(cos x —1)cos x — (sin X — X)(—sin x)

350. a) Funktio f(x) =

Derivaatta f'(x) =

cos® x
_ €0s® X—COS X +Sin® Xx—Xsinx _ 1—c0s X — Xsin
cos® x cos® x

X
cos

b) Funktio f(x) = —2—

sinzx+1

1

X, X
[—sm )(sm X+1) —cos?;rcos;rx
Derivaatta f'(x) =

(sin 7x +1)?
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1. x. 1. X X
——sin—sin X —=Sin —— 7 C0S— COS X
-2 2 2 2 2

(sin zx +1)?

. 1-cos x— xsin x
Vastaus: Derivaattaon a) f'(x) = ————
COs” X

1. x. 1. x X
—=—sIin—sin zX ——SINn—— 7 C0S— COS X
2 2 2

b) f'(x) =
Ak (sin 7x +1)?

351. a) Funktio f(x) = tan 2x
12
cos® 2x  cos? 2x
Derivaatta toisin f '(x) = 2(1 + tan® 2x) = 2 + 2tan® 2x
b) Funktio f(x) = tan® x — 2tan x

Derivaatta f'(x) = 2-

2tanx—2 1 :2tanx—2

cos? x cos’x  cos? x

Derivaatta toisin f '(x) = (1 + tan® x) -2tan x — 2(1 + tan” x) = 2tan x + 2tan*® x — 2 — 2tan® x
= 2tan® x — 2tan? x + 2tan x — 2

Derivaatta f'(x) =

Vastaus: Derivaatta on a) f'(x) = —— =2+ otan? 2x
0S“ 2X
b) f'(x) = 2tan® x — 2tan® x + 2tan x — 2 = ZtL)Z(_Z
COS” X

352. a) Funktio f(x) = _t =tan x
cot x

Derivaatta f'(x) = 1 + tan®
a) Funktio f(x) = cot® 2 - tan 2x
Derivaatta f'(x) = 2(—1 — cot? 2x) -2cot 2x - tan 2x + cot? 2x - 2(1 + tan® 2x)
= —4cot 2x tan 2x — 4cot® 2x tan 2x + 2cot? 2x + 2cot® 2x tan® 2x
= —4 — 4cot® 2x + 2cot? 2x + 2
= -2 — 2cot® 2x
Vastaus: Derivaatta on a) f'(x) = 1 + tan’x b) f'(x) = —2 — 2cot? 2x.

353. Funktio f(x) = sinx +%sin 2X + X

Derivaatta f'(x) = sin x+%sin 2X+X= cosx+%~2c032x +1=C0SXx+Cc0s2x+1

= COSX+2C0S% X—1+1=2c0s? X + COS X
Derivaatan nollakohdat
2c0s% Xx+cosx=0

Sijoitetaan cos x =t
28+1t=0
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t2t+1)=0
t=0 tai 2t+1=0

t=—t
2
Sijoitetaan takaisin t = cos x
1
t=-=
t=0 2
= l
cosx=0 COSX = —=
pa 2
COS X = COS—
2 T
COSX = COS(_EJ

x=i£+n~27z ’
2 x=i?ﬂ+n-2ﬂ

Vilille —z < x < 0 nollakohdista kuuluvat —% ja —2?”
Vastaus: Nollakohdat ovat —% ja —2?”.

354. Funktio f(x) = 1 — cos® 2x
Suurin ja pienin arvo

0<cos?2x<1
-1<-cos’2x<0 |+1

0<1-cos®2x<1
Vastaus: Suurin arvo on 1 ja pienin 0.

355. Funktio f(x) = sx + cos x

Derivaatta f '(X) = s — sin x

Funktio on aidosti vaheneva, kun f'(x) <O0.
Koska —1 <sinx <1, niin f'(x) <0, kun s <1.

Vastaus: Funktio on aidosti vaheneva, kun s < 1.

T

NG

356. Funktio f(x) = ﬁsin X—
T

Derivaatta f '(x) = ﬁcos X
T
Kuvaaja leikkaa y-akselin, kun x = 0.
2 2

Derivaatan arvo f '(0) = —cos0=—
VA VA

Derivaatan kuvaajan ja x-akselin suuntaisen suoran vélinen kulma o kohdassa x = 0.
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tana = f'(0)

2
tana =—
T

a=24,235..°
Kuvaajan ja y-akselin vélinen kulma 90° — a =~ 65,76°

Vastaus: Funktion kuvaaja leikkaa y-akselin 65,76° kulmassa.

Lukujonot

357.

a;=3

Rekursiivinen séantd a, ; =—-a,
n

)
N
Il
)
Il
w
Il
w

Il
Ol N N W

|
AP wlkr NPl
NR,N|w W

Vastaus: a2:3,ag=g, a4=%ja 515=l

358.

a) Lukujono l Ei
2345

w| N

Lukujonon analyyttinen saanté a, = ——
n+1
10 10 100 100 10000 10000

T10+1 11 % 10041 101 ™ 1000041 10001

1000000 1000000
oo ow = 7600000+1 1000001

&,

b) Lukujono 0,

Wl
g|lw

111 121--':011121
253 34
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10-1 9 100-1 99 10000-1 9999
= = Q0 =T =77 Q0000 = = )
10+1 11 100+1 101 10000+1 10001
1000000-1 999 999
1000000+1 1000 001

&,

Q1000 000 =

L1020 10000
nel e Ty G T gy Bee T 0001
1000000 |\ _n-1. 9 99 9999 999999

% = T000001 ) ~n+1 ) 1110110 001'1000001

Vastaus: a) a, =

359. a)

n | a, | rekursiivinen saanto | analyyttinen saanto
1133 3

2 |5 |5=3+2 5=3+2

3|7 |7=5+2 7=3+2+2
n|a,|a+2 3+(n-1)-2=2n+1

b)

n |a, rekursiivinen saanto | analyyttinen saanto
111 |11 11

210,77 |0,77=11-0,7 0,77=1,1-0,7
310,539/0,539=0,77-0,7 0,539=11-0,7-0,7
nla, la,1:07 1,1-0,7""

Vastaus: a) rekursiivinen sdanté a; = 3jaa,=a,.1+2jan>2 ,
analyyttinen sdént6 a, = 2n +1 b) rekursiivinen sdénté a; =3 jaa,=a,1-0,7jan>2 ,
analyyttinen s&inté a, = 1,1-0,7"*.

360.
gLt Lt L
416 64
n|a, |rekursiivinen séanto | analyyttinen saanto
111 1 1
4 |4 4
2111 1 1 1.1 1_1,
6|16 4 4 644 9
311 _1 1 11,
o464 16 4 IS
nian 1.,
Any - — (Z)
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Rekursiivinen saanto:

. . . . 1
Lukujonon termit saadaan kertomalla edellinen termi luvulla 7

N
Ty

anzan_l-%,kun n>2

Analyyttinen saanto:

1
a, = (Z)”, n>1

b
n) a, | rekursiivinen s&anto | analyyttinen séanto
1111 1

2|2 2
2133 1+2 3 _1+2

404 242 4 242
3|5|5_3+2 5_1+2+2

6|6 4+2 6 2+2+2
n |a, |Eisaantda 1+(n-1)-2 2n-1

2+(n-1-2 2n

Ei rekursiivista saantdd, analyyttinen saanto a, =

,n>1
2n
) - N 1 1
Vastaus: a) Rekursiivinen séanté a, = 2 a,=a,, 7 nx2
. . 1.,
Analyyttinen saanté a, = (Z) ,n>1
b) Ei rekursiivista saantoa, analyyttinen saanté a, =——— ,n>1

361. Lukujonon n:s jésen a, =1+in
a)

1
an = l+§
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1 8193
+ =

2" 8192
1_1
2" 8192
1 n 1 13 H
(E) = (E) | kantaluvut samat, eksponentit samat
n=13
b)
i 2097155
2" 2097154
A1
2" 2097 154
Koska nimittdja 2 097 154 ei ole kakkosen potenssi (2% = 2097152 ), ei luku %

kuulu jonoon.

Vastaus: a) 13. termi  b) ei kuulu

,h>1

362. Lukujonon n:s jasen a, = 3n
n+7

a) Lasketaan kahden peréttaisen termin erotus
_3(n+)-1 3n-1
e B TR R
~3n+2 3n-1
T n+8 n+7
_3n*+2In+2n+14-3n°-24n+n+8
B n® +15n +56

22

~n? +15n+56
koska osoittaja 22 > 0 ja nimittdja (n + 7)( n + 8) >0, kun n > 1. T&lléin lukujono on
kasvava.

>0, kunn>1

b)
. . . L 3-1-1 1
Koska jono on kasvava, on jonon ensimmainen jasen pienin eli a, = 7 "3
+

¢) Jasenten eroavuus luvusta 3
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‘3—3”_1 <107
n+7
3n+21-3n+1 <10°
n+7
£<1O’6 22 >0, kunn>1
n+7 n+7
22 <10°®
n+7
22<n-10°%+7-10°
22-7-10"°
n>——=
10°°

n> 21999 993
Jasenet eroavat luvusta 3 vahemman kuin 1078 alkaen n:n arvosta 21 999 994.

Vastaus:b) a, :% c) Alkaen n:n arvosta 21 999 994,
_1\n
363. Lukujonon n:s jésen a, =M, n>1
n
Jasenten eroavuus luvusta 1
|an —]] <107
n+(D" % 10
n
_1\n
(GNP ||n| >0 aina
n
1<10°n |10°°
n >1000000000

Jasenet eroavat luvusta 1 vahemman kuin 10°° alkaen n:n arvosta 1000 000 001.

Vastaus: b) Pienin jésen on % ¢) Alkaen n:n arvosta 1000 000 001.

Aritmeettinen ja geometrinen lukujono

364.

a) o =& +(100-1)d =10+99-5 =505

b) ayg =a +(100-1)d =7+99-12=1195

C) &y =& +(100-1)d =135+99-(-15) = -1 350

Vastaus: a) 505 b) 1195 c¢) -1 350
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365.

a)

dpg = a5+ 5d

10 000 =27 760 + 5d
-5d =17 760
d=-3552

dyp=a; + 19d

10 000 = a; + 19-(-3 552)

—a, =—10 000 - 67 488

a; =77 488

a, =77488+(n-1)-(-3552) = 81040 - 3552n

a, =81040-3552n

b)

-3 467 408 = 81 040 -3 552n
3 552n =3 548 448

n =999

c)

-13 065 638 384 = 81 040 — 3 552n

3552n =13 065 719 424

Luku 13 065 719 424 on niin suuri, ett4 laskimen suorituskyky ei riitd tarkkoihin arvoihin,
joten jakolasku on suoritettava jakokulmassa.

3678412

3552)13065719424

10656

24097
21312

27851
24864

29879
28416

14634
14208

4262
3552

7104
7104

Joten
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. 13065719424
3552
n=3678412
eli luku on 3 678 412. j&sen ja kuuluu jonoon

Vastaus: a) a; = 77 488, a, =81040-3552n b) 999. jasen c) kuuluu.

366. a, =1234+52.d

1234 +52-d =220
52d =-1014
d=-19,5

as, =220

ag; = 220 —(~19,5) = 239,5
aso =220 +2-19,5 =259
s =220+3-19,5=278,5

Vastaus: 278,5; 259; 239,5 ja 220

367.
a)

an :al'qnil
as=a -q° "+ =10-4* =2 560

b)
a, =a;- qn—l
ag=a -9 =2-(-3)" =162

Vastaus: a) 2 560 b) 162 c) 2

368.
12
=——=0,6
a 2,0
Halkaisijat 2,0 ; 1,2; 1,2-0,6 = 0,72; 0,72- 0,6 = 0,432; 0,432- 0,6 = 0,2592 ja 0,2592- 0,6
=0,15552
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Yhteistilavuus

4 0,72 0,432 0,2592 0,15552

2!0 3 1!2 3 3 3 3 3
P R e e e R e R e R L e
Vastaus: 5,34 dm?
369.
a+a+d+a+2d=24
a =8-d
geometrisessa jonossa
a1+d—2: a +2d | a —8-d
a -1 a+d-2
8-d+d-2 8-d+2d
8-d-1 8-d+d-2
6 _8+d de7
7-d 6
d>+d-20=0
do 1412 —4.1(-20)
2:1
d=-5 tai d=4
a =13 tai a, =4
a,=13+(n-1)-(-5)=18-5n

tai
a,=4+(n-1)-4=4n

Vastaus: a, =18-5n tai a, =4n

370.
a)

a=4

a5 =1
Avritmeettisen lukujonon viides termi a, = a, +(5-1)d . Ratkaistaan d.
4+4d =1

4d=-3 |:4
3

Lasketaan kysytyt termit
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2
a _4+9-(—§j:—2E
b)
35=

Geometrisen lukujonon viides termi a; =&, -q° ' =&, -q* . Ratkaistaan q.
4.9*=1 |:4

q* =

NG

o]
I

I+

S
&

1 1 3
Vastaus: a) a, =3—,a, =2—,a, =1—,a,f = —2—
Mdolduo. ) 2 4 3 2 4 4 10 4

b) a, =+4/64,a, =+2,a, = +¥/4,a,, =i%‘\1/%
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371.

1) Aritmeettisessa lukujonossa perdkkaisten termien erotus on vakio
Kun valitaan iké&luokkien véliksi 20 vuotta, saadaan ikaluokat

1-20

21-40

41-60

61-80

81-100

2) Geometrisessa lukujonossa perékkaisten termien suhde q on vakio.
a, =a,q"" | a, =8l =1n=5
81=1.¢°*
q* =81
q=3
Luokkien alarajat

Vastaus:
1)

1-20
21-40
41-60
61-80
81-100

2)
1-2
3-8
9-26
27-80
81-

Aritmeettinen summa

372.3)

d=2(n+1)-2n=2

1800 . .

3 2n =1800-&21800: 3 241800
n=1
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b)

d=£(n+1)+7£—(ln+7£)=l
2 2 2 2" 2
2 q 1 1~0+7£+£-20+7£ 1
3 (En+72)=21.2 2 2 2 _262=
=2 2 2 2
c)
g 10D 402 a7 o2 17
3 3 '3 3’ 3
171 , .2 171 2
sam 2 g 0G0
Z(__lo_):15. =520
= 3 3 2

Vastaus: a) 3241 800 b) 262% ¢) 520

373.
a; =az+4d
14=8+4d

d:g

2
a3=a1+2d
8:a1+2'§
2

a;=5

2, =5+(99—1)%=152

5+152 _7 771£

Sge =99
99 2

Vastaus: 152 ja 7 771%

374.
1+2+3+...+ m<462 241
mi ™ < 462241 |2
m? +m—924 482<0
Nollakohdat
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m? +m—924 482 = 0
. —1+ 12 —4-1-(-924 482)

21
~1:1923
m=—"""
2
141023
m, = 11928 g6

Summa kasvaa kun siihen lisatddn positiivisia yhteenlaskettavia. Lisaksi m >0, joten luku
m <961.

Vastaus: Suurin luku on 961.

375.

. . . . . +a,
Avritmeettisen lukujonon n:n ensimmaisen termin summa S, =n- % 5 -
Lukujonon n:s termi a, =a, +(n—1)-d

Peréakkaisten termien erotus d = 2

By = 2+(999—1)-2=2+998.2 =1998

Syey = 999- @ =999 000

B = 2+(888-1)-2=1776

Syes = 888-# =789 432

S _ 999000 _,

See 789432
Suurempi 126,5 ... % —-100 % ~ 26,5 %

Vastaus: 26,5 % suurempi

376.

S, =n?
§,=1*=1
§,=22=4
S3=3"=9

a;=5=1
a=5-5=4-1=3
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d=3-1=2
=y +(n—-1d=1+(n-1)-2=2n-1

Vastaus: a, = 2n—1, n>1

377.

Pylvéita % +1=201 kappaletta.

Urakoitsija joutuu hakemaan % =67 kuormaa.

Kuljettu matka
§=2-(2+0,)+2-(2+0,25)+2-(2+0,4)+...+2-(2+10)

=2-(2,1+2,25+2,4+...+12)

_2.67. 2,1+12

=945
Vastaus: Urakoitsija joutuu kulkemaan 945 kilometrin matkan.

378.
Halkaisijoita vastaavat sateet ovat 2,25 cm ja 6,0 cm.

6,0-2,25

Kerrosten maara on =375

Sisimmaéssé kerroksessa on paperia 7 -4,5cm

2. kerroksessa " " 7-4,52 cm
3. " "o 7-4,54 cm

4, " " 74,56 cm
Viimeisessa kerroksessa " " 7-12cm

Paperin madrd muodostaa aritmeettisen lukujonon, jossa erotusluku
d=7-452-7-45= 7z~(4,52—4,5) =7-0,02

Jonon termien méaré on sama kuin paperikerrosten maara 375.
Paperin madrd saadaan lukujonon termien summana:

a+a, :375.7r-4,5+7r-12

Sgs =N cm~9700 cm =97 m

Vastaus: Rullassa on 97 m paperia.

225



379.

Kévelymatkat muodostavat aritmeettisen lukujonon.

Aritmeettisen lukujonon ensimmdinen termi a, =50

Kahden perékkéisen termin erotus d =100

Yhteenlaskettavien mdarda n =30

Viimeisen paivéan kavely matka a,, = a, + (n—1)d =50+ 29-100 = 2950

Ssumma S, =n- & “;aw _30.20 +22950 m = 45000 m = 45 km

Vastaus: Toipilas kaveli 45 km.

Geometrinen summa

380. a)
1 n+1-1
32.(5) 1
Tad 2
2
1
1-()°
Cao Lyt oty T 2
;32 (2) =32 (2) 1 =62
2
b)
q_3'(_2)n+l—l__
3_(_2)n—1
S5 oyt gyt 22D
;3 (-2)"*=3-(-2) ) =129
c)
41
97572
1
1-)
S, =82 _1531
1_1 32
2
31

Vastaus: a) 62 b) 129 ¢) 155

381.
3367

64

n
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16'[1‘(%)” _ 3367

! 64
4

3.0, 3367
1024-[1-(O)"]=222
[ (4)] 2

3., 3367
4" 4096

| sama kantaluku, eksponentit yhta suuret

Vastaus: 6

382. Geometrisen lukujonon 1. jasen on 6 ja 8. jasen on 98 304. Laske Ss.
ag=a,q’
98304=6-q°
q =116 384
g=4
_6-(1-4%)

88 —_
1-4
Vastaus: 131 070

=131 070

383.
5 . 3n +1-1

“gg 0

q

k
>°5-3"*>1000000

n=1
5.371.(1-3%)
1-3
5-(1-3*) < —2000000
1-3* <-400000
-3 <-400001
3“>400001 | In()
In3* > In 400001
kin3>In400001 | :IN3>0

k> n400001 _, o,
In3

>1000000 | -(-2)

Vastaus: 12
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384.
3
-0-0) g4 oig - 84(1—3q)
1-q 1-q
6
a-(1-0) .
1-q
84(1-
)
1-q

=756

1-¢°
1-¢°
1_q6 :9_9q3

—q°+99° ~8=0

9

Sijoitus t = g°
—t*+9t-8=0

9%\ —4-(D)-(-§)

2.(-1)
t=1tai t=8
Sijoitus t = g°
g’ =1
g=1
ei kay

_ 84(1—32) ol
1-2 2
1 o
10,0-2) )

Sy =—=———=5365—
1-2 2

Vastaus: 5 365%
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385.
a) Taulukoidaan s&rman pituuksia.

Kuution jarjestysnumero | Sarman pituus (m)
1
2

b) Kuutioiden sérmat muodostavat geometrisen jonon 1,

N |~

1 (ljnl
141'-'1 2

Kymmenen ensimmadisen kuution pinon korkeus on geometrinen summa

Perakkaisten termien suhde q :%

10
1 1_(1j 1 1024 1 1023
s _q, 1.1, {1}“"1_ 2) ) 7 1024 1024 1024 1024 1023 2 1023
P24 2 1L 1 1 1 1024 1 512
2 2 2 2

Taulukoidaan pinon korkeudet.

Kuutioiden mééra | Pinon korkeus (m)

11 11
1 1—(1j
S —( 2 1,9990
1 o

1

2
12 1,9995
13 1,9998
14 1,9999

Taulukosta ndhdaén, ettd pinon korkeus néayttaa lahestyvan arvoa 2 m.

2
pinon korkeus naytta4 Iahestyvén arvoa 2 m, kun kuutioiden maéra kasvaa rajatta.

11, "
Vastaus: a) Pituudet ovat metreina 1, E,Z ]a (—) . b) Pino on 1,998 m korkea ja
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386. Kumpanakin vuotena talletus tapahtuu kuukausittain, joten vuoden aikana kyseessa on
yksinkertainen korko.

Vuoden aikana kertynyt padoma on aina sama. Lasketaan vuotuinen pdaoma.

r = kit ||<=25€,i=0,0112,t:i,£,...,E
12 12 12
12 1 1 a, +a

aritmeettinen summa

=25€.0,0112.— ——'12=182 €
12 2

Vuotuinen pddoma 12-25 €+1,82 € =301,82 €

Tama talletus on tililla vield vuoden, joten se tulee 100 %+1,12 % = 1,0112-kertaiseksi.
Lopullinen padoma 1,0112-301,82 €+301,82 € =607,02 €

Vastaus: 607,02 €

387. Kyseessé on yksinkertainen korko.

Talletetta summa x €

Korkokanta 0,0245

P&aoma vuoden lopussa 2 000 €

Vero 29 %, joten korosta saa 100 %—29 % =71 %
Padoma

12
K =0,71- ) kit; +12k
j=1
= O,71x-0,0245'(i+£+...+E)+12x
12 12 12
aritmeettinen summa
=X-0, 0245-E-T -12+12x=12,1130675x
Saadaan yhtalo
12,1130675x = 2000

x=165,11
Vastaus: 165,11 €

388. Tasalyhennyslaina eli lyhennys joka kerta sama.
Aika korkokausina 1

5000 €

Lyhennyskertoja 5, joten lyhennys =1000 €.

Korko maksetaan aina jéljelld olevasta pddomasta, r =kit, i = 0,045
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Erd| Lainaa jaljella (€) Korko r =Kkit (€) Lyhennys (€) Maksuera (€)

1 5000 5000-0,045-1=225 1000 1000 +225=1225

2 | 5000-1000=4 4 000-0,045-1=180 1000 1000+180=1180
000

3 | 4000-1000=3 3000-0,045-1=135 1000 1000+135=1135
000

4 |1 3000-1000=2 2 000-0,045-1=90 1000 1000 + 90 =1 090
000

5 | 2000-1000=1 1000-0,045-1=45 1000 1000 +45=1045

000

389. a) Annuiteetti

A= Kq”l;qn | K =5000 €,q=100%-+4,5%=1,045,n="5

1-q
A=5000 €-1,04

b) Tasalyhennyslainan kokonaiskorkoprosentti

¢) Tasaerélainan kokonaiskorko

s 1-1,045
5 5

~1138,96 €

225+180+135+90+45

=13,5%

5-A-K 5.1138,96 €-5000€

5000

5000€

~13,9 %

Vastaus: a) Annuiteetti 1 138,96 € b) Kokonaiskorko 13,5 % c¢) Kokonaiskorko 13,9 %
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Harjoituskoe 1

1.
(-a,D) (a,b)
—o—T
(04
o+ —a
(—a,—b) (a,-b)

Kulman sini on kehépisteen y-koordinaatti, eli sina =b
Kulman kosini on keh&pisteen x-koordinaatti, eli cosa =a

tan(—a—ﬂ-) :MZLZ_E
cos(-a—rx) -a a

. b
Vastaus: sina=b, cosa=a, tan(-a-r)=——
a

2.a)
. . T
sin x =sin(x +—
( 4)
x=x+%+n-27z tai x:zr—(x+%)+n.27r
0=%+n-27z | epétosi, ne Z 2x=377[+n-27z

. . 3z
ei ratkaisua x=?+n-7z
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b)

1
cos? X—2cosX = 0

€os X(cos x —%) =0

. 1
cosx=0 tai COSX =—
2
T T
COS X = COS— COS X = COS—
2 3
T T
X=—+N-7 X=*—+n-27
2 3

Vastaus: a) x=3?ﬂ+n-7r, neZ b) x:%+n~7r tai x=i%+n~27r, neZ

3. Funktio f (x) = tan x ja y-akselin leikkauspiste on tan0=0, eli (0, 0).
Kuvaajan ja x-akselin leikkauskulma saadaan kuvaajalle piirretyn sivuajan (tangentin)

kulmakertoimesta, silla suoran suuntakulma o. on k = tan o ko. kohdassa.

y
y=tanx

Funktion kohtaan x = 0 piirretyn tangentin kulmakerroin on k; = f '(0)

Funktion f(x) = tan x derivaatta f'(x)=—
COS” X

1
cos®0
Sivuajan suuntakulma k;, =tana =1, eli o =45
Néin ollen funktio f(x)=tanx leikkaa y-akselin 45 asteen kulmassa.
Vastaus: 45°

Kulmakerroin k, = f '(0) = =1
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4. Lukujono

N |-
S5 wlN

4
.

Alw

Lukujonon termin osoittaja alkaa luvusta 1 ja seuraava on aina yhtd isompi. Termin

nimittdja alkaa luvusta 2 ja seuraava on aina yhté isompi. Yleinen termi a, = PR
n+

Poikkeaminen luvusta 1
1
a -1<———
20 -1 10 000

N _ny 1
n+1 10 000
‘ -1

|

n+1/ 10000
1 1

—_—]]
n+1 10000
n+1>10 000
n>10000-1 |neZ,
n>10 000

a
:H, |_1|:1, |n+1|:n+1, n>1

a

< pa—
b

| -10 000(n+1) >0

. . n Al
Vastaus: Yleinen termi a, = PeE n:n arvosta 10 000 lahtien.
n+

R L1

5. Lukujono a, = TR neZ,, siséltyy funktioon f(x)= >—— o XeR,.
n° n X X
. . 1 1 x-1 .
Haetaan kohta, jossa funktio f(x) = — ——3 =——3 Saavutaan suurimman arvonsa.
X X X

. 1 1 . . o . -
Funktio f(x) =—-—— on jatkuva ja derivoituva, kun x € R, . Sen suurin arvo sijaitsee
XS X
joko derivaatan nollakohdassa tai kohdassa, jossa derivaatta ei ole maéritelty.
13— (x-1)-3x>  -2x°+3x?
(X3)2 X6

Derivaattafunktio f '(x) = on maéritelty, kun xe R, .
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Derivaatan nollakohdat

9y3 2
2X Z3x _0
X
2x3+3x2 =0
x2(-2x+3) =0
x? =0 tai —2x+3=0
x=0 | eikdy,xeR, x:g
Kulkukaavio
3
0 = _5y3 2
> F(x) = 2X -61—3x
F) ;é + ‘ — 213X+312
fo) —6 — | — =" =1>0
max 2.23 43.22
f1(2)= =222 _ 0,0625<0

Funktion f(x)= iz—is suurin arvo sijaitsee ainoassa maksimikohdassa x = g
XX

y
1

e T o °
1 2 3 4
1 1
YE— %
X2 X3

-1

Koska lukujono siséltyy funktioon, sen suurin termi saavutetaan, kun n =1 tai n =2.

okt
n n

-l 1_
1?18

Vastaus: Suurin jésen on %
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6. a) Ensimmainen talletus on tililld 12 kuukautta, toinen 11, kolmas 10 ja niin edelleen.
Alle korkokauden talletus, joten yksinkertainen korko.

r = kit |k=1o'€,i:o,o3,t=i,3,...,E
12' 127712
=10 €.0,03-22410 €.0,03- 121 . 410 €.0,03-
12 12 12
10 €0,03-— (124114 ...+1) s—n. 2t
P el 2
aritmeettinen summa
r=10€.0,03—. 22115 _105¢
2 2

Padomaon 12-10 €+1,95 € =121,95 €

b) Ensimmadisen vuoden padoma on tilill4 vield nelja vuotta, joten kyseessa korkoa korolle.
Lopullinen pddoma

K =kq' | k=121,95 €, q =100 %+3 % =1,03, tg = 4
K =121,95 €-1,03* ~137,26 €

Vastaus: a) 121,95 € b) 137,26€
7. Ruokapussi p

Alussa péivittdinen annos keskimaarin P

Kulutus tuli kasvoi 5 % joka péiv4, eli tuli 100 % + 5 % = 1,05-kertaiseksi joka paiva.
Uudella kulutuksella ruokapussi kestaa x paivaa

_ n
L 1052410522y 4105 Pop | s=g il
10 10 10 10 1-q
geometrinen summa
p 1-1,05" E p
10 1-1,05 10(1-1,05)
1-1,05"? =-0,5
1,05 =15 | lg(
lg1,05**! =1g1,5
(x+1)1g1,05=1g1,5
‘= lgl,5 1
191,05
x =7,310...

Vastaus: 7 paivaa
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8. On osoitettava, ettd cos x+%x2 >1,kun x=0

Tarkastellaan funktiota f (x) = cos x+%x2 —1. Funktio on jatkuva ja derivoituva, kun

xeR.

Derivaatta f '(X) =—sinx+Xx.

Koska derivaatan kaikkia nollakohtia on vaikea 10yta4, tarkastellaan derivaattafunktion
kulkua.

Merkitd&n derivaattafunktiota g(x) = f '(x) = —sinx+x.

Funktion g(x) derivaatta g'(x) =—cosx+1. Koska —1<cosx <1 aina, niin g'(x) >0 ja
yhté suuruus on voimassa vain yksittéisissé pisteissa. Nain ollen funktio

g(x) = f '(x) = —sin x+ x on aidosti kasvava, kun xeR.

Koska derivaattafunktio f'(x) =—sinx+ x on aidosti kasvava, niin sill4 on korkeitaan yksi
nollakohta.

Huomataan, ettd f '(0) =sin0+0=0, joten ainoa nollakohta on x = 0.

Koska derivaattafunktio on aidosti kasvava ja jatkuva, niin merkit — — +
Merkkikaavio

0
o — o +
fo) ™5 — ¥

Funktion f(x)=cos x+5x2 —1 pienin arvo sijaitsee ainoassa minimikohdassa x =0.
Koska oletettiin, ettd x # 0, niin tatd arvoa funktio ei koskaan saavuta. Lasketaan funktion

arvo, kun f(0) =COSO+%-O—1:l—l:O.

Nain ollen f(x)>0 aina, kun x =0, joten cosx+%x2 —1>0eli cosx+%x2 >1, kun

Xx=0.

a
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Harjoituskoe 2

1.a) Lukujono 1,5, 9, ...
Yleinentermia,=4n-3, n=1,2,3,...

b) Lukujono l —3 § —i
2" 5'8 11"
_\n+l
Yleinen termi a, = (-D)"n , nh=123,...
3n-1

¢) Lukujono a,,, =+/a, +3

Lukujonon nelja ensimmaisté jasenta

=,a,+3= \/ 5+3~2,2882

neIJaSJase ja sen likiarvo neljan desimaalin tarkkuudella.

_ n+1
Vastaus: Yleinen termiona)a,=4n-3 b)a,= (31) 1” , n=1,23,...

¢) Lukujonon 4. jasen on+//5 +3 ~ 2,2882 .

2. Lukujono 1 E,E i
14’710

Yleinen termi a, = L ,n=123,.
3n-2"

Lukujonon raja-arvo % .

Poikkeama raja-arvosta vahemman kuin 0,0001

a, — = <0,0001
3

3) 3n-2)

N _ 2<0,0001
3n-2 3

3n—(3n-2)
3(3n-2)
2

9n—-6

<0,0001

<0,0001 [[9n—6|>0
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2

0,0001 |(9n—6)>0

0,0001-(9n-6) >2 |:0,0001
9n—6> 20000
9n>20006 |:9

n>2222,88...

n:n arvosta 2 223 lahtien lukujonon jésenet poikkeavat raja-arvostaan véhemman kuin
0,0001.

Vastaus: Yleinen termi on a, :ﬁ ,n=1,2,3,....n:narvosta 2 223 lahtien lukujonon

jasenet poikkeavat raja-arvostaan vahemman kuin 0,0001.

3. Lukujono a; = 2 ja ay+; = 3a, - 1.

Lukujonon lauseke analyyttisessd muodossa

a = 2

=32-1

a3=3(32-1)-1=23*-3-1
a;=3(23*-3-1)-1=23*-3"-3-1
as=3(2:3%-23"-3-1)-1=23"-3*-3°-3-1

a,=2-3"-3"?-3"%_  -3-3-1

23 @243 4134 |5, =207 9) o 43

Geometrinen summa " 1- q
n-1
:2.3n—1_1'(1_3 )
1-3
_an-1
:2.3”714_&
n-1
_p.pip L3
2 2
:§.3”’1+1
2 2
1
25(3 +1)

Vastaus: Lukujonon yleinen termi a, :%(3” +1), n=123,....
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4. Talletuksen k maara ajan t kuluttua on K = kq'
Korkotekija q = 1,0225

Pa&oma vuoden lopussa

1. talletus k k-1,0225"
2. talletus k k-1,0225°
3. talletus k k -1,0225°
4. talletus k k -1,0225

Talletusten pd&doma yhteensa on 15 000 €, joten

k-1,0225* +k -1,0225° + k -1,0225% + k -1,0225 =15 000

1-q"
S, =a- , =1,0225
k-(1,0225* +1,0225° +1,0225% +1,0225) = 15 000 n=é 1-q %
q=10225n=4
_ 4 _ 4
k~1,0225-%:15 000 |: 1,0225-%
1-1,0225 1-1,0225
_ 15000 1-1,0225
1,0225 1-1,0225*
k ~ 3546,00
Vastaus: Kertatalletuksen suuruus on 3 546,00 €.
5. Sinin ja kosinin vélinen yhteys
sina+cos’a=1 |sina:§
29
2
20 +cos’a =1
29 y
cos’ o = % ‘f
21 @ +
cosSa =+— |90° < o < 180°
29 . 4
21
cosq =——
29
20
Tangentti tana = e _ 29 _ —ﬁ:éz —Q-Q: _20
cosa 21 29 29 29 21 21
29
Vastaus: Kysytyt arvot ovat cos a = —5—;, tan a = —%.
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6. Ratkaistaan yhtalot.
a) 2sin3x=1 |[:2

sin 3x = l
2

. . T
sin 3x =sin —
6

3x:%+n-2n [:3  tai 3X=n—%+n-2n

x= 2 n-z—ﬂ 3x=5—ﬂ +n2n |3
18 3 6
X:5_ﬂ-+n.2_ﬂ, neZ?
18 3

b) cos(x+£]=sin(x_£j
2 3

sin(x—fj = cos(z—(x—z)j = cos(S—E—XJ
3 2 3 6

x=%+n-7z, neZ Ei ratkaisua

Vastaus: Yhtalon ratkaisu on a) x = Z 4 n-2—7r tai x = > + n-2—7r

3 18 3
b)X:%+n~7r, neZ

7. Liikettd kuvaavat yhtélét x(t) =15-10sin3t ja y(t) =15+ 30sin(3t +8)
Kun y=0
15+30sin(3t+8) =0
30sin(3t+8)=-15 |2

. 1
sin(3t+8)=—-—

(3t+8) >
sin(3t +8) :sin(—%j

3t—8:—%+n-27r tai 3t—8:7r—[—%)+n-27z
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3t=8—%+n~27z 3 3t=8+%’+n-2n -3

8 =« 2 8 Tr 2
t=———+n-— t=—4+—+n-—
3 18 3 3 18 3
Paikka x-akselilla, kun t:§—£+n-2—7Z
3 18 3

x(t) =15-10sin 3(§—£+n-2—”j :15—1OSin(8—£+n-27rjz5,70
3 18 3 6

Paikka x-akselilla, kun t=§+7—”+n-2—”
3 18 3

X(t) =15-10sin| 3 §+7—ﬁ+n-2—ﬂ =15-10sin 8+7—”+n~27z ~ 22,8
3 18 3 6

Vastaus: Paikka on joko 5,70 tai 22,8.

z(t—4)

8. Lampdatilafunktio T(t) =7 —-11cos

(=4 __

Vuorokauden suurin [&mpétila saadaan, kun cos 1.

Lampdtila on tallgin 7 — 11.(-1) = 18.

z(t-4) _

Vuorokauden pienin [&mpétila saadaan, kun cos 1.

Lampdtila on tallgin 7 — 11-1 = -4,
Suurimman lampétilan kellonaika

cos z(t—4) __
12
cos T4 _ cos(—m)
M=i7t+n~27r :l
12 12

t—-4=+12+n-24
t=16+n-24 tai t=-8+n-24
L&mpétila on suurin kello 16.
Pienimmann lampdtilan kellonaika
os =4 oy
12
z(t—4)

C

cos =cos0

z(t—4)
12
t—-4=n-24

t=4+n-24

=+0+n-27 :1
12
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Lampédtila on suurin kello 4.

Vastaus: Lampétila on suurimmillaan 18°C kello 16 ja pienimmillaén —4°C kello 4.

Harjoituskoe 3

1.
a)
Kyseessd on aritmeettinen summa, jossa d =2(n+1)-1-2n+1=2
15 . —_ . —
Z(zn_l) :15.M: 225
n=1 2
b)
NS
2 . (g)k 1 2
Kyseessa on geometrinen summa, jossa ¢ = — 5 "3
2-(7)
3
2. 200 2.1 2048 350198
o o 2@ 20 gl 197147 350108
Z[g (=)= = = =
= 3 2 1 1 59049
3 3
Vastaus: a) 225 b) 350 198
59049
2. )
f(x) = cos x

f'(x) = 2x - (-sin x%) = —2x sin x?
T T . T

f'(=)=-2-Z-sin(%)* =~ 0,284
(6) 5 (6)

b)

f (x) = x* tan 2x
f'(x) = 2xtan 2x + 2x* (1 + tan® 2x)
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T T T T T
f((&)=2-Ztan2-=+2-(5)*(L+tan?2-=
(6) 5 5 (6)( 6)

B T (B

3 18
2
_ 7Z'\/§ N 27
3 9
~ 4,01

2
V4 27

Vastaus: a) 0,284 b) T3+ 9

~ 4,01

3.

Kyseessé on aritmeettinen summa, jossa d = Ig3“* —Ig3"

n 1 n n+1
Zlgsk:n_IQS +1g3 :n.lgs :Ig—g(nz+n)
k=1

2 2 2
Vastaus: Ig73(nz +n)

4.
f(x)= sin(%+5x)

f(x) = 5~cos(%+5x)
5'cos(%+ 5X)=0

cos(% +5x)=0

VéIiIIe[O,%] kuuluvat derivaatan nollakohdat

n=0: =+0.2=2
30 5 30
n=1: 14_12:7_7[
30 5 30
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LAY

0
O
foy  —/_—

Kulkukaaviosta nahdaan, ettd funktio f(x):sin(%+5x) on kasvava valeilld [0,3—’;] ja

7z L
30" 30
7,. dx 137

Vastaus: [0,—] ja [—,——

[ 30]J [30 BO]
5.
y =% +sinx
y' = 2X — COoS X

Kohtaan x =§ piirretyn tangentin kulmakerroin y '(%) =2 ~%— cos% =

. . . 1
Kohtaan x :% piirretyn normaalin kulmakerroin on ——.
T

2

V4 T, . T T
=)=(=)*+sin==—+1

V) =y +sinZ =2

2
Pisteeseen (%,”TH) piirretyn normaalin yhtalé

7l 1 T
__+1:__. X——
y (4 ) 7[( 2)
1 7 3
y=—"Xt+—t—
T 4 2
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8 y=x2+sinx

+
N[

|
1,';2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2

2
Vastaus: yz—i.x+”_+§
T 4 2

6.

3sinx—cos2x=1
3sinx — (1 - 2sinX) =1
2sin? + 3sinx—2=0
Sijoitetaan t = sin x

2t2+3t-2=0
t_—3i 3 -4.2-(-2)
- 2.2
t, =-2
1
tzzz

Sijoitetaan t = sin x

sinx=-2
eikidyy, —1<sinx<1

sinx =

X =

oy Nk

+n27 tai X=7r—%+ N2z

X=5—7r+n27z
6

Vastaus: x:%+n27z tai x=5%+n27r
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7.
Lasketaan padoman arvo vuosittain

1 vuoden kuluttua 1,045-2000-150
2 vuoden kuluttua 1,045-(1,045-2000—150) —150 =1,045 - 2000 —1,045-150 —150
3 vuoden kuluttua 1,045%-2000-1,045? -150 —1,045-150 —150

n vuoden kuluttua 1,045" -2000—1,045""-150 -1,045" % .150 —...
=1,045"-2000-150-(1,045" " +1,045" 2 +...+1,045+1)

geometrinen summa

—1,045-150-150

:1,045”.2000_150.M
1-1,045
Lasketaan milloin pd&doma on nolla
1045".2000—150. 14 =10457) _
1-1,045
1,045" - 2000 + 10000, (1-1,045")=0
_ 4000 1045" 10000
3
1,045" =2,5 | In)
In1,045" =1In2,5
ninl,045=1n2,5
_ 125 5581
In1,045
Joten stipendeja voi mydntad 20 vuotena.
Vastaus: 20
8.
Astian tilavuus a
1
happoa alussa Za
11 11
happoa 1. tayton jalkeen —-—a+—-—a
PP yion 24 82
. 111 11 11
happoa 2. tayton jalkeen =-(=-= a+—-—a)+——a=(=
pp yton j 2(24 82)72 )
happoa3 téytdnjalkeen
1 11 1,1 1,1
~IE a+—2—a +=-Za=(2)’-Za+(2)’-Za+(=
[() ()8]82 (2)4(2)8(
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ﬁappoa 10. téytt')n jalkeen

101 ml 1, 1 11 1y 1 1y 1
— —)  -—a+..+——a=(=) -—a+[(=) +(=) +
< ) +( ) (2) 8 82 (2) 2 [(2) (2)
1 110
—n-(=
:(E)lo.laJrM
2" 4 1
1-=
2
:(l)lo.la 1023 1
2" 4 1024 8
1025
8192
happoan téytdnjalkeen
1.1
a +(&H)" 2] A
( ) [( ) s ) 2] 5
1
f-[l—(f)”]
:(E)".la_F#.la
2" 4 1_1 8
2

1,1 1.,..1
=(E) 'Za+[1—(5) ]~§a

Kun n kasvaa rajatta (%)n lahestyy nollaa ja 1—(%)n lahestyy luku 1, joten
1 1
( ) —a [1-(= )]ga lahestyy Iukuag

1025
Vastaus: —— ja (= +[1-(D)"]-= seka =
81921 ( ) —+[1-( )] 8

248

1
=a
8

1

1

+=]-=a
2]

8



MAA9 Koe 1

1. Piirrd yksikkdympyra ja merkitse siihen suunnattukulma «, « e} % ;{ . Olkoon

kulman « kehépisteen koordinaatit (a, b). M&érit4 tdman avulla
sina, cot(a + ), tan(—a — 7) ja sin(-2«) .

2. Maarita derivaatan nollakohdat.
a) f(x)=sin®x+sinx+z b) f(x)=tanx?

3. a) Laske jonon 3, 6, 9, 12, 15, ... n:n ensimmaisen termin summa.

900 2
n“+n
b) Laske summa Z .

n

n=1

4. Tarkastellaan lukujonoa x,, = 2n+1, nez,.
n

a) Osoita, ettd lukujono on véaheneva.

b) Maarita lukujonon suurin termi.

¢) Mista n:n arvosta alkaen lukujonon, jasenet eroavat luvusta kaksi vahemman kuin yhden
miljardisosan?

5. Laske funktiolle f (x) = cos x +sin? x kohtaan x = % piirrettyjen tangentin ja normaalin

y-akselilta rajaaman janan pituus.

6. Madrita funktion f(x) = cos(cosx) a) nollakohdat b) derivaatan nollakohdat.

7. Eréstd eldinpopulaatiota tarkkailtaessa havaittiin, ettd populaatio lisdéntyi vuodessa 5,0
%. Téaman eldinpopulaation kuolleisuus vuodessa oli keskiméadrin 50 yksil6a. Tarkkailun
alussa eldinpopulaation koko oli 1 500 yksiloa.

Tutkitaan jonoa &, a,, ..., missé a, ilmaisee populaation yksildméaran vuonna n

tarkkailun alusta. Maaritd jonon rekursiivinen ja analyyttinen saanto.

8. n kappaletta sellaisia tasasivuisia kolmioita, joiden pinta-ala on aina puolet edellisesta,
piirretdén vierekkdin koordinaatistoon, kantasivut Kiinni toisissaan ( eli kolmion kannan
loppupiste on kiinni seuraavan kolmion kannan alkupisteessé ). Kolmioiden kannat ovat
positiivisella x-akselilla ja suurimman kolmion kannan alkupiste on origossa. Laske
kantojen muodostaman janan pituus. Miké luvun n pitaé vahintéan olla, jotta janan pituus
on ainakin kolminkertainen suurimman kolmion kantaan néhden?
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MAA9 Koe 1 Ratkaisut

1. Piirrd yksikkdympyra ja merkitse siihen suunnattukulma «, « e} % 7Z'|: . Olkoon

kulman « kehapisteen koordinaatit (a, b). Maarita tamén avulla
sina, cot(a + ), tan(—a — ) ja sin(—2a) .

Ratkaisu:

(0, 1)
(a,b)

\06

(1,0)

Kulman sini on kehépisteen y-koordinaatti: sina =b
Kulman kosini on keh&pisteen x-koordinaatti: cos o = a

cos a
cot(a + ) =cota = — “«_a
sina b

_sin(-a) -sina_-b b

tan(—a — 7) = tan(—-a) = —
cos(—a) cosa a a

sin(—2a) = 2sin(—a) cos(—a) = 2-(-sina)-cosa =2-(-b)-a=-2ab
i a b .
Vastaus: sina =b ,cot(a+r) = b tan(-a —z) =——, sin(—2a) = —2ab
a

2. Maérita derivaatan nollakohdat.
a) f(x)=sin®x+sinx+z b) f(x)=tanx?

Ratkaisu:
a) Funktio f (x) =sin x+sinx+ 7z
Derivatta f '(x) =cosx-2sin x+¢€0sX = 25in XCOS X + COS X

Derivaatan nollakohdat
2sinxcosx+cosx=0

cosx(2sinx+1)=0

cosx=0 tai 2sinx+1=0
T . 1
X=—+N-7 sinx=-——
2
. . I
sin X =sin—
6
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x:%r+n-27r tai x=% +n-27x

b) Funktio f(x)=tanx?, x? ¢%+n-7z

Derivaatta f '(x) = 2x 1

cos? x°
Derivaatan nollakohdat

2X.#:0

cos? x°
2x=0
x=0

Kun x = 0, niin x2¢%+n-7z,koska nez.

Vastaus: a) x:%+n7z taix:%z+n~27z taix:%+n~27z, neZz

3. a) Laske jonon 3, 6, 9, 12, 15, ... n:n ensimmaisen termin summa.

900 2
n°+n
b) Laske summa z .
n
n=1

Ratkaisu

a) Jono 3,6,9,12,15... aritmeettinen, koska perakkéisten jasenten erotus d = 3 on vakio.

Jono on muotoa 3-1, 3-2, 3-3,...3-n

Summa

s, :n.al+an :n.3+3n :§n2+§n
2 2 2 2

900 n2 +n 900
b) Summaz :Z(n +1)
n
n=1 n=1

Kyseessd on aritmeettisen jonon summa, silld perakkéaisten termien erotus on vakio:

A —a, =(n+)+1-(n+1) =1

Sn=n~% | & =1+1=2, ag = 900+1=901
Sogo = 900- 2799 _ 406 350

Vastaus: a) gnz +gn b) 406 350
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4. Tarkastellaan lukujonoa x, = 2n+1’ nez
n

4

a) Osoita, ettd lukujono on véheneva.

b) Maarita lukujonon suurin termi.

¢) Mistd n:n arvosta alkaen lukujonon, jasenet eroavat luvusta kaksi vahemman kuin yhden
miljardisosan?

Ratkaisu:

2n+1 2x+1 1

a) Lukujono f(n) = , heZ,, sisdltyy funktioon f(x)= 2+=—, xeR,.
X

Tutkitaan funktiota f (x)
2x+1

Funktio f(x)= = 2+l on jatkuva ja derivoituva, kun xe R, .
X

Derivaatta f '(x) = —iz <0aina, kun x e R, joten funktio f (x) on aidosti vahenevd, kun
X

xeR,.
. . . . 2n+1 ; "
N&in ollen lukujono, joka siséltyy funktioon f(x), f(n)= on vahenevd, kunneZ, .
n
b) Koska lukujono on vdheneva, sen suurin termi saadaan pienimmall n:n arvolla.

2:1+1

Suurin termi, kunn=1: x, = =3

¢) Lukujonon jéasenet eroavat luvusta kaksi vahemmén kuin yhden miljardisosan
|x, -2 <107

2n+1
n

- 2‘ <107°

1

n

L <107°
n
n>10°
eli arvosta miljardiyksi lahtien.
Vastaus: b) Suurin termi on 3 ¢) 1 000 000 001

107° n>0
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5. Laske funktiolle f (x) = cos x+sin? x kohtaan x = % piirrettyjen tangentin ja normaalin

y-akselilta rajaaman janan pituus.

Ratkaisu:
Maédritetddn tangentin yhtalo.

Funktion kohtaan x = % piirrettyjen tangentin kulmakerroin on f ‘(%) .

Funktion derivaatta
f'(X) = —sin x+cos X-2sin x = 2sin XCc0S X —Sin X
Tangentin kulmakerroin

ki=f '(ﬁ) =2sinZcos = —sin - =2-1.0-1=-1
2 2 2 2

vi

Tangentin yhtald

T

Y= Yo =K(X=Xp) | k=-1 %=

T T .2,
Vo = f(=)=cos—+sin“ (=) =1
Yo (2) 5 (2)

T
—1=-1(x-=
y ( 2)

Tangentti leikkaa y-akselin pisteessd A. Leikkauspisteessd x =0
Pisteen A y-koordinaatti

T
-1=-1(x—— x=0
y (x-2) |
T
=—+1
y 2

Tangentti ja normaali ovat kohtisuorassa toisiaan vasten, joten niiden kulmakertoimien tulo
on —-1.
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Normaalin kulmakerroin k; -k, =1, joten k, :_—1:1

Normaalin yhtalo

Y= Yo =Ky (X=%p) | ky=1 % =

V.4 V.4 T . 9,7

—, Yo = f(=)=cos—=+sin“ (=) =1
> Yo (2) > (2)
y-1=1(x-7)

Normaali leikkaa y-akselin pisteessa B. Leikkauspisteessa x =0
Pisteen B y-koordinaatti

y—1:1(x—%) | x=0
y:—%+l
Janan AB pituus |AB|= %+1—(—%+1) =|z|=x

Vastaus: Janan pituus on .

6. Madrita funktion f(x) = cos(cosx) a) nollakohdat b) derivaatan nollakohdat.
Ratkaisu:
a) Funktion f(x) = cos (cos x) nollakohdat

cos(cosx) =0

VA
cos(cos x) = cosE

T
coOsX=—+n-z,Ne’

Koska —1< cosx <1, niin yhtéloll4 ei ole ratkaisuja. Joten funktiolla f (x) =cos(cosx) ei
ole nollakohtia.
b) Funktio f(x) =cos(cosx)
Derivaatta f '(x) = —sin x[—sin(cos x)] = sin xsin (cos x)
Derivaatan nollakohdat
sin xsin(cosx) =0
sinx=0 tai sin(cosx) =0
sinx =sin0 sin(cosx) =sin0
X=n-7w cosx=n-z, neZ
Koska —1<cosx <1, niin yhtdlé cosx =n-z voi toteutua vain, kun n = 0, saadaan
cosx=0

T
COS X = COS—
2
T
X=—+nN-7
2

Kun tulokset x=n-7ja x =%+ n-z yhdistetdén, saadaan x = n-%, nez
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Vastaus: a) Funktiolla ei ole nollakohtia. b) Derivaatan nollakohdat x =n % neZ

7. Erasté eldinpopulaatiota tarkkailtaessa havaittiin, ettd populaatio lisd&ntyi vuodessa 5,0
%. Taman eldinpopulaation kuolleisuus vuodessa oli keskimaéarin 50 yksil6d. Tarkkailun
alussa eldinpopulaation koko oli 1 500 yksil6a.

Tutkitaan jonoa &, a,, ..., missd a, ilmaisee populaation yksildmé&aran vuonna n

tarkkailun alusta. Maarit& jonon rekursiivinen ja analyyttinen saanto.
Ratkaisu: Lisadantymiskerroin 100 % +5 % =1,05

Rekursiivinen saanto

Populaatio tulee joka vuosi 1,05-kertaiseksi ja kuolleisuus on keskima&rin vuodessa 50,
joten

a, =1500 ja a, =105a, ;-50, n>1

Analyyttinen saanto
Lasketaan lukujonon j&senia
a; =1500

a, =1,05-a,-50=1,05-1500-50
a, =1,05a, -50 =1,05% -1500-1,05-50 50
ag =1,05a, —50 =1,05% -1 500 1,05 -50—1,05-50 — 50

a, =1,05"-1500-1,05"".50-1,05""2 .50 —...— 50

_ Ak
=1,05"-1500-50- (1,05" +1,05" 2 +...+1) B =a111—q,k —n a=10q=105

geometrinen summa
1-1,05"
1-1,05
=1,05"-1500+1000- (1-1,05")
=500-1,05" +1 000

=1,05"-1500-50-1-

Analyyttinen saant6
a, = f(n)=500-1,05"+1000, ne N
Vastaus: a, = f(n)=500-1,05"+1000, neN
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8. n kappaletta sellaisia tasasivuisia kolmioita, joiden pinta-ala on aina puolet edellisesta,
piirretdan vierekkéin koordinaatistoon, kantasivut kiinni toisissaan ( eli kolmion kannan
loppupiste on kiinni seuraavan kolmion kannan alkupisteessa ). Kolmioiden kannat ovat
positiivisella x-akselilla ja suurimman kolmion kannan alkupiste on origossa. Laske
kantojen muodostaman janan pituus. Miké luvun n pitadé vahintéan olla, jotta janan pituus
on ainakin kolminkertainen suurimman kolmion kantaan nahden?

Ratkaisu:

Kaikki tasasivuiset kolmiot ovat yhdenmuotoisia. Mittakaava on sivujen suhde, pinta-alojen
suhde on mittakaavan neli6.

i:kz

. . . 1 1 1
Ensimmaisen kolmion kanta on a, toisen —a , kolmannen —-——a, ..., n:nnen

J2 2 2
1n—l
7 e

Kantojen muodostaman janan pituus

d=a+—=a+(—=

[

_(L)n 5
V2! ()" - 1
N S LW2)
J2

Pituus ainakin 3a

L )a+ (o=

5 \/,) a+.. +(T | Sp=a =g

geometrinen summa

=a
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1
1I-(5=)
a—ﬁZSa | a
1_i 1-—
V2 V2
V2)
1—(%)“ >3- 2 % | -1

_%) >2__\/_ | :(-D<0

(\/E)*” < E\/E -2 | I9(), lg aidosti kasvava, séilyttaa jarjestyksen
- 2

>0

lg(V2) " < Ig(gﬁ ~2)
>0

—nlg\/fslg(gx/?—Z) | —1g~/2 <0

lo¢5 J2-2)
n>- Ig\/_

n>6,086...
Koska n on kokonaisluku, niin arvosta 7 lahtien.

(2)" -

Vastaus: Janan pituus a-——=—— 21 (\/7)l " kolminkertainen, kun n on vihintaan 7.
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MAA 9 Koe 2

1. Maérita lukujonon a) 1, 4, 7, 10,... rekursiivinen saanto
L 234

2 5811
C) 2,-6, 18, -54,... analyyttinen ja rekursiivinen saant6

, ... analyyttinen s&anto

2. Milla x:n arvoilla lukujono x, 2 — 2x, 6x, ... on  a) aritmeettinen b) geometrinen?
Madritd kummassakin tapauksessa lukujonon neljés termi.

3. Aritmeettisen summa kolmen ensimmaisen termin summa on -3 ja kolmen seuraavan 33.
Laske sadan ensimmaéisen termin summa.

4. Montako lukua geometrisen summan 2, 8, 32, 128, ... alusta on otettava, jotta summan
arvo ylittaisi 10%?

5. Méaarité cos a ja cos 2a, kun sin a = —% ja 37” <a<2r.

6. Ratkaise yhtald. a) cos 3x =% b) sin 3x = cos 2x

7. Maarita funktion f (x) =sin? x—sin x derivaatan nollakohdat.

8. Pdllopopulaation alueella on keskimaarin 1200 ja se noudattaa sinikayraa, jonka
amplitudi on 500 ja jaksona 7 vuotta. Maérita populaation kokoa kuvaava funktio, kun
tutkimuksen alussa populaatio oli kasvava ja sen koko oli 1 000 yksildd. Kuinka pitkan ajan
kuluttua tutkimuksen alusta populaation koko oli ensimmadisté kertaa minimisséan?
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MAA 9 Koe 2 Ratkaisut

1. Méaérita lukujonon a) 1, 4, 7, 10,... rekursiivinen saanto

1 2 3 4 .
—=,—,—,... analyyttinen séanto
b) S g yy
) 6, 18, —54,... analyyttinen ja rekursiivinen séanto
Ratkaisu

a) Lukujono 1, 4, 7, 10,...
Rekursiivinenséantda; =1 ja ap+1=a,+3
2 3 4

b) Lukujono l ==
2'5'8'1

Analyyttinen séant6 a, = , NeZ,

b) Lukujono 2, -6, 18, -54,...
Rekursiivinen s@antd a; =2 ja ap+1 = ay(-3) =-3a,
Analyyttinen saanté a, =2(-3)""%, neZ,

Vastaus:a)a; =1 ja a,+1=a,+3 b) a, = I 1 neZ, c)Rekursiivinen saantd on a;

=2 ja a,.+1 = ay(-3) = -3a, ja analyyttinen sé&ntd a,=2-(-3)""!, neZ,.

2. Mill& x:n arvoilla lukujono x, 2 — 2x, 6x, ... on a) aritmeettinen b) geometrinen?
Madritd kummassakin tapauksessa lukujonon neljés termi.

Ratkaisu
a) Lukujono x, 2 — 2x, 6, ... on aritmeettinen, kun
an—ap-1=a+1— 3y
2-2X—-X=6x-(2-2x)
2-3x=8x-2
-11x=-4 |:(-11)

1

4 14 24 34
Lukujonoon —,—
11'11'11' 11"

Neljés termi on 34 .
11

b) Lukujono x, 2 — 2x, 6, ... on geometrinen, kun

3 _ %

an—l an
2-2x  6X

X 2-2x

4-8x+4x* =6x°
-2x* =8x+4=0 [:(-2)
x> +4x-2=0
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_ A4 -41(-2)

X
21
2 2
X, = —4;«/5 _ —4+22x/§ — 242

Josx = —2—+/2 , niin lukujono on

a =x=-2-+/2
a,=2-2x=2-2-(-2-+2)=6+2/2
a,=6x=6-(—2-+/2)=—12-6/2

a, = 22.a = 222X 6y = 6(2—2x) = 6a, = 6-(6+ 242) = 36+1242
X

Jos x = —2++/2 , niin lukujono on

a —x=—-2+2

a,=2-2x=2-2-(-2+~/2) =6-24/2

a, =6X=6-(—2+2) =—12+6+2
_a, 2-2X

a, a1a3 - .6X =6(2—2X) = 6a, =6-(6—2+/2) =36-124/2

Vastaus: a) Lukujono on aritmeettinen, kun x :ﬁ . Neljés termi on % b) Lukujono on

geometrinen, kun x = —2-2, jolloin neljés termi on 36+124/2 tai, kunx =—2+~/2,
jolloin neljas termi on 36 —12+/2 .

3. Aritmeettisen summa kolmen ensimmaéisen termin summa on -3 ja kolmen seuraavan 33.
Laske sadan ensimmadisen termin summa.

Ratkaisu
Avritmeettisen lukujonon yleinen termi a, =a; + (n - 1)d
Kolmen ensimmadisen termin summa on -3.
a1+a1+d+a1+2d=—3
3a; +3d=-3 |:3
a; + d=-1
Kolmen seuraavan termin summa on 33.
a1+3d+a1+4d+a1+5d:33
3a; +12d =33 |:3
a;+4d=11
Saadaan yhtalopari
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{a1+d =1

a, +4d =11
Ylemmasta yhtalostd saadaan a; = -1 — d. Sijoitetaan alempaan yhtaloon.
-1-d+4d=11
3d=12 |3
d=4

Ensimmainentermia;=-1-d=-1-4=-5

Sadas termi a;go = a; + (100 — 1)d = -5+ 99:4 = 391
Sadan ensimmaisen termin summa

S = n.%zloo._f’%‘o’glzlggoo

Vastaus: Sadan ensimmaisen termin summa on 19 300.

4. Montako lukua geometrisen summan 2, 8, 32, 128, ... alusta on otettava, jotta summan
arvo ylittaisi 10%?

Ratkaisu
Geometrinen summa 2, 8, 32, 128, ...
Summan arvo suurempi kuin 10%°

s, >10° s, _al-a) a,=2q=4
1-q
2'(1_4 ) >1020
1-4
M>1020 :[_g] <0
-3 3
1-4" <3907
2
3

—4"<—E-102°—1 [ (-)<0
n 3 20
4 >E-1o +1 lg0
n 3 20
g4 >Ig(5-10 +1j
3 20
nlg4>lg(?10 +1) g4

3
lg| =-10 1
g(z " j

g4
n>33,511...
Vastaus: Summan alusta on otettava 34 lukua.

n>
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5. M@érité cos a, cot a ja cos 2a, kun sin o = —% ja 3?” <a<2r.

Ratkaisu
Sinin ja kosinin valinen yhteys

. . 3
sinfa+cos?a=1 |sma:—7

2
[—EJ +cos’ a =1 —
=

40
cos’ o = — —
“~ 49 v

COSa:i—m |3—”<a<27r
7 2
COSOC:@
7
Muut kysytyt arvot
2410
cotg — _cosa_ 7 :_2\/5
tana sina 3 3
7
2
cos2a =1-2sin*a=1-2- AN
7 49
Vastaus: COSa=@ ,Cota= —@ jacos 20 = 4—;

6. Ratkaise yhtéld. a) cos 3x :% b) sin 3x = cos 2x

Ratkaisu
Ratkaistaan yhtal6t.

a) oS 3x -1
2
c0s 3x = cos =
3
K t% +n2n |3

T
X= J_r§+n~—, nez
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b) sin3x=cos2x |sin3x= cos(%— 3x)
cos(% — 3X) = cos 2x

%—SX =+2x+n2n

%—3x:2x+n-2n tai %—3x:—2x+n-2n
—5x=-Z+n2n [:(-5) x=-2Z +n2n [(-1)
2 2
V4 27 Vi
X= —-n-— X= = -n2n
10 5 2
x=£+n-2—” x=£+n-2n, neZ
10 5 2

Vastaus:a)x:i%+n-2?”, nez b)x:£+n-2—” taix:£+n-2n,

7. Méarita funktion f (x) =sin? x—sin x derivaatan nollakohdat.

Ratkaisu
Funktio f(x) =sin®x—sinx
Derivaatta f '(X) = cos x - 2sin X — €0S X = 2sin X COS X — COS X
Derivaatan nollakohdat
f'(x)=0
2sinxcosx—cosx=0
cos x(2sinx—-1)=0

cosx=0 tai 2sinx—-1=0

V4 . 1

COS X = COS— sinx= =

2 2
T . R T
X=x—+n2n sinX =sin —
2 6

x=£+n-2n tai X=n—£+n-2n
6 6
x:%r+n-2n, neZz

Vastaus:xzi%+ n2n tai x=%+ n2n tai x=%+n-2n, neZz
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8. Pollopopulaation alueella on keskiméaarin 1200 ja se noudattaa sinikéyrad, jonka
amplitudi on 400 ja jaksona 7 vuotta. Maérita populaation kokoa kuvaava funktio, kun
tutkimuksen alussa populaatio oli kasvava ja sen koko oli 1 000 yksil6d. Kuinka pitkan ajan
kuluttua tutkimuksen alusta populaation koko oli ensimmaisté kertaa minimissaan?

Ratkaisu
Funktio on muotoa f(x) =D + Asin(bx + c)
Keskimadrdinen koko D =1 200

Amplitudi| A on 400.
Jakson pituus

27

7 1o

L

27r=7|b| | 19
2

|b|=7”

Funktio on f (x) =1200 +400sin (27” X+ cj

Populaation koko tutkimuksen alussa on 1 000.
f (0) =1000

1200 + 4005in(277[~ 0+ cj ~1000

. 1
sinc=-—
2

. . T
sinc =sin| —=
( GJ

c:—£+n-27r tai c:fr—(—z +n-27
6 6

c=%z+n~27z, neZz

Koska populaatio on alussa kasvava, niin f ’(0) > 0.

Funktion derivaatta f '(x) = 277[ 400cos (27” X+ cj

Derivaatan arvo

£0) = 25 400c0s( ZF-0-7 .27 | = 20078 g

j 400743
.

£10) = 2. 400c0s| 2Z .0+ 4027 | = <0, Eikiy
7 7 6
Valitaan ¢ = —%

Funktio on f (x) =1200+ 400sin (27” X —%)
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Méadritetadn funktion pienin arvo valilla [0,7].
8007 2r V4
COS| — X——
7 6

Derivaatta f '(x) =

Derivaatan nollakohdat
f'(x)=0

800~ 2r 7 8007~
cos| —x——1[=0 |
7 7 6 7
2 V4 V4
COS| — X—— |=C0S—
7 6 2
2—7[x—£=i—+n 2z
7 6
2—ﬂx=£i£+n~2n —
7 6 2 =0
x=li1+n-7
12 4
x—1+1+n-7 tai x:l—z+n7
12 12 4
7
X=—+n-7 X=——+n-7
x=§+n7
6
Kulkukaavio vilill& [0,7]
0 7 35 7
3 6 f'(1)=334,2...>0
o = + 1 - |+ = > £1(3)=-2022... <>0
f(x) ;‘ /‘ \‘ /‘; x f /EG; ;5—3,5'_’_ >0
min max min max

Populaation koko oli ensimmaistd kertaa minimissaan %= 5% vuoden kuluttua

tutkimuksen alusta.

Vastaus: Funktio on f(x) =1200+ 400sin (277[ X —%) . Populaation koko oli ensimmaista

kertaa minimissaan 5% vuoden kuluttua tutkimuksen alusta.
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MAA 9 Koe 3

150 12
1. Laske summata) > (3n-5) b) Z(—%)"'1
n=1 k=1

2. Ratkaise yhtalét. ) sinx = —% b) 4cos(3x +%) =0

3. Etana kiipeda lipputankoa yldspain 50 cm tunnissa. Joka tunti se pitd tunnin lopuksi
tauon, jonka aikana se liukuu 15 cm alaspéin. Kuinka kauan etanalta kuluu aikaa paésté
lipputangon nokkaan, kun tangon korkeus on 7,15 m?

4. Geometrisen lukujonon ensimmainen jasen on 5 ja neljas jasen 5-107° . Milla n:n arvolla

240

lukujonon summa S, poikkeaa luvusta 5000 vahemmaén kuin 10

5. Maarita funktion f(x) =sin® x+sin x suurin ja pienin arvo.

6. Osoita, ettd yhtalolla e** = 3—cos® x on tasmalleen yksi juuri, kun x>0.

7. Kéyran y =In(cosx),x € [0,%[ja x-akselin leikkauskohtaan on piirretty suora, joka on

kayralle kohtaan x =% piirretyn normaalin suuntainen. Maérité sellaisen kolmion ala,
jonka yhtend kérkena on kdyrén ja x-akselin leikkauspiste, toisena karkena edelld piirretyn

suoran ja suoran X = % leikkauspiste ja kolmas karki on kayrélla kohdassa x = % :

n

8. Maéritad f °(x), kun f(x) = z x* ja maarita derivaatan avulla summa 1+ 2x + 3x
k=0

+.. 4"

266



MAA 9 Koe 3 Ratkaisut

150 12
1. Laske summata) > (3n-5) b) Z(—%)"'1
n=1

k=1

Ratkaisu
a)
Kyseessd on aritmeettinen summa, jossa d =3(n+1)-5-3n+5=3
150 1 . _
S (3n-5)=150. 3173+ 13075 _ 55995
n=1 2
b)
1k,
(_E)k ' 1
Kyseessé on geometrinen summa, jossa g = TRRE]
e
=)
L[~ (- 1))
i(—l)“ _ 2’ © 1365
= 2 1+ % 2048

Vastaus: a) 33 225 b) 1365
2048

2. Ratkaise yhtalot. a) sinx = —? b) 4cos(3x +%) =0
Ratkaisu
a)
sinx = —ﬁ
2

. . Ar

sinx =sin—
3

x:4—”+ n2z tai x:ﬂ—4—7r+ n27r:—£+ N2z
3 3 3
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b)
4cos(3x+ %) =0

cos(3x + %) =0

T T
X+—=—+nx
3X=nx

T
x=n-=
3

Vastaus: a) x=4?”+n27z tai x=—%+n27z b) x=n~%

3. Etana kiipeda lipputankoa yldspain 50 cm tunnissa. Joka tunti se pita tunnin lopuksi
tauon, jonka aikana se liukuu 15 cm alaspéin. Kuinka kauan etanalta kuluu aikaa paésté
lipputangon nokkaan, kun tangon korkeus on 7,15 m?

Ratkaisu

Etana etenee tunnissa

50 cm-15cm =35 cm.

Lasketaan viimeisten tuntien eteneminen:

19 tunnissa 19- 35 cm = 665 cm

20 tunnissa 665 cm + 50 cm = 715 cm = 7,15 m eli etana on téssé vaiheessa perillé eika
endd valu alaspain.

4. Geometrisen lukujonon ensimmainen jasen on 5 ja neljas jasen 5-107° . Milla n:n arvolla

vahemman kuin 10 %*?

lukujonon summa S, poikkeaa luvusta 5000

Ratkaisu
a;=5
5.9°=5-10"°
q3 — 1079
q=107
s _ 5[1—(10°%)"]
" 1-103
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5000 5[1-(10°)"]

-2
999 1-107 <107

‘5000 5-5.107
999 999
1000
5000 5000-5-10""
| 999 999
5 .10—3n+3
999
5.10—3n+3
999

<107

<107

<107

<10

24
10—3n+3 < 999 510

190
999-10

5
999-10°*

Ig10°"® < Ig

-3n+1<lg

999.10%
g2 3
n> 5—3 —8,2331...

Vastaus: n =9

5. Maarita funktion f(x) =sin? x+sin x suurin ja pienin arvo.
Ratkaisu

f(x) =sin® x+sinx
f '(x) = 2sin x cOS X + €OS X

Derivaatan nollakohdat
2sin xcosx+cosx=0

cosx(2sinx+1) =0
cosx=0 tai 2sinx+1=0

V4 . 1
X==—+nr sinx=-=
2 2

x=%+n27r tai x=%+n27r

Riittaa tarkastella vélia [0, 2]
Tarkasteluvélilla olevat derivaatan nollakohdat
7 3 Tr 1lx

2266
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Funktion arvot
f(0)=sin*0+sin0=0

f(Z)=sin?Z+sinZ =2 suurin
2 2 2

f(3—”)=sin23—”+sin3—”:0
2 2 2

f (7—7[) =sin? 7—”+sin7—7Z _ 1 pienin
6 6 4

11z L1l . 1lx 1 ..
f (/) =sin“ ——+sin—— =—= pienin
6 6 6 4

. L 1
Vastaus: Suurin arvo 2 ja pienin arvo 1

6. Osoita, ettd yhtalolla e** = 3—cos® x on tasmalleen yksi juuri, kun x>0.
Ratkaisu

Osoitetaan, ettd funktiolla f (x) = e* +cos” x —3 on tasmalleen yksi nollakohta, kun x >0.
f'(X) = 2e* + 2cos x(—sin x) = 2e** —2cos xsin x = 2e** —sin 2x

2e”>2,kun x>0 ja -1<sin2x <1, kun x>0, joten f'(x)=2e"* -sin2x>1>0 ja

funktio on aidosti kasvava, kun x>0 ja funktiolla on korkeintaan yksi nollakohta talla

valilla.
f(0)=e""+cos’0-3=-1<0
f(Ey=¢"2 +c0s* L -3=20,14...>0
2 2
Joten funktiolla on véahintdan yksi nollakohta valilla [0,%] .

Naist4 seuraa, ettd funktiolla f (x) =e* +cos* x—3 on tasmalleen yksi nollakohta ja
yhtalélla e** =3—cos® x on tasmélleen yksi juuri, kun x>0. m.o.t.

7. Kéyran y =In(cosx),x € [0,%[]&1 x-akselin leikkauskohtaan on piirretty suora, joka on

kayralle kohtaan x =% piirretyn normaalin suuntainen. Maérité sellaisen kolmion ala,
jonka yhtend kérkena on kdyrén ja x-akselin leikkauspiste, toisena karkena edelld piirretyn

suoran ja suoran X = % leikkauspiste ja kolmas karki on kayrélla kohdassa x = % :

Ratkaisu

270



y =In(cosx), x € [0,%[

Nollakohta 05

In(cosx) =0
cosx=1

x=0
Joten yksi kérki on origossa.
Derivaatta
—sinx
y'= =—tanx -0,5
COS X

T T
'—:—t _——=— 3
y'(5)=-tan- V3

11
BN
Origon kautta kulkeva normaalin suuntaisen
suoran yhtalo

1
y=-—=X

NE

Suorien y = % Xja x= % leikkauspisteen y-koordinaatti
_lz__=
SEEREN
Joten toinen karki on pisteessa (E,L)
3'3/3

Kolmannen kérkipisteen y-koordinaatti

Normaalin kulmakerroin on —

T 1
=In(cos=) =In=
y =In( 3) 5

Joten kolmas karkipiste on (%, In%)

Kolmion ala
1 T

=
2 33

l.»n o ,«x 1
2= (==-In2)=0,68
2) 36 ( 2)

33

Vastaus: Alaon Z. (L— In 1) ~0,68
6 3 2

V3

271

0,785

1,1775

1,57



8. Mé&arita f ’(x), kun f(x) = Z x* ja médrita derivaatan avulla summa 1+ 2x + 3x°
k=0

+...+nx" L
Ratkaisu
n _ n+l _ n+l
f(x)=Zx"=1+x+x2+x3+...+x”=l-:L X _1=x X%l
— 1-x 1-x

DA+ X+ X2+ X3+, 4+ X") =041+ 2X+ 3> + 4 + o4 nX"! =14+ 2x+ 3% + 4% + ...+ nx"*
toisaalta

Dl— X" —(n+DX"1-x) - (@L-x"1)(-D)  -nx"+nx™ = x"+ X" +1-x" X - (n+D)x" +1

1-x (1-x)* (1-x)? (1-x)*

X" —(n+1)x" +1

Joten 1+2x+3x* +4x% +...+nx"" = .
(1-x)

,kun x#1

Kunx=1, on
n+n) n’+n
2

1+ 2x+3° +4C +..+nX" =1+ 2-1+3- 2 +..4n- 1" =14 2+43+...4n=

n+l n 2
nx (n+1z)x +1,kun X £1ja n +n,
1-x) 2

Vastaus: 1+2X+3x2 +4x3 +...+nx"t =

kunx=1.
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