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RATKAISUT KIRJAN TEHTAVIIN

Testaa lahtotaitosi

35737 22
1. a)%:lgz (3-2-7):19=-1
7

a0 lisd 62 6l g.g B 12
5 5 5 5 5

N | o

Vastaus: a) -1 b) 1
2.3) 2x2 —8=2(x> —4) = 2(x - 2)(x+2)

b) x*+4x*+4=(x*+2)* | joko muistikaavalla tai 2. asteen juurten avulla

¢) Haetaan vastaavan yhtalon x? —g x—1=0 ratkaisut.

x2—§x—1:0
2

3 3.
)5 -41(D

2-1

X =

Lauseke x? —gx—l= (x+%)(x— 2)

Vastaus: a) 2(x—2)(x+2) b) (x> +2)? ¢) (x+%)(x—2)



4 a2
3. Suoritetaan jakolasku i 2)( 19X+3 jakokulmassa.
X J—

33+ x? —%x—29

3x—1| 9x* —3x2-9x+3
7ox* +3x°
3x% —3x?
733+ x°
—2x% —9x
L ox2 3 2x
3
—§x+3
3
29
+—XF29
3 XF
- 26
4_ 2_
Saadaan 2X "X T9XH3 g5 2 2y g9 26
3x-1 3 3x-1

Vastaus: 3x% + x° 2, 29— 26
3 3x-1

4. Toisen asteen yhtalélla x+x? =a eli x?+x—a=0 on yksi reaalijuuri, jos
diskriminantti on nolla.

D=0 | D=b*-4ac
1?-4.1-(-a)=0
1
a=-—
4
1
Vastaus: a=——
4
. —x-1, kunx <1 y
5. Funktio f(x) = ) = 2
-x°, kunx>1 N
7
B 2
Lasketaan pisteita. - _
— -2 y —
X | y=—x-1, x<1 \
0 -1 =
-2 —(=2)-1=1 4




Mlw|N|R| X
|
S

6. a) Funktio f(x)=|x+1]+x.

. o . —(x+1), kunx+1<0 |-x-1 kunx<-1
Poistetaan itseisarvomerkit.  |x+1| = el kunxe150 "1 xel Kunxs -1
+1, +1> +1, >

—X-1+x, kunx<-1 -1, kunx<-1
Funktiof(x):|x+q+x:{ N < —{ <

X+1+X, kunx>-1 |2x+1 kunx>-1

Kun x < -1, kyseessa on x-akselin suuntainen suora.

X y=2x+1 x>-1

0 1
2 5

y

4

3

2

. y=2x+1

B -2 -l 1 2 3 x

y=-1_

=2

b) Yhtélo 1% =|x+1+x

a-kohdan kuvaajasta nahdaén, etta f (x) =|x+1]+x = 1% , kun x> —1. Saadaan yhtalé (a-

kohdan nojalla)

2x+1=1l
3
2x:l 2
3
1
X==
6

Vastaus: X =%



7. Janan paétepisteet (1, 2) ja (2, —3)
Janan keskinormaali on suora, joka kulkee janan keskipisteen kautta ja on kohtisuorassa
janaa vasten.

Janan keskipiste (x1+x2 y1+y2j=(1+2 2+(_3)j=£§ _lj
2 ’ ’

2 2 2 2 2

. . . 2—(-3
Sen suoran, jonka osana jana on, kulmakerroin on k = 2y % =-5. Koska
AX -
keskinormaali on kohtisuorassa tata suoraa vasten, niiden kulmakertoimien tulo on —1.
Keskinormaalin kulmakerroin k, =%.

Keskinormaalin yhtalo

3 1 1
— Yo =k, (X=X Xo=—, Yg=——, k ==
Y= Yo =Kq( 0) | 075 Yo 5T F
1 1 3
—(-2)==(x—-—=
y—( 2) 5( 2)
_1,..4
y 5 5

Vastaus: y = lx—i
5 5

8. Funktio f(x) = x* —%xﬂ

a) Toisen asteen polynomifunktion nimi on paraabeli.
b) Kuvaaja leikkaa x-akselin, kuny =f (x) = 0.

f(x)=0

x2—§x+l=0
8

65 65,2
) —(—g)iwf(—g) -4-1.1

X =
21
65, 63
X = 8 > 8 _3g
65 63
2 8

Leikkauspisteet (8, 0) ja (%, 0)



¢) Koska paraabelin nollakohdat ovat (b-kohdan nojalla) x =%ja x=8ja se aukeaa y-
akselin suuntaan, niin tangentti, joka on x- akselin suuntainen pit&a kulkea huipun kautta.

Paraabeli on ylospéin aukeava ja sen huippu sijaitsee pisteiden (8, 0) ja (%, 0) puolivéliss,

joten huipun y-koordinaatti on negatiivinen.
My®os kuvaajalla voidaan asiaa perustella.

Vastaus: a) Paraabeli b) (8, 0) ja (%, 0) c)ei

9. Lasketaan suoran y+2x—4=0 on paraabelin y =3ax?+1 leikkauspisteet. Suora on

paraabelin tangentti, jos se sivuaa paraabelia. Tall6in niill4 on ainoastaan yksi yhteinen
piste.

y+2x-4=0
{y =3ax’ +1 sijoitetaan ylempéén yhtaloon
3ax? +1+2x-4=0
3ax?+2x-3=0 | yksi ratkaisu, joten diskriminantti on nolla
D=0
(-2)?-4-3a-(-3) =0

a=--
9

Vastaus: a = —%

10. Suora on paraabelin y = x? tangentti, jos se sivuaa paraabelia. Tallsin niilla on

ainoastaan yksi yhteinen piste. Tangentti on nouseva, joten sen kulmakerroin k > 0.
Tangentin yhtélo

Y= Yo = k(X—%p) | (X, Yo) = —15), k>0
y+15=k(x-1)
y=kx—k-15

Paraabelin ja tangentin sivuaminen



{y:kx—k—15

y=x’
x? =kx—k —15
X% —kx+k+15=0 sivuaminen, eli D =0
(k)2 -=4-1-(k +15) =0
k?—-4k-60=0
(D4 ~4-1-(-60)
B 2.1
- 4+16 _
2
k2:4_—216=—6 | eikay, k >0
Vastaus: Kulmakerroin on 10.
1. Rationaalifunktio
5, 3)
TP I B FE
3 15 15 15 15
2332 4., 5
3’2 23 9 9
c) £:4—4-4:£:4—1=£—17:—1GE
4 4 16 16
Vastaus: a) 4i b) > C) 16—
15 9 16
2.a) 9x+1_3x)3: 9x+1-9x :i
3X 3X 3X
b) X. X_l.ﬁ_(i)Z +1:(1)2 _1_(1)2 +1=0
y X Xy Yy y y

Vastaus: a) 1 b)0
3x

g XD g ey _ X=1-(x+1)- (X" -1) _—x*-1_~(17)*-1 _

x+1  x-1 X2 -1 -1 (-17)%1




2

X x> x2-1 X2 -1

4 2 2
(Xz)xz—iz]:(x)X—l}X:X -1 x 'X:(x “D(x+1)

p— 2_
2 1Y by xes1-18
x° -1 8

Vastaus: a)

4. a) Médritelty, kun nimitt4ja on nollasta eroava, eli x =0

3
b) f(x):i—zzx

x> +1=(—/17)? +1=18

Nollakohdat
f(x) =0, kun x =0. Nollakohta ei kuulu maarittelyjoukkoon, joten funktiolla ei ole
nollakohtia
c)

yi

2 >

<
1 {’/l
3 2 -l 1 2 3 x

Vastaus: a) xeRja x=0 b) ei nollakohtia

. . . x? -1
5. a) Rationaalifunktio f(x)=
X+1

b) Nollakohdat
f(x)=0
2
X° -1 _0
Xx+1
x2-1=0
x? =1
x==1

on maaritelty, kun nimittaja x+1=0eli x #-1.

Nollakohta x = —1 ei kuulu médrittelyjoukkoon, joten ainoa nollakohta on x = 1.



c)

6.
1_p
X
1 0 g
X
1-x°
X
Méadritelty, kun x =0
Nollakohdat
1-x*=0
=1 |
x=1
Vastaus: x =1
7.
—=x+1
X_
1 _ X*l)x X*l)l_ 0
x—1
2
X +2 _0
x—1
Madritelty, kun x =1
Nollakohdat
x> +2=0
=2 |4
X =+/2

Vastaus: x = —\/5 tai x= \/5

10



1 X=-2
X
x+¥2=0
2
1-x°+2x _0
X
Méadritelty, kun x =0
Nollakohdat

X2 +2x+1=0

X_—2¢«/22—4-(—1)-1

2-(-1)
Lo 2E22
-2
x2=1+\/§
Vastaus: x =1-+/2 tai x=1++2
9.
22X +2_E:L
X< —2X X Xx-2
-2) )
22—)(+X2‘2X)2—x 2 7 x
X< —2x X X=2
2+ 2x% —4X— 2X+ 4 — X2 0
x(x—2)
X2 —Ax+4
x(x—-2)
Madritelty, kun x =0 ja x# 2
Nollakohdat
x?—4x+4=0
(x-2)?=0
X=2

Nollakohta ei kuulu maarittelyjoukkoon, joten ei nollakohtia.

Vastaus: Ei ratkaisuja

11



10.

2
7=
X
2 \X\)| =0
X
2
2-X 0
X
Madritelty, kun x =0
Nollakohdat
2-x*=0
X2 =2
X=42
Vastaus: X =—/2 tai x=+/2
11.
Ll =1 | ()%, molemmat puolet ei-negatiivisia
X_
2
X_Z ~1
(x-1)
2
X - D31 _ o
(x-1)
X -x*+2x-1_
(x-1)?
2x—12 _0
(x-1)
Maaritelty, kun (x—-1)* 0, elix =1
Nollakohdat
2x-1=0
1
X==
2

1
Vastaus: x = E

12. Kohdat, joissa funktio f(x) =L2 ei ole mééritelty, eli nimittajan nollakohdat
X+

X+2=0

X=-2
Funktion nollakohdat I6ytyvat osoittajan nollakohtien joukosta

12



f(x)=0

x=0
Merkkikaavio
X
f(x)=——
g 0 ) X+2
x) + — + -
[ > F(3)=—> =350
| 2342
f(—l)—_—l——1<0
-1+2
1 1
fl)=—==>
@ 1+2 3

Funktio on positiivinen, kun x <-2taix>1
Funktio on negatiivinen, kun -2 <x <0

Vastaus: Funktio on positiivinen, kun x <-2taix>1
Funktio on negatiivinen, kun -2 <x <0
X2 -4
X+2
Kohdat, joissa funktio ei ole maaritelty, eli nimittdjan nollakohdat

13. Funktio f(x)=

Xx+2=0
X=-2

Funktion nollakohdat 16ytyvat osoittajan nollakohtien joukosta

X2 -4=0

X2 =4
X=12

Kohta x = -2 ei kuulu méérittelyjoukkoon, joten se ei ole funktion nollakohta.
Merkkikaavio

5 ) F(0) = X2 —4
@ = 2 = | + x+2
f(—3):(_3)—_4:—5<0

-3+2

=y

f(0)=-2<0
f(3)=1>0

Funktio on positiivinen, kun x < 2 ja x = -2
Funktio on negatiivinen, kun x> 2

Vastaus: Funktio on positiivinen, kun x <2 ja x = —2. Funktio on negatiivinen, kun x > 2.

13



X—3

2
X“ =9
Kohdat, joissa funktio ei ole maaritelty, eli nimittdjan nollakohdat

14. Funktio f(x) =

x? -9
2

X

I
+ © o

X=3

Funktion nollakohdat 16ytyvat osoittajan nollakohtien joukosta
x-3=0
x=3
Kohta x = 3 ei kuulu maérittelyjoukkoon, joten se ei ole funktion nollakohta.

Merkkikaavio

5 100 =
@ + 2 + 2 = 43
e ° ; A
f(0)=%>0
f(4)=-1<0

Funktio on ei-negatiivinen, kun x < 3 ja x # -3

Vastaus: Funktio on ei-negatiivinen, kun x < 3 ja x # -3

15
X—2 <0
x-1
Funktio f(x):x;2
x-=1

Funktio voi vaihtaa merkkinsa vain kohdissa, joissa sitd ei ole médritelty ja
nollakohdissaan.

Kohdat, joissa funktio ei ole madritelty, eli nimitt4jan nollakohdat

x-1=0

Funktion nollakohdat 16ytyvat osoittajan nollakohtien joukosta

x—2=0
X=2

14



Merkkikaavio

f =22
1 2 x-1
fx) + J\ — ’L + f(0)=2>0
‘ ‘ x f(,5)=-0,5<0
f(3)=0,5>0

Merkkikaaviosta ndhdaén, ettd f(x) <0, kunl<x<2

Vastaus: 1< x<2

16.
X+1) x-1)
L
x-1 X+1
X+1+x-1
(x-1)(x+1)
2X
— <
(x=D(x+1)
Funktio f(x)=— 2%
(x=D(x+1)

Funktio voi vaihtaa merkkinsa vain kohdissa, joissa sitd ei ole méaritelty ja
nollakohdissaan.

Kohdat, joissa funktio ei ole madritelty, eli nimitt4jan nollakohdat

(x-D(x+1) =0
x-1=0 tai X+1=0
x=1 x=-1

Funktion nollakohdat 16ytyvat osoittajan nollakohtien joukosta
2x=0

x=0

Merkkikaavio

2X
T = D

-1 0 1
fy — | + — + fr-—22 4 g
X (-2-1)(-2+1) 3

f(~0,5)>0
£(0,5) <0
f(2)>0

15



Merkkikaaviosta nahdaan, ettd f(x) <0, kun x<-1tai 0<x<1

Vastaus: x<-1tai 0<x<1

17.

2
Funktio f (x) = ==X

Funktio voi vaihtaa merkkinsa vain kohdissa, joissa sitd ei ole méaaritelty ja
nollakohdissaan.

Kohdat, joissa funktio ei ole madritelty, eli nimittajan nollakohdat
x=0

Funktion nollakohdat l6ytyvat osoittajan nollakohtien joukosta

1-x2=0
X% =1
Xx==1

Merkkikaavio

1-x?
-1 0 1 f(x)= "

o+ = |+ | = :

P
f(~0,5) <0
£(0,5)>0
f(2)<0

=y

:§>O
2

Merkkikaaviosta ndhdaan, ettd f(x) <0, kun -1<x<O0taix>1

Vastaus: -1 <x<0taix>1

16



18.
x* —2x+1
EE—
x-1
x4—2x+1_
x-1
x4 —2x+1-2x% +2x -
x—1 B
4 o2
X' —2X +1£0
x—1

*Nox<0

0

x4 —2x? +1

Funktio f(x)= 1
X_

< 2X

Funktio voi vaihtaa merkkinsa vain kohdissa, joissa sitd ei ole méaritelty ja

nollakohdissaan.

Kohdat, joissa funktio ei ole madritelty, eli nimitt4jan nollakohdat

x-1=0
x=1

Funktion nollakohdat 16ytyvat osoittajan nollakohtien joukosta

x*—2x2+1=0

Kohta x = 1 ei kuulu maérittelyjoukkoon, joten se ei ole funktion nollakohta.

(x*-1)%=0
x? =1
Xx=%1
Merkkikaavio
-1 1
f(x)

=y

S

X —2x% +1
f(x)=—x_1
f(2)= (-2*-2-(-2+1_ 13
—2-1 3
f(0)<0
f(2)>0

Merkkikaaviosta nahdaan, etta f(X) <0, kun x <1

Vastaus: x <1

17

<0



19.

1 x*-1
f(X): XZ)X2 ——22 X 3
X X
Funktio voi vaihtaa merkkinsa vain kohdissa, joissa sitd ei ole maaritelty ja
nollakohdissaan.

Kohdat, joissa funktio ei ole maaritelty, eli nimittajan nollakohdat

x? =0
x=0

Funktion nollakohdat 16ytyvat osoittajan nollakohtien joukosta
x*-1=0
x* =1
X==x1

Koska vdlille [-1, O[ ei kuulu yht&an sellaista kohtaa, jossa funktio voi vaihtaa merkkins,
on se koko valilld samanmerkkinen.

£ = x* -1

4_
f(0,5) = 0.5 5 !

=-3,75

Siis f(x) <Oaina, kun xe[-1, 0.

20.

Oletus: x> -4<0jax<0
Vaite:

Todistus:

Funktio f(x)=4—X_ __X'-4
X X

X2 —4

Funktio f(x)<0, kun lauseke >0.

Koska jaettava x> —4 <0 ja jakaja x < 0, niin niiden osamaara on joko positiivinen
(kahden negatiivisen luvun osaméaard) tai nolla. Talldin f(x)<0.

Oletetaan, etta i <X.
X

18



Epéyhtalo toteutuu, kun x =3

2
4-3" _ _§< 0
3 3
Sensijaan x> -4=9-4=5>0.
Véite ei siis ole voimassa toisinpéin.

21
a®-2a%+a A(@®-2a+1)) (a-)® a-1
a’-a A@%-1) (a+1)(a-1) a+1
a=—2: 21 3
—2+1
Lauseke ei ole madritelty, kuna = -1
= :E:—l
0+1
a=1:5=0
1+1
_p.271_1
7241 3
22.

X2 +4x+4  (x+2)°

_X+2

h(x):(x—2+ “1)4] L (x+2) = =
x+1 (X+D(x+2) (x+D(x+2)

X+2

Vastaus: h(x) = y X#E =2, X% -1
X+1
23.
xt—2x?+1 x? +2x41 S i
x-1 = X x-1  (x+1)?2

19

Cox+1



B (x* ~1)2 2
(X2 =1)(x+1)
x? -1
- X+1 X
_ (x+1)(x—1)_x2
x+1
=—x%+x-1

x=+2
—(\/5)2 +2-1=-1++/2

Vastaus: —x% + Xx—1=-3++/2
24. Yhtalon ratkaisu toteuttaa yhtalon. Sijoitetaan x = —5.

x°+2x% rax

X—3 B
(-5)%+2-(-5)% +a-(-5) _
-5-3 -
-75-5a

-

—5a=75

a=-15

0 x=-5

0

0

Sijoitetaan a = —15 ja ratkaistaan yhtald.
X2 +2x2 +ax

x-3
x® +2x% —15x

x-3
. X2 +2x% —15x . o )
Funktio f(x) = —————on madritelty, kun nimittaja ei saa arvoa 0, eli x =3

0 a=-15

0

Funktion nollakohdat 16ytyvat osoittajan nollakohtien joukosta.
f(x)=0
x3 +2x? -15x =0

X(x* +2x-15)=0
Xx=0 tai X% +2x-15=0

20



X =
21
2464
2
-2-8
x=—">—=-5
2:_22+8:3 ei kay, x = 3

Nollakohdat ovat -5 ja 0

Vastaus: a = —15, muut ratkaisut x=0

25. Luku x
Kaanteisluku l, x#0
X
Epéyhtalo
1
X>—
X
Nx—=>0
X
2 p—
X -1 50
X
x2 -1

Funktio f(x)=

Funktio voi vaihtaa merkkinsa vain kohdissa. joissa se ei ole maaritelty ja nollakohdissaan.
Kohdat, joissa funktio ei ole maaritelty eli nimittajan nollakohdat

x=0
Funktion nollakohdat 16ytyvat osoittajan nollakohtien joukosta.

21



Merkkikaavio

2_
q 0 1 Fx = X1
fix) — ‘ + ‘ — ‘ + - o2
| | | x f(—2)=%:—%<0
f(~0,5)=1,5> 0
£(0,5)=-15<0
ua:%>o

Merkkikaaviosta ndhdédén, ettd f(x) >0, kun-1<x<0 taix>1

Vastaus: -1 <x<0 taix>1

26.
Epéyhtalo
T S
Xx=1 x+1
1) -1)
" L_X 1 X1 .0
x—1 X+1
X+1-X+1-x2+1
5 <0
X -1
2
x2 +3<0
X -1
2
. -X“+3
Funktio f(x)=
X% -1

Funktio voi vaihtaa merkkinsa vain kohdissa, joissa se ei ole méaritelty ja nollakohdissaan.

Kohdat, joissa funktio ei ole maéritelty eli nimittdjan nollakohdat

x> -1=0
X% =1
Xx==%1
Funktion nollakohdat 16ytyvat osoittajan nollakohtien joukosta.

—x*+3=0
x* =3

x =143

22



Merkkikaavio

2
3 -1 1B )= sz _+13

f&x) — + — + — (-
(-2)? -1

f(-1,5)=0,6 >0

f(0)=-3<0

f(1,5)=0,6>0

f(2):—%<0

Merkkikaaviosta ndhdaan, ettd f(x) <0, kun x< —J3 tai ~1<x<1tai x>+/3

Vastaus: x < —/3 tai —1<x <1 tai x>+/3

27.
1oy, 1%
a) )i = 1J)r(x L) N x#0jax=-1
.M 1+x
X X
b) x-1 _ox-1 - x—llz(x—lix:X, x>0jax#1
(1_1j(1+1j T T B
X X X X
c)
1
P x-1
)i = 1 1 |edel|isten kohtien sievennykset, x >0 jax =1
-+l 1= |l1+—=
e
1-x=X
2x=1
1
X=—
2

Vastaus: a) 1-x, x#0jax=-1 b)x, x=0jax=-1 c)x:%

23



28.

2x+a’-3a
227 P oa
x-1
2_
2x+a”-3a xDaq_0
x-1
2x+a’-3a-ax+a _,
x-1
(2-a)x+a’-2a 0
x-1

(2—-a)x+a’-2a
x—1

Funktio f(x) = on méaéritelty, kun nimittajd ei saa arvoa 0, eli x =1

Funktion nollakohdat 16ytyvat osoittajan nollakohtien joukosta.

f(x)=0
(2-a)x+a’-2a=0
(2-a)x=-a%+2a
1°2-a=0elia=2

(2-a)x=-a’+2a | :(2-2)#0
o a(-a+2)
2-a
Xx=a

Tama kelpaa ratkaisuksi, jos se ei ole nimittajan nollakohta, eli jos x=a #1. Josa =1, niin
ratkaisuja ei ole.

2°2—-a=0¢elia=2

(2-a)x=-a’+2a a=2
0-x=0
0=0 identtisesti tosi

Ratkaisuksi kelpaavat kaikki maarittelyjoukon luvut, eli xe R jax =1

Xx=a, kuna=2jaa=1
Vastaus: < xeR jax=1, kuna=2
ei ratkaisuja, kuna =1

29.

a-1) a+l)
a)

a2 1 a’-a-a’+l-a-1 -2a

= = ,a=tl
1+a -1+a (a+D(a-1) a’-1
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b) 6a _ 3a

. a(a-1) :g

a®-a?#0jaa’-a=0ja3a=0celia=0 a1

Vastaus: a)

a®-a? a’-a a’(a-1) 3 a

> a ,a=x1l b) E,a¢0jaa¢1
a -1 a

2. Funktion raja-arvo ja jatkuvuus

30. a) Annetaan muuttujalle arvoja ja lasketaan funktion arvot

X x? -1
f(x) 1

0,9 1,9
0,999 1,999
0,999 99 1,999 99
0,999 999 9 1,999 999 9
0,999 999 999 1,999 999 999
0,999 999 999 99 1,999 999 999 99

Funktion arvot lahenevét arvoa 2.

b) Annetaan muuttujalle arvoja ja lasketaan funktion arvot

X x? -1
f(x) 1

1,1 2,1

1,001 2,001

1,000 01 2,000 01

1,000 000 1 2,000 000 1

1,000 000 001 2,000 000 001

1,000 000 000 1 2,000 000 000 1

Funktion arvot lahenevét arvoa 2.

Vastaus: Funktion arvot ldhestyvét arvoa a) 2 b) 2.

31. a) Annetaan muuttujalle arvoja ja lasketaan funktion arvot

X x3-1
f(X) 1

0,9 2,71
0,999 2,997 001
0,999 99 2,999 97
0,999 999 9 2,999 999 7
0,999 999 999 2,999 999 997
0,999 999 999 99 2,999 999 999 97
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Funktion arvot lahenevat arvoa 3.

b) Annetaan muuttujalle arvoja ja lasketaan funktion arvot

X X2 -1
f(x) 1

1,1 3,31

1,001 3,003 001

1,000 01 3,000 03

1,000 000 1 3,000 000 3

1,000 000 001 3,000 000 003

1,000 000 000 1 3,000 000 000 3

Funktion arvot lahenevat arvoa 3.

Vastaus: Funktion arvot ldhestyvat arvoaa) 3 b) 3.

32. Funktio f(x)=

X2 —3x% +3x-1

X2 —2x+1
Annetaan muuttujalle arvoj

a, jotka ovat pienempié kuin 1 ja lasketaan funktion arvot

3 2

X F(x) = X —23x +3x-1
X —2X+1

0,9 -0,1

0,999 —-0,001

0,999 99 —0,000 01

0,999 999 9 —0,000 000 1

0,999 999 999 —0,000 000 001

0,999 999 999 99 —0,000 000 000 01

Funktion arvot lahenevat arvoa 0.

b) Annetaan muuttujalle arvoja, jotka ovat suurempia kuin 1 ja lasketaan funktion arvot

X 3 2

F(x) = X —23x +3x-1
X —2X+1

1,1 0,1

1,001 0, 001

1,000 01 0,000 01

1,000 000 1 0,000 000 1

1,000 000 001 0,000 000 001

1,000 000 000 1 0,000 000 000 1

Funktion arvot lahenevat arvoa 0.
Vastaus: Funktion raja-arvo on 0.
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33. a) Raja-arvo lim x=2

Xx=2 X—2
Sievennetaan lauseke ;12/2/
y
5
4
3
2
1 y:1
4 3 2 4 3 4 5
-1
-2

Raja-arvo lim X=2 4
x—2 X—2

2_
b) Raja-arvo lim X' -4

X>-2 X+2
2_ X—2
Sievennetaan lauseke X4 = M( ) =Xx-2
X+2 x+7
y
=x-2
) y
1
-4 3 2 -1 3 4 5 x
-1

2 p—
Raja-arvo lim X 4=—4

x>-2 X+2
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Vastaus: Raja-arvoona) 1 b) —4.

1, kunx<1

34. a) Funktio f(x)=
x+1, kunx>1

y
5 y=x+1

4

1, kunx<1
x+1, kunx>1

raja-arvot lim f(x)= lim1=1 ja lim f(x) = lim (x+1) = 2 ovat erisuuret.
x—1" x—1" x—1" x—1"

Funktiolla f(x) = { ei ole raja-arvoa kohdassa x = 1, koska toispuoleiset

b) Funktio g(x) 1, kunx<1
unktio g(x) =
J x? -1, kunx >1

y

=x2+1
5 y

4

|
~
|
(O8]
|
S}
|
—
—q
[\
V)
~
V.1
=
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. 1, kunx<1l ) . )
Funktiolla g(x) = ) ei ole raja-arvoa kohdassa x = 1, koska toispuoleiset
x“ =1, kunx>1

raja-arvot lim g(x) = lim1=1 ja lim g(x) = lim (x? —1) = O ovat erisuuret.
x—1" x—1 x—1" x—1"

Vastaus: a) Raja-arvoa ei ole olemassa. b) Raja-arvoa ei ole olemassa.

35. Tutki piirtdmalla, onko funktiolla raja-arvo kodassa x = %
—x+1, kun x s%
a) Funktio f (x) =
1
X——, kunx > =
2 2

—x+1, kunxgé

Funktion f(x)= toispuoleiset raja-arvot kohdassa x :% ovat

Xx——=, kunx>=
2

N |-

I|m f(x)= Ilm[ X+ ) 0 ja I|m f(x)= lim (x—ljzo,joten funktiolla f on raja-
xaf xa% X*)E X*)E 2

arvo kohdassa x =% .

b) Funktio g(x) =

1
X——
z\
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-2
. 1, . . . 1
Funktion g(x) = X_E toispuoleiset raja-arvot kohdassa x :E ovat
. . 1 - .
lim f(x)= lim [x-—|=0 ja I|m+ f(x)= I|m+
X—>— X—>= 2 xaé xaé
2 2 2 2

kohdassa x =% .

Vastaus: Funktioilla f ja g on raja-arvo kohdassa x =% jaseonO.

1-2 1
36. a I| _— ==
) 1\/— 5 J1-5 4
b)I X+2 22+2 le
2% +4 22+4 8 2

c) lim 0

=0 (x-1)2  (0-1)°

Vastaus: Raja-arvo on a) % b) % c) 0.

37.9) Ilm\XF 42—L4£)&)/&ﬁ;+2) nl(x/;+2)=\/2+2:4

2 71
b) lim X°+6x+9 _ lim (x+3)7°

>3 X+3  x>3 x5
p— 2 — — p— -
O lim XA SO —ded) M:lirg(—lh—l
X—>

x—2 (X—2)2 xo2 (X—2)2 Cxo2 Myf

Vastaus: Raja-arvoona)4 b)0 c)-1.

= lim (x+3)=-3+3=0
x—>-3
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3 ox X -1) X(x=1) (e Ty
38.a) lim = lim = lim P

x>-1 X+1 x»>-1 x+1 x—>-1
= lim (x> =x)=(-1)? - (- =2
Xx—-1

2
. . X“+x-6
b) Raja-arvo I|m2+—
x=2 X —7x+10
Jaetaan osoittaja ja nimittdja tekijoihin k&yttden apuna toisen asteen polynomin nollakohtia.
Osoittaja
X2 +Xx-6=0

_ —1412 - 4.1-(-6)

X

2-1
Xlzﬂz_?’
2
X2=M=2
2
Nimittsja
X2 —7x+10=0
- ~(-7)++/(-7)? =4-1:10
- 21
X1=M:2
2
x2=7+\/§=5
2
2 b x— X+3
Raja-arvo lim X" +x-6 —Iim( )M—Iim x+3_2+43_ 5

x>2 X2 —7x+10 _X—)ZM(X—S) T x>2Xx-5 2-5 3

Y N (4-x®> 1 .
) limi( - )1).(—2+x)]=)l(|_)rr;£ . j:llm

X -2+ X
:”m[_2+xj:_2+2:_1

x—2 X2 22

Vastaus: Raja-arvo ona) 2 b) —% c)-1.

. x-1 -1-1 2 . .
39.a) lim 5 = 5 =—-— Eiraja-arvoa.
x>-1x°+2x+1 (-D)°+2-(-1)+1 0

31



W4 / |m1 1

b) I|m =lim

=1
X—)lx -1 xelg/(x +1) X—>1X +1 14+]_

¢) Raja-arvo I|m

_1
2

x3 -1
Sijoittamalla lausekkeeseen x = 1, se muuttuu muotoon 0’ joten seka osoittajan etta

nimittajan tekijana on polynomi x — 1. Suoritetaan jakolasku jakokulmassa.
Osoittajan jakaminen

X3+ x2 +x+1
x—1> x* -1
x*+x3
X3
X3 + %
X2
X2 £X
x-1
Tx£l
0
Nimittajan jakaminen
X2+ x+1
x—l) X3 -1
3 +x2
X2
X2+ x
x-1
Tx£l
0
Raja-arvo
XL =T (63 + %2 #x+) e+ 13+12+1+1_4
oL -1 ol (I (P +x+D) ol XX+l 14141 3
Vastaus: a) Ei raja-arvoa. b) Raja-arvo on % ¢) Raja-arvo on %

—x—g, kun x<-1
40. a) Funktio g(x) =

_1p +§, kun x>-1
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Koska funktio on paloittain maéritelty ja sen lause muuttuu kohdassa, missa raja-arvo pitaa
laskea, tarkastellaan toispuolisia raja-arvoja kohdassa x = —1.

Vasemmalta: lim g(x)= lim (—x—g)z—(—l)—gz1
x—>-1" x—>-1" 3 3 3

Oikealta: lim g(x) = fim [-+x2+2]=-L. g2 2--2,2. 1
: 1730 73 373

Xx—-1 X—-1

Koska toispuoleisien raja-arvojen arvot ovat yhta suuret, niin funktiolla on raja-arvo

. . . . . . 1
kohdassa x = -1 ja se on toispuoleisten raja-arvojen yhteinen arvo 3

x? -1, kunx < -1

b) Funktio f (x) =
%x+%x3, kun x > -1

Tarkastellaan toispuoleisia raja-arvoja.

Vasemmalta: lim f(x)= lim (x> -1)=(-1)%*-1=0
X—>-1" Xx—>-1"

. . . 1 13) 1 1 3
Oikealta: lim f(xX)= lim | =x+=x" |==-(-D+=-(-1)° =1
(x) [2 5 j 5 -1 2( )

x—-1" x—-1*

Koska toispuoleiset raja-arvot ovat eri suuret, niin funktiolla ei ole raja-arvoa
kohdassa x = -1.

Vastaus: a) Raja-arvo on % b) Funktiolla ei ole raja-arvoa.

41. Funktio jatkuva kohdassa x = 1, jos funktion arvo on yhté suuri kuin funktion raja-arvo
téssa kohdassa.

X2 —l, kunx <1

a) Funktio f (x) =

—x?+=, kunx>1
4

Raja-arvon laskemiseksi tarkastellaan toispuoleisia raja-arvoja kohdassa x = 1.

Vasemmalta: lim f(x) = lim (x? —3):12— =
x—1" x—1" 4

1.3
4 4

Oikealta: fim f(x) = lim (-2 +) =—1% +
x—1* x—1* 4

1
4

NI N&,

Koska toispuoleiset raja-arvot ovat eri suuret, niin funktiolla ei ole raja-arvoa
kohdassa x = 1. Taten funktio ei ole jatkuva kohdassa x = 1.
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(x-1)°%, kun x<1

b) Funktio g(x) =
x> —3x% +3x+1, kun x>1

Raja-arvon laskemiseksi tarkastellaan toispuoleisia raja-arvoja kohdassa x = 1.

Vasemmalta: lim g(x) = lim (x-1)® =(1-1°*=0
x—1" x—1"
Oikealta: lim g(x) = lim (x® =3x* +3x+1) =1 -3-1> +3-1+1=2
x—1" x—1"

Koska toispuoleiset raja-arvot ovat eri suuret, niin funktiolla ei ole raja-arvoa
kohdassa x = —1. Taten funktio ei ole jatkuva kohdassa x = 1.

Vastaus: a) Funktio ei ole jatkuva. b) Funktio ei ole jatkuva.

42. Funktio jatkuva kohdassa x = 1, jos funktion arvo on yhté suuri kuin funktion raja-arvo
tassd kohdassa.

x—=1, kunx <1
x? -1, kunx>1
Raja-arvon laskemiseksi tarkastellaan toispuoleisia raja-arvoja kohdassa x = 1.

a) Funktio f(x) ={

Vasemmalta: lim f(x)= lim(x-1)=1-1=0
x—1" x—1"
Oikealta: lim f(x) = lim (x> -1) =12 -1=0
x—1" x—1"

Koska toispuoleiset raja-arvot ovat yhta suuret, niin funktion raja-arvo
kohdassax=1on lim f(x)=0.
x—1

Funktion arvo kohdassax=1on f(1)=1?-1=0
Funktion arvo on yhté suuri kuin funktion raja-arvo kohdassa x = 1, joten funktio on
jatkuva kohdassa x = 1.

x3+1 kun x<1

1
VX+8—-———, kun x>1
Jx

Raja-arvon laskemiseksi tarkastellaan toispuoleisia raja-arvoja kohdassa x = 1.

b) Funktio g(x) =

Vasemmalta: lim g(x)= lim (G +1) =13 +1=2
x—1" x—1"

Oikealta: lim g(x) = Iim(\/x+8—i):\/1+8—
x—1t x—1t X

1 —
N N
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Koska toispuoleiset raja-arvot ovat yhta suuret, niin funktion raja-arvo
kohdassax=1on lim f(x)=2.
x—1

Funktion arvo kohdassax=1on f(1)=13+1=2
Funktion arvo on yhté suuri kuin funktion raja-arvo kohdassa x = 1, joten funktio on
jatkuva kohdassa x = 1.

Vastaus: a) Funktio on jatkuva. b) Funktio on jatkuva.

Xx—a, kunx <=2
2a, kunx>-2

Funktion osat ovat polynomifunktioina jatkuvia kaikkialla. Funktio on jatkuva
kohdassa x = -2, jos funktion arvo on yhta suuri kuin funktion raja-arvo tassa kohdassa.

f(x)=x—-a,x<-2

43. Funktio f(x)= {

lim £ = lim f()=f(-2)

X2 -2t f(x)=2a,x>-2
lim (x- a)_ I|m (2a) 2a
X—>—2
—2—a_2a
3a=-2 |3
2
a=-——
3

Vastaus: Funktio on jatkuva kaikkialla, kun a = —%.

44,
Jx V2
2\/_ 2 2-2

b) I|m[1 (—+1)]—I|m[1 (

a) I|

2+x-1

)]_Ilm[l —] 0

Vastaus: a) b) 0
45,
11 2-X

m IO T@) iy X2 iy 2% _ iy 22X _ iy 222
x—2 X—2 x22 X—2  x52X—2 x922X(Xx—-2) x>22Xx 4
Vastaus: —l

4
46.

Jatkuvuusehto lim f(x) = f(a)
X—a
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lim(x-2)=a?-4
X—a

a-2=a’-4
—a’+a+2=0
a_—1¢«/12—4-(—1)-2
B 2-(-1)
a=-1
a=-1
iz /
3 2 -l 2 3 X
1 y:x2—4
/(\ _
/* N
3 =5
a=2
yi

ﬂ

Vastaus: a=—1taia=2

47.
0, 0<x<?2
0,3x  2<x<20
0,4x 20<x<50
0,5x 50<x<100

Funktio ei ole jatkuva koska esimerkiksi kohdassa x = 2
Iirr12f(x):0¢0,6: f(2)
X—>

f(x) =
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48.
Jatkuvuusehto lim f(x) = f(-1)
Xx—-1

X2+ %% +4x+a

Jotta lausekkeella 2—1 olisi raja-arvo kohdassa x = —1, on osoittajalla ja
X J—

nimittajalla oltava yhteinen nollakohta kohdassa x = —1.

(-1 +(-)*+4-(-1)+a=0

a=4

Osoittajan tekijat x° + X2 + 4x+4 = (x+1)(x% +4)
X HxPHAx+4 . (x+D)(X*+4) . x’+4 5
lim =1 = lim ——=——
x——1 x2 -1 x>-1 (Xx+1D)(x-1) x»>-1 x-1 2

lim (= (-

5 5
2_2.(-1)+b
> 2( )

b=0

Vastaus:a=4jab=0

49,

2 2
g(r) = 27" o0 aikkialla jatkuva, jos nimittaal ei ole nollakohtia eli kun
re+2zkr+k

diskriminantti D < 0
D = (27k)? —4-1-k = 472k? — 4k

Ar°k? -4k <0
Nollakohdat
Ar°k? -4k =0
4k(7%k 1) =0
k=0 tai 7°k-1=0
1
k=—
7[2
Merkkikaavio
1
O —_—
”2
+ | = | + +\ /+
| | k — x

Vastaus: 0 <k < iz
T
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50.

(—1 (\f 1)(\[ 1) 3—1
X —lim

lim = I|m
x—2 2—X X—2
(\/7+1)(2 X) (\/7+1)(2 X)
. 1 1
= I|m =lim ==
X—>2 2 4
(\/7+1)(2 x) x(\/7+l)(2 X) X(,[—+1)
X
Vastaus
51.
(1+ x)2 ~(1- x)2 X2 +2X +1—(1—2x+x2)
lim = lim = lim = lim =-4
x—>0 X2 —x x>0 X(x —1) x50 X(X—1) x>0 x—1
Vastaus: —4
52.

lim Vx-1 2: M =lim _ 1 2 |im£szzl
o1 x-1 x-Dx+1) ) ol x-DEx+1))  olVx+1) 4

Vastaus: 1
- 4

53.

V1+x2 -1 (\/1+x +1)(W1+x2 -1) X2

lim =lim = lim

X
x>0 X 0 X(V1+ X2 +12) 0 ¥ (W14 x% +1) X014 X2 i1

Vastaus: 0

54,
Jotta funktiolla olisi &arellinen raja-arvo kohdassa x = 2, on x = 2 oltava osoittaja ja
nimittajan yhteinen nollakohta eli

a-22-6-2+4=0

a=2
Osoittajan nollakohdat
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2X% —6X+4=0

. —(-6)£+/(-6)>—4-2-4

2.2
X =1
X =2
Nimittdjan nollakohdat
X2 -x-2=0
e e
2-1
X =-1
Xo =2

Joten
2

2x"—6x+4 _2(x-2)(x-1) _2(x-1) _>E, kun x — 2
xX2-x-2  (x=2)(x+1) x+1 3

Vastaus: a = 2 ja raja-arvo on %

55.
ax_, X+b  xCt+ax’—ax+b  x*+ax’—ax+b
x-1" (x-1)’ (x—1)? X2 —2x+1

Jotta funktio olisi jatkuva pisteessd x = 1, on se oltava méaaritelty siina pisteessa eli
osoittajan on oltava nimittajan tekija.
Suoritetaan jakolasku
X3 +ax® —ax+b (a+3)x+b-a-2
— o =X+a+2+ >
X°—2X+1 X°—2x+1

Jotta jako menisi tasan, tulee lausekkeen (a + 3)x + b —a — 2 olla identtisesti nolla eli
a+3=0 jab—-a—-2=0¢elia=-3jab=-1.

3 av2 oy
f(x):L:BXlzx—:HZ:x—l
(x=1)

Iiml(x—l) =0=1(1), joten f on jatkuva pisteessad x = 1.
X—>!
3 x*-
_+—2,
f(X)=9x-1 (x-1)
0, kunx=1

kunx =1

Vastaus:a=-3jab=-1

2_ J—
56. a) lim X% = [jm & DD
-1 X+1  x-l x+1

=lim(x-1) =0
x—1
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3 _ 2
b) im XL i XD+ x+T) lim(x2 +x+1) =3
x=>1 X—=1 x->1 X—1 x—1

Vastaus: a) 0 b) 3

3. Funktion derivaatta

57. a) Kappale kulkee pisteiden (0,0) ja (9,6) kautta.

Keskimé&ardinen nopeus aikavalilla0s ... 9s v, = Sm-0m ~0, 7
9s-0s ]
b) Kappale kulkee pisteiden (1,2) ja (4,4) kautta.
Keskiméardinen nopeus aikavalilla 1s ... 4s v, = % ~0, 70
s—1s

<)
s(m)

- (10,7)

6

5

4

3 (4.4)

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 «s)
-1

Hetkellinen nopeus neljan sekunnin kuluttua liikkeelle 1&hddst4 saadaan kyseiseen kdyran
kohtaan piirretyn tangentin kulmakertoimesta. Tangentti kulkee pisteiden (4,4) ja (10,7)
kautta.

Nopeus neljan sekunnin kuluttua liikkeelle 1&hdosté v, = 71(311;44m ~ 0,5m
s—4s s

Vastaus: Kappaleen nopeus ona) 0,7 m/s b) 0,7 m/s ¢) 0,5 m/s.
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58. Piirretadn kadyrélle kysytyn pisteen kautta kulkeva tangentti.
y
4

3

a) Funktion derivaatta kohdassa x =-1.
Tangentti kulkee pisteiden (-1,-3) ja (0,4) kautta.
4-(=3) _ 7
0-(-1)
b) Funktion derivaatta kohdassa x =0
Tangentti on x-akselin suuntainen.

Derivaatta f'(0) =0
¢) Funktion derivaatta kohdassa x =1
Tangentti kulkee pisteiden (-1,1) ja (1,-1) kautta.

-1-1
1-(-1
d) Funktion derivaatta kohdassa x =2
Tangentti kulkee pisteiden (1,-4) ja (3,4) kautta.
4—(-4) _4

3

Derivaatta f '(-1) =

Derivaatta f (1) =

Derivaatta f '(-1) =

Vastaus: Derivaattaona) 7 b)0 c¢)-1 d)4.

59. a) Koska funktion kuvaaja on suora kohdassa x = —4, niin kuvaajan tangentin
kulmakerroin on sama kuin suoran kulmakerroin.

Derivaatta kohdassa x = —4 on f'(-4) = 00 E 24) =-0,5

b) Derivaatta kohdassa x =0 ei ole olemassa, koska kyseiseen kohtaan ei voi piirtaa
tangenttia

¢) Derivaatta kohdassa x =4
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Tangentti kulkee pisteiden (1,4) ja (-4,0) kautta.
Derivaatta f '(4) = % =0,8

Vastaus: a) Derivaatta on —0,5. b) Derivaattaa ei ole olemassa. c) Derivaatta on 0,8.

60. Funktio f(x) = x?

Derivaatta f '(x,) = lim TO)- (%)
X—Xg X — XO

a) Derivaatta kohdassa x = 2

o e F0-F@) - x—4 L (x+2) (=)
f'(2) =lim 2 =lim =lim 7 =2+2=4

X—2 X2 X—2 X—2
b) Derivaatta kohdassa x = —1
-f(- 2_ x-1
fity = tim T TED e X1 e B

x—>-1 X — (_1) x->-1 X +1 x—>-1 /XA—/I B
Vastaus: a) f'(2) =4 b)f'(-1)=-2

61. Funktio f(x) = x* + 2x

Erotusosamaara £ = M
AX X=X,

Derivaatta f '(x,) = lim F)- (%)
X=X, X=X,

a) Erotusosaméaara kohdassa x = 2
A f(x)-f(2 _x*+2x-8

AX X—2 X—2
Polynomin x? + 2x — 8 nollakohdat
X*+2x-8=0
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24,22 ~4-1-(-8)

X =

2-1
_2-\36_,
2
—2+\/%
2:—:2
2
2 - X+4
Erotusosaméaara ﬂ:X +2X 8—( )M:x+4

AX x-2 x=7
Derivaatta f '(2) = an lim(x-+4)=6

b) Erotusosamaara kohdassa x=-1
A F()- (D) P +2x+1 (x+1)?
AX x+1 x+1 x+1

+1

Derivaatta f '(-1) = IimM lim(x+1) =0

x—>-1 X+1 x—>-1

A\ . . -—
Vastaus: a) Erotusosamaara on ~ = X+4 jaderivaatta f'(2) = 6. b) Erotusosamaara on
X

At = x+1 jaderivaatta f'(-1) = 0.
AX

62.a) Funktio f(x)=~/X +2
(%)= T (%)

Derivaatta f '(x,) = lim

X=Xy X=X,
f(x) f@a)  x+2-4 . Txo2
£'(4) = lim = lim ~ lim
x—4 -4 X—4 X—4 x—4 X—4
=lim }(/4 ! 1
o4 (oA (Jx+2) Ja+2 4
b) Funktio f (x) = ——
+1
9) 1 2x+1)1
Derivaatta '(4) = lim—C0= T4 _jiy_2x+1 9 _jim2=2%=L. 4
x4 x—4 x4 X—4 x>4 9(2x +1)

ooox+8 1L 20 1 -2 2
x4 9(2x+1) X— 4 H4 9(2x+1) );(/ 9-(2- 4+1) 81
2

Vastaus: a) f'(4) = % b) f'(4) = a1
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63. Funktio f(x)=——

X+3
Erotusosamaara kohdassa x = 1

4) X X+3) 1
A_FOO-T@ _ xe3” 4 Mxox=3. o
AX x-1 x=1 4(x+3)

o 3x-3 1 30T 1 3

S A(x+3) x—1 4(x+3) x=<1 4(x+3)

f(X)—f(l):“m 3 :i
x_1  14(x13) 16

Derivaatta f '(1) = Iirq

Vastaus: Erotusosamaaréd on Ar__3 jaderivaatta f'(1) == 3 .
AX  4(x+3) 16

A 100-10x)

AX X=X,
Erotusosamaara kohdassa x = 2
a) Funktio f(x) = —x

Erotusosamaara AT _T00-T@) _-x+2_ -1
AX X—2 X—2

64. Funktion f erotusosamaara

b) Funktio f(x) = 2x*
- 2_g 2 +2
Af f(x)-f(2) 2x*-8 M(X ) oy

Erotusosamaara — =
AX

X—2 X—2 x=<7

¢) Funktio f(x) = -x*+1
A F()-fQ) —X+1+3 —xX+4 —(x~7)(x+2)

Erotusosamaard — -X-2
AX X—2 X—2 X—2 x=7
Vastaus: a) £=—1 b) £:2x+4 c) ﬁ:_x_z
AX AX AX
65. Funktion f derivaatta f (xg) = lim -0 =T (%)
h—0 h

Derivaatta kohdassa x = 1
a) Funktio f(x) = 3x
Derivaatta f () = lim &M= 1@ i, SA+N =3 _ ey L

h—0 h h—0 h h>0 o
b) Funktio f(x) = —4x°

_ _ 2 A_ah_ AR2

Derivaatta (1) = lim+ &M= T@ _ o Z4A+N7+4  —4-8—4h" +4

h—0 h h—0 h h—0 h

= lim K4 _ -8
h—0 /}7{
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¢) Funktio f(x)=3x*-1

Derivaatta f (1) = lim XMW =@ _ o, 3A+M*=1=2 _, 3+6h+3h" -3
h—0 h h—0 h h—0
i 630 g
h—0 /]7(

Vastaus: Derivaatta kohdassax=1ona)3 b)-8 c)6.

66. Funktio f(x) = —-x* + x - 2
Funktion arvo f(2) =-2°+2-2=-4

feh)-f(2) | ~(2+h)?+@+h)-2+4
h " ho0 h

Derivaatta f'(2) = lim
h—0

-4 — — 2 —_
_lim=4=4h=h +h+4:"mM:

h—0 h h—0 /}7{ -3

Vastaus: f(2) = -4 jaf'(2) =-3

67. Funktion f(x) = —2x° + 4x — 1 kasvunopeuden ilmaisee funktion derivaatan arvo
kysytyssd kohdassa.
a) Kasvunopeus kohdassa x = 1

- _ 2 1
f'(l) = lim f(1+ h) f(l) — lim 2(1+ h) +4(1+ h) 1-1
h—0 h h—0 h
2 4h-2h?+4+4h-2 . —2n??
= lim = lim =0
h=0 h h—0 Jz(

b) Kasvunopeus kohdassa x =

_.,
VR
N
N
|
3
—
VY
N~
+
>
o i N
|
—
7/ N\
|~
~—— N+

lim
h—0 h—0 h
2
1 1 1
2| Z+h| +4]{ Z+h|-1-2 L oh—on?+244n-1t

. 2 2 2 .
= lim = lim

h—0 h h—0 h
= |im—*{(2_2h) 2

h—0 /I?(

Vastaus: Kasvunopeusona) 0 b) 2.

68. Funktion f derivaatta kohdassa x = -3

Derivaatta f '(x,) = lim fO- (%)
X=X, X=X,
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a) Funktio f(x) =3
X

3.0
=+%1
Derivaatta f (-3) = lim =T i X~ jim 23X (1 9)
x—>-3 X+3 x>-3 X+4+3 x>-3 X
gm XS L1
>3 X x¥3 3
. 3
b) Funktio f(x) =——
X+4
3 _x+4)3
Derivaatta £ '(=3) = lim 0= T C3) _ jjm x+4 TN
x—-3 X+3 >3 X+3 =3 X+4
_ 3x-9 1 3(xF3) 1
= lim = . --3
=3 Xx+4 x+3 >3 x+4  x43
¢) Funktio f(x) =—2X-
x-5
Y ox 93
Derivaatta f '(~3) = lim FO=T(3) _ jipy x=5 4 _ lim 8)(_?’)(Jr15:(x+3)
x>-3 X+3 x>-3 X+3 >3 4(x—-5)
5(xk3) 1 _ 5

= lim

o3 4(x-5) x+3 32

Vastaus: Funktion f derivaatta kohdassa x =—3 on a) —% b)-3 ¢) —3—52.

69. Funktio f(x) = x* + 2x - 3.

Funktion arvo f(0) = 0% + 2.0 -3=-3

FO+h)-(©O) _ . (0+h)* +2(0+h)-3+3
h

h—0 h

Derivaatta f '(0) = lim
h—0

4 3
Cpim Pt Ah®+2) _

h>0 h h>o M 2

Vastaus: f(0) =-3jaf’(0) =2

70. Funktio f(x) = x* + 2x - 3.
Funktion arvo f(-2) = (-2)° + 2:(-2) -3=-15

f(-2+h)—f(-2) lim (<2+h)®+2(-2+h)-3+15
h T ho0 h

Derivaatta f '(=2) = lim
h—0
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. —8+12h—6h?+h®—4+2h+12 . K(14-6h+h?)
=lim = lim

=14
h—0 h h—0 /}7(

Vastaus: f(-2) =-15jaf’'(-2) = 14

71.
3

(W I S—
22
0
-1
-2

S5 4 3 o 0 1 23 a s e

Kuvaajan ja x-akselin leikkauskohdat eli nollakohdat ovat — 4,3; -3,3; 0; 3,3ja 4,3.
Derivaatan arvo kohdassa — 4,3 on pisteeseen (4,3 ; 0) piirretyn tangentin kulmakerroin,
jokaon 0,9.

Vastaus: Nollakohdat ovat-4,3; -3,3; 0 3,3; 43ja f'(x)=0,9.

72. Piirretddn kuvaajalle tangentti kohtaan x = 0.

2
(L1
1
)| 00
-1

-2

I R T
Tangentti kulkee pisteiden (0,0) ja (1,1) kautta.
Derivaatan arvo on tangentin kulmakerroin kyseisessa pisteessa.

1-0
f0) =k = =1
0) =k 1o

Derivaatalla on sama arvo kuin origossa pisteissé (-1,-2) ja (1,0).
Vastaus: f’(0) = 1 ja derivaatalla on sama arvo kuin origossa pisteissa (-1,-2) ja (1,0).

73. Funktio f : f (x) = —
X

. . . f(x)-f
Derivaatan maaritelma f '(x,) = lim M
X=Xy X — XO

Derivaatta pisteessa x = |
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=N
T b e () 1 (14D
f'(M)=Ilim = —:(x=1)=Iim 5 . =—— =2
x—1 X—=1 x-1 X x—1 X )(,4 1

Vastaus: f'(1) = -2

74. Funktio f toteuttaa valilld -1 < x < 1 yhtalon f(x) = 1 + 2x + x? f(x?). Téten
f(0) =1+ 2.0 + 0? -f(0)
f0)=1
Lisaksi lim f(x) =1, joten lim X f(x*)=0
f (%, +h)—f(x)
h
im T W=TO _ i,

h—0 h h—0

Derivaatan maéaritelmé f '(x,) = ng
o

2 2y _
Derivaatta f (0) =1im 1+2h+hhf(h) 1

2h+hH(W):"mh[2+m(Wﬂ

f(0+h)— f(0)
h

_ i L 2\ _
-t 2 i -m[2411 ()=
Vastaus: f'(0) =2
. 1
75. Funktio f(x)=—
1+x
Derivaatan maaritelma f '(x,) = lim 0= 1)
X—>Xo X_XO
1 X+1)
—
Derivaatta f'(0) limX+1 imE X i XL L
=0 x-0 =0 x+1 00 x +1 X 0+1

Vastaus: f'(0) = -1

76. Derivaatan maaritelma f'(x,) = Ilmw

h—0

mf@+?—ﬂ®:k

Tallsin £ '(a) =i

_ ng f(a+h)—f (a); f(a)-f(a—h)

Kysytty raja-arvo lim fla+ h); f (a—h)

:nmf(a+m‘f(”44m1”a*'”a"h)=k+nm{—i§§:iﬁﬁﬂﬂ}=k+k=2k

h—0 h h—0 h h—0

f(a+h)— f(a-h)
h

Vastaus: Kysytty raja-arvo on ng =2k .

77. Derivaatan maaritelma f'(x,) = M

2
:"m1+2(2+h)+(2+h) -9

h—0 h

Derivaatta f (2) = lim f(2+ hz —f (2)
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2 2
_jimlt4+2n+d+dnen’ -9 . 6h+h :”m)’((6+h) 6

h—0 h h—0 h h—0

Vastaus: Derivaatta on f '(2) = 6.

4. Polynomifunktion derivaatta

78. a) Funktio f(x) = 15

Derivaatta f '(x) =0

b) Funktio f(x) = 7

Derivaatta f '(x) =0

Vastaus : Derivaatta on a) f'(x) =0 b) f’(x) = 0.

79. a) Dx* = 2x

b) Dx* = 4x°

c) Dx® = 28x*’

d) Dx? %7 = 2 007x% %

e)Dx=1

Vastaus: Derivaatta on a) 2x b) 4x* ¢) 28x*’" d) 2 007x*°® e)1

80. a) D(6x°) = 6:5x* = 30x*
b) D(2x") = 2:4x% = 8x3
c) D(-3x)=-3

d) D(lxm) R
2 2

X6

ley_ 1.5 4,5
e)D(—)=D(=x")= =-6x"=3x
) (2) (2 ) 5
Vastaus: Derivaatta on a) 30x* b) 8x® c) -3 d)5x° e)3x°.

81.2) D(x° + x* +x?) = 5x* + 4x% + 2x

b) D(4x™® —2x8 +3x%) =4.10x°  —2.8x" + 3:6x° = 40x° — 16x’ + 18x°
¢) D(3x?> —5x—-97)=3-2x-5-0=6x -5

Vastaus: Derivaatta on a) 5x* + 4x> + 2x b) 40x° — 16x” + 18x® ¢) 6x — 5.

82. a) D(lx4 L +1x+1) e lae oo sl
2 3 5 2 3 5 5

b) D(%xlz —5x" +x—23) :%.uxﬂ —5.7x% +1-0 =4x* - 35x° +1

c) D(Exs’—Ex2 +1x+12) “3a 3ok tio=2e 8yt
4 5 2 4 5 2 4 5 2
1

Vastaus: Derivaatta on a) 2x° - x* + % b) 4x* - 35x° +1 «¢) %xz —gx+5 .
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9 7
83. a) D(X—+X—+l)=D(l 1x7+1x)= 1-9x8+£-7x6+£= 3x8+x6+1
3 7 7 2 3 7 2 2
12
b) D(X__GL 2_1)_ (1 12 _ Ex_l):l.lgxll_ﬁqxhri_o
3 7 7 2 6 3 7 2

—AxT 6 42
2
5

0) D(X?—l, 34x° +2,36%— 4,36) =D(%x5 —1,34%° + 2,36 — 4,36)

:gx“ —4,02x* +2,36

Vastaus: Derivaatta on a) 3x® + x° +% b) 4x' —6x° +% c) —x —4,02x* +2,36

84.2) D(2x + 1)> = D(4x°+ 4x + 1) = 4-2x + 4+ 0= 8x + 4
b) D[(3x — 4)(x + x)] = D[3x? + 3x® — 4x — 4x°] = D[3x® = x* — 4x] = 3:3x°* - 2x — 4

=9x* - 2x -4

0) D(%) = D(M) = DX - 4x* 4+ 1) =575~ 443 + 0
—35x6 16x°

d) D(6X5+‘E’X24):2"X3 )= D@ + gx + %x——) 33 + g 2x+%

= 9+ Bx+ =
2
Vastaus: Derivaattaona) 8x+4 b)9x*—2x—-4 ¢)35x°—16x° d) 9x* + 5x + %

85. Funktio f (x) = —%x3 +2x° —x+5

Derivaatta f '(x) = —%-3x2 +2-2x-1+0==x*+4x -1

Derivaatan arvot
f'(0)=-0*+40-1=-1
f '(—2) = —(—2)2 +4. (—2) -1=-13
3
f =— 4 ~-1==
(G ) (% ) 2

Vastaus: Derivaatan arvot ovat f '(0) = -1, f'(-2) = -13jaf'(= )

.nlw

86. Funktio f(x)=x*-2x*+2
Derivaatta f '(x) = 4x> —2-2x+0 =4x> —4x
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Derivaatan arvo kohdissa 1, 2 ja —2

f'(1)=413-41=0

f'(2)=4-2°-42=24

f'(=2) =4 (-2)*-4.(-2) =-24

Vastaus: Derivaatan arvot ovat f'(1) =0, f'(2) = 24 jaf'(-2) = -24.

87.a) Funktio f(Xx)=x?—4x+2
Derivaatta  f'(x)=2x-4
Yhtalg f'(x)=0
2x—4=0
X=2
b) Funktio f (x) :%x2 —3x+§

Derivaatta f'(x)=x-3
Yhtalo f'(x)=0
x-3=0
Xx=3
Vastaus: a)x=2 b)x=3

88. a) Funktio f(x) = %x?’ —2x?-5x+3

Derivaatta f'(x) = x> —4x-5
Yhtals f'(x) = 0
x? —4x-5=0

Lo (A -4-1.(-5)
- 21
= 4+\/£ =

5

X1

b) Funktio f (x) A Sy BT
3 2 1093

Derivaatta f '(x) = 4x? —=5x +1

Yhtals f'(x) = 0

4x% —5x+1=0

_ —(-5)++/(-5)* -4-4-1
2.4
:5+J§:

8
549
8

X

1

X1

1
X2 Z
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Vastaus: Yhtélon ratkaisut ovat a) 5 ja-1 b) % jal

89. a) Funktio f (x) = t + %

Derivaatta f '(x) = t-3x? + 1 = 30 + t°

b) Madrita f (), kun f (t) = b + 3%

Funktio f (x) = b + t%

Derivaatta f '(t) = x>1 + 3-t2x = x> + 3t°x

Vastaus: Derivaatta on a) f'(x) =3t +t2 b) f'(t) = x3 + 3t%.

90. Funktio f(x) =ax* + x + b
Ehto f(1)=2
al’+1+b=2
a+b=1
Derivaatta f '(x) = 2ax + 1
Ehto fr(2)=2
2a2+1=2
4da=1 |4

a==
4

. 1 .
Sijoitetaan a = 2 ylempéan ehtoon.

a+b=1 a=l

1+b:1
4

h=2>
4

Vastaus: Vakiot ovat a =% jab =%.

91. Funktio f(x)= —%xg +§x2 —3x+12

Funktion kasvunopeus f'(x) = —x? +5x—3 kohdissa 1, 0 ja—1
f'()=-1+5.1-3=1

f'(0)=-0%+5-0-3=-3

f'(-1) =—(-1)%2+5-(-1)-3=-9

Vastaus: Funktion kasvunopeus kohdissa 1, 0 ja—-1 on 1, -3 ja-9.

92. llvesten maara f (x) = 2,3x> —39x2 +170x +540
Muutosnopeus f'(x) = 6,9x* — 78x +170
a) Muutosnopeus vuoden kuluttua ~ f'(1) = 6,9-1% —78-1+170 ~ 99

52



b) Muutosnopeus 5 vuoden kuluttua f'(5) =6,9-52 —78-5+170 ~ —48
Vastaus: a) 99 eldintd/a  b) —48 eléintd/a

93. Raketin lentorata y =10+ 40x —5x°
Raketin lentoradan ylin piste on paraabelin huipussa.
Derivoimalla saadaan y'=40—10x
Derivaatan nollakohta y'=0
40-10x=0
x=4 | paraabelin huipun x-koordinaatti

Paraabelin huipun y-koordinaatti y =10+40-4—5-42 =90
Vastaus: Raketti k&y 90 metrin korkeudella.

94. Sukelluksen syvyys d(t) = 0,04t — 2t
Sukelluksen syvyytta kuvaa yléspdin aukeava paraabeli, joten suurin syvyys saadaan
paraabelin huipusta.
Derivoimalla saadaan d'(t) = 0,08t —2
Derivaatan nollakohta d'(t) =0
0,08t-2=0

t=25
Sukelluksen syvyys d(25) = 0,04-25° —2-25=—25
Koska Terho on suurimmassa syvyydessa 25 s:n kuluttua, niin sukellus kest&a
2:255=50s
Vastaus: Terho kéy 25 metrin syvyydelld ja sukellus kest&4 50 s.

95. Funktio f(x) = x* — 11x% + 19x + n*
Derivaatta f '(x) = 3x* — 11.2x + 19 + 0 = 3x* - 22x + 19
Yhtalo f'(x)=0

3x?-22x+19=0

- ~(-22) ++/(-22)? - 4-3-19

2-3
X, = 22 —/256 _1
6
224256 1
=T %3

Vastaus: Yhtélon ratkaisut ovat 1 ja 6% .

96. Milla muuttujan x arvoilla funktion f(x) = x> + 2x? — 4x — 11 derivaatta saa arvon nolla?
Funktio f(x) = x3 + 2x* — 4x - 11
Derivaatta f '(x) = 3x* + 2:2x —4 — 0 = 3x* + 4x — 4
Derivaatan nollakohdat f'(x) =0
3 +4x-4=0
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4t 8 -43.(4)

X
2-3
Xlzﬂz—z
6
_—4+J67_g
2 6 3

Vastaus: Derivaatan nollakohdat ovat -2 ja %

97. Funktio f(x) = x> — 4x -5
Derivaatta f '(x) = 2x — 4
Funktion nollakohdat f(x) =0

X —4x-5=0
AP -41 ()
- 21
X = 4-/36 =-1
2
X, = 4+;/£ _5

Merkkikaavio
PN

Funktio f(x) = x* — 4x — 5 saa negatiivisia arvoja eli f(x) < 0, kun -1 < x < 5
Derivaatta f '(X) = 2x — 4 saa negatiivisia arvoja eli

f'x)<0
2x-4<0
2x<4 |2
X<2

Vastaus: Funktio ja sen derivaatta saavat yhtd aikaa negatiivisia arvoja, kun -1 < x < 2.

98. Funktio f(x) = x* + ax* + bx — 18
Derivaatta f '(x) = 3x* + 2ax + b
Ehdot f(—2) = 20
(-2)% + a(-2)* + b(-2) — 18 = 20
4a—-2b =46

f'(2)=19
32°+2a2+b=19
da+b=7
Saadaan yhtalopari.
4a—-2b =46
da+b=7
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Alemmasta yhtaldsta saadaan b = —4a + 7, joka sijoitetaan ylempéaan yhtaloon.
4a-2(-4a+7)=46
12a=60 [:12

a=5
Tatenb=-45+7=-13
Derivaatta f '(x) = 3x® + 10x — 13
Derivaatan nollakohdat f'x)=0

3 +10x-13=0

~10++/102 — 4-3.(~13)

2-3
-10-+/256 1
X = —— 2 4=
6 3
~10++/256
Xp = =1

Vastaus: Derivaatan nollakohdat ovat —4% jal.

99. Toisen asteen polynomi P(x) = ax* + bx + ¢
Derivaatta P'(x) = 2ax + b
Yhtalo P(X) — P'(x) = x?
ax? + bx + ¢ — (2ax + b) = x?
ax?+(b-2a)x+c—b=x
Yhtdalo toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla, kun
a=1
b-2a=0,elib=2
c-b=0,elic=-2
Vastaus: Polynomifunktio on P(x) = x? + 2x — 2.

100. Polynomifunktio P(x) = x* + ax? + 3x
Derivaatta P'(x) = 3x* + 2ax + 3
Derivaatta on kaikkialla positiivinen, kun 3x* + 2ax + 3 > 0.
Derivaatan nollakohdat P’'(x) =0
3x° +2ax+3=0
Derivaattafunktion kuvaajana on yldspdin aukeava paraabeli, joten se on kaikkialla
positiivinen, kun derivaatalla ei ole nollakohtia. Toisen asteen polynomifunktiolla ei ole
nollakohtia, kun D < 0.
(2a)°-4-33<0
4a®-36<0
Nollakohdat ~ 4a?-36 =0
4a*=36 |4

a’=9 ‘f
a=4+3
Merkkikaavio
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Vastaus: Derivaatta on kaikkialla positiivinen, kun -3 <a <3

101. Polynomi P(x) = ax® + x* + bx

Derivaatta P'(x) = 3ax® + 2x + b

Ehdot P(-1) = P'(-1) =1
a-(-1)°+(-D?+b- (-1 =1
3a-(-1)?+2-(-1)+b=1

—-a-b=0
3a+b=3
Ylemmasta yhtalostd saadaan a = —b, joka sijoitetaan alempaan yhtaloon.
3(-b)+b=3
b= _E
2
Tatena = 3
2
. 3. 3
Vastaus: Kertoimet ovat a = P jab= 5

102. a) Funktio f (x) = x(x? —2x+1) = x> —2x2 + x
Derivaatta  f'(x) =3x% —4x+1.

b) Funktio f(x)=(x?>-3)(2x+1) =2x3+x?>-6x—3
Derivaatta f'(x) =6x> +2x—6

Vastaus: a) 3x*> —4x+1 h) 6x>+2x—6

5. K&yran tangentti ja normaali

103. Kéyra f(x)=x*-3x-5
Derivaatta f '(xX) =2x -3
Tangentin kulmakerroin k, =f’(-1) =2:(-1)-3=-5
Tangentin yhtalo y —yo = ki (X—Xo) [Xo=—1, Yo =f(-1) = (-1)*-3- (-1)-5=-1
y-(-1) =-5(x - (1))
y=-5x-6

Normaalin kulmakerroin k, = —i = —i = l
k, -5 5

Normaalin yhtald y — yg =k, (X = Xg) [Xo=-1, Yo =f(-1) =-1
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Y- ()= (x- (D)

W
5 5

Vastaus: Tangentin yhtélé on y =-5x — 6 ja normaalin y :%x —% .

104. Kayra f(x) = x* —Sx—%

Derivaatta f '(x) = 4x°- 3
Tangentin kulmakerroin k, = f'(-1) = 4.(-1)*-3=—7

Tangentin yhtalo y — yo = Ky (X = Xo) %o =—1, Yo =f(-1) = (—1)4 -3 (-1) -

7
y- o =70~ (-1)
2
7
=_7IX—- —
y 2
Normaalin kulmakerroin k, = —i = —i = 1
k -7 7

t

Normaalin yhtalo y —yo =k, (X = Xo) [Xo =-1, Yo =f(-1) =-1
7 1
——==(x—-(-1
y=3 7( D)

1 9
==X+3—
y 7 14

Vastaus: Tangentin yht&lé on y =-7x —%ja normaaliny = %x + 3% .

105. Paraabeliy = x* + |

Derivaatta y '(x) = 2x

Tangentin kulmakerroin k, = 3

Paraabelin kohta, jonka kautta tangentti kulkee

2x=3 |2

3

X==

2
Tangentin yhtalo y —yo = k (X X) o=~ yo=y(2) = (2)2+1= 23
2 2 2 4

13 3

__:3)(__

y 2 ( 2)

5

:3)(__

y 4

Vastaus: Tangentin yhtalé on y = 3x - %
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106.

Kayra f(x)=—x>+2x
Koska f(0) = 0, niin piste (0,1) ei ole kayralla.
Derivaatta f '(x) = —2x + 2
Tangentin kulmakerroin k; = f '(xg) = —2Xo + 2
Pisteen (Xo,Yo) Kautta kulkevan tangentin yhtalo
y=Yo=ki(X=Xo) |Yo= f(X))=—-X5+2%;, ki="F"(x)) = —2%o +2
Y= (=X +2%) = (2% + 2 ) (X = Xo)
Tangentti kulkee pisteen (0,1) kautta
1+ x2—2x, = (=2Xp + 2 )(0 - Xo)
1+ x2—2x, = 2% —2X%,
Xt =1 ‘\/_
X, =%1
Tangentin yhtald, kun xq = 1
Y=Yo=k(X=%) [Yo=1, kk=F'(1)=0
y-1=0(x-1)
y=1
Tangentin yhtalo, kun xq = -1
Y=Yo=ki(X=%) [Yo=-3, ke=F'(-1)=4
y—(=3) =4(x-(-1))
y=4x+1
Vastaus: Tangentin yhtélét ovat y=1jay =4x + 1.
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107.

(%> ¥o)

Kayra f(x)=x*+1

Koska f(0) = 1, niin piste (0,-1) ei ole kayréalla.
Derivaatta f '(x) = 2x

Tangentin kulmakerroin k; = f (o) = 2Xg
Pisteen (Xo,Yo) Kautta kulkevan tangentin yhtalo

YYo=k (x=Xo) [Yo="F(x)=x +1, ki=f'(x0) = 2%
y— (X5 +1) = 2%(X = Xo)
Tangentti kulkee pisteen (0,—1) kautta
—1-x2 -1 =2%(0 - Xp)
X2 -2 = -2x;

X:=2 ‘f
X, = +3/2

Tangentin yhtalo
Y=Yo=ki (Xx=%0) |Yo=3, k=f'(£4/2) = +2/2
y-3= 242 (x- (+42))
y= +22x -1
Vastaus: Tangentin yhtélét ovaty = +23/2 x - 1.

108. Kayra y = —x* — 4x
Derivaatta y'(x) = —2x — 4
Tangentin kulmakerroin pisteessd x = -3 on k; = y'(-3) =—2:(-3) -4 =2

Normaalin kulmakerroin k, = _ki = —%
t

Normaalin yhtald y —yo = ky (X —Xo) | Yo = —(-3)*—4:(-3) =3
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y-3= -2 (x-(-3)

2 2
Vastaus: Tangentin kulmakerroin on 2 ja normaalin yhtald on y = —%x+%

109. Paraabeli y = x* — 4x + 13

Derivaatta y'(x) =2x — 4

Tangentin kulmakerroin pisteessa x =2 on k;=y'(2) =2:(2) —4=0
Normaalilla ei ole kulmakerrointa, joten normaali on y-akselin suuntainen.
Normaalin yhtéld x = 2

Vastaus: Normaalin yhtald on x = 2.

110.

-4 3 2 -1 12 3 4 X

Kayra 1: y=x*—5x

Derivaatta y'(x) =2x -5

Tangentin kulmakerroin k; =y'(1) =2:1 -5=-3

Koska tan a; = -3, niin tangentin suuntakulma oy = -71,56... °

Kayra2: y=—x3+3x—6

Derivaatta y'(x) = -3x* + 3

Tangentin kulmakerroin k, = y'(1) =-3-1+3 =0
Koska tan a, = 0, niin tangentin suuntakulma «, = 0°
Kéyrien valinen leikkauskulma on a, — a; = 71,6°.
Vastaus: Kayrien valinen leikkauskulma on 71,6°.
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Paraabelieny = x> — 4x + 3 jay = —x* + 4x — 3 leikkauspisteet.

y=x"—4x+3
y=-x*+4x-3
X* —4x+3=-x*+4x-3
x* —4x+3=0
N e E Y R B
- 2:1
44
X =t =1
2
4++/4
X, = 5 =3

Symmetrian perusteella molemmissa leikkauspisteissa on yhta suuri leikkauskulma.
Paraabeli 1: y=x*—4x+3

Derivaatta y'(x) = 2x — 4

Tangentin kulmakerroink; =y'(1) =2.1-4=-2

Koska tan a; = =2, niin tangentin suuntakulma a; = -63,43...°

Paraabeli 2: y=—x*+4x-3

Derivaatta y'(x) = -2x + 4

Tangentin kulmakerroink, =y'(1) =-21+4=2

Koska tan a, = 2, niin tangentin suuntakulma a, = 63,43...°

Tangenttien valinen kulmaon a = a, - a; =63,43...° - (-63,43...°) = 126,86...°.
Kéyrien vélinen kulma g = 180° — a =~ 53,1°

Vastaus: Kéyrien valinen leikkauskulma on 53,1°.

112. Kayraty = —x* — 4x jay = X + 2 sivuavat toisiaan, kun niiden leikkauspisteisiin
piirrettyjen tangenttien kulmakertoimet ovat yhta suuret.
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Kéyrien leikkauspisteet
y =—x*—4x
y=x"+2
X2 +2=—x>—4x
2x* +4x+2=0 |2
X2 +2x+1=0
(x+1)° =0
Xx+1=0
x=-1
Kayra 1: y=-x*—4x
Derivaatta y'(x) = —2x — 4
Tangentin kulmakerroink; =y'(-1) =-2:(-1) —4=-2
Kayra2: y=x*+2
Derivaatta y'(x) = 2x
Tangentin kulmakerroin k, =y'(1) = 2/(-1) =-2
Koska k; = ks, niin kdyrat sivuavat toisiaan. |:|

113. Raketti l&htee paikasta, missé x = 0

Raketin lentorata y =10+ 40x —5x?

Derivaatta y'(x) = 40 — 10x

Tangentin kulmakerroin k; = y’(0) = 40 -10:(0) = 40
Koska tan a = 40, niin raketin lahtékulma a ~ 88,6°
Vastaus: Raketin lahtokulma on 88,6°.

2
114. Kayra y = X?— 2x+7

2

Koska y(6) =%—2-6+7 =7, niin piste (6,7) on kayréalla.
. 2X

Derivaatta y'(x) = 5 2

Tangentin kulmakerroin k; = y'(6) = %— 2=2

Normaalin kulmakerroin k, = = —i = —1

k; 2
Normaalin yhtald y —yo =k, (X —Xg) |X0 =86, Yo=7

1
-7=-= -6
y 2(>< )

1
=-——x+10
y 2

Normaalin ja kdyran toinen leikkauspiste
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2
X
= —2X+7
y 3
1
=——x+10
y 2

2
X——2x+7:—1x+10
3 2

2
X 3y 3-0 |6
3 2
2x% —9x—18=0
99 -4-2.(-18)
a 2.2
L _9-V225 _ 3
! 4 2
X2:9+\/225 e

4

)

3

Toisen leikkauspisteen y-koordinaatti y(—%) = -2 (—%) +7= 10%

Vastaus: Normaaliin yhtalé on y = —% x+10 ja normaalin ja kayran toinen leikkauspiste

on (-3,103)
2 4
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115.
11 y=%

10 7

Kayray = x
Koska y(-1) = 1, niin piste (-1,-3) ei ole kayralla.
Derivaatta y '(x) = 2x
Tangentin kulmakerroin k; =y "(Xo) = 2Xo
Pisteen (Xo,Yo) kautta kulkevan tangentin yhtélo
Y—Yo=ki(X=X0) [Yo= X5, ki =y '(Xo) = 2%
Y= X5 = 2Xo(X — Xo)
Tangentti kulkee pisteen (-1,-3) kautta
-3 - X, = 2%(-1—Xo)
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“3-x =—2%, —2X;

X; +2%,-3=0

—2+/22-4.1.(-3)

Xy =

21
-2-16
Xo1 =——F——=-3
2
—2++/16
on :Tzl

Tangentin yhtald, kun xq; = -3
Y=Yo=k(X=X%) |Y0=9, ki=y'(-3)=-6
y-9=-6(x-(=3))
y=-6x-9
Tangentin yhtalo, kun g, = 1
Y=Yo=ki(X=%) [Yo=1, ke=y'(1)=2

y-1=2(x-1)
y=2x-1
Vastaus: Tangentin yhtéalét ovat y=-6x—-9jay=2x-1.
116.
y=2
1
3 2 -1 1 2 3 4 5 6 «x
-1

Kéyray =x—2x +3
Koska y(2) = 3, niin piste (2,2) ei ole kayralla.
Derivaattay '(x) = 2x — 2
Tangentin kulmakerroin k; =y '(Xo) = 2%, — 2
Pisteen (Xo,Yo) kautta kulkevan tangentin yhtald
Y=Yo=ki(x=Xo) |Yo=X; —2%+3, k=Y (o) = 2% — 2
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Y= (X¢ —2%,+3) = (2% — 2)(X = Xo)
Tangentti kulkee pisteen (2,2) kautta
2— (X2 =2%,+3) = (2% — 2)(2 - Xo)
2— X2 +2X, —3=4x%, — 2%, —4+2X,
X2 —4x%,+3=0

) (At (47413

° 21
_4-4
4+4
Xgp = 5 =3

Tangentin yhtalo, kun Xg; = 1
Y=Yo=ki(X=X%0) [Yo=2, kk=y'(1)=0
y-2=0(x-1)
y=2
Tangentin yhtald, kun X, = 3
Y=Yo=ki(x=X0) [Yo=6, ki=y'(1)=4
y—-6=4(x-3)
y=4x-6
Vastaus: Tangentin yhtalét ovat y=2jay =4x-6.

117.

Kéyra kulkee pisteen (a, a°), a # 0 kautta.
Kayray = x°
Derivaatta y '(x) = 3x°
Tangentin kulmakerroin k, = y '(a) = 3a*
Tangentin yhtalo y — yo = ki (X—Xo) [Xo=a, Yo =2a°
y-a®=3a’(x—a)
y = 3a’x - 2a°
Tangentin ja y-akselin leikkauspiste y, = — 2a°
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Normaalin kulmakerroin k, = BN

k  3a’
Normaalin yhtalo y —yo =k, (X—Xo) |X=a,yo =a°
1
—a’=-—(x-a
y 3a2( )
y——ix+a3+i
3a’ 3a

Normaalin ja y-akselin leikkauspiste y, = a° +3i
a
Tangentti ja normaali yhdessé y-akselin kanssa rajaaman kolmion pinta-ala

(a3 L (2a3)ja 954 4 L
A 3a _

3 9a* +1
2 2 6
Alan raja-arvo
4
lim A= lim 2 +1_1
a—0 a>0 6 6

. 1
Vastaus: Alan raja-arvo on re

118. a) Funktio y = (2x + 1)* = 4x* + 4x +1
Derivaatta y'(x) = 8x + 4

Tangentin kulmakerroin k= y'(2) =82+ 4 =20
Tangentin yhtald y —yo =k (X=Xo) [X =2, Yo =(2:2+1)*=25
y—-25=20(x-2)
y =20x-15

b) Tangentti leikkaa x-akselin, kuny = 0.

20x - 15=0
20x=15 |:20

3

X==

4

Vastaus: a) Tangentin yhtald on y = 20x — 15. b) Tangentti leikkaa x-akselin kohdassa
X=-—.
4
119. Kéyray = 2x° + x
Derivaatta y'(x) = 4x + 1

Kayran pisteiden (1,3) ja (3,21) kautta kulkevan suoran kulmakerroin k = —231_13 =9

Kohta, jossa tangentti on suoran suuntainen
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y'(x) =k
4x+1=9
X=2

Pisteen y-koordinaatti y(2)= 2-2% + 2 = 10
Vastaus: Piste on (2,10).

120. Kayré kulkee pisteen (2,8) kautta.

a2’+b2=8
8a+2b=8 |2
b=4-4a

Kayray = ax® + bx

Derivaatta y'(x) =3ax’+b

a) Tangentti on x-akselin suuntainen eli k = 0.
Tangentin kulmakerroin k= y'(2) =3a-2?+b =0

12a+b=0
Sijoitetaan b = 4 — 4a saatuun yhtalodn
12a+4-4a=0
1

a=-=
2

b=4-4-3 -6
2

b) Tangentti on suoran y = 3x + 5 suuntainen eli k = 3.

Tangentin kulmakerroin k, = y'(2) =3a-2° +b =3

12a+b=3
Sijoitetaan b = 4 — 4a saatuun yhtaloon
12a+4-4a=3
1
a=-——
8
b=4-4 (—lj= 41
8 2

Vastaus: Vakiot ovat a) a = —% jab=6 b) a= —% jab= 4%.
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121.

y
4
3
2
1
-3 2 -1 1 5 6 x
-1
<2
x>+ y?=5
Kéyrien leikkauspisteet
x> +y? =5
4y = x?
Sijoitetaan x? = 4y ylempaén yhtaloon.
4y+y? =5
y2+4y-5=0
~ —4+.J4% —4.1.(-5)
y= 21
-4-+/36
h=—7y —=-5
2
—4+/36

Lasketaan x.

Jos y = =5, niin yhtal6ll1a x* = 4-(-5) = —20 ei ole ratkaisua.

Josy=1,niinx*=41, elix = 2.

Kéyrien leikkauspisteet ovat (-2,1) ja (2,1). Kuvaajien symmetrisyyden perusteella riittda
laskea tangenttien leikkauskulma ainoastaan toisessa leikkauspisteessa (2,1).

Paraabeli y = % X2

Derivaatta y'(x) = %x

Tangentin kulmakerroin k; = y'(2) :%2 =1

Koska tan a = 1, niin tangentin suuntakulma a; = 45°

[N
|
o

Ympyrén ja paraabelin leikkauspisteeseen piirretyn sdteen kulmakerroin k = =

N‘
|
o
N |-
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Ympyran tangentin kulmakerroin k, = —% =-2

Koska tan o =-2, niin tangentin suuntakulma a, = -63,43...°
Suuntakulmien erotus a; — a, = 45° — (-63,43...°) = 108,43...°
Tangenttien vélinen kulma g = 180° - 108,43...° = 71,6°
Vastaus: Tangenttien vélinen kulma on 71,6°.

122.

a) Kayray = 2x® - 4x% + x

Tangentin kulmakeroin k; = y'(x) = 6x* — 8x + 1

Suorax+y=0¢eli y=—x

Kohta, jossa suora voi olla kdyran tangentti.

Suoran kulmakerroin k = —1 on yhté suuri kuin tangentin kulmakerroin.
6x*—8x+1=-1
6x°—8x+2=0 [:2
3¢ -4x+1=0

. —(-4)£+/(-4)> -4-3-1
- 2-3
4-4 1
Xl = = —
6 3
4+4
X2 = =
6
Tangentin yhtalo, kun x = 1.
Y=Yo=ki(X=Xo) Xo=1,¥o=-1,k =-1
y-(-1)=-1(x-1)
y=-X
Téten suora x + y = 0 on kdyran tangentti. ]:I

1
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b) Kayray = 2x3 — 4x* + x
Tangentin kulmakeroin k; = y'(x) = 6x* —8x + 1
1

Normaalin kulmakerroin k, = -———
6x° —8x+1
Suorax+y=0eli y=—x

Kohta, jossa suora voi olla kdyran normaali.

Suoran kulmakerroin k = -1 on yht& suuri kuin normaalin kulmakerroin.

o il _18X+1 =-1 [(6x*-8x+1)
—6x% +8x—-1=-1
6x2 —8x=0
2x(3x-4)=0

2x=0 tai 3x-4=0

x=0 x:i

3

Normaalin yhtéld, kun x = 0.
Y=Yo=ki(X=X0) [X0=0,y0=0,ky =-1
y-0=-1(x-0)
y =X
Téaten suora x +y = 0 on kéyrén normaali. |:|

123. Kayray = 4x% + x
Derivaatta y'(x) =8x + 1

Normaalin kulmakerroin k, = —i: - 1 =— 1
ki y'(x) 8x+1

Normaalin suuntakulma on 45°.
Normaalin kulmakerroin k =1
Kohta, jossa normaali leikkaa kayran.

1

- =1 |[(8x+1

8x+1 |( )
8x+1=-1
1
X=-=
4

1 1Y (1
Leikkauspisteen y-koordinaatti y(—zj =4. (—Zj + (—Zj =0

Vastaus: Kéayran normaalin ja x-akselin leikkauspiste on (—% 0) .

124.
Kayray=x*+ax+b
Tangentin kulmakerroin k, = y'(x) = 3x* + a
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Kéyralla on y-akselin suuntainen normaali, siind pisteessa, missa silla on x-akselin
suuntainen tangentti, eli tangentin kulmakerroin on k = 0.
Saadaan yhtald 3x*+a =0

3x*=-a |3
2__a
K =2 N

x:i,/—g, a<o0
3

Normaali on y-akselin suuntainen, kuna<0,jabeR.
Vastaus: Normaali on y-akselin suuntainen, kuna <0,ja beR.

125.

4 3/ -

/ 4

Origon kautta kulkevan suoray =kx, keR
Paraabeli y = 1—%x2
Suoran ja paraabelin leikkauspisteet
1
=1-=x*
y 4
y = kx
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x=1-1x2
4

1 ti-1=0 |-4

4

x> +4kx—4=0
k41 (-4)

2-1

—4k —+/16k?

X, =#:—2k—2\/k2 11
_ / 2

X :M:_2k+21[k2 +1

2 2
. , 1
Derivaatta y'(x) = _EX
Pisteeseen x, =—2k —2+/k* +1 piirretyn tangentin kulmakerroin y'(x) = -k —vk? +1
Pisteeseen x, = —2k +2+/k* +1 piirretyn tangentin kulmakerroin y'(x,) = -k +v/k? +1
Kulmakertoimien tulo y'(x,)-y'(x,) = (~k —vk? +1)(=k —vk? +1) =k? —k? =1=-1
Koska kulmakertoimien tulo on -1, niin tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. |:|

126. Kayray = x° + x
Derivaatta y'(x) = 3x* + 1
Suoran y = 4x suuntaisen tangentin kulmakerroin k =4

Kohta, jossa tangentti on suoran suuntainen
y'(x) =k
X +1=4
3x*=3 |3
xX*=1 ‘f
x==%1
Tangentin yhtalo, kun xq = 1
y=Yo=ki(x=X0) [Yo=2, ke=y'(1)=4
y—-2=4(x-1)
y=4x-2
Tangentin yhtélo, kun xo = -1
Y=Yo=ki(X=X0) |Yo=-2, kk=y'(-1)=4
y—(=2) =4(x-(-1))
y=4x+2
Vastaus: Tangentin yhtélot ovat y =4x—2jay = 4x + 2.
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127. Paraabeli y = x°
Derivaatta y'(x) = 2x

Normaalin kulmakerroin k, = _ki = —%
t

Normaalin yhtald y —yo =k, (X—=Xo) | %=1, Yo=1
1
-1=-=(x-1
y 2( )

y= 1y 3
2 2
Normaalin ja paraabelin leikkauspisteet
y=x’
o138
2 2
X =—=X+—
2 2
+ix-3_0 -2
2
2x* +x-3=0
X_—lJ_r 1 -4.2-(-3)
- 22
_-1-425 3
% 4 2
Xz:—l+\/2_5:1
4

Leikkauspisteiden y-koordinaatit

Jos x:—E, niin y:gzzl.
2 4 4

Josx=1,niiny=1.

Kolmionala A= (1— (-=2)
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N 5
5
A\
4
2 yrx
\q /
\!
y=-0,5x+1,5
-4 3 2 - | 2 3 N4 5 x
1
A\
o)
3

Vastaus: Kolmion ala on 1% .

128.
\ y /
5
"
2 P
y=-05x+3
N
\
4 B3 2 1 I 2 3 4 5 6>
1
9}
3

Suoran y = x ja paraabelin y = ax? (a > 0) leikkauspisteet
ax‘ =x
ax®-x=0
x(ax-1)=0

x=0 tai x=l, a>0
a
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Pisteen P koordinaatit ovat P(llj
a a

Paraabeli y = ax
Derivaatta y'(x) = 2ax

Tangentin kulmakerroin y(l) = 2a-l =2
a a

Tangentin yhtald y —yo = ki (X = Xo) | X, :l, Yo :l, k=2
a a

S
a a

y =2X 1
a
Tangentin ja x-akselin leikkauspiste saadaan sijoittamallay = 0.
2x—l =0
a
1
X=—
2a
. - 1 1
Normaalin yhtald y —yo = kn (X=Xo) | X, =—, Yo =—, ko= -
a
22
2 a
2 2a
Normaaliin ja x-akselin leikkauspiste saadaan sijoittamallay = 0.
1 3
—=x+—=0
2 2a
3
X=—
a

Kolmion ala on 5. Saadaan yhtal6

3.3.1:5 |.4a2
2 2a a
20a* =5 [:20
2=t ‘f a>0
4
1
a=—
2

. o 1
Vastaus: Kolmion ala on viisi, kuna = >
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129. Kayray = x
Tangentin kulmakerroin k; = y'(x) = 2x

Suora 2y-x+2=0
1
=—x-1
y 2
Suoran kulmakerroin k :% on sama kuin tangentin kulmakerroin. Kohta, johon tangentti
piirretaan.
2x==|:2

X =

Nk, N

Tangentin yhtalo y - yo = k (X=Xo) | % =%, Yo ==k =%

1 1 1
—— = (x-=
y 16 2( 4)
BT

2 16

Suoran ja y-akselin leikkauspiste saadaan sijoittamalla x = 0.

Vastaus: Kéyran tangentti leikkaa y-akselin pisteessé (0,—%).

130. Paraabelin yhtalo y = ax? + bx + ¢

Kiven l&htopiste (0,0), joten y(0) =0, elic=0.

Kiven putoamispiste (30,0) eli y(30) = 0 eli 900a + 30b = 0.
Kiven korkein kohta on pisteessé (15,10) eli 225a + 15b = 10.

Ratkaisemalla yhtélopari saadaan a = _2 jab= 4 .

3

Paraabelin yhtalo y = _ 2y Ay
45 3

. 4 4
Derivaatta y'(X) = ——Xx+—
y'x) 45 3
Lahtokulma tan o = y'(0)

4

tana =—

3

a ~53,1°
Vastaus: Kiven lahtokulma on 53,1°.
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131.

Paraabelin yhtal y = ax® + bx + ¢

Pallon lahtopiste (0,0), joten y(0) =0, elic =0.

Pallon putoamispiste (50,0) eli y(50) =0 eli 2 500a + 50b = 0.

Kiven lahtékulma on 30°, joten y'(0) = tan 30°, eli 2a-0 + b = i. Taten b= 1

7 7

Sijoittamalla b saadaan

2500a+50 =0

T
1

50+/3
ey
50\@ \3
Derivaatta y'(x)=———

sff

Paraabelin huipussa y (x) 0

25f f =0 [@5V3)

x=25

Paraabelin yhtdlo y = -

Pallon suurin lentokorkeus y(25)_—L 25% + L 25 —£z7,2

0B B2

Vastaus: Pallo kdy B - 7,2 metrin korkeudessa.

23

132.
Kayrd y = 2x3 + 9x* - 60x + 110
Tangentin kulmakerroin k, = y'(x) = 6x* + 18x — 60
Tangentti on x-akselin suuntainen, kun y’(x) = 0.
Saadaan yhtalo
6x*+18x-60=0 |6
X’ +3x-10=0

~3+./3° —4-1-(~10)

2-1

_ -3-49

=-5
2

B —3++/49
2 2
Pisteiden y-koordinaatit
Jos x = -5, niin'y = 385.
Josx =2, niiny = 42.
Vastaus: Pisteet ovat (2, 42) ja (-5, 385).

X =

=2
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Testaa hyvat taitosi 1

1. a) Funktio f (x) = l+1
X

Nollakohdat fx)=0
l +1=0
X

1
i | |-(—x)
X
Xx=-1
. 1
b) Funktio f (x) =—=-x
X

Nollakohdat  f(x) =0

——-x=0
X
l:x|x¢0
X
xzzl‘J_
x==1

Vastaus: Nollakohdat ovata) -1 b) -1 ja 1.

2. Funktioiden f(x):i ja g(x):i kuvaajien leikkauspiste saadaan
2x-3 X+1

merkitsemall& funktiot yht& suuriksi.
f(x) = g(x)
2 6

2X-3 - X+1
12x-18=2x+2
10x=20 |2
X=2
Leikkauspisteen y-koordinaatti f (2) = 5 22 3 =2

Vastaus: Leikkauspiste on (2,2).

X+1) x-1) 2

3. Funktio f(x) = X X _ X(X+1)+ x(x-1) _
x—1 x+1 (x=D(x+1) X% -1
2
Funktion arvo f(\/§) :%:3

2

Vastaus: Funktion lauseke on f(x) = jasen arvo on f(\/§) =3.

X% -1
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-3/(0,-3)

Derivaatta f '(1) = k; = =4

1-(=3)
0
Vastaus: Derivaatta f '(1) =4.

5. Funktion kasvunopeus on funktion derivaatan arvo kyseisessa pisteessa.
Funktio f(x)=x*+3x

Derivaatta f '(xX) = 2x + 3

Kasvunopeus kohdassax=1onf’(1)=21+3=5

Vastaus: Kasvunopeus kohdassa x =1 on 5.

2 —

6. Raja-arvo Iimw
X2 X" =2X

Osoittajan nollakohdat 2x* + 4x—16=0 |:2

X +2x-8=0

‘e —2+,/22 - 4.1.(-8)

- 21
% =—_2_\/% =4
2
—2++/36

2 - 2(x+4 .
Raja-arvo lim 2x_+4x-16 =lim ( )M: 2:(2+4) =6

XP-2x o x(x<7) 2

Vastaus: Raja-arvo on 6.
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7. Funktio f(x) =Xt
X

Af _ F(x)— (%)

Erotusosamaara —
AX X—Xg
Erotusosamaara kohdassa x = -1 on
X+1_ X)Z
Af - X+1-2 <1 1 1
AX x—1 x—1 X X  x=1

Vastaus: Erotusosamaara kohdassa x = -1 on i—f = 1 .
X

2 —
8. Raja-arvo Iimw
x>-1 X° +5x+4

x + 1. Tallin myds osoittajan tekijana on x + 1 ja samalla osoittajan nollakohta on x = 1.
Sijoitetaan x = —1 osoittajan lausekkeeseen ja merkitaan se nollaksi.
3-(-1)*-5-(-1)+a=0
a=-8
Vastaus: Raja-arvo on olemassa, kun a = -8.

on olemassa, kun nimittdjasta voidaan supistaa pois lauseke

9. Funktio f (x) = x* + x - 3

Derivaatta f'(x) =2x + 1

Derivaatan arvo f '(-5) = 2:(-5) + 1 =-9
Vastaus: Derivaatan arvo f'(-5) = -9.

X% +10x
10. Funktio f(x) = X
a, kunx=0

Funktio on jatkuva kohdassa x = 0, kun funktion raja-arvo on yhta suuri kuin funktion
arvo.

,kunx =0

2
X° +10x —lim /x/(x+10) 10
X x—0 /x/

Kun madritellaén, etté f(0) = 10, niin funktio on jatkuva kohdassa x = 0. Talldin a = 10.

Funktion raja-arvo Iing f(x)= Iing

Vastaus: Funktio on jatkuva kohdassa x = 0, kun a = 10.
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6. Tulon ja osaméaarén derivaatta

133. a) D[x*(4x® - 2)] = D[4x® - 2x*] = 20x* — 4x
b) D[(x® - 5)(2x° + 3)] = 3x*(2x° + 3) + (x> - 5)-10x* = 16x” — 50x* + 9x?

c) D|:(EX3—1X2J(EX3 +6H = (2x? —x)(lx3 +6j+(zx3—£x2sz
3 2 3 3 3 2

:ixf’ —Ex"' —12x% —6x
3 6

4

Vastaus: a) 20x* — 4x b) 16x” = 50x* + 9x*> ¢) —x° —g x* —12x2 — 6x

134. a) D[ X2 (X +1)] = 2x(x +1) + x* -1=3x% + 2x
b) D[ (2x+D)(x+3)]=2(x+3)+ (2x+1)-1=4x+7

¢) DDAt +x3)] = 5x*(x* + %) + x3(4x3 + 3x%) = 9x® + 8x’
Vastaus: a) 3x%+2x h) 4x+7 c) 9x® + 8x’

x L.(x+3)-x1 3
+3 (x+3)? (x+3)?

x> 2x(x+5)-x*-1 _ x*+10x

135. a) D
X

b) D - 2 - 2
X+5 (x+5) (x+5)
0 D3x2 +2  6X(x+D)-(3x*+2)-1 3x’+6x-2
X+1 (x+1)° (x+1)°
2 2 _
Vastaus: a) 3 b X +102x 0 3x +6x2 2
(x+3) (x+5) (x+1)

X +1) b X*+x  (Bx*+1)Bx+D) - (x*+x)-3

136. 3) D i
3x+1 3x+1 (3x+1)
_C+3x%+3x+1-3x°—3x _ 6x° +3x° +1
- (3x+1)? T (3x+1)?
b) D (x+5)? _D x? +10x + 25 _ (2x+10)(x —4) — (x* +10x+25) -1
X—4 X—4 (x—4)?
_2x° +2x-40—x*-10x-25 X’ -8x—65
) (x—4y’ S
0D (2x-D(2x+1) _ D 4x* -1 _ 8X(X* +4x+4) — (4x* —1)(2x + 4)
(x+2)° X* +4x+4 (x> +4x+4)°
_8x° +32x% +32x—(8xX° +16X” —2x—4) 16X° +34x+4
- (x+2)* o (x+2)
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1
_16M(X+8] _ 16x+2
- (x+2)"3 C(x+2)°

6% +3x% +1 b) x* —8x—65 0 16x+2
(3x+1)° (x—4)? (x+2)°

Vastaus: a)

137.a) D(X >+ X ') =-3x* - x?

3 _ s X) 3 _
by DX X% +32X 4:D(x+3x’1—4x’2):1—3x’2+8x’3:“1— %+%:L3X+8
X Xt X X
— 2 p—
D& =DBX*2) O +X=2 g g oyt 6404 2x7
X X
o 2 BxXE42
- )6+7: X2
3 _ 2
Vastaus: a) -3x¢ = x2 b) X 33X+8 c) o ;2
X X
138. a)D% =D6x 3 =-18x"= —ﬁ
X X
b)D%:Dlx“‘:—ix‘Sz —is
3X 3 3 3X

c) D(x+1+1+i2)= DX+1+xt+x?)=1+0-x2-2x"°
X X

1 2
18 4 1 2
Vastaus:a) —— b) — ¢)1-———
) x* ) 3x° ) X2 X

139. Funktio f(x) = x3(x* + X)
Derivaatta f '(x) = 3x*(¢* + X) + x3(2x + 1) = 5x* + 4x°

Yhtalo £10 =0
5x* +4x°* =0
x*(5x +4) =0
x*=0 tai 5x+4=0
x=0 x:—é
5

Vastaus: Yhtalé f'(x) =0, kunx=0taix= —% .
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140. a) Funktio f(x) = ——
x-1

1. (x-)-x-1_ -1
(x-D%  (x-1)

Derivaatta f '(x) =

Yhtalo f'(x)=0
-1 _
(x-1?

-1=0
Ei ratkaisua

X2
b) Funktio f(x)=——
x-1

2x(x-1)-x*-1  x®-2x
(-1>  (x-1)?

Derivaatta f(x) =

Yhtélod f'(x)=0
X2 2%
(x-1°
x?—2x=0
X(x=2)=0
x=0 tai x=2
Vastaus: a) Ei nollakohtia b) x=0taix =2

2

141. a) Funktio f (x) = —%
X+ 2t
2 2 2
Derivaatta f /(x) = 2tx(X + 2t) —tx ~1:tx +4t°x
(x+2t)? (x+2t)?
tx
b) Funktio f (t) = .
) ® X+ 2t
_ X2 (X +2t) —tx* - 2 x?
Derivaatta f '(t) = > = >
(x+2t) (x+2t)
2 2 3
Vastaus: a) £/() =252 X ) o) =
(x+2t) (x+2t)

142. Funktio h(x) = f(x)g(x)

Derivaatta h'(x) = f '(x)g(x) + f ()@’ (X)
Derivaatan arvo h'(1) =f’(1)g(1) + f (1)g’' (1)
Funktioiden arvot f (1) =-2jag(l) =1

4-(-2) 1-(-2)
4-1

Funktioiden derivaatat f '(1) = 2 jag'()= 0o
Kysytty derivaatta h'(1) = f'(1)g(1) +f(1)g' (1) =2-1 + (-2)-3=-4

=3
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y=gkx) y=fx)

4 4.4

1 (1,

Vastaus: Derivaatta on h'(1) = 4.

143. Funktio f(x) =~ -2 =x2_ax*

X° X

X) _
Derivaatta f '(x) = —2x° + 4x7° = _%Jr iz _ & - 2
X X X
Epéyhtalo f'(x)<0
4x -2
<0
X3

Osoittajan nollakohta 4x -2=0
1
X==
2

Nimittajan nollakohta ~ x*=0
x=0
Merkkikaavio

1 f'(-1)=6>0
0 5 £(0,25) =64 < 0
f'(x) _|_ E _ + _|_ f ’(1) =2>0
0

=y

Epdyhtélon ratkaisu f'(x) <0

0<x£l
2

Vastaus: Epayhtéld f'(x) <0, kun 0 < x < % .
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2
144 Funktio f (x) = XHIX=D X —x-12

X+1 X+1
— -_— Z_ —_— . 2
Derivaatta f(x) = 2x-D(x+1) (x2 x—12) 1: X +2x4211
(x+1) (x+1)
Epayhtald f'(x)>0
x? +2x+11 S

(x+1)°
Osoittajan nollakohta ~ x*+2x+11=0

. —2++422-4.1.11
2:1
‘e —2++/-40
2
Ei nollakohtaa
Nimittajan nollakohta ~ (x +1)>=0
x=-1

Merkkikaavio

-1

/ f'(-2)=11>0
Fe + 2+ . s

Epéyhtalon ratkaisu f'(x) >0
X#-1
Vastaus: Epayhtélo f'(x) > 0, kun x #-1.

145. Funktio h(x) :L;()
X

f1(x)-x% = f(x)-2x

Derivaatta h'(x) =

X4
Derivaatan arvo h'(-1) = f'(‘l)'(‘l)z ‘1)‘;(‘1)'2'(‘1) | f(-1)=2jaf'(-1)=3
_3(D°-2:2(-])
= =7
-D*

Vastaus: Derivaatan arvo on h'(-1) = 7.
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146.

Koska tangentti leikkaa positiivisia koordinaattiakseleita, niin vakio on k > 0.
Kayra f(x)= k_ kx*
X

k

Derivaatta f'(x) =—kx? = -7

Tangentin kulmakerroin k, = f ‘(1) = —1£2 =—k

Tangentin yhtéld
y—Yo =k (X=%) [%=1y,=k
y—k=-k(x-1)
y = —kx+ 2k

Tangentin ja x-akselin leikkauspiste saadaan sijoittamallay = 0.
—kx+2k =0

kx=2k |k
X=2
Tangentin ja y-akselin leikkauspiste saadaan sijoittamalla x = 0.
y=—kx+2k [x=0

y =2k
Tangentin ja positiivisten koordinaattiakseleiden rajoittaman kolmion ala
A= 2_2k |A =8
2
2k =8 |: 2
k=4

Vastaus: Vakio k = 4.
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32 —x  7x

147. Funktio f(x)=

2x+1 8
_ (32 _x). 2 ay
Derivaatta f '(x) = (&X=DX+1) (23X X) 2_Z=6x2+6x 17
(2x+1) 8 4x®+4x+1 8

Derivaatan nollakohdat f'x)=0
6x* +6x-1 7 _,
42 +4x+1 8
6x°+6x-1_7
4x2+4x+1 8
48x° +48x —8 = 28x* + 28X + 7

20x* +20x-15=0 |[:5

4x% +4x-3=0
x—_4i‘/42_4'4'(_3)

- 2.4
—-4-64 3
Xlz—: —
8 2

-4+J64 1

XZ =

8 2

Vastaus: Derivaatan nollakohdat ovat —% ja %

2
148. a) Funktio f (x) =X _+14x+33
2x+4
Funktion nollakohdat f(x) =0
x* +14x+33
2x+4
x? +14x+33=0
_ -14++14*-4.1.33
2.1
M Lo CTRY
2
~14++/64
X2 e ——— _3
2

2

b) Funktio f (x) = X~ 14X+33
2x+4
p— 2 . 2 p—
Derivaatta f /(x) = (2x+14)(2x +4) (x2+14x+33) 2 _ 2X° +8x 210
(2x+4) (2x+4)
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Derivaatan nollakohdat f’(x) =0
2x* +8x-10 _
(2x+4)2
2x* +8x-10=0 |2
X2 +4x-5=0
—4+/4% —4.1-(-5)
2-1
—4-+/36
X1 :—:—5

2
X2 = _4+—2\/% =1
Vastaus: a) Funktion nollakohdat ovat —11 ja —3. b) Derivaatan nollakohdat ovat -5 ja 1.

X =

2
149. Funktio f(x)= XAXH2_ qeox?
X

Derivaatta f'(x) =1 +0—2x?2 = Rl P S

Derivaatta on negatiivinen f'(x) <0
Osoittajan nollakohdat

x2-2=0
X2 =2 ‘f
X =2
Nimittajan nollakohdat x* = 0

x=0
Merkkikaavio

2 0
o+ | = o — | +
>

2 f'(-2)=05>0
f'(1)=-1<0
f'(1)=-1<0
f'(2)=0,5>0

=y

Derivaatta on negatiivinen f'(x) <0
—J2<x<0 tai 0<x<+2
Vastaus: Derivaatta on negatiivinen, kun —J2<x<0 tai 0<x<+2.
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150. Kayra y = X1
X

+4
Derivaatta y'(x)=2(x+4)_(2)2(_1)'1= S .
(x+4) (x+4)
Tangentin kulmakerroin k, = y'(2) = S 1
‘ (2+4)?2 4
o - 1 1
Tangentin jayhtald y—y, =k (X—X%,) X =2, Yo =3 ki =2
1 1
——==(x-2
y-5=20-2
y—lx
4

Normaalin kulmakerroin k, = _ki =-4
1

Normaalin yhtélo y—y, =K, (X—%3) [Xo =2, Yo =%, k,=—4
1
-—=—4(x-2
y-5=-4x-2)
1
=-4Xx+8=
y 2

Vastaus: Tangentin yhtélé on y = %x janormaalin y =—-4x +8% .

151.
N

10

y=0,5x+3,5
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X2 +1

Kayra y =

2x-(x-) - (x*+1)-1  x*-2x-1
(x-1)? C(x-1?

2 —_ . —_
Tangentin kulmakerroin k, = y'(3) :ngl 1
(3-1) 2

Derivaatta y'(x) =

Tangentin jayhtald y—y, =k, (X—X%;) [X =3, Yo =5, k; :%

1

-5==(x-3
y 2( )
oLyl
2 2
Tangentin ja x-akselin leikkauspiste saadaan sijoittamallay = 0.
LiTloo -2
2 2
X=-7

Normaalin kulmakerroin k, = _ki =-2
t

Normaalin yhtélo y -y, =k, (x—%g) |xo =3, ¥, =5k, =-2

y-5=-2(x-3)
y=-2x+11
Tangentin ja x-akselin leikkauspiste saadaan sijoittamallay = 0.
-2x+11=0
11
X==
2
(121_(_7))5 1
Pinta-ala A=——<%—=31—
2 4

Vastaus: Ala on 31% .

2
2,,-1

152, Kayra y = & = a’x
X

. L a
Derivaatta y'(x) = —a’x 2 = ——

Tangentin kulmakerroin k; = y'(Xy) = _a_2
X0

Tangentin jayhtdlo y—y, =k (X—X%y) |[Yo=— ki =——
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2

2
Y=o =25 (x=%)

Xo X
a’?  2a°
Xo Xo
Tangentin ja x-akselin leikkauspiste saadaan sijoittamallay = 0.
2 2
—a—zx La g
X Xo
2 2 2
a5
2 XO a2
X =2X%g
Tangentin ja y-akselin leikkauspiste saadaan sijoittamalla x = 0.
2
y= _a_ 04 2a
X5 Xo
Xo
Kolmion ala A= |2 |

2
Kéyran y = a jokainen tangentti muodostaa koordinaattiakseleiden kanssa kolmion, jonka
X

alaon 222 [ |
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153.

—_

12

11

10

- k
Kayra y = il

0-(x+1)-k-1  —k
(x+1)°  (x+1)

Derivaatta y'(x) =

Tangentin kulmakerroin k, = y'(1) :__k - :_K
1+1 4
Tangentin yhtéld
k k
Y=Y =k(x=%) =LY =2 k=-7
k k
——=-—(x-1
y=3 4( )
——£x+%
Y=y

Tangentin ja x-akselin leikkauspiste saadaan sijoittamallay = 0.
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-——X+—=0
4 4
3k (kj
4 4
x=3
Tangentin ja y-akselin leikkauspiste saadaan sijoittamalla x = 0.
y= _5 0+ %
4 4
_%
4
Tangentin ja positiivisten koordinaattiakseleiden rajoittaman kolmion ala
3k
3.2
A-—4%  |A-18
2
9 k=18 : [gj
8 8
k=16

Vastaus: Vakio k = 16.

154. Laske sen kolmion ala, jota rajoittavat koordinaattiakselit seké kéyralle y = 2
X

pisteeseen (1,2) piirretty normaali. (S85/4)

-1

Kayrd y =g= 2X

X
. . 5 2
Derivaatta y'(x) = -2x" =——
X
Normaalin kulmakerroin k, = —iz ——l = _izl
k. y@® -2 2

Normaalin yhtéld
1
Y=Y, =K, (Xx=%) [% =1 Y,=2 Kk, :E
1

-2==(x-1
y 2( )
2 2
Normaalin ja x-akselin leikkauspiste saadaan sijoittamallay = 0.
1 3
—X+—==0
2 2
lx — _g |2
2 2
X=-3

Normaalin ja y-akselin leikkauspiste saadaan sijoittamalla x = 0.
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Normaalin koordinaattiakseleiden rajoittaman kolmion ala A= %~|—3| B‘ = 2%

Vastaus: Ala on 2% .

155. Funktio f (x) = x+i = x+1x*1
2X 2
. ) 1 ., 1
Derivaatta f'(x)=1-=x" =1-—
2 2X
Yhtalo fr(x) = -1
1
1-—=-1
2x?
1 _ 2
22 X
2x2=1 |2
2
Xzzl ‘\/—
4
1
X=x—
2

Vastaus: Derivaatta on f '(x) :1—2—12 . Yhtélon f’(x) = -1 ratkaisu on x = J_r% .
X

7. Funktion kulun tutkiminen

156.
f(x) =5x*—x* +6x-10
f'(x) =15x* —2x+6
Derivaatan nollakohdat
15x% -2x+6=0

(=D -4156
215

L 4£+/-356
30

Ei juuria
Kulkukaavio
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N\

NONE. . + + + + +
f@

Kulkukaaviosta ndhdaan, ettd funktio on aidosti kasvava kaikilla muuttujan arvoilla.

157.
a) Funktio f (x) = 5x* — 13 ja muuttujan arvot ovat
f(x) =5x?-13
f'(x) = 210x*"
Derivaatan nollakohdat
210x" =0
x=0
Kulkukaavio 0

foo — [+
f('x) \‘ / .
Kulkukaaviosta ndhdaan, ettd funktio on aidosti kasvava, kun x>0, joten se saa suuremman

arvon muuttujan suuremmalla arvolla.
a=0,123456 > 0,12345 = b, joten funktio saa suuremman arvon muuttujan arvolla a.

b) Funktio f (x) = —x* + 9 ja muuttujan arvot ovat

fX)=—x*+9

f'(x) = —25x** < 0, kaikilla x, joten funktio on aidosti vaheneva kaikilla muuttujan
arvoilla, joten se saa suuremman arvon muuttujan pinemmalla arvolla.

d =-10,987761 < —10,98776 = c, joten funktio saa suuremman arvon muuttujan arvolla d.

Vastaus: a) a = 0,123456 b) d =-10,987761
158.
f(x)=2x*-3x* -12x+1

f'(x) =6x* —6x—12
Derivaatan nollakohdat

6x>—6x-12=0
O £(-6)°~4-6-(-12)
2-6
X1 :@:_1
12
X1 :@: 2
12
Kulkukaavio
-1 2
F®  + — + 0 A\ /.
foy _———— | — * o/ =«

Vastaus: kasvava, kun x<—1 tai x> 2, vaheneva, kun -1 <x<2
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159.
y=x"—x?
y'=4x®-2x
Derivaatan nollakohdat

4x*-2x=0
2x(2x* -1)=0

2x=0 tai 2x*-1=0
x=0 ftai X=t—

Kulkukaavio

s
&

y'(-1)<0
@ — |+ | = |+  yeosso
f@) T~ — "% y(0.5)<0

y'@®)>0

Vastaus: a) —%SXSOtaixzi b)xg—% tai 0<x<

V2

160.
f(x)=—x*+ 2
' (x) = —4 + 65
Derivaatan nollakohdat
43 +6x°=0
2X3(-2x+1)=0
Xx=0 tai x= l

2
Kulkukaavio

0

f'(-1)>0
JK0) + | + D>

4[\)|}—*

, 10,25 >0

o " —"T—_" (@0
.. 1 __£4 .1325

maksimiarvo f(E)_ (2) +2 (2) 16

Vastaus: maksimiarvo i—;

161.

f(x) =
®) x* +1

97

1
V2



L (xX*+D)-x-2x  —x*+1

f'(x) =

(2+1)? (X +1)?
Derivaatan nollakohdat
x=x1
Kulkukaavio
-1 1
feo = |+ | = f(2<0
f) — | —"|T—_* f1(0)>0
min  max f'(2)<0
minimiarvo f(-1) = _21 _ 1
-D°+1 2
maksimiarvo f (1) = 21 L
1" +1

I 1 - 1
Vastaus: minimiarvo -5 maksimiarvo 5

162.
1.3 2 9 .
f(x) = 3% +2x°—=x—2, vélilla [-2,2]
4

fr(x) =¥+ ax -2
4
Derivaatan nollakohdat

X +ax-2=0

4
4+ /42—4-1-(—9)
3 4
X =
2.1
% :#:-4,5 ei kuulu valille
—4+5 1
X2: = —
2 2
Kulkukaavio
1
-2 5 2
o = - |+ = +\ /+
foy —T—u] —=* — x
max min max

maksimiarvo f (-2) = % 2P 2 (222 (2)-2= 7%
4
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. 1 1 1 1 9 1 7
minimiarvof(=)== . (=) +2. (=)P?-2. =2 -2=—2_"
(2) 3 (2) (2) 4 2 12

maksimiarvo f (2) = %~23+2-22—g ~2—2:4%
4

Vastaus: maksimiarvot 7% ja 4% , Minimiarvo 72%

163.
X+1
f(x) = ———
) x* =2
2 _ _ _ 2 _ _
F1(x) = 1-(x 22) (x2+1)2x: X : 2x22
(x*=2) (x*-2)
Derivaatan nollakohdat
—x*-2x-2=0 | (D)

x> +2x+2=0

24320412

21
L2 +-4
2
ei juuria
Kulkukaavio
fx)  — — —

o ——— ¥

Vastaus: Ei adriarvoja.

164.

f(x) =3 + px® + 3px

f'(x) = —3x* + 2px + 3p

Derivaattafunktion kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, joten derivaatta saa vain
negatiivisia arvoja ja funktio on kaikkialla véhenevd, jos derivaatalla on korkeintaan yksi
nollakohta eli diskriminantti D < 0.

D =(2p)*~4-(-3) - 3p

4p*+36p < 0

Nollakohdat

4p(p+9)=0

p=0 taip=-9

Diskriminantin merkkikaavio

-9 0
+ | - | + +\ /+

Vastaus: -9 <p <0
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165.

f(x)=x3—px* +x

fr(x)=3¢—2px+1

Derivaattafunktion kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, joten derivaatta saa vain
positiivisia arvoja ja funktiolla ei ole &ériarvoja, jos derivaatalla on korkeintaan yksi
nollakohta eli diskriminantti D < 0.

D=(2p)?-4-3-1
4p*-12<0
Nollakohdat
4p*-12=0

p=-+3 taip=+3

Diskriminantin merkkikaavio

VI
+ | = | + N +\ /+
Vastaus: —+/3 < p < 43

166.

Kuvaajasta nahdaan, etta derivaatan nollakohdat ovat —3,2 ja 0 seka 3,2.
Derivaatta on negatiivinen, kun x < —3,2 tai x > 3,2 ja positiivinen, , kun —3,2 < x < 3,2.

Vastaus: vaheneva, kun x < —3,2 tai x = 3,2, kasvava, kun—-3,2 < x < 3,2,
minimikohta x = —3,2 ja maksimikohta x = 3,2
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167.

R

LN

a) funktion nollakohdat —4; 0 ja 4, derivaatan nollakohdat eli paikalliset dariarvokohdat —2
ja2

b) derivaatan nollakohdat ovat —4; 0 ja 4 ja derivaatta vaihtaa merkkinsa jarjestyksessa — +
— +, joten minimikohdat ovat —4 ja 4 , maksimikohta on O ja derivaatan arvo kohdassa x =
3 on —1,5, joten kulmakerroin —1,5

168. Paikallinen &&riarvokohta voi olla:

* kohdassa, jossa derivaatta vaihtaa merkkinsé
* suljetun valin paatepisteessa

* kohdassa, jossa derivaattaa ei ole

QD
~—~

<

=N W A N D ©® O O

[ury

5 6 Tx

1 2 3 4

Kohdissa x = 1 ja x =5 on minimi, koska funktion arvo pienempi kuin l&helld olevat muut
funktion arvot.

Kohdissa x = 3 ja x = 7 on maksimi, koska funktion arvo suurempi kuin l&helld olevat muut
funktion arvot.
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b)

[ury

H P L A& G 00 o O

B8-7-6-5-4-3-2- |x

Kohdissa x ==5 ja x = —1 on minimi, koska funktion arvo pienempi kuin lahell& olevat
muut funktion arvot.

Kohdissa x = —8 ja x = —3 on maksimi, koska funktion arvo suurempi kuin lahella olevat
muut funktion arvot.

(2]
~

=

RN W s i

Kohdassa x = 8 on maksimi, koska funktion arvo suurempi kuin lahell& olevat muut
funktion arvot.
Minimikohtaa ei ole, koska vélin alkup&a on avoin.

Vastaus: a) minimikohdat 1 ja 5, maksimikohdat 3 ja 7

b) minimikohdat —5 ja —1, maksimikohdat —8 ja —3
¢) ei minimikohtia, maksimikohta 8
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169.
a)

i 123456 17x

=T

=

7654382

7 6 -5 4 -3 -2 -1

b)
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c)

6

3 4 5

2

|

N o

765 4B 21,

d)

~

q

1
T

y

N

of

N

7654321
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e)

X

7

6

6

3 4 5

3 4 5

)
£

|

1

1

>

DS 1

N

7 6 -5 4 -3

7 6 5 4 3~
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J> PR NN ==
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® N Jh

Vastaus: Funktion e derivaattafunktio on a, koska a:n nollakohdat vastaavat e:n
aariarvokohtia.
funktion c derivaattafunktio on f, koska f:n nollakohdat vastaavat c:n aariarvokohtia.

funktion g derivaattafunktio on d, koska d:n nollakohta vastaa e:n &driarvokohtaa.
funktion d derivaattafunktio on b, koska d:n kulmakerroin vastaa vakiofunktio b:n arvoa.

170.
1) f(x)=5x>+14x-11
f '(x) =15x* +14> 0, kaikilla x:n arvoilla, joten f on aidosti kasvava kaikilla x:n arvoilla ja

silla on korkeintaan 1 nollakohta.
2) Koska f(0) = —11 < 0 ja f(1) = 8 > 0, on funktiolla vé&hintdén 1 nollakohta.

Kohdista 1) ja 2) seuraa, ettd funktiolla on tdsmélleen yksi nollakohta.

171.

f(x) =(1+£)2 =1+E+i2=1+ 2x7 P4 x?
X X X

: - _ 2 2 -=2x-2

f(x):—2x2—2x3:—7—7: 3

Derivaatan nollakohdat
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—2X—2

% =0 X0
—2x-2=0
x=-1
Kulkukaavio
-1 0 f'(-2)<0
Fo = |+ 2 — . f0,5>0

fo) T~ T ¥ f'1)<0

Kulkukaaviosta nahdaan, ettd funktio on kasvava, kun -1<x <0

Vastaus: —1<x<0

172.
_x*+a
0= x—1
F1(x) = 2x(x—1)—1~§x2 +a) _ X2 —2x;a
(x-1) (x-1)

Aériarvokohdassa x = —2 derivaatta saa arvon nolla
(-2 -2:(9-a_,
(-2-1°
8-a
9

=0
a=8
Derivaatan nollakohdat
x*—2x-8
(x-1)?
x> —2x-8=0

22 -41(9)

21
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Kulkukaavio f -(_3) >0

-2 1 4
O S R i S
max min f'(5)>0

Kulkukaaviosta ndhdaan, ettd kohdassa x = —2 on maksimi ja kohdassa x = 4 on minimi.

_97)\2
Maksimiarvo f(—2):(2)—+8:_4
(-2)-1
2
Minimiarvo f(4) = 4" +8 =8
4-1

Vastaus: a =8, maksimiarvo —4, minimiarvo 8

173.
y- X’ +a
2x+1
2X(2x+D) - (x*+a)2 _ 2x* +2x-2a
(2x+1)? (2x+1)*
Adriarvokohdassa x = 1 derivaatta saa arvon nolla
2.1*+2-1-2a B
(2-1+1)°
4-2a _0
a=2
Derivaatan nollakohdat
2x° +2x—4
(2x+1)?
2x2+2x-4=0
‘o 24,2 -4-2-(-4)
B 2.2
X, =—2
X, =1
Kulkukaavio
_1
-2 > 1
oo + | — o — | +
fo) — [~ S~ — ~

_ max min
Kulkukaaviosta ndhdaan, ettd kohdassa x = —2 on maksimi ja kohdassa x = 1 on minimi.
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)Y
Maksimiarvo f (-2) L +2
2:(-2)+1
?+2
2+1

Minimiarvo f (1) = 1

Vastaus: a =2, maksimiarvo —2, minimiarvo 1

174.
f(x)=2px>+3x% +6x+1
f'(x)=6px> +6x+6
Jotta f (x) olisi koko R:ssd aidosti kasvava, on oltava f'(x)>0 eli

6px2+6x+6>0 eli px?+x+1>0, kaikilla x.

Derivaatan kuvaaja on paraabeli ja sen taytyy aueta ylospéin ja oltava x —akselin ylapuolella
tai sivuta x —akselia eli

D=1-4p<0 eli pz%

Vastaus: p > %

175.

(x+1)° = x

f(x) = (x+1)° —x=x%+3x2 +2x+1
f(-3)=-5

f(-2)=1

eli on ainakin yksi nollakohta valilla [-3,-2]
f('x)=3x*+6x+2=0

6+
X = 6_TN§ X, = —1,58 X, =-0,423
Kulkukaavio
X B2

I i N e +\  /+
fo) — 1~ — 7% =/

max min
Minimi f[_6+—62\/§] ~0,615> 0. Koska f(x) on aidosti kasvava valilla |-, x, ] ja se

vaihtaa valilla merkkid, on ko. valilla tdsmalleen yksi nollakohta. Koska f (x) on aidosti
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vaheneva vélilla [xl, xz] ja se saa pienimman arvonsa f (x,) >0 ko. valill§, ei f (x):1l& ole
valilla nollakohtaa. Ja koska f (x) on aidosti kasvava ja > 0 vélilla [x2 , oo[ ei tallakaan
valilld ole nollakohtaa. Nain ollen f (x):114 on tdsmélleen yksi nollakohta ja yhtaloll4
(x+1)° = x tasmalleen yksi juuri.

176.
X2 —2x+a
)= X2 —2X+2
(2x—2)(x? = 2x+2) — (x? = 2x+ a)(2x — 2X)
(X% —2x+2)?
C(2x-2)(x* —2x+2-x*+2x-a) (2x-2)(2-a)
- (x? —2x+2)? (X2 -2x+2)?
Derivaatan nollakohdat
(2x-2)(2-a)=0
x=1tai a=2

f() =

Jos a = 2, saadaan vakiofunktio f(x) = 1, jolla ei ole maksimiarvoa 2.

f(=2
1?-2.1+a
7 o, =2
1°-2.1+2
a=3
2_
Joten funktio on f(x):w
X*—2X+2
(2x-2)(2-3)  —2x+2

ja derivaatta f '(x) = =
! ) (X2 =2x+2)*>  (x2—2x+2)?

Kulkukaavio .

o+ | = >0

f(x) /‘\ x  f'2<0
max

Kulkukaaviosta nahdaan, ettd kohdassa on x =1 on maksimi.

Vastaus: a =3

177.
Funktio f on kasvava: Jos x; < X, , niin f (x;) < f(x,) .Esimerkki epdjatkuvasta kasvavasta

2x-1,x<0

funktiosta f(x)= {3)( 1 x50 (Kuva 1). Kasvava, koska f'(x)>0, kun x =0ja
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epajatkuva, koska Iirg f(x) # Iiry f (x) = f(0) . Esimerkki kasvavasta funktiosta, joka on
X—>0+ X—0-

2x,x<

3X, x>

lim f(x)= Iirgl f (x) = f (0) mutta ei derivoituva, koska 2= f'_(0) = f', (0)=3.
Xx—0-

X—0+

0
origossa jatkuva mutta ei derivoituva f (x) = { 0 (Kuva 2). Jatkuva, koska

f(x)=3x+1

N R S
N N S

-3 2 - 1 2 3 x

f(x)=2x

178.

f(x) =3 + 3ax* — 4
f'(x) = 3x% + 6ax
3x?+6ax=0
Xx(3x+6a)=0
x=0 tai x=-2a
Kulkukaavio

—2a 0
foO 4+ | = | + +\  /+
fo) — T~ —

max min
Kulkukaaviosta ndhdaan, ettd funktio kasvaa, kun x <—2atai x = 0 ja funktio vahenee,

kun-2a < x £ 0.
Minimiarvo f(0) = 0° + 3a- 0 —4=—-4
maksimiarvo f(—2a) = (—2a)® + 3a- (—2a)’ — 4 = 4(a>-1).

>
o=

=y
I

Funktion kuvaaja sivuaa x-akselia, kun jompikumpi &ariarvoista on nolla. Minimiarvo —4 ei
ole nolla, joten maksimiarvon yhtéld
4@-1)=0
a=1
Tallsin funktio on f(x) = x> + 3x* — 4
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Vastaus: Kasvaa, kun x <—2atai x = 0. Vdhenee, kun —2a < x < 0. Minimiarvo —4 ja
maksimiarvo 4(a*>~1). Kun a = 1, kuvaaja sivuaa x-akselia ja funktio on x® + 3x* — 4

179.

fx)=x3+ax’ +bx+c

f'(x)=3x%+2ax+b

Ehdoista minimi = 1, kun x=0 ja maksimi, kun x = —1 ja dériarvokohdassa derivaatan arvo
on nolla saadaan yhtaléryhmé

0°+a-02+b-0+c=1
3.02+2a-0+b=0
3-(-)%*+2a-(-1)+b=0

c=1

b=0
3-2a+b=0
3-2a+0=0
3

a=—
2

Maksimiarvo f (~1) = (-1)° +% (-1)? +1=§

Vastaus: E
2
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180.

f(x) = ax® +bx+c

f'(x)=2ax+b

Ehdoista x:n arvolla 2 funktio saa ddriarvonsa 2,5 ja x:n arvoilla 1 ja 5 saa vastakkaiset
arvot saadaan yhtaléryhmé

a-22+b-2+c=2,5
2a-2+b=0
a-1%+b-1+c=d
a-5°+b-5+c=—d
4a+2b+c=2,5
4a+b=0
a+b+c-d=0
25a+5b+c+d =0

Saadaan
a=-05
b=2
c=05
d=2

Vastaus: —0,5x2 + 2x + 0,5

181.

f(x) = x on pariton, koska f(—x) = —x = —f(x)

f(x) on kasvava, kun X €R | silla jos X, < X, , niin f(X,) =%, <X, = f(x,)

f(x) = —x on pariton, koska f(—x) = —(- x) = —f(x)

f(x) ei ole kasvava, sillé jos X, < X, niin f(x,)=-% >-x, = f(x,)

Jos f(x) on pariton, niin f (~0)=—f (0). Koska—0=0, niin f(—0)= f(0). Edellisista
seuraa, ettd f (0) = —f (0) jaedelleen f(0)+ f(0)=0eli 2f(0)=0 ja f(0)=0.
Koska f(x) on jatkuva, sen raja-arvo on sama kuin funktion arvo eli

lim f (x)=  (0) = 0.

Vastaus: Funktio f(x) = x kasvava pariton funktio ja funktio f(x) = —x on pariton, mutta ei
kasvava funktio.

182.
p(x) = ax + bx* + cx + d
p '(x) = 3ax’ + 2bx + ¢
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lim

3a(2+Ax)? +2b(2+Ax)+c—(3a-2% +2b-2+¢)

Ax—0

P2+a)-p'2) 4,
AX

lim

=12

Ax—0

AX

Ax—0

- 3a(4+4Ax + (AX)?) +4b + 2bAx +c~12a—4b—c

AX

- 12a+12aAx +3a(Ax)? + 4b+ 2bAx+c—-12a—4b—c

12

12

Ax—0

AX

i 128Ax+ 3a(Ax)% +2bAx

12

Ax—0

Ehdoista saadaan yhtaléryhma

a-0°+b-0%+c-0+d =3

12a+2b =12
d=3
—a+b-c+d=5
3a-2b+c=0
12a+2b =12
Saadaan

Vastaus: p(x) = x> —3x + 3

183.

a)

f(x)=—x"+x°
f'x)=-18+6x°

~-7x¢+6x° =0
X’(-7x+6) =0
x=0 tai x= E
7
Kulkukaavio

AX
lim (12a+3aAx + 2b) =12
Ax—0

12a+2b=12

a-(-)*+b-(-1)%+c-(-)+d =5
3a-(-1)%+2b-(-1)+c=0
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0 g f'(-1) <0
, f'(0,5)>0
rw — |+ | = f'El) 3

min max

=

Kulkukaaviosta nahdaan, etta funktio vaheneva, kun x <0 tai x> — , kasvava,

~N|o

kun0 <x<

~N| o

b)

fX)=xX°+x—2

f'(x)=5x*+1

ei nollakohtia ja f '(x) > 0 kaikilla x, joten f on kasvava kaikilla x

(o]

Vastaus: a) funktio vaheneva, kun x<0 tai x= — , kasvava, kun 0 <x< g

~

b) kasvava kaikilla x.

8. Polynomifunktion kuvaajan piirtdminen

184,
a)
f(x) =2x*—4x—6
f'(x)=4x-4
Yldéspdin aukeavan paraabelin huippu
4x—4=0
x=1

y=21-4.1-6=-8

b)
f(x)=-x*-2x-3
f'(x)=-2x-2
Alaspéin aukeavan paraabelin huippu
-2x—2=0
x=-1
y= —(-1)?-2-(-)-3=-2
c)

f(x)=%x2—4x+7
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f'(x)=x-4
Yldéspdin aukeavan paraabelin huippu
x—4=0

Xx=4

y= %-42— A44+7=-1

D=
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185.
a)
f(x) = x° +3x2
Nollakohdat
x3+3x2 =0
x2(x+3)=0
x=0 tai x=-3
f '(x) = 3x% + 6x
Derivaatan nollakohdat
3x2 +6x=0
3xX(x+2)=0
x=0 tai x=-2

Kulkukaavio
-2 0

o+ | = |+

I I

max min

=Y
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maksimiarvo f(=2) =(-2)®+3-(-2)? =4

minimiarvo f(0)=0%+3.0=0

b)

135
f(x)==x-x
(x) 3
Nollakohdat

1 %20
3

2,1
X (gx—1)=o

x=0 tai x=3
f'(x) = x2 —2x
Derivaatan nollakohdat
x2—2x=0
x(x=2)=0

x=0 tai x=2

Kulkukaavio
0 2

I i R I -

o —

max min

maksimiarvo f (0) :%-O3 -0%=0

minimiarvo f(2)= % 2822 = _%
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c)
f(x) = 2x° —6x% + 4x
Nollakohdat
2x3 —6x2+4x=0
X(2x% —6x+4) =0
x=0 tai 2x*—6x+4=0

. —(—6)+/(-6)>—4-2-4

2-2
X =1
f'(x) = 6x° —12x + 4
Derivaatan nollakohdat
6x2—12x+4=0
. —(-12) £4/(-12)* ~4-6-4
- 2.6
¥ = M =0,422...
12
X, :M:LS??...
12
Kulkukaavio
0422... 1,577...
o + | = | + R +\ /+
fo) — T~ — = o/
max min

maksimiarvo f(0,422..)=2-0,422..3-6-0,422..2 +4.0,422...~ 0,77
minimiarvo f(1,577..)=2-1,577..2-6.1,577..2 +4.1,577...~ -0,77
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186.
a)
f(x) =3x* —4x°
Nollakohdat
3 —4x® =0
x3(3x—4) =0
x=0 tai x= i
3

f'(x) =12x% —12x2
Derivaatan nollakohdat
12x3-12x* =0
12x%(x-1) =0
x=0 tai x=1

Kulkukaavio .

f@w = | = |+
f) T~ T~ — ¥

min

minimiarvo f(1)=3-1*-4.13 =1
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y
20
18
16
14
12
10
8
6
4
2
3 2 ] ~1 2
-2
b)
f(x) = x* —4x?
Nollakohdat
x*—4x? =0
x2(x*-4)=0
x=0 tai x=+2
f'(x) = 4x® —8x
Derivaatan nollakohdat
4x% -8x=0
4x(x*-2)=0
x=0 tai x= J_r\/i
Kulkukaavio
2 0 NG
fo = |+ | = |+
fo) ~— | — 1~ — =
min max min

minimiarvo f(—/2) = (—/2)* —4-(—/2)? =4
minimiarvo f (+2) = (v/2)* -4-(+/2)? =-4
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maksimiarvo f(0)=0%-4-02=0
y

20

18

16

14

12

10

c)
f(x)=x*-5x2+4
Nollakohdat
x*-5x2+4=0
Sijoitetaan x* = t

t? —5t+4=0
e et
2-1
t =1
t, =4
Sijoitetaan x* = t
x? =1
X==x1
X2 =4
X=12

f'(x) = 4x> —10x
Derivaatan nollakohdat
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4x3 -10x=0

2x(2x2 -5) =0
. 5
x=0 tai x= i\g =+1,58...
Kulkukaavio
-1,58... 0 1,58...
o - |+ | = | +

o —— T —— %
min max min

Sy 5y e [Py, o1

minimiarvo f(—\/;)—( 2) 5-( \/;) +4=-2

4
minimiarvo f (\E) = (\E)4 -5. (\E)2 +4= 2%

maksimiarvo f(0)=0*-5-02+4=4
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187.
a)
f (x) = —35x? —140x —540
f '(x) = —70x—140
Alaspdin aukeavan paraabelin huippu

-70x-140=0
X=-2
y = -35-(-2)? —140- (-2) —540 = —400
o
-11-10 8 -7 -6 5 4 -3 2 I 2 3 4 X
o v £ =B35x” = 140x - 540
v RN
/ oo A\
/ oo \
/ e \
b)
f(x) = x> -135x?
Nollakohdat
x3-135x° =0
x?(x—135) =0
x=0 tai x=135
f '(x) = 3x% — 270x
Derivaatan nollakohdat
3x2-270x=0
3x(x—90) =0
x=0 tai x=90
Kulkukaavio
0 90
fO + | = |+ +\
max min

maksimiarvo f(0)=0°-135.0% =0
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minimiarvo f (90) = 90° —135-90? = —364500

, |
100000
0000 I’
~150-100 =50 /]\ 5 10]1'02020;:
|\ ||
< % \ L]
",O 0 ,
"’J 0 I
200 TaTa) \ /

188.
a)
f (x) = x® + 45x% + 600x
Nollakohdat
x3 +45x? +600x =0
X(x2 +45x +600) = 0
x=0 tai x?+45x+600=0
D <0 eijuuria
f '(x) = 3x% + 90X + 600
Derivaatan nollakohdat
3x% +90x+ 600 =0

X_—90J_m/902—4.3-600

2-3

X =—20

X, ==10
Kulkukaavio

=20 -10
o + | = |+ +\ /+
fo) _— | — | — « =~/

max min

maksimiarvo f(—20) = (-20)* + 45 (-20)? + 600 - (-20) = —2000
minimiarvo f (-10) = (-10)* +45-(-10)? + 600 (—10) = —2500
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vi
1060
500 /
~26-24-22-20-18-16-14-12-10 -8 6 4 =2 /| 2 x
=100
1500
7
— 2000
7 ~_ LA | Lt
st Lo ~3000
y=x +45x°|+ 600x Ao

b)

f(x)=0,01x3 —x* +8
f'(x) = 0,03x% — 2x
Derivaatan nollakohdat
0,03x* —2x=0
x(0,03x-2)=0

x=0 tai x=66g
3

Kulkukaavio
0 66,66...
feo + | — | + +\  /+
) _— —_ | _— * \—/
max min
maksimiarvo f(0)=0,01-0°-0%>+8=8
minimiarvo f (66,66...) = 0,01-66,66..5 — 66,66..2 +8 = -~ 0% « _1473
1 n')r]\ I
=001 -2+ 8
1400 |
00 |
00 /
00 |
-30-20-4" | 18,20 30 40 50 60 70 80 90 1H0110x
/oo /
00 /
// =800
200 \ /
[ [
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189.

f(x)= X* +ax+b

f'(x)= 2x+a

Derivaatan nollakohdat
a

X=-—
2

Huipun x-koordinaatti
g2,

a=-4

Huipun y-koordinaatti
2>-4.2+b=3
b=7

Vastaus: a=-4,b=7

190.
f(x) = ax’ +bx+c
f'(x) = 2ax+b

Derivaatan nollakohta
2ax+b=0

191.
f(x) = X2 +tx+4
f'(x) = 2x+t
Derivaatan nollakohdat
t
X=——=
2
Huipun x-koordinaatti
L
2
t=-2

Huipun y-koordinaatti
1?-21+4=3

Vastaus: t=-2
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192.

f(x) = 3X* + X+t

f'(x) = 6x+1

Derivaatan nollakohdat
1

X=-=
6

Huipun y-koordinaatti
1, 1
3-(-2)*-=+t=0
( 6) 6

=t
12

Vastaus: t=i

12
193.
y=x"+2ax—a’+2a+3
y'=2x+2a
2X+2a=0

a=-x
Koska 2.asteen polynomifunktion &ariarvopiste on paraabelin huipussa, saadaan
&driarvopisteiden muodostama kayra sijoittamalla a = —x funktioon
y=x'+2ax—a’+2a+3
y=xX2+2-(-X) - x—(—Xx)*+2-(-x) +3=-2x"—2x+ 3

TAUNINA AT
[RNAYA [L L]
\ \[ |

Iy

S W ox o B<

/
|
/

[ ——
I
—

/

—
/><J [INES

B e

=

1

|

—

|

|
|
|
\
|

Vastaus: y = —2x* —2x + 3
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194,
y=x'-2a+1
y' = 4x3 — dax
4x* — 4ax =0
4x(x*—a)=0
x=0 tai X*—a=0

x =+Ja
Kulkukaavio

o

4x — — =+
x*—a —+ — —
o = [+ [ =
flx) ™~ — |~

~ min max min

Ratkaistaan a
X¥-a=0

a=x
Sijoitetaan a = x* funktion lausekkeeseen y = x* — 2ax® + 1
y=x-2.x . X +1=—x* +1

—
N

\+++

a=2 a=1 a=-2 a=-1
N,/ N/
L T [ [T 1l
a=3l | M| [ I
IR I
0 A [
{RNLAN [
L AN L [T
RN RN/
AL NS
LA NG /L]
\ / .
s Al A/, [2 ] x
LN ANAL/ L
| ANEA I
| » |
\ ) /
\ /L \
[/ 11 \l\
[T ()
| |y == 4l

Vastaus: y = —x* + 1
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195.
a)
f(x)=x3-3x-2
Nollakohdat
x}-3x-2=0
Kokeilemalla nahdééan, etté ainakin x = —1 ja x = 2 ovat juuria
fi(x)=3x*-3
Derivaatan nollakohdat
3x?-3=0
x==1

Kulkukaavio
-1 1

Fo + | = | + +\  /+

fo) — T~ — % o/
max min
maksimiarvo f(-1) = (-1)*—=3-(-1)—-2=0
minimiarvo f(1)=1-3-1-2=-4
Kulkukaaviosta ndhdaén, ettd juuret x = —1 ja x = 2 ovat ainoat juuret.
y

12

10
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b)

f(x)=2x3+5x* -7

Nollakohdat

2x3+5x2 -7=0

Kokeilemalla nahdaan, etta ainakin x = 1 on yksi juuri
f '(x) = 6x% +10x

Derivaatan nollakohdat

6x> +10x=0

2x(3x+5)=0

x=0 tai x:—E
3

Kulkukaavio
-1,66... 0
o + | = |+ +\
fo) — T~ —
max min
imi Oy ooy _7o 10
maksimiarvo f( 3) 2-( 3) +5-( 3) 7 227

minimiarvo f(0)=2-0°+5-02-7=—-7
Kulkukaaviosta ndhdaén, ettd x = 1 on ainoa juuri.

y
12

10
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c)
f(x) = 3x* —8x> + 6x°
Nollakohdat
3x*-8x3+6x2=0
x?(3x* —8x+6) =0
x=0 tai 3x*-8x+6=0
D <0 ei juuria
f'(x) =12x — 24x? +12x
Derivaatan nollakohdat
12x3 - 24x% +12x =0
12x(x* —=2x+1) =0
x=0 tai x?-2x+1=0
(x-1)%=0

x=1
Kulkukaavio
0 1

Fo - |+ |+ s
fo) ~—~] — —" <
min
minimiarvo f(0)=3-0*—-8-0®+6-02=0
y
12

10
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1 5 4,3
d) f(x)=—x>——x°+6X
) (X 10 3
Nollakohdat

ixk—’—%x3+6x:0

x(ix4 _iye +6)=0
10 3

X=0 tai —xt-2x?46-0
10 3
sijoitetaan t = x°

e dii6-0 | .30
10 3

3t? - 40t+180=0
D <0, eijuuria
f'(x) :%x4 —4x° +6
Derivaatan nollakohdat
%x4—4x2 +6=0 | -2

x*—8x2+12=0
sijoitetaan t = x°
t2-8t+12=0
t: —(-8)++/(-8)? —4-1-12
2-1
t2 = 6
sijoitetaan t = x°
X2 =2
x=+2
X? =6
x =6
Kulkukaavio
N N N 5
fx) 4+ — + — + R
fo) — 1~ — T~ — ¢
max min max min

maksimiarvo f(—/6) = % (—/6)° _%.(_\/6)3 +6-(—/6) ~—3,92

minimiarvo f(—/2) = % (—/2)° —%-(—ﬁ)3 +6-(—2) ~ 5,28
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maksimiarvo f(v/2) = % 2)° _%. (2)%+6-(+2) ~ 5,28

minimiarvo f (+/6) =%-(£)5 —%(%)3 +6-(+/6) ~3,92

y
12

10

=10

=12

196.

3., 1
=—X"-=Xx+2
y 5 5

'—EX_E
V=575
Paraabelin huippu
61

2x-2=0
5" 5
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8. Funktion suurin ja pienin arvo

197.
a)
Madritetddn alaspain aukeavan paraabelin huipun y-koordinaatti
f(x)=—x*+8x—21
f'(x)=—2x+8
-2x+8=0
x=4
f(4)=-4°+8-4-21=-5

b)
Madritetaan 4.asteen polynomifunktion alaspdin aukeavan kuvaajan korkein kohta

f(x)=—x“+%x+7

1
f'(x)=-4x*+=
(x) >
—4x3+£:0
2
=1
8
1
X==
2
1 11 3
fX)=-()'+==+7=7—
) (2) 2 2 16
3
Vastaus: a) =5 b) 7—
16
198.
a)
f (x) = 5x* - 20x + 12 valilla [-1,4]
f'(x)=10x-20
10x-20=0

X=2
Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
valilld olevissa derivaatan nollakohdissa.

f(-1)=5-(-1)*-20- (-1) + 12 = 37 suurin

f(2)=5-2°-20-2 + 12 =8 pienin
f(4)=5-4-20-4+12=12
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b)
£(x) = —%xz ~2x+3 valilla [-2,1]

f'(x)=-—x-2
-x—2=0
X=-2
Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
valilld olevissa derivaatan nollakohdissa.

f(-2) = —%- (-2)? =2-(-2)+3 =5 suurin

1 1 . .
f()=—=-12-2.1+3== pienin
@ > 5 P

Vastaus: a) suurin 37 pienin =8 b) suurin 5 pienin %

199.
a)
f(x) =x*=3x + 4, valilla[ -2,2]
f'(x)=3x*-3
¥ -3=0
X=%1
Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
valilla olevissa derivaatan nollakohdissa.

f(-2) = (-2)* —=3-(=2) + 4 = 2 pienin
f(=1) = (~1)° —3-(~1) + 4 =6 suurin
f(1) =1* —3-1+ 4 = 2 pienin
f(2)=2°-3-2+4="6suurin

b)
f(x)= —2x3-9x* + 60x + 7, valilla [ -6,4]
f '(x) = —6x° — 18X + 60
—6x> - 18x + 60 =0
__ ~(18)=/(-18)" ~4-(-6)-60
- 2-(-6)

¥ =5
X, =2

Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
valill4 olevissa derivaatan nollakohdissa.

f(—6) =—2-(—6)* —9-(-6)* +60-(-6) + 7 =—245
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f(-5) =-2-(-5)°* —9-(-5)* +60- (-5) + 7 = —268 pienin
f(2)=—2-2°~9.22 +60-2+7 = 75 suurin
f(4)=—2-4-9.42160-4+7=-25

Vastaus: a) suurin 6 pienin 2 b) suurin 75 pienin —268

200.

a)

f(x)=2x +7,valilla[-3,3]

Kuvaaja on suorg, joten funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa vélin paatepisteissa.
f(-3)=2-(—3) +7=1pienin

f(3)=2-3 +7=13suurin

b)

302 xris 3
f(x)= - +2x5, valilla[-1,—]
f'(x) = —3x° + 4x
—-3x*+4x=0
X(—=3x+4)=0
x=0 tai x=i

3

Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
valill4 olevissa derivaatan nollakohdissa.

f(-1) =—(-1)°+2-(-1)* =3 suurin
f (0) = -0’ +2-0% = 0 pienin

4 4.4 4, .5
f(§)=—(§) +2'(§) —1—27
3 3.3 3 _,1
f(E):_(E) +2'(E) _18

Vastaus: a) suurin 13 pienin 1 b) suurin 3 pienin 0

201.

a)

f(x) =—x* +6x, valilla [ -2,2]
f(x)=-2x+6

—-2X +6=0

x =3 ei kuulu vélille
Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
valilla olevissa derivaatan nollakohdissa.

f(-2) = —(-2)* +6-(~2) = 16 pienin
f(2)=-2°+6-2=8suurin
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b)
f(x) =73, valilla [ -2,5]
Vakiofunktio suurin ja pienin arvo on 73

Vastaus: a) suurin 8 pienin —16 b) suurin 73 pienin 73

202.
a)

f(x) = 4x° - 5x* valilla [ -1,2]
f '(x) = 20x° — 20x°

20x° - 20x* =0

203 —1)=0

x=0 tai x=+1

Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
valilla olevissa derivaatan nollakohdissa.

f(-1) =4-(-1)°-5-(-1)* =-9 pienin
f(0)=4-0°-5.0'=0
f(2)=4-2°-5.2* =48 suurin

b)

f(x) = x* + 8x* — 14x, valilla [ -8,0]
f'(x) = 4x° + 24x% — 28X

4x3 +24x* - 28x =0

Ax(x2 +6x —7) = 0

x=0 tai X’ +6x—-7=0

_ —6+6° —4-1-(-7)

21

X

X ==
X, =1 ei kuulu vélille

Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimmaén arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
vélill olevissa derivaatan nollakohdissa.

f(-8)=(-8)" +8-(-8)° ~14-(-8)’ =896
f(=7) = (=7)* +8-(=7)* ~14-(~7)? = -1 029 pienin
f(0)=0"+8-0° —14-0% = 0 suurin

Vastaus: a) suurin 48 pienin =9 b) suurin 0 pienin —1 029
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203.
a)
f(x)= —x*+6x2— 12x + 8, valilla [ -1,3]
f'(x)=—3x*+12x — 12
-3x*+12x—12=0
12 +12% —4.(-3)-(-12)
) 2:(-3)

X=2

Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
vililla olevissa derivaatan nollakohdissa.

f(-)=-1-(-1)%+6-(-1)*-12- (1) + 8 = 27 suurin
1‘(2)=—1~23+6-22 -12-2+8=0
f(3)=-1-3°+6-3°-12-3+8 = —1pienin

b)
f(x) = (% — 4)x? valilla [-3,1]
f(x) =x* - 4x°
f(x) = —4x3 — 8x
—-4x*—8x=0
—4x(x*+2)=0
x=0tai x*+2=0
ei juuria

Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
valilla olevissa derivaatan nollakohdissa.

f(=3) = (-3)* —4-(-3)* = 45 suurin
f(0)=0"-4.0=0
f(1) =1 —4-1*> = -3 pienin

Vastaus: a) suurin 27 pienin =1 b) suurin 45 pienin —3
204.
f(ny=n®-8n’-n

f'(n)=3n*-16n-1
3n’-16n-1=0
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__~(-16) +/(~16)? —4-3-(-1)

23
n = M"T V268 _ _0,061...
n, = 10V208 5 395
6
Kulkukaavio
-0,061... 5,395...

o= - | + N\ [+,

min
Lasketaan kummalla minimikohtaa 5,395... lahimmista kokonaisluvuista 5 vai 6 lauseke saa
pienemman arvon.
f(5)=5°-8-5"-5=-80
f(6)=6°-8-6"-6=-78

Vastaus: n =5

205.

Metsahiiren populaation koko M (t) =13t° -58t* +59t +16, t €[0,4]
Derivaatta M ' (t) = 39 t —116t + 59

Derivaatan nollakohdat 39 t*-116t + 59 = 0

~(~116)+(~116)° ~4-39-59

2-39
116—,/4 252
tj=————=0,651..
78
o O NA22 o
78
Kulkukaavio
0 0,651... 2,32... 4
Mo—| + | — | 4+ |=t N\ — /+
MO —[ [~ | _—|
min max min max

Minimiarvo M (0) = 16
M(2,32...) = 3,03... pienin
Maksimiarvo M (4) =156 ~ 160 suurin
M(0,651...) = 33,41...
Vastaus: Metséhiiren populaation koko oli suurimmillaan neljan vuoden kuluttua ,160
hiirtd/ha ja pienimmillaén 2,3 vuoden kuluttua, 3 hiirtéd/ha.
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206..

a)
f(x) = Xz ~L valinia [-,6]
X“+1
£1x) = 2x(x? +1)2— (x* =1)2x _ :lx
(x*+1 (x*+1)
4x=0

x=0
Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa suljetun vélin p&atepisteissa tai

vélilla olevissa derivaatan nollakohdissa.

(-4°-1_15
(-4)2+1 17

0*-1 L.
f (0) = ——=-1 pienin
© 0% +1 P

f(-4) =

6°-1 35 .
—— === suurin
6°+1 37

f(6) =

b)
6X -
f(X)=— valilla [-3,2]
X°+4
2 2
Fi(x) = 6(x" +4)—6x-2X _ —6Xx°+24
(x* +4)* (x* +4)*

—6x*+24=0

X=12
Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai

vélilla olevissa derivaatan nollakohdissa.

f(_):LZ_?’):_E
(-3)°+4 13

. 6:(2 3 . .

f( 2)_—(_2)2+4_ 5 pienin

6-2 3 .
f(2) = ———=—suurin
(2 > 5

Vastaus: a) suurin il pienin —1 b) suurin 3 pienin ——
37 2 2

207.
a)
X2
f(x)=— vélilla [-5,100]
X +1
2 _y2.
f,(X):zx(x +21) )2< 2x: 22x :
(x*+1) (x*+1)
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2x=0

x=0

Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
valilla olevissa derivaatan nollakohdissa.

Y
T P -
(-52+1 26
2
f(0) = =0 pienin
© 0% +1 P
2
f 100y = 00" 10000, 5
100°+1 10001
b)
X2—X o
f(x)= valilld [0,10
() 3x+1 10.10]
£1(x) = (2x-D(Bx+1) - (x* —x)3 _ 3x* +2x-1
(Bx+1)° (Bx+1)?
3x* +2x-1=0
L 24y2-43.(])
- 2-3
X, =—1 ei kuulu vélille
1
X =3

Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
vililla olevissa derivaatan nollakohdissa.

2_
f0)=2=9_
3-:0+1
1, 1
(-
k)= 31 3__1 bienin
¥ 324 9
3
Z_
f (10) =M =% suurin
31041 31

Vastaus: a) suurin 10 000 pienin 0 b) suurin 20 pienin 1
10 001 31 9

208.
vali [1,3]
5 3 1942
f(x):X—2+M:1x3+lx2 —6x+1, x#0
3X 2X 2
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f'(X)=x*"+x-6

X +x-6=0

- 21

X, =—3 ei kuulu vélille

X, =2
Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
valill4 olevissa derivaatan nollakohdissa.

X

f(l) :l'l3 +1'12 _6_14_1:_43
3 2 2 3

f(2) :1,23 +l.22 _6.2.:,-1:—6E pienin
3 2 2 6

f(3) :1.33 +£.32 _6.3+1:—4suurin
3 2 2

Vastaus: suurin —4 pienin —6%

209.
a)
f(x)=3x"—4x+2
f'(x)=6x-4
6x-4=0
2
X==
3

Funktion kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli, joten funktio saa pienimmén arvonsa
huipussa.

Pienin arvo f(g) = 3.(3)2 _4.3+2 :Z> 0
3 3 3 3
Koska funktion pienin arvo on positiivinen, funktio saa vain positiivisia arvoja.

b)

f(x)=x*-—2x*+3
f (x) = 4x° — 4x
43 -4x=0
4x(x*—1)=0
x=0 tai x=41

Funktion kuvaaja on yldspdin aukeava, joten funktio saa pienimmén arvonsa jossain
minikohdassaan.
Adriarvot

f(-)=(-D*-2-(-)°+3=2>0

f(0)=0"-2-0°+3=3>0

f()=1"-2-1"+3=2>0

Koska funktion pienin arvo on positiivinen, funktio saa vain positiivisia arvoja.
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210.
2 2
F(x) = :1x 6= 4x—26x -6 _ —6Xx 2+4x—6
X“+1 X“+1 X“+1
Funktio voi vaihtaa merkki&an vain nollakohdassa, epéjatkuvuuskohdassa tai sellaisessa
kohdassa, jossa sitd ei ole maéritelty (nimittdjan nollakohdassa).
Osoittajan nollakohdat

—6x* +4x-6=0
. —4+./42 —4.(=6) - (-6)
- 2-(-6)
‘e —4++/-128
-12

ei reaalijuuria
Nimittajan nollakohdat
x* +1 > 0 ei nollakohtia
Koska osoittajalla tai nimittajélla ei ole nollakohtia, funktio ei vaihda merkkiaan.
4.0
f(O)_02+1 6=-6<0
Joten funktio saa vain negatiivisia arvoja.

211.
vali [-5,27].
—x-2, kunx< -2
f(x)=|x+2|=
X+2,kun x > -2
Kuvaaja
y
1
10
9
8 y=|x+2]
7
6
5
4
3
1
BS54 B2 123456789 0x

Kuvaajasta nahdaan, ettd funktion minimikohta on x = -2
f(-5)=|-5+2/=3

f (=2) =|-2+ 2| = 0 pienin

f(27) =|27 + 2| = 29 suurin

Vastaus: suurin 29 pienin 0
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212.

Funktion f (x) = x? —3x+7 kuvaaja on ylospain aukeava paraabeli.
Derivaatta f'(x) =2x-3

Derivaatan nollakohta 2x-3=0

X =

N | w

Sijoituksella saadaan y = %—§+ 7= 4% , joka on funktion f minimiarvo.

Funktion g(x) = —x? —4x—1 kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli.
Derivaatta g'(x) =-2x—4
Derivaatan nollakohta -2x-4=0
X=-2
Funktion g maksimiarvoy = —4+8-1 =3

Koska f (x):n pienin arvo 4% on suurempi kuin g(x):n suurin arvo 3, kulkee f:n kuvaaja

koko ajan ylempéna kuin g:n kuvaaja.

213.
f(X)=x*+4x+6jag (x) =3x°—4x+9
erotus h(x) = f(x) — g(x) = —2x* + 8x -3

h'(x)=—-4x+8
—4x+8=0
X=2

Erotusfunktion kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli, joten funktio saa suurimman arvonsa
huipussa.

Suurinarvoh(2) =—2-2°+8.2-3=5
Vastaus: 5

214.
f(x)= L ,valilla [-10,-3].
X+2

v 1
PO =G

Funktio on aidosti vahenevé kaikilla x, koska derivaatta on negatiivinen. Funktio saa
suurimman arvonsa valin alkupisteessa ja pienimman arvonsa vélin paatepisteessa.

f (-10) =;=—1 suurin
-10+2 8
1 -
f(-3) =———=-1 pienin
3 -3+2 P

Vastaus: suurin —% pienin -1

144



215.
1
f(x)=—=x3-x°
(x) 3

derivaattafunktio f'(x) = —x*—2x
derivaattafunktion derivaatta f "(x) =-2x-2
-2x—2=0
x=-1
Derivaattafunktion kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, joten funktio saa suurimman
arvonsa huipussa.

Suurinarvo f'(-1) = —(-1)>-2-(-1) =1

Vastaus: 1

216.
2x—y =2Xx— (x> +5x—8) = —x*—3x + 8
D(—x*—3x +8) = —2x—3
-2x—-3=0
x=-15
Lausekkeen kuvaaja on alaspéin aukeava paraabeli, joten funktio saa suurimman arvonsa
huipussa.

Suurin arvo —(—1,5)> — 3- (—1,5) + 8 = 10,25
Vastaus: 10,25
217.

f(x) = x*—3x*+3x, 0<x<2
f'(x)=3x*—6x+3

3x*—6x+3=0
X_—(—6)i«/(—6)2—4~3~3
- 2.3
x=1

Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimmaén arvonsa suljetun vélin paétepisteissa tai
valilla olevissa derivaatan nollakohdissa.

f(0)= 0°-3-0°+3-0=0

f(1)= 1°-3.1°+3.1=1

f(2)= 2°-3.2°+3.2=2

Vastaus: 2

218.

P:P(x)=x"+4x+a

Funktion kuvaaja on yl6spain aukeava paraabeli, joten funktio ei saa negatiivisia arvoja, jos
funktiolla on korkeintaan 1 nollakohta eli diskriminantti D < 0.
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D=4*>-4.-1-a=16-4a
16—-4a<0
a4

Vastaus: a > 4

219.
a) Muutetaan neligon tdydentdmélld ympyran yhtélo keskipiste

muotoon (X — X, )> + (Y — Y,)* = 7.

x? +y? —2x—4ay+5a°+2a=0
X2 —2x+1+ y? —4day + (2a)% = —5a% — 2a+1+ (2a)?
(x-1)2+(y-2a)® =—a’-2a+1
Yhtalo esittaa ympyrad, jos r’ =-a?—-2a+1>0

Ratkaistaan epayhtélo

—a’-2a+1>0
Nollakohdat

—a?-2a+1=0
a_2i«/22—4~(—1)-1
- 2-(-1)
a:24_r\/§

-2

1=2+2ﬁ=—1—\5
222—22J§=_1+ﬁ

Merkkikaavio
1-v2 -1+42
il e /\

| | =/ \=a

Y

IS}

—a’>—2a+1>0
“1-2<a<-1+2

b) Ympyran pinta-ala A= 7r? on suurin, kun siteen nelié r?> on mahdollisimman suuri.
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Haetaan sateen nelion r? = —a? — 2a +1 suurin arvo, kun 1-2<a<-1++2.

Merkitaan r? = f(a) = —a?—2a+1
Funktion f (a) kuvaaja on alaspéin aukeava paraabeli. Se saavuttaa suurimman arvonsa
huipussa. Paraabelin huipussa funktion derivaatta on nolla.

Derivoidaan funktio

f(a)=-a®—2a+1
f'(ay=-2a-2

Derivaatan nollakohta

f'(a)=0

—2a-2=0

—-2a=2
a=-1

Koska derivaatan nollakohta kuuluu valille —1—\/5 <ac< —1+\/§, niin sateen nelio on
suurimmillaan tassa kohdassa.
Suurin mahdollinen pinta-ala

A=zr? | P =f(-)=—(-1D)"-2-(-)+1=2
A=rn-2=2rx

Vastaus: a) Yhtalo esittaa ympyrad, kun —1—+/2 < a < —1++/2 . b) Ympyran suurin ala
on2r.

220.
g'(x) =2x—-2a =0 kun x = a. (Kuva 1) Minimi f (a) = g(a) = —a%, kun 0<a<1.(Kuva
{—2, kunO<a<1

2) Minimi f(a)=g(1)=1-2a,kun 1<a<2. f'(a)= 2a. kun 1<a<?2

, josta

f (%) = -3. Funktio f on derivoituva valill& ]0,2[ , koska f on jatkuva ja derivoituva
kaikissa valin pisteissa erityisesti kohdassa a = 1. Jatkuvuus f(1)= lim f(x)= lim f(x) ja
a—>1+ a—>1-

derivoituvuus f_(1)= f,(1).
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'\f(a) =1+2a

B -2 -1 1 2 3 a

fla) =-a*

1-2a,0<a<1
—a% ,1<a<2’

f on derivoituva kaikissa valin pisteissa.

Vastaus: f(a) = {

221.

Xty —xy—-x— y+1

nelion karkipisteet

0(0, 0)

A(l,0)

B(l, )

Cc(@,1

nelion sivulla OA y =0, joten funktion lauseke on x* — x + 1, vali [0,1]
DO -x+1)=2x—1

2x—1=0
1
X==
2

Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
valilla olevissa derivaatan nollakohdissa.
02— 0+ 1 =1 suurin
1, 1 3 ..
—)—= + 1= — pienin
( 5 ) 5 2P
12— 1+ 1= 1suurin

nelion sivulla AB x = 1, joten funktion lauseke on y* — 2y + 1, vali [0,1]
D(Y? =2y +1)=2y—2
2y—-2=0
y=1
Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
valilla olevissa derivaatan nollakohdissa.
02—2-0+1=1suurin
12—2-1+1=0pienin

nelion sivulla BC y = 1, joten funktion lauseke on x* — 2x + 1, vli [0,1]
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DO —2x+1)=2x—2
2x—2=0
x=1
Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
valill4 olevissa derivaatan nollakohdissa.
02—2-0+1=1suurin
12—2-1+1=0pienin

nelion sivulla CO x =0, joten funktion lauseke on y* —y + 1, vli [0,1]
Dy’ -y+1)=2y-1
2y—1=0

1

2
Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa suljetun vélin paatepisteissa tai
valill4 olevissa derivaatan nollakohdissa.
0*—0+1=1suurin
1, 1 3 ..
—) —= +1= — pienin
(2) 5 2P

Vastaus: suurin 1 pienin 0

222.
Juuret X3 ja X,

a2
Juurten summax; + X, = ——=-a
a
1
Juurtentulo x; - X, = —
a

juurien ja niiden kaéanteisarvojen summa

1 1 X+ Xy -a 2
Xp+ X +—+—=X + X, + =-a+—=-a-a
XX X1 X 1
a
D(-a—-a’)=-1-2a
-1-2a=0
1
a=-=
2

Lausekkeen —a — a® kuvaaja on alaspéin aukeava paraabeli, joten lauseke saa suurimman
. . 1
arvonsa huipussa eli kun a = 5

Yhtalo
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—2x> +x+4=0

X=—1J_r«/12—4-(—2)-4

2-(-2)
X:—li@
-4
o = -1-4/33 _ 1++/33
-4 4
y, = —1+:1/§ _ 1—:1@

juurien ja niiden kaanteisarvojen summa
14183 1-38 T 4 W4 2 4-4(33+444V83

+ + =—
4 4 1++/33 1-33 4 1-33

Vastaus: a = —%, maksimisumma%

223.
1
100x ,0<x<—
10

Esimerkki f(x)= —10x+4,isx<1.
10 2

1 1
X+— ,—<x<1
2 2

Ei voi olla kasvava, koska silloin silld olisi suurin ja pienin arvo.
yi
10

/
f,f(x):100x

oll

Sl

4'

I 7 = -10x +4
T = +1§
. X
]
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224,
Funktio f(x)=~x®—x2—3x15
6 2 2
Derivaatta f'(x)=1x2_x_§
2 2

Derivaatan nollakohdat %xz -X —g =0

X =
5.1
2
1=ﬂ——1 X2=1+ﬁ=3
1 1
Kulkukaavio
-1 3
Y I N SRS W
f(X) /‘ ‘/
max min
Maksimiarvo f(—1)=—1_1+§+5:5§
6 2 2 6
Minimiarvo f(3):1.27_g_g+5:_£+5:£
6 2 2 6 2

Vastaus: Minimalverdien % maksimalverdien 5%

225. a) Funktio f(x)=-x3+3x2-2
Derivaatta f' (x) = -3 + 6X
Derivaatan nollakohdat —3x?+ 6x =0

X(—x+2) =0
x=0 tai x=2
Kulkukaavio
0 2
fo = |+ | =  x =/ =,
00~ | | /N
min max

Minimiarvo  f(0) =-2, minimum point (0, -2
Maksimiarvo f(2) =2), maximum point (2,2)

b) Funktio g(x) = x*—4x2+7

Derivaatta g ' (x) = 3x* — 8x

Derivaatan nollakohta 3x*-8x =0
X(3x-8) =0
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Kulkukaavio

0 3
90 + | - | 4+ @ x +\ = /+ |
9@)////"\\\\~y////' \\//

max min

Maksimiarvo g (0) =7, maximum point (0,7)

Minimiarvo g(§)= —21—3, minimum point (ﬁ_zﬁj
3 27 3 27

Vastaus: a) Minimum point (0, —2), maximum point (2,2) b) Minimum point (g-z%)

maximum point (0,7)

10. A&riarvosovelluksia

226.
Aitauksen toinen sivu on x (m).

Toisen sivun pituus on 26 — 2x (m).
seind

26 —x

Pinta-ala on
A(X) = x(26 —2x)

= — 2x% + 26x
Sivun pituus on aina ei-negatiivinen, joten x>0 ja 26—-2x>0 eli x <13.
Tarkasteluvéli on [0, 13].
Derivoidaan funktio
A(X) = - 2x° + 26x
A'(X) =-4x + 26

Derivaatan nollakohdat
—4x+26=0
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—4x=-26 |:(-4)
X=6,5

Piirretaan kulkukaavio.

0 6,5 13
A = + | = = 0 o+ R
AW | —T—= ~ =
min max min

Funktio saa suurimman arvonsa ainoassa maksimikohdassaan x = 6,5.
Toinen sivu on 26 —2x =26 -2-6,5=13.

Pinta-ala on

A(6,5) = —2-6,5° +26-6,5=84,5

Vastaus: Seindn suuntainen sivu on 13 m, ja muut sivut ovat 6,5 m. Ala on talléin 84,5 m?.

227.
Luvut x ja 18 — x
Suurin tulo f (x) = x (18 — x) = —x* + 18x
Derivaatta f'(x) =-2x+ 18
Derivaatan nollakohdat -2x + 18 =0
Xx=9
Koska funktion kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli, funktio saa suurimman arvonsa
paraabelin huipussa, joka on derivaatan nollakohta x = 9.
Toinen lukuon 18 -x=18-9=9

Vastaus: Molemmat luvut ovat 9.

228. Luvun x vastaluku on —x ja sen nelié (—x)* = x°

Kun lukujen erotus —x —x* on suurimmillaan, on luku x eniten neliétd&n suurempi.
Erotus f(X) =—x—Xx*

Derivaatta f'(x) =-2x-1

Derivaatan nollakohta ~ —2x —1=0

X=-=
2

Kulkukaavio

— NI

f'(x) —+ — N —+
() i \ ~_ —
max

Vastaus: Luvun —%
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229. Korkeus x, jolloin kanta on 10 — x

X(10—x
Ala A(x)= % = —0,5x? +5x
Derivaatta A' (x) =—x+5
Derivaatan nollakohta —Xx+5=0
Xx=5
Kanta 10-x=10-5=5
Kulkukaavio
0 5 10
A —| + | — |=x -+ .
A(X) \ \ —
min max min

Vastaus: Kolmio on suurin, kun kanta ja korkeus ovat 5,0 m.

230. leveys x ja korkeus y, jolloin xy = 4 ja edelleen y = 4
X

4,0
piiri p(x) = 2x + 2y = 2x 2.2 - ox 4 et =
X
p'(x)=2-8x72 = 2—%
X

8
2-—=0

XZ

x=12 |x>0
Kulkukaavio
0 2
p'(x) 5 — \ + X p(1)=-6<0
pP(x) g \ ‘ / p’(3)::%>0
min
4
= —= 2
y 2
Vastaus: Neli6llg, jonka sivu on 2,0 m
231. Suorakulmion korkeus x ja leveys a
Yhdenmuotoisista kolmioista AABC ja ADEC c
saadaan verranto b 3-x
3 _3-x
16 a A a
16(3-x 16
ac %
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16(3-x) . 16 ,

Suorakulmion ala A(x) = x =16x -3 X

Derivaatta A'(x) = 16—3—32x

Derivaatan nollakohta 16 —3—32 x=0

—gx =-16 :(—gj
3 3

X =-16 32 = 16-i =15
3 32
Kulkukaavio
0 15 3
A |+ | = | X + .
A(X) \ \ ~ \ —
min max min
. . 16(3—1,5)
Suurimman suorakulmion kanta a = — 5 =8

Vastaus: Suurimman suorakulmion korkeus 1,5 cm ja leveys 8,0 cm.

232. Pois leikattavan nelion sivu x ja x on valilla [0,15] X
Tilavuus  V(x) = x(40—2x)(30—2x) = x(1200— 80x — 60X + 4x2) X

= 4x% -140x% +1200x, x €[0,15]
Derivaatta V'(x) = 12x — 280x +1200
Derivaatan nollakohdat 12x? —280x +1200 = 0

40 - 2x

~(~280) 4)(~280)° ~4-12-1200 307 2
= 212
280—,/20800
X, = — ¥ _5657..~57
24
x, = 220y 20800 0070 515 Eikay
Kulkukaavio
0 5,657... 15
veo—| + | — = _+\ = [+
V) ‘ /‘ \‘ \/
min max min

Ainoa maksimi  V(5,6...)=3 032,3... =3 000 on myds suurin arvo.
Pohjan sivut 40 — 2-5,657... ¥ 29ja30-2-5,657... ~ 19
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Vastaus: Tilavuusfunktio on V (x) = 4x® —140x* +1200x, xe[0,15].
Suurin tilavuus 3 000 cm® , korkeus 5,7 cm, pohjan sivut 29 cm ja 19 cm.

233.
y
4
(=a,—a? +3) (a,—a*>+3)
2
1
S5 4 3 O - 1 2 3 4 x
-1
—2

Suorakulmion leveys on 2a ja korkeus —a“ + 3
Lasketaan paraabelin y = —x?+3 ja x-akselin leikkauspisteet. Sijoitetaan y = 0 paraabelin

yhtaléon.
x*+3=0

x?=3 ‘f

x=+3
Koska a >0, on tarkasteluvali [0\/5]
Suorakulmion ala A(a) = Za(—a2 + 3) =-2a%+6a, a e[O,ﬁ]
Derivaatta A'(a)=-6a”+6

Derivaatan nollakohdat —6a +6=0
a=+l |a=0

a=1
Kulkukaavio
0 1 V3
AR —| + | — |=a A(05)=45>0
A@) —| | g A(L5) = -7,5<0
min max min

Funktio saa suurimman arvonsa ainoassa maksimikohdassaan a = 1.
Suorakulmion leveys 2a=2-1=2

Suorakulmion korkeus —a® +3=-1%> +3=2
Suorakulmion ala A(1) =-2-1°*+6-1=4
Vastaus: Suurimman suorakulmion ala on 4.
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234. tuotto = hinta- kysynta

Tuotto T(x) = x- (15 — 0,02x) = —0,02x* + 15x
Derivaatta T'(x) =-0,04x + 15

Derivaatan nollakohta —0,04x + 15=0

x =375
Kulkukaavio
0 375
Tw—| + | - x h
T —| 7~
min max

Vastaus: Suurin tuotto saadaan 375 €:n hinnalla.

235.V = zR%h
R*h =10
10

=R

A(R) = 27R? +27zR-1—02= 27R?* +20R™!
R

A'(R)=47R—20R _amr-2
R

ar-2_g
R

3_
47zRR2 20_,
4R*-20=0

20

R =322
Az

=1167~12

Kulkukaavio

0 1,2
AR—| — | + . A(D<0

A(R) ‘\‘/r " A(2)>0
max mi

n

h :%: 2,335..2,3

Vastaus: pohjan sade 1,2 dm ja korkeus 2,3 dm
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236. Alennusten méaara x
Tuotto = hinta- menekki

Tuotto T(x) = (1-0,05x)(10 +2x) = —0,1x? +15x +10
Derivaatta T'(x) = —-0,2x +15
Derivaatan nollakohta —0,2x+15=0

Xx=75
Kulkukaavio
0 7,5 20
TO—| 4+ | — [=x + :
T —[ [~ -
min max min

Alennus 7,5-0,05 ja paras hintal-7,5-0,05 = 0,625~ 0,63

Vastaus: Tuotto T (x)=-0,1x* +1,5x +10 ja suurin tuotto, kun hinta on 63 senttia.

237.

h=(6-4r):2=3-2r

V(r) = zr?-(3-2r) = -2zr® +3z7r?
V'(r) = —6zr? +672r =67r(-r +1)
6zr(-r+1)=0

r=0tair=1
Kulkukaavio

Suurintilavuus V() =27 +37r =7

Vastaus: 7
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238.

xy =100
100
y _
X
Summa
2
S(x):x+@: x°+100
X X
, 100 x*-100
S'(X)=1-—= >
X X
Z —
X Xz100 _0
x*-=100=0
x==10 x>0
x=10
Kulkukaavio
0 10
S'(x) :é — \ + .
Sy —5~ | — ¥
min
Pienin summa S(10) = 10+% =20
Vastaus: 20
239.

a
pyramidin korkeus h
pohjanelion sivu a
pohjanelion lavistaja a2
Korkeus saadaan laskettua suorakulmaisesta kolmiosta, jonka hypotenuusana on pyramidin
sivusdrmd, toisena kateettina pyramidin korkeus h ja toisena kateettina pohjanelion lavist&jan

puolikas %aﬁ.
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h? +(%a\/§)2 = 2172

h= /2172—1a2
2
Tilavuus
V(a)=1a2\/2172—1a2 =3\/2172a“—1a2a“ _L /2172a“—1a6
3 2 3 2 3 2

Tilavuusfunktio saa suurimman arvonsa, kun juurrettava saa suurimman arvonsa.

f(a)= —%ae +217°a’

f'(a)=-3a°+4-217°a°
—3a°+4.217%a°=0
a’(-3a®+4-217*) =0
a=0 tai -3a’°+4-217*=0
a:ﬂz 251

N

Kulkukaavio
0 251

V'(a) j‘ 4+ ‘ — N
V) — | — "~ @

Vastaus: Tilavuuden suurin arvo saadaan, kun pohjanelién sivun pituus on 251m.

240.
Alueen halvemmat sivut x ja kalliimmat y
xy = 20 000 (m?)
20000
Cx
Kustannukset

20 000 48,60 = 60X + 1944 000

K(x)=2x-30+2-
1944 000 60x* —1944 000
O NG
60x% —1 944 000
e
60x%—-1944 000=0
x =+180 x>0
x =180

K'(x) = 60—

0

Kulkukaavio
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0 180
Kw—=o — | +

min

20 000

Pienimmat kustannukset saavutetaan, kun sivut ovat 180 ja ~111

Vastaus: Halvemman sivun pituus 180 m ja kalliimman 111 m.

241.
Yksikkokustannukset
2
Y(x) = C(x) 0,0005x* +5,5x +10 000 — 0,0005x 45, 5+10 000
X X
Y '(x) =0, 0005_10 OOO 0,0005x* —10 000

XZ

0,0005x* —10 000
XZ

0,0005x* —10 000 =0

=+,/20000000 | x>0

=0

=,/20000 000
X~ 4472
Kulkukaavio
0 4472
Yi——2 — | + R
Yo) —S~_ ] — <
min

Pienimmat yksikkokustannukset

10 000
Y (x) =0,0005-,/20 000 000 +5,5+ ———
09= /20 000 OOO

Vastaus: 9,97 €
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242,

10

11 r

Ympyrén séde 10 cm on syntyvén kartion sivujanan pituus.
Pythagoraan lauseella

r? +h? =107
r? =100 h?
Tilavuus
V(h) = Larn= 17z(100— h?)h = 1 100n-Lap
3 3 3 3

V'(h) = %72'100 —7h?

%7[100—7rh2 =0

Kulkukaavio

0 5,773...
vih—| + | —
V(h) ;‘/‘\ h

max
Suurin tilavuus
V(ﬂ) :lﬂ(loo_(ﬁ)z).ﬂ = W ~ 403
J3' 3 NEMRENC I N ]
Vastaus: 2 0007 cm® ~ 403cm?®
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243.

Pyramidin tilavuus on V :%-32 -h

Pyramidin korkeus on h (m).
Pohjanelion s&rmé on s (m).
Pohjanelion lavistdja on 2a (m).

4,0

1\

a

2
a?+h*=4,0° sijoitetaan a = \/%
2 2
[\/EJ +h? =16
2

2

5 in=16 |.2

2

s? +2h% =32

s? =32 -2h?

Pyramidin tilavuus on

V(h) = 1-s2-h:3-(32—2hZ)-h:Qh_3h3
3 3 3 3
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h:n pienin mahdollinen arvo on 0 ja suurin mahdollinen arvo 4,0 (jolloin riu'ut ovat
pystysuorassa)
eli tarkasteluvéli on [0; 4,0].

Derivoidaan funktio

V' (h) = %—th

Derivaatan nollakohdat
32

=_2n* =0
3
h=+ 16 ,h>0
3

h- 28

3
h=2,309..
Piirretddn kulkukaavio.

0 2,309... 4,0

vy = + | - =

Sy

vihy — — | T—_|=

min max min

Funktio saa suurimman arvonsa ainoassa maksimikohdassaan h=2,3009...:

Pohjanelion sérmd s on
s=4/32-2h° = \/32-2-2,309..” ~46

Vastaus: Pohjanelion sarmaksi tulee valita 4,6 m.

244,
y
4
3 y?=2x
2
(x.\2x)
1
d\ (2.0)
1 2 3 4 5 x
-1
-2
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Koska kuvaaja on symmetrinen x-akselin suhteen ja piste (2,0) on x-akselilla voidaan
rajoittaa tarkastelu paraabelin x-akselin ylapuolisiin pisteisiin (x,v/2x) .

Paraabelin pisteen ja pisteen (2,0) etdisyys

d(X) =(x=2)? +(/2x —0)* =/x* —2x+4

Etaisyys saa pienimman arvonsa, kun juurrettava saa pienimman arvonsa
f(x)=x"-2x+4

f'()=2x-2
2x—2=0
x=1

Koska f:n kuvaaja on yléspéin aukeava paraabeli, funktio saa pienimman arvonsa paraabelin
huipussa eli kohdassa x = 1
y-koordinaatti

y?=2-1

y=2

Vastaus: Pisteet (1, —/2) ja (L+/2)

245,
Pohjan sivut a ja 2a, korkeus h
Tilavuus
2a’h =36 | h>0
18
g
Kokonaispinta-ala
A(a) = 2a’ +2a~£+2~2a-£: 2a2 + 108
a a
3 p—
Afa) = 4a_£: 4a 2108
a a
3 J—
4a 2108 _0
a
4a®-108=0
a=3
Kulkukaavio
0 3
Al ==> — | + X
A@) =S~ | — a
min

Pinta-ala on pienin, kun a = 3, jolloin pohjan sivut ovat 3,0 dm ja 6,0 dm seka korkeus

g dm=2,0dm
3

Vastaus: Pohjan sivut ovat 3,0 dm ja 6,0 dm sek& korkeus 2,0 dm.
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246.

Eran suuruus x
Eria —6000
X
Lamppujen yhteishinta 6 000- 5 = 30 000

Toimituskulut 20. 2220 120 000

X X

Varastointikustannukset g 0,96 =0,48x

Kokonaiskustannukset
K(x)=0,48x + 120 000 +30000
2 —
K (X) :0,48—120 ?OO _ 0,48x 2120000
X X
0,48x* —120000 0

XZ

0,48x* -120000=0

x=+250000 | x>0

x =500

Kulkukaavio

0 500
K(x) ==po — | + .
K(x) ES\‘ _— X

min
T ) Lo .. 6000

Kustannukset ovat pienimmat, kun erén koko on 500, jolloin erid on —— =12.
Vastaus: 12 eréssé
247.
Osat x jaa — X
Kuutioiden summa
f(x)=x+(a-x)’ =x*-x*+3ax* —3a’x+a’ = 3ax* —3a’x+a’
f '(x) = 6ax —3a’
fax—3a° =0

1

X==a

2
Koska f:n kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, funktio saa pienimman arvonsa paraabelin
huipussa eli kohdassa x = %a , jolloin toinen osaona—x=a —la = %a.

Summan pienin arvo
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f(la):Ba(la)z—3a21a+a3 =1a
2 2 2 4

1 . 1,

Vastaus: Molemmat osat Ea ja m|n|m|arvoza

248.

Lierion korkeus h (0< h < 2) ja pohjan séde r.

1
Suorakulmaisesta kolmiosta, jonka kateetit ovat E hjar, 1

saadaan pythagoraan lauseella (% h)2 4+r% =12 eli

21 tp,
4

Lierion tilavuus V (h) = 7r?h = ﬂ(l—%hz)h _2h _%ﬂha

V'(h) = ﬂ—%ﬂ'hz . Derivaatan nollakohdat ﬂ—%ﬂ'hz =0, jostah= % Tilavuuden suurin

arvo saadaan méaarittelyvalin paatepisteissa (h =0 tai h = 2) tai valilla olevassa derivaatan

nollakohdassa h = i

N

V(O)zn-O—%ﬁ.oazo jav(2>:ﬂ.z_%ﬁ.23:o ja

1
f ( i )
Pohjaympyran sade r_\/l—T—\f

3[1

Lierion ja pallon tilavuuksien suhde Viens ====—

Vpallo ﬂ VA \/§
3

Vastaus: Lierion korkeus % ja séde \E .Lieridn ja pallon tilavuuksien suhde on 1

N

167



249.

2a

R

B
— 5 C

2a
Kolmion ABC hypotenuusan pituus
AB =+/a% +h?
Yhdenmuotoisista kolmiosta AABC ja AAOD

Jh? + a2 _h-R

a R
a(h—R)=Ryh? +a ‘( )%, h>2R

az(hz—ZhR+R2)=R2(h2+a2)
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, R%h
a =
h-2R
Pyramidin tilavuuden pienin arvo

1 2
V ==(2a)" h

2
o

2 2
:ﬂ. h h>2R
3 h-2R

Derivoidaan
4R? 2h(h-2R)-h?1
3 (h-2r)
_ 4R? h?-4Rh
3 (h-2R)’
Derivaatan nollakohdat ja merkki
V'(h)=0
h? —~4Rh=0
h(h- 4R) =0
h=0tai h=4R
Koska derivaatan lausekkeessa sekd kerroin ettd nimitt4jé ovat positiivisia, niin derivaatan

merkin maaraa h? — 4Rh . Kyseessé on ylospain aukeava paraabeli, jonka nollakohta O ei
kuulu tarkasteluvélille

v'(h)

Kulkukaavio, kun h > 2R

2R 4R 2R
— - |+ \ ¢ /+
min

Ainoana minimind kohdassa h = 4R on funktion pienin arvo.

Tilavuuksien suhde
4

Vpallo _ §” RS
prramidi l(za)z h
3
T R3
 a’h
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7R?
R*-4R
4R-2R

|y

Vastaus: Pallon tilavuuden suhde pyramidin tilavuuteen on %

250.

tdméa kohta
X ylhaalta

- —-————
<

N =

T

4,0

24

H? +2,4% = 4,02, joten kartion korkeus H = 3,2 . Yhdenmuotoisista kolmioista

a 2,4 9,6-4a
=—— saadaan h=
32-h 32

, joten tilavuus

V(a)=(2a)’h=128a> —%a3 0<a<24.

V on derivoituva

V'(a)=256a-16a’ =0,kun a=0taia=16

Kulkukaavio

0 1,6 2.4
Ve = + - =
Ve — — |~ |=

max

Suurin tilavuus V(1,6) ~ 10,9 , jolloin pohjasdrmé on 3,2 m ja korkeus 1,07 m.

Vastaus: Pohjasarma 3,2 m, korkeus 1,07 m ja tilavuus 10,9 m°.
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251.

S X 5.5
y
Talo xy =490. Tontti f(x):(x+10)(ﬂxo+14j, x>0. f'(x):14—4i20:0,kun
x =514,
Kulkukaavio
0 5V14
o) —e — | +
foy —S~|_—" *
min

Pienin arvo f (Sﬂ) ~1154.

Vastaus: A=18,7m-40,2 m~1154 m?.

252.

a = alkuperdinen hinta, b = alkuperdinen myynnin maara

alennettu hinta P -a , uusi myynnin maara 1+ﬂ .b
100 100

alkuperdinen myynnin arvo on ab

_ 2
uusi myynnin arvo on A(p) = ( —i)(u 16 p)ab _ ~16p” +60p +10000 ab
100 100 10000
A’ (p) =(-3.2p+60) a0 _ 0, josta saadaan p =18,75. <kuva s94t6a>

10000

Myynnin arvo on sama kuin alussa, jos 1—L 1+ﬂ -ab=ab eli
100 100

(100~ p)(100+1,6p) = 10000
Saadaan —1,6p®+60p =0 jaedelleen p=0 tai p=375.

Vastaus: Myynnin suurin arvo saadaan, kun p =18,75. Ja myynnin arvo on sama kuin
alussa, jos p=375.
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253.

<|

2pj

2pi.
X
Tetraedrin pohjana on tasakylkinen suorakulmainen kolmio ja korkeutena |z| .
Tetraedrin tilavuus V (z) = %-%-4p2 7= % p°|z|. Vektorin V pituus on yksi eli
p>+p?+z°=1 eli 2p?=1-7% ja -1<z<1.

Joten V (z) = %(1— z? )|z|

Kun z>0

1 N 1. 1.,
V(iz)==|1-2°)z==2-=2
(@) 3( ) 3 3
V’(z)—l—zz—o

3

1 1
,=—, Z,=——= eikdy (z>0
1 \/5 2 \/§ ( )
Kun z<0

V(z) :%(1—22)(—2) = —%z+—z3

1
y,=———, Z,=+— eikdy (z<0
1 ﬁ 2 ﬁ ( )
Kummassakin tapauksessa || = % V(0)=V (1) =V (-1) =0 joten tilavuuden suurin
arvo saavutetaan derivaatan nollakohdassa z = i% sijoitetaan:
2p?=1-27°
posl
3

172



1 2
V(t—=)=—+=~013
v3© 93
Vastaus: p = J_ri , suurin tilavuus on 2 ~0,13.
3 93
254,

Pisteen ( 2, 3) kautta kulkevat suorat ovat muotoa y—3=k(x—-2) eli y=kx—-2k+3.

Suoran leikkauspisteet koordinaattiakseleilla (ehto k <0 ) :
Kun x=0, y=3-2k

Kun y=0, kx—-2k+3=0 elix:Z—% k=0

Kolmion ala A(k) = 1(2 —EJ(S— 2k) = 1(—4k —2+12) .
2 k 2 k

A'(x) = %(—4+k%] =0, jostasaadaank = ig ja néista vain negatiivinen kelpaa.
Kulkukaavio
3
-= 0
2
Atk — |+ o——=
Ay ] —5—— &
min

Pienin ala on A(—g) =12.

Vastaus: Suoraon 3x+2y—-12=0 ja alaon 12.

255.
nopeus V3 polttoainekulut tunnissa p
20° 1500
ve p
3 3
% _ 1500 josta p= 1500v7 0,1875v°
v p 0

Kokonaiskulut tunnissa 0,1875v> +12000. Nopeudella v (km/h) kuluu matkaan's (km)
aikaa t=2> (h).

v
Kokonaiskulut

K(v) = 0,1875v* -t +12000t = 0,1875v® -~ +12000-> = 01875v2s +12000sv .
\' Vv
12000s _ 0,375sv° —12000s

v? v2

K’ (v) = 0,375sv —12000sv 2 = 0,375sv — ehto v # 0
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Derivaatan nollakohdat 0,375sv® —12000s = 0, josta v = 3/32000 ~ 32

332 000
ko)  — | + R
k) ] — v

Vastaus: nopeudella 32 km/h

256.

b 100 o

60

] o

a
Merkitadn polun kulmakerrointa k = —tan ¢, 0 < < 90°. T&lldin polun pituuden neli6 on

a’ +b?, missa a =100+ 60

=100- % ja vastaavasti b =60+100-tana = 60—100k .
Eli f (k) = (100—%)2 +(60-100k)?, k < 0.Funktio on jatkuva ja derivoituva.
f'(k)=0, kunk® = —g, kulkukaaviosta nahdaan, ett4 tama on pienin arvo. Saadaan

tana =£, josta o ~ 40°.

Kulkukaavio

3
5

f) = |+ o
fley —~— | —"S5——

Y

Vastaus: 40 astetta.
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257.

h a h
b A =15,0 dm? b h
45,0° 45,0° .
h

a
puolisuunnikkaan korkeus h

b=h2
puolisuunnikkaan yhdensuuntaiset sivut a ja a + 2h
puolisuunnikkaan ala

A:&;Zh.h:ahmz

ah+h?=15
15— h?
h
minimoitava funktio

2
f(h):a+2b=15;h +2hy/2

_ 2
Koska h >0 ja a:15hh >0 eli h<+/15,0n 0<h<+/15

—2h-h—(15-h?)-1 voF o h? -15+22h* (24/2-1)h?-15

= h? h? B h?

(22 -1)h*-15=0

L 2,864
22-1
Kulkukaavio
0 2,364
foy—2 — | +
fh)y —S—_|_— &
min
L 15 .
minimikohtaa h = ~ 2,864 vastaavatajab
2/2-1
5-( )?
:2—f~z,37
15
242 -1
15 \/—
= |— /224,05
242 -1
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Vastaus: a ~2,37dm, b = 4,05 dm

258.
1) Osoitetaan ensin, etta tasasivuinen kolmio on ympyrén siséan piirretyista tasakylkisista
kolmioista suurin.

x2+y2— 2

=r
y= /rz _x2
0<x<2r
Kolmion ala

A(><)=%~2y-(lr+x)=x/r2—x2 (r+x) = J(r2 =X2)(r + %) =v—x* —2r¢ + 2r°x+ r*

Ala saa suurimman arvon, kun juurrettava —x* —2rx> + 2r’x + r* saa suurimman arvon.
f(x)=—x* =2 +2r¥%+r!

f'(x) =-4x®-6rx* +2r°

—4x° —6rx* +2r* =0
Kokeilemalla huomataan, ettd x = —r on yksi juuri. Suoritetaan jakolasku

—4x* = 2rx+2r°
X+ r)—4x3 —6rx* +2r°
+4x3 £4r¢°

- 2rx?
£2rx> +£2r°x
2rix+2r®
For’xgord
0
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—4x> -2rx+2r> =0

. —(=2r) £ J(-2r)? —4-(-4)-2r?

2-(-4)

X_2r4_rx/36r2

R

2r £6r
X =
-8

_—Ar o
T8 2
X =8—r=—r

2 -8

Vain juuri x=§ onvalilla0 <x<2r

Kulkukaavio

0
f) —| + |
fooy — | — T~

max

I
2

=y

Kulkukaaviosta nahdaan, ettd x =% on funktion maksimikohta.

y= -Gy = for s

4 2
Kolmion kannan pituus
2y=r+/3
Kolmion kylki ¢

¢ =(r+x)*+y?
c=\/(r+§>z +(§)2 -3
Koska kanta ja kylki ovat yht4 pitkat, on kolmio tasasivuinen.

2) Osoitetaan, etta tasakylkinen kolmio on ympyran sisaan piirretyista kolmioista suurin.
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Saman kantaisten ympyrén sisaan piirrettyjen kolmioiden korkeusjana on pisimmillaén, kun
se kulkee ympyrén keskipisteen kautta, jolloin kyseessa on tasakylkinen kolmio.

Kohdista 1) ja 2) seuraa, ettd ympyrén sisdén piirretyistd kolmioista alaltaan suurin on
tasasivuinen kolmio.

259.

kilohinnan markan suuruisten korotusten maara x
uusi kilohinta 15 + x

uusi myyntimaara 500 — 15x

Voitto
V (x) = (500 —15x)(15 + x) — (500 —15x)30 = —15x> + 200x +1 000
V '(x) = -30x+200

-30x+200=0
20
X=—
3

Koska funktion kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli, funktio saa suurimman arvonsa

paraabelin huipussa, joka on derivaatan nollakohta x = 2—:

Kilohinta
15 +@:56E ~ 6,67
3 3

Vastaus: 56,67 mk
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260.

mustan helmen halkaisija x

punaisen helmen halkaisija 2x

40-6x-8-2x  40-22x

vihre&n helmen halkaisija
10 10

x>0ja M>0 eli x<§,joten0< x<§
10 11 11

helmien paino on suoraan verrannollinen helmien tilavuuteen
helmien kokonaistilavuus

4 4 20-11x

4 X
V(X)=6-—7-(2)*+8-—2x*+10-— 8
(0=6-37-()+8-37 3" )

_ A% (_a56x® +7 260x2 13 200 + 8 000)
300
Vi(x) = -7 (_1 3687 +14 520X —13 200)
300

AT (1368X +14 520%~13 200) = 0
300

-1368x* +14 520x—13 200 =0

14520+ /14 5207 —4-(~1368) - (—13200)
B 2-(~1368)

X, =1,004...

X, =9,609... >% ei kiy

Kulkukaavio

0 1.004... %
V== — | + o—
V(x) i?\‘/?i x

min

Tilavuusfunktion pienin arvo saavutetaan, kun x = 1,004..., jolloin
mustan helmen halkaisija on 1,004... cm ~ 10,0 mm
punaisen helmen halkaisija 2- 1,004... cm ~20,1 mm

vihredn helmen halkaisija w cm~17,9 mm

Vastaus: mustan helmen halkaisija on 10,0 mm, punaisen helmen halkaisija 20,1 mm ja
vihredn helmen halkaisija 17,9 mm
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261.
lierion korkeus h > 0
pohjaympyrén sade r >0
tilavuus V = zr?h

\Y

zr?
vaipan ala 2zrh
pohjien kokonaisala 27r?

vaipan materiaalin hinta a (mk/m?)
materiaalikustannukset

f(r)=2zrha+2zr*-1,4a=2zr- v

-a+2xr’-l4a= 2a(l+1, 4rr?)
zr r

2
f'(r)= 2a(—iz+ 2,87r)
r

2a(—12+ 2,871) =0
r

—12+2,87rr=0 | -r?
r
-V +2,82r*=0
\
r=3:

2,87

Kulkukaavio
0

o) —p — | +
fr) —S—~——_|_— 7

min
Funktio saa pienimman arvonsa kohdassa r = 3/% , jolloin suhde h : r on

, O
v
2
VoV V.V g
roar VA \ \
7(3 )y
2,87 2,87 2,8

Vastaus: 2,8
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262.
Pienemman kartion pohjaympyran sade x, 0 < x <r

Yhdenmuotoisista (kk) kolmioista ABC ja DEC saadaan
verranto

r_h

X a
hx

a=

r

S h

Pienemman kartion tilavuus

v, :lfrxz(h—a) :lﬁxz(h—ﬁ) NV IV
3 3 r 3 3 r

\Y 'ZEIZ'hX—ﬂ'EXZ
r
Derivaatan nollakohdat

g7th—7zEX2 =0
3 r

nhx(g—lx):o
3 r

7hx=0 tai g—lx:o
3 r
x=0 X==r
Kulkukaavio
0 %r r
/
=+ |- = _ /A,
I -/ \-
max
Suurin tilavuus Vz(gr):17zh~(gr)2—17zh-(gr)3 _ A e
3 3 3 3 r 3 81
i7zr2h 4
Tilavuuksien suhde ~2 = 81 =—
1 77Z'r2h 27
3

Vastaus: i
27
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263.

X
o
Yhdenmuotoisista (kk) kolmioista saadaan verranto
1 y

X

2

2
y="
X

Joten %s x<10
Tangon pituus

d= /(x+2)2+(g+1)2 =X +4X+4X72 +4x 1 +5
X

Pituus saa suurimman arvonsa, kun juurrettava saa suurimman arvonsa.
f(X)= x> +4x+4x° +4x+5

4 3_q_
f'(x):2x+4—8x’3—4x’2:2x+4—%—i2:2X +4X3 8-4x
x* X X

2x* +4x* —8—4x
X3 -

2x* +4x* -8-4x=0

Kokeilemalla nahdaan, ettd x = —2 on eras juuri. Suoritetaan jakolasku

0
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2x3—4
x+2>2x4 +4x°* —4x-8

72x" 74x°
—-4x-8
+4x+8
0
2x3-4=0
x =32 =1,259...
Kulkukaavio
0,2 1,259... 10
o) — + | — |==

oy — | _— | "~ |— *

max

Tangon suurin pituus

d :\/(3/§+2)2 +(%+1)2 ~4,16

Vastaus: 4,16 m

264.

Summattavat X ja 3%— X
, 1
Tulo f(x)=x|3=-x|=-x +35x
. , 1
Derivaatta f (x):—2x+35

Derivaatan nollakohta —-2x+ 3% =0

3
X=1—
4
Kulkukaavio
3
14
f + | = 4+ .
o) _— T~ ¥ x
max
Toinen summattava 31— X= 31—1§ = 1§
2 2 4 4
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Vastaus: 1E und 1§.
S Y 4
265. Funktio y:%x‘?—Z,Sx2 —3x+7

Derivaatta y'(x)=2x*-5x—3

Derivaatan nollakohdat 2x% —5x—3 =0

X =
2:2
X, = 5+Z/E _3
Kulkukaavio
-0,5 3
e + | = | 4+ .\ /+
max min

Vastaus: Kasvamisvahemikud ]—o0:=0,9[ ja [3, o[ , kahanemisvahemikud [-0,5;3],
maksimmumkoht —0,5 ja miinimumkoht 3.

TESTAA HYVAT TAITOSI 2

1.
Funktio f(x)=x?-2x+5
Derivaatta fr(x)=2x-2
Nollakohta 2x-2=0

2x=2 |2

x=1

Vastaus: x =1
2

Funktio f(x)=2x%+8x—-9
Derivaatta f'(x) = 4x+8

Funktio on kasvava, kun 4x+8 >0
Nollakohta 4x+8=0

4x=-8 |4
X=-2
Kulkukaavio
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-2

f@ - |+ +
f(x) \‘/ x P

min

=Y

Vastaus: Funktio on kasvava, kun x > -2.

3.

f(x)=x*-3x-1 vali[-2,2]
f'(x)=3x? 3

3x*-3=0

=+
Polyn())(mif_ulnktio saa suljetulla vélilla pienimmén arvonsa joko vélin péatepisteessé tai valilla
olevassa ddriarvokohdassa.
f(-2) = (-2)°-3-(-2)-1=-3 pienin
f(-)=(-1°-3-(-1)-1=2
f(1) =1 -3-1-1= -3 pienin
f(2)=2°-3.2-1=1

Vastaus: —3
4.
x+4)° -1 x*+8x+15
f(x) = -
(x+4)*+1 x> +8x+17
F1(x) = (2x+8)(x* +8x+17)— (x> +8x+15)(2x+8)  (2x+8)2 4x+16
OC +8x+17)° (¢ +Bx+17) (¢ +Bx+17)
4x+16=0
X=—4
Kulkukaavio
—4
f(x) - +

fo T~ — ¥
Vastaus: x <—4
5.
3 2 1
y =-5x" +15x° -10—
15

y'=-15x* +30x
y'(1) = 15-12 +30-1=15
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Normaalin kulmakerroin —%
Normaalin piste

) =-51*+15-1° —10i——i eli piste (1 —i)
y 15 15 " 15
Normaalin yhtald

1 1

() =—"(x-1

y—( 15) 15( )

y=—x
15

Vastaus: y = —ix
15

6.
Janispopulaation koko N (t) = 0,625t* —3,92t> +5,89t* +16, 4t + 76
Kasvunopeus N'(t)=2,5t° 11, 76t* +11,78t +16,4

Kasvunopeus toisen vuoden alussa N'(1,5)=2,5-1,5° -11,76-1,5" +11,78-1,5+16,4 ~ 16

Vastaus: 16 janista/vuosi

7.
3
2
-2 -l 1 2 4 x
-1
-2
Kulkukaavio
0 3
@  + | = |+ AN\
foy _—— 1~ — % 2o/
max min

Vastaus: maksimikohta x = 0, minimikohta x = 3, tangentin kulmakerroin 4
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8.

f(x) = 16x° + 3ax? + 2

f'(X) = 48x* + 6ax

f'(1)=0

48-1*+6a-1=0
a=-8

f'(x) =48x* —48x
48x° —48x = 0
48x(x—1)=0
Xx=0 tai x=1
Kulkukaavio

0 1
e + | = | 4+

max min

Vastaus: a = —8

-
y(l)—8

Tangentin suuntakulma
11

tana =—
8

a =53,97...°
Lo 17
3 48
y'=x’
y®=1
Tangentin suuntakulma

11
tan f=—
P 8

p=45°
Kéyrien leikkauskulma
a—f3=53097..°-45°~9,0°

Vastaus: 9,0°

=y
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10.

5]
1,0

5400

xy =5 400
5400

X
Kokonaispinta-ala

A(X) = (x+3,0)(5 400 +2)=5400+2x+ 16 200 +6
X X
, 16 200 2x*® —16 200
A(X)=2-——7F—= >
X X
2 —_
2X X126 200 _0
2x2-16 200=0 x>0
x=90
_ 5400 60
90
Kulkukaavio
0 90
A) ==¢ — | + .
A(x) Eg\‘/ X
min

Vastaus: 60 m x 90 m
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KERTAUSHARJOITUKSIA

1. Rationaalifunktio

26,0 1,103,371 1, 4.2 4
3 3 39 3 9
1le 11 1.1 92
by 95 95_9 256 5_9(_%)%__%
= +1 g

Vastaus: a) 1i b) L
9 30

a) _ _

267. a) 2 _2;3+1:2a22a 1:_ 21
a+l a‘+a a‘+a a‘+a

A

b) m —1) +l=a-1+1=a
1 1
1
Vastaus: a) — 5 b) a
a‘+a

268. =
a“+ak 9

1
ak-a" ak-/a)(_lak
2
1

Vastaus: %ak

269. Sievennetaan lause

(1+1j-[1—1j:i2=(1—i2)x2 =x*-1
X X) X X

Lausekkeen arvo, kun x=+2: x> —1=(/2)?2—1=2-1=1

Vastaus; x> -1=1
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24 x

270. Funktio f(x) =X—_2 ei madritelty, kun jakaja on nolla, eli x =1

Suoritetaan jakolasku jakokulmassa
X+2

x-1 x*+x-2
TX2+X

2x =2

F2x+2

0

2 —
f(x) :Lxlzz X+2, x=1. Kuvaaja on suora y = X+ 2, johon ei kuulu kohta x = 1.
X_

yi

X X+1 1
— —2.
x-1 1+x xZ -1
a) méarittelyjoukkoon kuuluvat kaikki muut reaaliluvut, paitsi nimittajan nollakohdat.

x? —1=(x—1)(x+1) %0, kun x = +1, joten lauseke on madritelty aina, kun x = +1.

271. Funktio f(x)=

b) Funktion f(x)=———**1 2.1 rollakohdat
x—1 1+x x? -1
f(x)=0
X+1) x-1)
X X 1_2. 1 _0
x—1 1+x x> -1
x2+x—(x—1)2—2_0
x? -1

Funktion nollakohdat sijaitsevat osoittajan nollakohtien joukossa.
X2 +X—-X?+2x-1-2=0
3x-3=0
x=1
Koska ainoa mahdollinen nollakohta x = 1 ei kuulu funktion maarittelyalueeseen, funktiolla
ei ole nollakohtia.

Vastaus: a) x = +1 b) ei nollakohtia
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272. a) Yhtalon ratkaisujoukkoon ei kuulu nimittdjén nollakohta, joten x = 2.

L_X—Z)lzo
X—2
X—X+2 0
Xx-2
2 —
Xx—2

Osamadran arvo on nolla vain, jos jaettava on nolla (ja jakaja ei ole nolla), joten yhtal6ll4 ei
ole ratkaisuja.

b) Epdyhtalon XTXZ—l >0 ratkaiseminen perustuu funktion f(x)= XTXZ—l merkin
tutkimiseen.

Funktio f(x) = X—f2— =21 = é saa positiivisia arvoja, kun jakaja on positiivinen (koska
jaettava 2 on positiivinen).

Joten f(x) >0, kun x—2>0eli, kun x> 2.

Vastaus: a) Ei ratkaisua b) x> 2

273. Epayhtalo Ll > |x| . Jaetaan tarkastelu kahteen osaan: x <0 tai x> 0.
X+

x<0

X
——>—X
X+1

2 x>0
X+1

2
XS +2X 50
x+1
f(x)
Rationaalifunktio voi vaihtaa merkkinsa kohdissa, joissa sita ei ole maéritelty (nimittdjan
nollakohdat), tai nollakohdissaan (osoittajan nollakohdat).

Nimittajan nollakohdat
X+1=0

x=-1

Osoittajan nollakohdat
X2 +2x=0
X(x+2)=0
x=0 tai x=-2
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Merkkikaavio, kun x <0

X2 +2X
-2 -1 0 f0=="
f@ = | 4+ 0 = /= = 5.2 3
[ ; — X —3+21 2
-2 -1 0 f15) = B 2 (LY 45
) l + 2 . 1541
X — —_ _—
[ : ——> f(—0,5)=%=—1,5<0
f(x)>0
-2<x<-1
x>0
X
= >x
X+1
__X+1)X20
X+1
2
X 50
X+1

Rationaalifunktio voi vaihtaa merkkinsd kohdissa, joissa sitd ei ole méaritelty (nimittdjan
nollakohdat), tai nollakohdissaan (osoittajan nollakohdat). Kun x >0, nimitt&ja on
positiivinen. Néin ollen rationaalifunktio on ei-negatiivinen kun osoittaja on ei-negatiivinen.

Osoittaja —x> >0, kunx=0.

Epayhtalo Ll > |x| toteutuu, kun —2<x <1 tai x=0.
X +

Vastaus: —2<x< -1 tai x=0.

X 2
i_2+i
274. Epayhtals 2— X <1,
x_ 2
2 X

Madritetdadn aluksi ne muuttujan x arvot, jotka eivét kelpaa ratkaisuiksi, eli jakajan

nollakohdat.

2
X°—4 . T
#0, josta X? #4 jatastd edelleen x = +2 .

Néinollen x=0 ja g—gi 0, eli
X

Epéyhtélon ratkaisu
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X#1+2, Xx#0

Osamaara —20n negatiivinen, vain, jos jakaja x +2 on positiivinen, siis X>-2ja
X+

alkuperaiset ehdot huomioiden x = 2, x = 0

Vastaus: Xx>—-2ja x#2, x=0

2. Funktio raja-arvo ja jatkuvuus

275. a) Iirrjl(l— X—x°)=1-(-1)-(-1)° =1

. 19
b) lim(x—27x3-9x°)==-27-(2)*-9-(=
) Hl( )= ( ) ( ) 57
3
Vastaus: a) 1 b) 19
27

3_ —
276. a) lim X% - r-1_0
x>l x—2  1-2 -1

— 2_
b) li |mX 4 uzgzo
x>2 X+ 2 2+2 4

o lim —2x+1  (DP-2-(-D+1 2 1
ol X% 4 x—1  2(-DP+(-D)-1 -4 2

Vastaus: @) 0 b)0 c¢) —%
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_ 2 _ a2
277.a) lim2=X-_9-%8 _ 0 _
33x—3 9.3-3 24

1
2.- _
. 2x-1
L P Trr s e
x>t 2X° =11x+5 2.(7)2_11.7+5
2 2 2

= 9 Koska x = % on sekd osoittajan etta

nimitt4jan nollakohta lauseketta voidaan ensin sieventaa.
Nimitt4jan nollakohdat

2x% —11x+5=0
. —(-11)++/(-11)> -4-2.5
a 2.2
)(1:11+9:5
4
11-9 1
Xzz—:—
4 2
1
lim—2X" i — 2L i 2T 12
X_,EZX -11x+5 X_)lz(x_l)(x_s) XQE(M(X_S) E_S 9
2 2 2 27 2

3 g2 _ 3 _ g 22 2
X ZSXT+ X 3:3 >3 +7-3 3:% Koska x =3 on sekd osoittajan etta

c) lim
x—3 x-3 3-3

nimittajan nollakohta, lauseketta voidaan ensin sieventaa. Suoritetaan jakolasku
jakokulmassa.

X% —2x+1

x—3| x®-5x%+7x-3
=+ 3x°
—2x% +7x

T 2x 236X

—2x+1)=3*-2.3+1=4

Vastaus: a) 0 b) —é c)4
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) |x—]]+2x+lx<1_
278. im———— = lim = =
X0 |x| X0 |x| x—0 |X|

—X+1+2x+1 . x+2 2 0 . -
= =—= 0’ joten ei-raja-arvoa

Vastaus: Ei raja-arvoa.

279. Funktio f(x) :i
x-1

a) Rationaalifunktio on mééritelty aina, kun jakaja on nollasta eroava, eli x =1.
b) Rationaalifunktio on jatkuva koko méarittelyjoukossaan.

Vastaus: a) xeR, jax=1 b) xeR, jax=1

Xx-1 x<a
2,x>a
Funktio on médritelty polynomifunktiona, kun x <a ja x> a. Funktio on méaritelty myds
kohdassa x =a, jos javain jos lim f(x)= Iim+ f(x)=f(a).
X—a X—a

280. Funktio f(x) ={

lim f(x) = lim f(x)= f(a)

X—a
lim(x-1)= lim2=2
x—a~ x—a*
a-1=2
a=3
yi -
2 Y 2
1
B3 2 -1 1 2 3 4 5 6x
=1
/\ =2
I
Vastaus: a =3

x?+1, x<a
2,x>a
Funktio on madritelty polynomifunktiona, kun x <a ja x> a. Funktio on madritelty myds
kohdassa x =a, jos javain jos lim f(x)= Iim+ f(x)=f(a).
X—a X—a

281. Funktio f(x) ={
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lim f(x) = lim f(x)= f(a)

X—a
lim (x? +1) = lim 2=2
x—a~ x—a*
a?+1=2
a?=1 |V
a=+1
a=-1
yi
4
5 3
y=xt4+ 1\ yE2
1
B3 2 2 5 4x
a=1
vi
4
5 3
y=k"+1 y=2
2/7
B3 2 -l 2 5 4x

Vastaus: a=-1taia=1

X+a, X<-1
282. Funktio f(x)=4-x?+1, —1<x<1
ax-1, x>1

ON loydettavé sellainen yksikasitteinen parametrin a arvo, ettd seuraavat ehdot ovat

voimassa:

Funktio on maaritelty polynomifunktiona, kun x<-1, —-1<x <1 ja x>1. Funktio on

maadritelty myods kohdassa x = -1, jos ja vain jos Iim1 f(x)= Iim1+ f(x)=1(-1 ja
X—— X——

kohdassa x =1, jos javain jos lim f(x)= lim f(x)=f(1).
x—1" x—1"

Kohta x=-1
lim f(x)= lim f(x)=f(-1)
x—-1" x—-1"
lim (x+a)= lim (—x*> +1) =—(-1)2 +1
x—-1 x—-1"
-1+a=0
a=1
Kohta x =1
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lim £(x)= lim f(x)= f@

x—1"

lim (-x2+1) = lim (ax-1) =a-1-1
x—1" x—1"

-1’+1=a-1
a=1

Vastaus: a=1
3. Funktion derivaatta

283.

-4 3 2 \-1 1\2 3 4 5 x

a) Funktion f keskimaardinen muutosnopeus valilla [-2,1]
Af _ Yoo 4-1
M x-x 1-(2)

b)Funktion f keskimé&arainen muutosnopeus vélilla [0,1]
Af Y- _1—0_1

AX X, =% 1-0 -
¢) Funktion f keskima&réinen muutosnopeus valilla [0,2]
ﬂ_ yz‘Yl __4_0__2

AX  X,—-x  2-0
Vastaus: Funktion f keskima&rdinen muutosnopeusona)1l b)1 c)-2.
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284.

Derivaatan arvo on kéyralle kyseiseen pisteeseen piirretyn tangentin kulmakerroin.
Derivaatat

fo==L"%_29_,

X,—% 2-0
f'(l): _ Yo~ W :_4_1:_
X, =%  6-1

Funktion derivaatta on yhté suuri kuin f '(1) pisteessé (-1,-1).

Vastaus: Derivaatat ovat f'(0) = 2 ja f'(1) = —1. Funktion derivaatta on yhté suuri
kuin f'(1) pisteessa (-1,~1).

285. Funktio f(x) = —x? + 4x

Erotusosamaara 2 = 1= 1)

AX X=X,

f()— (%)
X=X,

a) Erotusosamé&éré kohdassa x = 4

Af f()-f(4) X +4x-0 —X(x~4)
AX X—4 Xx—4 },A[
Derivaatta kohdassa x = 4

£1(4) =lim T )= (%)
X—4

x—4

Derivaatta f '(Xo) = lim
X—Xg

=-X

= lim(-x) = -4

x—4
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b) Erotusosamaéara kohdassa x = —2
A F()-F(-2) X +4x=(-12) —x*+4x+12

AX x—(-2) X+2 X+2
Jaetaan osoittaja tekijoihin nollakohtia kayttaen.
X2 +4x+12=0
‘= 444 -4-(-1)-12
B 2-(-1)
-2
—4++/64
,=———=-2
-2
Erotusosamaara
A —(x+7) (x—6)
— ==~ =-X+6
AX X7
Derivaatta kohdassa x = —2
f'(=2) = lim TW=1C2) iy (—x+6)=8
X—-2 X+ 2 X—>-2

Vastaus: a) Erotusosamaara on i—f =—X ja derivaatta f '(4) =—4. b) Erotusosamaaré on
X
Af . .
— =—X + 6 jaderivaatta f '(-2) = 8.
AX

FO9 - F(x)

286. Derivaatta f '(Xp) = lim
X% X=X,

a) Funktio f(x)=+/x+1
Yt Vx+1-3 lim (Wx+1+3)(Vx+1-3)

Derivaatta f '(8) = limt =@ _ i,
x—8 X—8 x—8 X—8 x—8 (X—8)( ,X+1+3)
N o N D o S S
o8 (x—8)(Vx+1+3) % (x~BJ (Jx+1+3) +B+1+3 6
. 5
b) Funktio f(x)=——
) ) 3x+4
% 5 %) g 140 -15x — 20
Derivaatta /(8) = lim- 0= T® _ i 3x+4 28y, 280x+4)
X—8 X—8 x—8 X—8 X—8 X—8

120-15x .~ 1508 15 _ 15

=lim = = ="Tas
8 28(3X +4)(x—8)  x828(3x+4) (x~B) 28(3-8+4) 784

15
784

Vastaus: a) % b) -
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X2

287. Funktio f(x)=

2X+3

Erotusosamaara A7 = F- 1)

AX X=X,
Erotusosamaara kohdassa x = -1

x? _ 2x43)

Af 2x+3 _ xX*-2x-3
AX x+1 (2x+3)(x+1)
Osoittajan nollakohdat

x> =2x-3=0

D 41 ()
- 21
2
X, = 2+ ;/E _3

Erotusosamaéara kohdassa x = -1
A I (x=3)  x-3
AX (2x+3) (x+T)  2x+3

Derivaatta f '(x,) = lim ~C0 =T (%0)
X—>Xg X— X0
Derivaatta kohdassa x = -1
fray=timX=3 =123
x>-12x+3  2-(-1)+3
fx Af x-3 .
Vastaus: Erotusosaméadrd kohdassa x =-1 on — = . Derivaattaon f'(1) =-4.
AX  2x+3

288. Derivaatta ilmaisee funktion kasvunopeuden.
Funktio f(x) = -3x? —x + 1
f (Xo + h)_ f (Xo)
h
a) Kasvunopeus kohdassa x = 1
-3(1+h)>—(L+h)+1+3 lim —3h?-7h lim H(=3h-7)

h h—0 h h—0

Derivaatta f '(x) = ng

-7

f'(1) :Ihlgg
1
b) Kasvunopeus kohdassa x = -

1 1 3
SR RS TS SUTE- )
f'(—%)=|im 2 2 4:“m 3h +2h:||m/}7{( 3h+2):

h—0 h h—0 h h—0

2

Vastaus: Kasvunopeus ona) -7 b) 2.

200



FO9 - F(x)

289. Derivaatta f '(Xp) = lim
X% X=X,

a) Funktio f(x) = 1
3X

Derivaatta kohdassa x = -2
1.1 6+3x
ot 3k 6 18k o 304D 31
f'(-2) = lim—2——==lim = lim = =——
x>2  X+2 o2 X+2 o218 (x47)  18-(-2) 12

b) Funktio f(x) = —+—
X—-3
Derivaatta kohdassa x = -2
% 4 ¥ 4x+8
+ —
o\ = fim _ X—3 5_ . 50x-3) . 4B+ 4 4
f'(=2) = lim = lim = lim = =
o2 X422 o2 x+2  o25(x-3)(x+2) 5-(2-3) 25

¢) Funktio f(x) =

2x+1
Derivaatta kohdassa x = -2
3X o -X-2
o\ = lim 2X+1 i 2X+1 st _1
f'(=2) = lim = lim = lim = =
>2 X42 o2 X+2 o2(x+1) (x+7)  2:(-2)+1 3
Vastaus: Derivaatta kohdassa x = -2 on a) _1 b) _4 C) 1.
12 25 3
4. Polynomifunktion derivaatta
290.8) D(X* + x> +x+1) =3+ 2x + 1
b) D((2x* =3x® +5x-10) =2-4x> -3-3x* +5=8x* -9x* +5) =
c) D[lx5 Sty —x+§) :£~5x4 EIN +Z~3x2 ~1=x*-3x*+7x*-1
5 4 3 47) 5 4 3

Vastaus: @) 3x*+2x+1 b) 8x*-9x*+5 c¢) x*-3x*+7x* -1

291. Funktio f(x)= —%x?’ +2x* -3x+11

Derivaatta f '(x) = —%~3x2 +2:2x-3=-x*+4x-3
Derivaatta kohdissa -1, 0 ja 1

f'(-1) = —(-1)*+4.(-1) -3=-8
f'(0)=-0*+4.0-3=-3
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f'1)=-1*+41-3=2

Vastaus: Derivaatta kohdissa -1, 0 ja 1 on -8, -3 ja 0.
292. Laske f(-1) jaf'(~1), Funktio f(x) = x* - 3x* + x — 4
Funktion arvo f(-1) = (-1)* - 3-(-1)* + (-1) -4 = -9
Derivaatta f '(x) = 3x* — 6x + 1

Derivaatan arvo f '(-1) = 3:(-1)> - 6:(-1) + 1 = 10

Vastaus: f(-1) =9 jaf'(-1) = 10

293. a) Funktio f(x)=x*-6x+7
Derivaatta f '(X) = 2x - 6

Yhtalé f/(x)=0
2Xx-6=0
X=3
b) Funktio f(x)=x* (oo M3
2 1093
Derivaatta f’(x) = 3x* + 5x — 2
Yhtalo f/(x) =0
3 +5x-2=0
X_—Si«/52—4-3-(—2)
N 2-3
X =ﬂ=_2
6
L _ 75tV 1
2 6 3

Vastaus: Yhtélon ratkaisut ovat a) 3 b) -2 tai % .

294. Funktio f(x)=3x>—-4x*+x+13

Derivaatta f'(x) = 9x*—8x + 1
Derivaatan nollakohdat f’(x) =0

9X*-8x+1=0
(B8 491
2.9

8-+/28 47

" T

« :8+\/ﬁ:4+\/7
18 9

Vastaus: Derivaatan nollakohdat 4_9ﬁ ja 4+9ﬁ.
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295. a) D(ax* + bx® + cx + d) = a-4x® + b-2x + ¢ = 4ax® + 2bx + ¢
b) D(nx* + 4x") = n-4x® + 4.nx"" = 4nx® + 4nx™*
o) DRt +2t'x +x+t) =243+ 2t +1+0=8C + 2t" + 1

Vastaus: a) 4ax® + 2bx + ¢ b) 4nx® + 4nx™* ¢) 8t + 2t + 1

296. Funktio f(x) = —x* + 2x + 15 saa positiivisia arvoja
f(x) > 0
x> +2x+15>0
Nollakohdat —x?+ 2x + 15 = 0]:(-1)

xX*-2x-15=0
(D2’ -41-(-15)
- 21
- 2-/64 _ 3
2
2+/64
X, = > =5

Merkkikaavio

WERN

—/ \—7

f(x)>0
-3<x<5

Derivaatta f '(x) = —2x + 2 saa positiivisia arvoja
f(x)>0
-2Xx+2>0
=2X>-2 [:((-2)
x<1
Vastaus: Funktio ja sen derivaatta saavat yhté aikaa positiivisia arvoja, kun -3 <x < 1.

297. Polynomifunktio f(x) = —x* + ax? — 2x
Derivaatta f '(x) = —3x° + 2ax — 2
Derivaatta negatiivinen  f'(x) <0
3%’ +2ax-2<0
Derivaatan kuvaajana on alaspdin aukeava paraabeli. Derivaatta on kaikkialla negatiivinen,
kun diskriminantti D < 0.
(2a)’ - 4-(-3)-(-2) <0

4a°-24<0
Nollakohdat  4a?-24=0
a?=6 |V
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Merkkikaavio

" \& e/t

Vastaus: Derivaatta on kaikkialla negatiivinen, kun —v/6 <a <+/6 .

298. Kavijamaara f (t) =—-3350t* +11900t + 228 700 , missa t on aika vuosina vuodesta

1996 alkaen.
Kévijamaaran keskimaarainen muutosnopeus vuodesta 1996 vuoteen 1999

Af (39— f(0) 234250228700
At 3-0 3

=1850

Kévijaméaardn muutosnopeus vuonna 1999 on f '(3).
Derivaatta f '(t) = -6 700t + 11 900
Kévijamaaran muutosnopeus f '(3) = -6 700-3 + 11 900 = -8 200

Vastaus: Keskimadrdinen muutosnopeus vuodesta 1996 vuoteen 1999 oli 1 850
henkiléa/vuosi ja kdvijamadran muutosnopeus vuonna 1999 oli -8 200 henkil6é/vuosi.

299. Funktio f(x)=-x*+ax+b

Derivaatta f '(xX) = -2x + a

Ehdotf(1) =0jaf’(1)=0
-l+a+b=0
{—2 +a=0

a=2
b=-1

Vastaus: Vakiot ovata =2 jab =-1.

5. K&yran tangentti ja normaali

300. Kayra f (x) = x*—2x -3
Derivaatta f '(x) = 3x* — 2
Tangentin kulmakerroin k= f'(-1) = 3-(-1)°-2=1
Tangentin yhtald y —yo = ki (X=%g) [Xo=—-1,Yo=f(-1) = (-1)°-2- (-1)-3=-2
y-(=2) =1(x-(-1))
y=x-1
Vastaus: Tangentin yhtélé on y =x - 1.
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301. Kayraf (x) =x*—3x+5
Derivaatta f '(xX) =2x -3
Tangentin kulmakerroin k, = f'(-2) =2:(-2) -3 =-7
Suuntakulma  tan a=-7
a=-81,9°
Vastaus: Tangentin kulmakerroin on -7 ja suuntakulma —-81,9°.

302. Kayraf (x) = —x* + x - 2
Derivaatta f '(x) = -3x* + 1
Tangentin kulmakerroin k, = f '(-3) = -3-(-3)* + 1 = -26
Tangentin yhtald y — yo = ki (X—Xo) [Xo =—3, Yo = f(-1) = —(-3)* + (-3) -2 =22
y —22=-26(x - (-3))
y = —26X — 56

Normaalin kulmakerroin k, = —i 1

k26
Normaalin yhtald y — yo =k, (X = Xg) [Xo =—3, Yo = f(-3) = 22

=L ko=
y-22= - (x=(3))

y= ix + 22i
26 26
Vastaus: Tangentin yhtélé on y =-26x — 56 ja normaaliny = 2_16X + 222_36 :

303. Kayra f(x) = %x3 —x* —6x
Derivaatta f '(x) = 4x* — 2x — 6
Tangentti on x-akselin suuntainen.
Tangentin kulmakerroin k; =0
Kohta, jonka kautta tangentti kulkee.
f/(x) = ke
432 -2x-6=0 |2
2X’-x-3=0

(D) 423

2-2

X

1-+/25
X = =-1

4
1+4/25 3

XZ = = —

4 2

Tangenttien sivuamispisteiden y-koordinaatit

yi= f(-1)= %- (-1°-(-D*-6-(-1) =1—31

e -3+ )3 27

. . . - 11 .
Vastaus: x-akselin suuntaisten tangenttien yhtalot ovat y = 3 jay= T
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304. Kéayralla on y-akselin suuntainen normaali siiné pisteessa, missa kayralla on x-akselin
suuntainen tangentti .

Kayrd y = f(x)=%x3—x2—3x+2

Derivaatta f '(x) = x* - 2x — 3
Tangentti on x-akselin suuntainen.
Tangentin kulmakerroin k; =0
Kohta, jonka kautta tangentti kulkee.

f'(x) =kt
xX2—2x-3=0
‘o —(-2)£4/(-2)*-4-1-(-3)
a 2.1
- 2-V16 _ ,
2
X, = 2+;/E _3

Vastaus: y-akselin suuntaisten tangenttien yhtalot ovat x = -1 ja x =3.

305.

-2
Paraabelien y = x* + 3x + 3 jay = x* — 4x + 3 leikkauspisteet.
y=x*+3x+3
{y=x2—4x+3
X2 +3x+3=x*-4x+3
7x=0 [7
x=0

Paraabeli 1: y=x*+3x+3
Derivaatta y'(x) =2x + 3
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Tangentin kulmakerroin k; =y’(0) =20+3=3
Koska tan a; = 3, niin tangentin suuntakulma a; = 71,56...°

Paraabeli 2: y=x*-4x+3

Derivaatta y'(x) = 2x — 4

Tangentin kulmakerroin k, =y'(0) =2.0-4=-4

Koska tan a, = 2, niin tangentin suuntakulma a, = -75,96...°

Tangenttien vélinen kulmaon a = a; — a; =71,56...° — (-75,96...°) = 147,52...°.
Kéyrien valinen kulma g = 180° — a =~ 32,5°

Vastaus: Kayrien valinen leikkauskulma on 32,5°.

306. Paraabeliy = f(x) = x* - 2x - 3
Derivaatta f '(x) = 2x -2

a) Tangentin kulmakerroin on k; = 2
Kohta, jonka kautta tangentti kulkee.

f/(x) = ki
2x-2=2 |2
X=2

Tangenttien sivuamispisteen y-koordinaatti
y=f(1)=2*-22-3=-3
Pisteen P koordinaatit (2,-3)

b) Tangentti on suoran x + 2y + 3 = 0 suuntainen.
Suora X+2y+3=0
yo L3
2 2

Tangentin kulmakerroin k; = —%

Kohta, jonka kautta tangentti kulkee.

f'(x) = ki
2x—2:—l |:2

2

3

X= —

4

Tangenttien sivuamispisteen y-koordinaatti

= (G 3

Pisteen P koordinaatit g,—sE
4 16

¢) Tangentin suuntakulma on 45°
Tangentin kulmakerroin k; = tan 45° = 1
Kohta, jonka kautta tangentti kulkee.
f/(x) = ke
2x-2=1 |2
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X =

N | w

Tangenttien sivuamispisteen y-koordinaatti

R

Pisteen P koordinaatit [%—3%)

Vastaus: Pisteen P koordinaatit ovat a) (2,-3) b) E,—?ﬁ c) E,—3g .
4 16 2 4
307.
Vv
/
//$
ﬂ
2
1
—4 5 x

Paraabelin ja x-akselin leikkauspisteet. Sijoitetaan y = 0.

X2 +5x-6=0
X_—51r«/52—4-(—1)-(—6)
- 2-(-1)
-5-41
= =3
A
X, = _5+2ﬁ =2

Paraabeli y = —x* + 5x — 6

Derivaatta y'(X) =-2x + 5

Tangentin kulmakerroin kohdassax =2: k;=y'(2)=-22+5=1
Tangentin kulmakerroin kohdassax =3: k,=y'(3)=-23+5=-1

Koska tangenttien kulmakertoimien tulo k;- k, = 1-(=1) = -1, tangentit leikkaavat toisensa

kohtisuorasti. ]:I
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308. Funktio f(x)=x’+ax’+bx+c

Derivaatta f '(x) = 3x* + 2ax + b

Funktion nollakohta on 2, joten f(2) =0

Funktion derivaatta on nolla pisteessa (3,2), joten f(3) =2 jaf’(3) = 0.
Saadaan yhtalopari

8+4a+2b+c=0
27+9a+3b+c=0
27+6a+b=0

Ratkaisemalla b alimmasta yhtalosta saadaan b = —6a — 27. Sijoitetaan tdma kahteen
ylempaan yhtaléon.
8+4a+2(-6a—-27)+c=0
{27+9a+3(—6a—27)+c =0
Ratkaisemalla yhtaldpari saadaan a = -8 ja ¢ = —18. Tastd edelleen saadaan b = 21.

Vastaus: Vakiot ovata =-8, b =21 jac=-18.

309.
y
o) (0’2) y:2
2 1 2 3 5 6 71 x
A
+
o V)
I y=-0,5x%+2x
>3
—4
(X2 Y)

Kéyrd y = —%xz +2X

Koska y(0) = 0, niin piste (0,2) ei ole kayralla.
Derivaattay '(x) = —x + 2

Tangentin kulmakerroin k; =y '(Xq) = —Xo + 2
Pisteen (Xo,Yo) kautta kulkevan tangentin yhtald

1
Y = Yo = ki (X =Xo) |YO=_EX§+2XO| ki=y '(Xo) =—Xo + 2

1
y- (—EXS +2X) = (=Xo + 2 )(X = Xo)
Tangentti kulkee pisteen (0,2) kautta
2- (2% +2%) = (X0 + 2)0- %)
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2+%x§—2xozx§—2xo
1.
“x2=2 |2
20 =2 |
=4 N

X, =£2
Tangentin yhtal6, kun xq; = -2
Y=Yo=ki(Xx=%) |Yo=-6, ke=y'(-2)=4
y = (=6) = 4(x - (-2))
y=4x+2
Tangentin yhtalo, kun Xg, = 2
Y=Yo=ki(X=X0) [Y0=2, kk=y'(2)=0
y-2=0(x-2)
y=2

Vastaus: Tangentin yhtélét ovat y =4x + 2 jay = 2.

6. Tulon ja osaméaarén derivaatta

310. a) D[ x*(2x-5) | = 4x*(2x—5) +x* -2 =10x* - 20x’
b) D[ (3X* ~1)(x—2) | = 6x(x—2) + (3x* ~1)-1=9x* —12x -1

c) D[X*(X” + x8)] = 4x3(x” + x5) + x*(7x® + 6x°) = 11x™° + 10x°

Vastaus: a) 10x* —20x® b) 9x* —12x-1 ¢) 11x*° + 10x°

311. a)D( 2X jZZ(X—S)—ZZX-lz_ 16
x-8 (x—8) (x—8)
’ 2(x=3)=x*- 3 _Qgy2
b)D| = _ XX 3)2X 1_2x 9)2<
X=3 (x=3) (x-3)
¢)D X2+x—2)  (2x+D(Bx—2)—(x* +x—2)-3 3x’—4x+4
3x-2 (3x—2)? Bx_2)
3 _ 2 2
Vastaus: a) ——-0 _ b 2x 9>2< o 4Xt4
(x-8) (x-3) (3x-2)

312.a) D(x7 +x*)=-7x®-4x>

4 392
b) D[—X HOX —2x ]:D(xl+6x2—2x3):—x2—12x3’+6x4

X5

1 Y12 6 —x*-12x+6

+—=
x? X x* x*
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2 2 4 _any?2
0) D{(X (2x +1)}:D{2X 13x 7}:D(2x2—13—7x2):4x+14x3

2

X X
3
_ *2’4x+% =4X_;r14
X X
_y2 3
Vastaus: a) —7x® —4x>° b) X 142X+6 C) 4x :14
X X

313. Funktio f(x) = x*(x* + 2x)
Derivaatta f '(x) = 5x*(¢ + 2x) + x°(3x* + 2) = 8x” + 12x°
Derivaatan nollakohdat
f'(x)=0
8x +12x°=0
X°(8x* +12) =0
x°=0 tai 8x*+12=0
x=0 Ei ratkaisua
Vastaus: Derivaatan nollakohta on x = 0.

314. 3) Funktio f (x) = —X
2X+7
Derivaatta f '(x) = 4-(2x+7) _24)('2 I 5
(2x+7) (2x+7)
Yhtéld f'(x)=0
28
(2x+7)?
28=0
Ei ratkaisua
. 3x?
b) Funktio f(x)=
) 9 5x+1
— 2 . 2
Derivaatta f (x) = 6x(5x+1) fx 5 :15x +62x
(5x+1) (5x+1)
Yhtélo f'(x)=0
15%% +6X 0
(5x +1)?
152 +6x =0
3x(5x+2)=0

x=0 tai x:—E
5

Vastaus: a) Ei ratkaisua b) x =0 tai x = —%
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315. Funktio h(x) = ——

f(x)
Derivaatta h'(x) = 1 f(x)—x-zf o) _ f(x)_sz(X)
[f00] [f(0]
Funktion arvo h'(-2) = ”‘2)"(‘2)'; (=2) f(-2)=2jaf'(-2)=6
[f(-2]
- 2+26 .1
2? 2
1
Vastaus: h'(-2) = 35
o X2 +2
316. Kéayra y =
x-1
— — 2 . 2 — —
Derivaatta y'(x) = 2x(x-1) (x2 +2)-1 _X 2% . 2
(x-1 (x-1
2
Tangentin kulmakerroin k, = y'(2) = LZZ_Z =-2
(2-1)
Tangentin jayhtalo y -y, =k (x=X,) [% =2, yo =6, k =-2
y—6=-2(x-2)
y=-2x+10

Normaalin kulmakerroin k, = _ki =%

t
Normaalin yhtald y—y, =k,(X—=%) |X =2, Yo =6, k, =%

1

-6==(x-2

y 5, (x=2)
1

=—X+5

y 2

Vastaus: Tangentin yhtalé ony = -2x + 10 ja normaalin y = %x +5.
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317.

X? +5

Kayra y = e

2x-(x+1) - (x*+5)-1  x*+2x-5
(x+1)2 T (x+1)?
2°+2:2-5 1
2+1)2 3

Derivaatta y'(x) =

Tangentin kulmakerroin k, = y'(2) =
Tangentin ja yhtals y—yp =k (X=%) % =2, Yo =3, k, :%

1
—3==(x-2
y 3( )

B
3 3

Tangentin ja x-akselin leikkauspiste saadaan sijoittamallay = 0.

Leloo |3
3 3

Xx=-7

Normaalin kulmakerroin k, = _ki =-3
t

Normaalin yhtalo y—y, =k, (x—X)) | =2, Yo =3, k, =-3
y-3=-3(x-2)
y=-3x+9
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Tangentin ja x-akselin leikkauspiste saadaan sijoittamallay = 0.
-3x+9=0

Xx=3

(3-(1)3_
)5

Pinta-ala A= 15

Vastaus: Ala on 15.

7. Funktion kulun tutkiminen

318.
a) Funktio h(x) =2x+5
Derivaatta h'(x) =2
Derivaatan nollakohta h'(x)=0
2=0
Ei nollakohtia
Kulkukaavio
h'(x) + +

h(x) — .
Funktio on kasvava kaikilla x:n arvoilla.

b) Funktio f(x) =x?—-8x+1

Derivaatta f'(x)=2x-8
Derivaatan nollakohta f'(x)=0
2x-8=0
Xx=4
Kulkukaavio
4

e - |+ . 1
f(x) ~_ \ e =
Funktio f on kasvava, kun x >4 .

¢) Funktio h(x) =x*—3x+1
Derivaatta h'(x) =3x*> -3
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Derivaatan nollakohta h'(x)=0

3x2-3=0
3x*=3 |3
x> =1 ‘\/_
Xx==1

Kulkukaavio
-1 1

v+ | — |+ N\ /+
h(x)/‘\‘/

Funktio h on vahenevd, kun -1<x<1.

v

Vastaus: Funktio on a) kasvava kaikilla x:n arvoilla b) kasvava, kun x >4 ja vaheneva, kun
x < 4c) kasvava, kun x < —1tai x>1 javahenevd, kun -1<x<1.

319.
a) Funktio  f(x)=12
Derivaatta f'(x)=0

Koska f'(x) =0 kaikilla muuttujan x arvoilla, niin funktio f on kasvava ja vahenevé
kaikkialla.

b) Funktio g(x) = 2x* —4,65x* +3,6x—1,25

Derivaatta g'(x) =6x*-9,3x+3,6

Derivaatan nollakohdat g'(x)=0
6x*-9,3x+36=0

. ~(-9,3) ++/(~9,3)2 ~4-6-36

2-6
X, = 9,3+4/0,09 _08
12
L= 9,3-./0,09 075
12
Kulkukaavio
0,75 0,8
g 4+ | =

+ . +\ [+
Funktio g on kasvava, kun x <0,75 tai x >0,8 ja vdhenevd, kun 0,75<x<08.

¢) Funktio h(x) = x®> —4x®
Derivaatta h'(x) =5x* —12x°
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Derivaatan nollakohta h'(x)=0
5x* —12x2 =0
x?(5x2-12) =0

x®> =0 tai 5x° -12=0

Kulkukaavio
_2V15 2715 h'(-2)=32>0
5

0 5
Px) 4+ \ _ \ h'(-0,1) = -0,1195 < 0

o 7 [~ [~ _— h'(0,1) =-0,1195 < 0

h'(2)=32>0

Funktio h on kasvava, kun x < —

215 _ 2415

<X<
5 5

Vastaus: Funktio on a) kasvava ja vahenevé kaikkialla, b) kasvava, kun x <0,75 tai x> 0,8

215 . 2415
5

tai x> c javéheneva,

2415
5

tai x> NSE javaheneva, kun

javahenevd, kun 0,75< x<0,8, c) kasvava, kun x <-—

5 5
320. Funktio y=18x3-15x?+33x-13
Derivaatta  y'=54x%—30x+33
Derivaatan nollakohdat y'=0
54x2 -30x+33=0
(=30 +/(-30)2 -4-54-33
254
. - 30+,/187,2 40
10,8
~ 30-4187,2
- 108

kun

Xy ~15

Kulkukaavio
15 4,0

y + | - 1 + N A /+
y/\\\/

Vastaus: Polku oli alamakea vélilla [1,5 km; 4,0 km].
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321.

b4
N S | 3 X
Kulkukaavio
-1 -2 1 2
+ | -1+ | = 1+
max min max min

Kulkukaaviosta ndhdaén, ettd funktio on kasvava valeilld 1—,-2], [-1,1] ja [2,o][,
vaheneva vileilla [-2,—1] ja [1,2]. Maksimikohdat x = -2 ja x = 1, minikohdatx = -1 jax =2

Derivaatan kuvaajasta ndhdaén, ettd derivaatan eli tangentin kulmakertoimen arvo kohdassa
x=00n2.

Vastaus: Kasvava valeilld ]—o,-2], [-1,1] ja [2,00[ , v8heneva vleilla [-2,—-1] ja [1,2].
Maksimikohdat x = —2 ja x = 1, minikohdat x = —1 ja x = 2, tangentin kulmakerroin 2

322.a) Funktio  f (x) = —x? +12x

Derivaatta f'(x)=-2x+12
Derivaatan nollakohdat —2x+ 12 =0
X=6
Kulkukaavio
6

f(X) + — X N
f(x) ///r\\\\‘ <
max

Maksimiarvo f (6) = 36

b) Funktio f (x) = x*—3x -2

Derivaatta f'(x)=3x*-3

Derivaatan nollakohdat 3x¢-3=0
3x*>=3 |3
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Kulkukaavio
-1 1

P 4+ | = | 4
=4 |
max min
Maksimiarvo f(-1)=0
Minimiarvo f(1)=-4

c)

Funktio f(x)=x" —gx“

Derivaatta f'(x)=5x"-10x°
Derivaatan nollakohdat 5x* - 10x3 =0
53(x—2)=0
Xx=0 taix=2
Kulkukaavio
0 2

Feo 4| -
f(x) /v\ \ e

ax min
Maksimiarvo f(0)=0
Minimiarvo  f(2) =-8

R +\ - /+

Vastaus: a) Maksimikohta 6, maksimiarvo 36 b) maksimikohta —1, maksimiarvo 0,
minimikohta 1, minimiarvo —4 c) maksimikohta 0, maksimiarvo 0, minimikohta 2,
minimiarvo -8

323.
a)

2 —
f) =21 xz0

X

, Ax-x'—(2x* =1)4x®  4x° -8x° +4x®  4Ax*(-2x* +1)
fi(x) = R = 8 = 8
(x%) X X

4x°(-2x*+1) =0
x=0 tai —2x*+1=0
1

ei kay X== 5

Kulkukaavio
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1 1

> 0 ) f(-1)>0
o) 4+ | — o 4+ | = f01)<0
o) _— T~ 5 ——_ X £(0.1)>0

max max f’(1)<0

1 1 2(_\F )1 1
maksimikohta —\/;, maksimiarvo f(—\/;) :+: 0 ja maksimikohta \/; ,
e

b

f)(x) =(1-x)1-x)=x-x*-x*+1
f'(x) =5x* —3x* - 2x

5x* —3x*-2x=0

X(5x* -3x-2)=0

x=0 tai 5x*-3x-2=0
kokeilemalla ndhdéan, ettd yksi juurionx = 1
Suoritetaan jakolasku

5 +5x+2
x—1)5x3 —3x-2
75x° £5x°
5x? —3x
F5x% £5x
2x-2
F2x*2
0

5x?+5x+2=0

X=—5i\/52—4-5~2
25
X:—Si\/—TFj
10
el juuria

Kulkukaavio
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0 1 f/(_l) >0

MO S L

max min F@)>0

maksimikohta 0, maksimiarvo f (0) = (1-0%)(1-0%)=1
minimikohta 1, minimiarvo f(1)=(1-1*)(1-1?) =0

Vastaus: a) maksimikohta —\E , maksimiarvo 0 ja maksimikohta\/g , maksimiarvo 0

b) maksimikohta 0, maksimiarvo 1 ja minimikohta 1, minimiarvo 0.

324.

f(x) = x* +ax® +9x

f'(x) =3x* +2ax+9
f(-1)=0

3-(-1)*+2a-(-1)+9=0

a==6
f'(x)=3x* +12x+9
3x* +12x+9=0

L 1224127 -4.3.9

2.3
X =-3
X, =—1
Kulkukaavio
-3 -1
fo + = |+ 4\ /+
fo) _—T— | —% N
max min

minimiarvo f(-1) =(-1)°>+6-(-1)°+9-(-1)=-4
maksimiarvo f(-3)=(-3)*+6-(-3)>+9-(-3)=0

Vastaus: a = 6, minimiarvo —4 ja maksimiarvo 0

325,
a—x’
f(x)=
9 X+2
2 2
f,(x):—2x(x+2)—(a—x )-1:—x —-4x—-a

(x+2)* (x+2)*
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f1(-3)=0
—(-3)°-4-(-3)-a _ 0
(-3+2)°

a=3
_2_ —
F1(x) = X 4x23
(x+2)
-x*—4x-3=0

= -4-(D-(3)

2-(-1)
X =-3
X, =-1

Kulkukaavio
-3 -1

fe = |+ | =

/N

o) — | ——— & =/

min max

3-(-3)° _
-3+2

minimiarvo f(-3) = 6

Vastaus: a = 3, minimiarvo 6

326.
f(x)=x>+ax’ +bx+c

f'(x) =3x* +2ax+b
fi(=2)=3.(-2)2 +2a-(-2)+b=0

{f ')=3-1"+2a-1+b=0
“da+b=-12 |(-1)

{2a+b:—3 ‘

6a =9

b=-6

Kulkukaavio
-2 1

fo + | = |+

+\

=

[+,

=Yy

o) _—— T~ —

max min
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minimiarvo
1
f()=8=
@ 5

P32 _614c-8l
2 2

c=12
3
Vastaus: a :E’ b=-6,c=12

8. Polynomifunktion kuvaajan piirtdminen

327.
| %\ 4
/\B) ’ [l
[\ 6 [1\
LY 5 [\
\ 3 |
\ ) /
1A XN | AN [
| \ N / 1],
0937541/ 12345678 9\tx
I /11 \ |
| 3 |
| \ S / \
V s \l
| 4 |
/ N \
/ \

Kuvaaja a) on derivaattafunktion kuvaaja ja b) funktion kuvaaja, koska funktion a)
nollakohdissa on funktion b) &édriarvokohdat.

328.
a)

f(x)=x>—x+1
f'(x)=3x"-1
3x*-1=0

Xzi\/iziO,SS
3

kulkukaavio
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fo + | = |+

o) _——— | — = N4

max min

Funktio on kasvava, kun x < — /% tai x> /% ja vaheneva, kun — /% <x< %
L 1 1 1
maksimiarvo f (-, |=)=(-./=)* = (-,/=)+1~138
( 1/3) ( 1/3) ( 3)

minimiarvo f (\/g) = (\E)3 - (\E) +1~0,62

+\_ [+

>

X y
-2,5 -12,13
-2 -5,00
-1,5 -0,88
-1 1,00
-0,5 1,38
0 1,00
0,5 0,63
1 1,00
1,5 2,88
2 7,00
2,5 14,13
b)
1., 2
f(x)=zx -3x*+4
f'(x) = x*-6x
x*—6x=0
X(x*-6)=0
x=0 tai x=+6~1245
kulkukaavio
& 0 s f(=3)<0
@ = [+ | = |+ D0
fo) ~— | ——~—— ] _— x ray<o
min max min £(3)>0
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Funktio on kasvava, kun —/6 < x<0 tai x> \/gja vahenevd, kun x < —Jg tai 0<x< \/5

maksimiarvo f (0) :%04 ~3.02+4=4

minimiarvo f(—/6) = % (—v6)* —3-(—/6)2 +4=-5
minimiarvo. f(46) = (V)" -3 (Y6)" + 4 =5

X y
-4 20,00
-3,5 4,77
-3 -2,75
-2,5 -4,98
-2 -4,00
-1,5 -1,48
-1 1,25
-0,5 3,27
0 4,00
0,5 3,27
1 1,25
15 -1,48
2 -4,00
2,5 -4,98
3 -2,75
3,5 4,77
4 20,00
329.
a)

f (x) = x* —150x
f'(x) =3x*-150

3x2-150=0
X = 542 ~ +7,07
kulkukaavio
52 52
fO + | = | + 4\ /+
foy _— T~ | _—x N4 g
max min

224



Funktio on kasvava, kun x <-5+v2 tai x >5+/2 javéaheneva, kun 5J2 <x<5\2
maksimiarvo f(~5+v/2) = (-5+/2)° —150- (-5+/2) ~ 707
minimiarvo f (5v2) = (5v/2)° —150- (52) ~ 707

X y
-14] 644,00
13| -247,00
12l 72,00
-11] 319,00
-10, 500,00

-9 621,00
-8 688,00
7| 707,00
-6 684,00
5 625,00
-4 536,00
-3 423,00
2| 292,00
1| 149,00
0 0,00
1] -149,00
2| -292,00
3| -423,00
4| -536,00
5| -625,00
6| -684,00
7| -707,00
8| -688,00
ol -621,00
10| -500,00
11] -319,00
12l -72,00
13| 247,00
14] 644,00
b)

l‘(x):lxe—éx‘#x2
2" 4

f'(x) =3x> =5x° + 2x
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3x° -5x*+2x=0
X(3x* =5x*+2)=0
x=0 tai 3x*-5x*+2=0 |sij.t=x2

3t>-5t+2=0
BB 432
- 2.3
ER!
6
5-1 2
"6 3
=2ty
6
Sijoitetaan t = x*
x2:E
3
\F
X=+,|=
3
X2 =1
Xx==1
kulkukaavio
(-2)<0
3 3 £(=0,9)>0
fo = |+ | = |+ | | . F(L05)<0
I B B
min max min max min ’
f0,9)<0
f2)>0

Funktio on kasvava, kun —-1< x < —\/g tai 0<x< \/g tai x>1 javéhenevd, kun x<-1

tai —\/stso tai \/gsxsl
3 3
- 2 . 2
maksimiarvot f(—\/;)zO,ZB ja f(\/;)zO,ZG

minimiarvot f(-1)=0,25ja f(0)=0sekd f(1)=0,25
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330.
fx)=x*+ax®+1
Kun polynomifunktion asteluku on parillinen, on funktiolla vahintdin 1 &&riarvokohta.
Funktion f korkeimman asteen termin kerroin on positiivinen, joten funktiolla on ainakin 1
minimikohta kaikilla a:n arvoilla.
Polynomifunktion &riarvokohdat ovat derivaatan nollakohdissa.
f'(x) = 4x® + 2ax
Derivaatan nollakohdat
4%3 + 2ax =0
2x(2x* +a) =0
x=0 tai 2xX*+a=0
a

X= =+ |——
2

_3 > 0
2
a<0
Kohdassa x = %, /—% derivaatalla on nollakohta, kun a < 0.

Jos a > 0, derivaatalla on vain nollakohta x = 0, joka on funktion minimikohta.

Kulkukaavio
o0
fo - |+ | = | + R
fo) T~ | — |~ _— x
min max min

b) Funktiolla on &ériarvopisteet kohdissa x = 0 jax = =, /—% .

Kunx=0,ony=0*—a-0?+1=1eli 4riarvopiste on (0,1).
Muut &ériarvopisteet
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2x¢+a=0
a=-2x
f)=x'+al+1=x"-2¢+1=-x*+1
Koska my®s piste (0,1) toteuttaa yhtalén y = —x* + 1, funktion kaikki &ariarvopisteet
sijaitsevat kayrallay = —x* + 1.

c) Piirretadn kayray = —x* + 1seka funktion f(x) = x* + ax? + 1 kuvaajia, kun a =—1, -2 ja
-3.

Vastaus: a) Kaikilla a:n arvoilla b) funktion kaikkia adriarvopisteet sijaitsevat
kayrallay = —x* + 1.

9. Funktion suurin ja pienin arvo

331.
a) Funktio  f(x) =-2x*+9x+5, x €[-32]
Derivaatta f'(x)=—-4x+9

Derivaatan nollakohdat —-4x+9=0
X = 2% Ei kuulu valille [-3,2]

Funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa vélin péatepisteess tai vélilla olevassa
derivaatan nollakohdassa.

f(-3)=-40 pienin
f(2)=15 suurin

b)
Funktio f(x)=x*+x*-10x+8, xe {—l, g}

Derivaatta f'(x)=3x*+2x-10
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Derivaatan nollakohdat

3x?+2x-10=0
L2 22 -4.3.(~10)
B 2-3
xlz—z—T V124 5 19.<-1 eikiy
xz=‘2+T "124=1,52..>g ei kay

Polynomifunktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa valin paatepisteessa tai valilla
olevassa derivaatan nollakohdassa.
f(-1)=(-1%+(-1)*-10-(-1)+8=18 suurin

3 3 3 3 1 ..
f(2)=(=)*+(>)*-10-(>)+8=-=pienin
(2) (2) (2) (2) g P
- . Lo 11 .
Vastaus: a) Pienin arvo —40, suurin 15 b) Pienin arvo 5 suurin 18

332. a) Funktio  f (x) = x® - 6x? +%x +12, x€[-12]

Derivaatta f'(x)=3x? -12x +%
. , 21
Derivaatan nollakohdat 3x“ —12x +T =0
(-12)% [(-12)2-4.3. 2
4
X =
2-3
12-481 1
Xl = =
6 2
X, = % = 3% ei kuulu valille [-12]

Funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa vélin paatepisteessa tai vélilla olevassa
derivaatan nollakohdassa.

f(-1) = —% pienin

f(ijzwl suurin
2 4

1
f(2)=6=
(2)=65
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b) Funktio f(x)=x*-4x*+5, xe[-2,3]

Derivaatta f'(x)=3x* —8x

Derivaatan nollakohdat 3x*-8x=0
X(3x-8)=0

x =0 tai x:E
8

Funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa vélin paatepisteessé tai vélilla olevassa
derivaatan nollakohdassa.

f(-2)=-19 pienin

=5 suurin

f(0)
(92
(

f(3)=-
L 1 . 1 L .
Vastaus: a) Pienin arvo—z , suurin 1SZ b) Pienin arvo -19, suurin 5

333.
a)

f(x) = il , valilla [—3,—1]
X 2
2
0 =15 =%

x? x?

x*-1=0
X =-1
X, =1 ei kuulu vélille

Funktio on jatkuva vélilla [-3, _E] ja derivoituva vastaavalla avoimella vélilla, joten funktio

saa suurimman ja pienimman arvonsa valin paatepisteessa tai valilla olevassa derivaatan
nollakohdassa.

1 1 . .
f(=3) = -3+—=-3= pienin
) S35 P

f(-1)= —1+il =—2 suurin

1., 1 1 1

f(-2)=-Z4—=-2=

=73 172
2
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b)
(x-1)% x*-2x+1

f(0 =5 ="~ valilla [-100,100]
F1(x) = (@x=D(xX* +1) - (x* —2x+1)2x _ 2x* -2
(X% +1)? (X* +1)?
2x* -2
412
2x*-2=0
X=x1

Funktio on jatkuva vélilla [-100,100] ja derivoituva vastaavalla avoimella valilla, joten

funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa vélin paétepisteessa tai vélilla olevassa
derivaatan nollakohdassa.

(-100-1)* 10 201
(-100)2+1 10 001
(-1-1)?
(D% +1
1-1°
12 +1
(100-1)° 9801
(100> +1 10 001

f (-100) =

f(=2)

=2 suurin

f(1) =

=0 pienin

f (100) =

Vastaus: a) pienin —3% , suurin —2 b) pienin 0, suurin 2

2
334. Funktio f(x)= x-(—2x+%j =4x3 - 2x* +%x, X €:|0,%|:

Derivaatta  f'(x) =12x? - 4x +%

Derivaatan nollakohdat 12x? —4x +% =0
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Kulkukaavio

1 1
0 12 4
P = + | — X4\ [+,
min max min
Suurin arvo ainoassa maksimikohdassa f (ij = i
12) 108

1 .
Vastaus: LukuE antaa lausekkeelleele suurimman arvon.

335. Funktio f(r)=z-r>-(2-r)=2ar?-ar®, r>0
Derivaatta  f'(r) = 4ar — 3ar?

Derivaatan nollakohdat 4zr —3zr2 =0
ar(4-3r)=0
ar=0 tai 4-3r=0

r=0 tai r=i
3

Kulkukaavio
0 3
P = + | — : A,
f(x) { /\\ -/ \-
min max

Vastaus: Suurin arvo, kun r = % .

336.
f(x)=—x"+6x"-36
f'(x) = -6x° +24x°
—6x°+24x* =0
6x3(-x*+4)=0
x=0tai —x*+4=0

X=%2
Kulkukaavio
-2 0 2 f(=3)>0
foO + | = |+ | = D<o
o) _—— |~ | —1~—~—_ * ra>o0
max min max £(3)<0

Kulkukaaviosta ndhdaan, ettd funktion suurin arvo on jompi kumpi maksimeista
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f(-2)=—-(-2)°+6-(-2)* —36 =4
f(2)=-2°+6-2"-36=—-4
Koska funktion suurin arvo negatiivinen, funktio saa vain negatiivisia arvoja.

337. Funktio f(x)=-x*-5

Derivaatta f'(x)=-4x3
Derivaatan nollakohdat —4x3=0
x=0
Kulkukaavio
0
£(x) + | = x  f(-1)=4>0

f(x) /\ T f()=-4<0
max

Funktion f maksimiarvo f (0) = -5 on samalla f:n suurin arvo.

Funktio  g(x) =2x*+x+3
Derivaatta g'(x)=4x+1
Derivaatan nollakohdat 4x+1=0

X=——
Kulkukaavio
1
"3
g () — | + x <
g(x) \ ‘ / —
mi

n

V <

Funktion g minimiarvo g(—%) = 2% on samalla g:n pienin arvo

Koska f :n suurin arvo -5 on pienempi kuin g:n pienin arvo 2%, niin kuvaajat eivat leikkaa

toisiaan.

338. Paraabelin huipun x-koordinaatti on derivaatan nollakohta.
Paraabeli y=3x*+ax+5
Derivaatta y'=6x+a
y'®=0
6-1+a=0
a=-b6

Vastaus: y = 3x* —6x + 5
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339. Paraabeli kulkee pisteen (0,—3), joten pisteen koordinaatit toteuttavat paraabelin
yhtalén.

Sijoitetaan pisteen (0, —3) koordinaatit paraabelin yhtaléon y = ax? +bx +c.
a-0+b-0+c=-3
c=-3
Sijoitetaan c ja pisteen (1, —4) koordinaatit paraabelin yhtaloon.
a-1>+b-1-3=-4
a+b=-1

Paraabelin huipun x-koordinaatti on derivaatan nollakohta.
Paraabeli y = ax? +bx+c

Derivaattay' = 2ax + b
Derivaatan nollakohta 2ax +b =0

b
T 2

Paraabelin huippu on pisteessa (1,—4), joten saadaan yhtéld

b —_
“on "
b=-2a sijoitetaan yht&léon a+b =-1
a-2a=-1
a=1 sijoittamalla saadaan
b=-2a=-2

Vastaus: y = x* -2x -3

340. Funktio f(x)=x2, g(x)=x3
Erotus e(x)=f(x)-g(x)=x*-x*, xe[0,1]
Derivaatta e'(x) = 2x—3x’
Derivaatan nollakohdat 2x —3x? =0
x(2-3x)=0
x=0 tai2-3x=0

2
X=—
3
Kulkukaavio
0 3 .
e —| + | — | X A,
ex) ‘/‘\‘ /o N\
min max min
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Maksimi € E =i
3 27

Vastaus: Suurin pystysuora etéisyys % ,kun x = %

10. A&riarvosovelluksia

341. Luku x
Tutkitaan funktiota f(x)=x?-x* x<0
Derivaatta f'(x) = 2x—4x°
Derivaatan nollakohdat 2x —4x% =0
2x(1-2x*)=0
x=0 tai 1-2x*=0

\/T
X=t|=
2

Juuret 0 ja \E eivat kuulu valille x < 0

+ | = = x

Ainoa maksimi f(—\/g] =% on suurin arvo.
1

Vastaus: Luvun —\/I =——
2 2

342. Luku x
Tutkitaan funktiota f(x)=x—x*
Derivaatta f'(x)=1-4x°
Derivaatan nollakohdat 1-4x3=0

4x% =1

X = fi/I ~0,63
4

Kulkukaavio
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3/1

2
£(%) + | - £(0)=1>0

f(x) i \ ~_ - f(1)=-2<0
m

ax
Vastaus: Luku %/I = i
U T

343.

v X<

240 - 3x

Ala  A(x) = x(240-3x) = 240x — 3x*
Derivaatta A'(x)=240-6x
Derivaatan nollakohdat 240-6x =0

X =40
Kulkukaavio
240 - 3x
X X X
0 40 80
A —| + | = &= x % .
‘/ > — >
—

A(x) ;\ g ‘ ~_
max
Ala suurin, kun toinen sivu 40 ja toinen 240 — 3-40 =120

Vastaus: Rantaa vastaan kohtisuora sivu 40 m ja rannan suuntainen 120 m.
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344,
X

X

X 30 -2x X
20 - 2x

X X
X X
X X

X 30 -2x X
20 - 2x

X X

X X
Pois leikattavan nelion sivun pituus x > 0

20—2x > 0elix < 10
30—2x > 0elix < 15
Joten 0<x<10

Tilavuus ~ V(x) = x(20—-2x)(30-2x) = 4x* —100x* + 600x
Derivaatta V'(x) = 12x* — 200x + 600

Derivaatan nollakohdat 12x% — 200x + 600 = 0
~(~200) + {/(~200)? —4-12-600

X =
212
200-,/11200
Xy =———=3923...
24
200+ /11200
X, :T=12,749... ei kay
Kulkukaavio
0 3,92... 10
v —| + | — | X N\ /+
VO —| [~ 4
min max min

Maksimi V(3,923...) = 1056,305...~ 1100

Vastaus: Tilavuuden lauseke V(x) = 4x® —100x* +600x , 0 < x <10 ja suurin tilavuus 1 100

cm?.
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345. Ikkunan ymparysmitta

ar+2r+2a=12,0
12,0—7ar-2r
a=———
2

AIaA(r)zéﬂr2 +2ra=%ﬂr2+2r~w:( )

——7z—2)r2 +12,0r
2 2

Derivaatta A'(r) = (—%ﬂ'— 2) 2r+12,0=(-7-4)r+12,0

Derivaatan nollakohta (-7 —4)r +12,0=0
(-7=4r=-120 |:(-7-4)

po—t20 120 =1,680...~ 1,68
-4 7+4
Kulkukaavio
12
0 1,68... m+2
A= 4+ | = = S
AT — | |~ <
min max min

Suorakulmion korkeus

Me(gl)(e(zln 12 _ o 6z+12 12

2 2 T+4  g+4  7+4
2
Maksimi Al 2 |=[~ Lz 2] (22 ) +12.-22 _10081.~ 101
T+4 2 T+4 T+4

Vastaus: Puoliympyrén side ja suorakulmion korkeus 1,68 m, jolloin ala on 10,1 m?.

346.

Suorakulmaisesta kolmiosta x> + h? = 25,02

h = /25,07 - x?
2
Tulo T(x) = xh? :x-(\/25,02—x2) =-x3+625%, x>0

Derivaatta T'(x) = —-3x%2 +625
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Derivaatan nollakohdat —3x? + 625 =0

x:i‘/% |x>0
3

x=14,433..=14,4

Kulkukaavio
0 14,433... 25

TO—| + [ — | X oA,
T — 7 [ >~ 77\
max

Hirren korkeus h = /25,02 —14,433..2 ~ 20,4

Vastaus: Hirren leveys x = 14,4 cm ja korkeus h =20,4 cm.

347.

yhden euron korotusten maara x

Tuottofunktio

T(x) = (5,00 + x)(4000—400x) — 3,00(4 000—400x)

=20 000—2000x + 4 000x — 400x

= —400x* +3200x + 8000
T'(x) =-800x + 3200
—800x+3200=0
x=4
Tuottofunktion kuvaaja on alaspéin aukeava paraabeli, joten funktio saa suurimman arvonsa

paraabelin huipussa x = 4.
Tuotteen hinta5€+4€=9¢€

Vastaus: 9 €

348.

Suoran yhtéld
y=-x—3
Xx+y+3=0
Paraabelin piste (x, x%)
Suoran ja paraabelin pisteen etdisyys
|ax, +by, +¢|

|1~x+1~x2+3|
g
~ |x2+x+3|

NG

Tutkitaan funktiota f(x) = x* + x + 3

2

d(x) = | a=Lb=1c=3x, =Xy, =X
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f'x)=2x+1
2x+1=0
1

X=—=
2

Funktion f(x) = x* + x + 3 kuvaaja on yldspain aukeava paraabeli, joten funktio saa
Lo . 1
pienimman arvonsa huipussa X = 5

f:n pienin arvo

1 1 1 3
f(-=)=(-=)*+(-=)+3=22>0
( 2) ( 2) ( 2) 2
o _ _ |x2+x+3| o
Koska f:n pienin arvo on positiivinen, saa etaisyysfunktio d(x) :T pienimman

- ) . 1
arvonsa, kun f(x) = x* + x + 3 saa pienimman arvonsa eli kohdassa x = 5
Pienin etéisyys

1, 1
‘(—2) +(—§)+3 11

V2 NG

1
d(-=) = ~1,94
( 2)

! 104

1
42

Vastaus:

Harjoituskoe 1

1. a) Funktio f(x)=—%x5+2x4—2x+k, keR

Derivaatta f '(x) = —%~5X4 +2:4x3-2-1+0=—x*+8x3-2

b) Funktio g(x) = (2x+1)% = 4x? + 4x+1
Derivaatta g'(xX) =4-2x+4-1+0=8x+4

X2
¢) Funktio h(x) =——
X+1

2x-(x+1)-x2-1  x%+2x
(x+1)? (x+1)°

Derivaatta h'(x) =

X2 +2X

(x+1)?

Vastaus: a) f'(x) =—-x*+8x*=2 b)g'(x)=8x+4 c) h'(x) =
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KPP B
2\/_ 2 J2-2 2-4 =-1-V2

2.a) I|

. 2 x-1) . x 1 1 1 0
b) lim[1: 1 mfl:(—>)] =
)x—>l[ (x 1 1= [ ( )] x—>lx+1 1+1 2

Vastaus: a) —1-+2 b) 0

3. a) Funktion nollakohdilla tarkoitetaan niitd muuttujan x arvoja, joissa kuvaaja joko leikkaa
tai sivuaa x-akselia.

Kuvasta saadaan x~—-4, x~0 ja x~4.

Funktion derivaattafunktio saa arvon nolla funktion dériarvokohdissa. Kuvasta x ~ -2 ja
X~2.

b) Laaditaan derivaattafunktion perusteella funktion kulkukaavio.

Kulkukaavio
-4 0
o = |+ | = \ +
o ~—~—— ] — ]~~~ —
mm max mn

Kulkukaaviosta ndhdaan, ettd funktion minimit ovat kohdissa x ~ —4 ja x ~ 4 sekad maksimi
kohdassa x = 0.

Funktion kohtaan x =2 piirretyn tangentin kulmakerroin on sama kuin funktion derivaatan
arvo tdssa kohdassa. Kuvaajasta k = f '(2) ~ 2.

Vastaus: a) Funktion nollakohdat x ~ -4, x~ 0 ja X = 4. Derivaatan nollakohdat x ~ -2 ja
X~ 2
b) minimikohdat x ~ -4 ja x~ 4, maksimikohta x~0, k~-2.

2X—(-x+1), x-1<0 [3x-1, x<1
4. f(x)=2x—|x-1|= =
2x—(x-1), x-1>0 x+1, x=>1
Itseisarvo ei muuta funktion jatkuvuutta, joten polynomifunktiona f(x) on jatkuva aina.
3, x<1
1, x>1

Funktio on derivoituva, kun x <1 ja x >1. Koska funktion derivaatta ei ole yksikésitteinen
lahestyttdessd kohtaa 1, funktio ei ole derivoituva kohdassa 1.

Derivaatta f '(x) = {

Derivaattafunktion kuvaaja
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y
4
3
y=3
2 o
 oy=l |
-2 -1 1 2 3 X
-1

Vastaus: Funktio on jatkuva, kun x € R ja derivoituva, kun x =1.

5. Pohjasdrmd x>0 (m)
Sérmion korkeus a >0 (m)
X

S

Rautalankaa k&ytdssa 2,00 m, joten 8x+4a =2eli a= %— 2X

Koska pituudet ovat positiivisia %— 2x >0 eli x< % :

Tilavuus
V=x’a

V(x) = x2(1—2x) =-2x° +1x2, O<x<i

2 2 4
Haetaan tilavuuden suurin mahdollinen arvo. Tilavuusfunktio on polynomifunktiona
derivoituva, kun 0 < x < % .

Derivaatta
V'(x) = —6X° + X
Derivaatan nollakohdat
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V'i(x)=0

—6x2+x=0
-x(6x-1) =0
-x=0 tai 6x-1=0
x=0 x=l
6

Kulkukaavio, kun 0 < x <%

0 1 1

6 4
v ==5 + | - o= /A,
Vo) —5 — ] — S—=< =/ \—=

max

Kulkukaaviosta nahdaan, ettd funktion suurin arvo on kohdassa x = %
Pyydystimen mitat
pohjan sarma % m =0,166... m ~ 1,67 dm ja korkeus

azl_ZX:(E_g.E) m:l m ~ 1,67 dm
2 2 6 6

Vastaus: Kuutio, jonka sérmét ovat 1,67 dm.

6. Funktio f(x)=x?(2x-1)% = x*(4x% —4x+1) = 4x* —4x3 + x*

Funktio on polynomifunktiona derivoituva, kun x e R . Adriarvot sijaitsevat derivaatan
nollakohdissa.

Derivaatta f"(x) =16x> —12x? + 2x
Derivaatan nollakohdat

f(x)=0
16x° —12x% +2x =0
2x(8x% —6x+1) =0

2x=0 tai 8x% —6x+1=0
—(-6)++/(-6)> —4-8-1
<=0 ‘o (-6) £/(-6)
2.8
_6+2 1
17 16 2
6-2 1
Xp =——=—
16 4
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Kulkukaavio

0 1 1 f7(x) =16x3 —12x2 + 2x
¢ 2 f'(-1) =16-(-1)°-12-(-1)?+2:(-1) =-30<0
f'&) — ‘ + ‘ — ‘ + > ,(1) EI. 3) 1(2) ' l( ) )
o) \\./\\\/ x f (§)=16-(§) —12-(5) +2~(§)=o,09375>o

min max min 1
f'(=
3

f'1)=16-12-1212+2.1=6>0

16510 b0 by
)=16-() ~12:(3)? +2:(3) = -0,074..<0

Funktion miniarvot f(0)=0%(2-0-1)*> =0 ja f(%) = (%)2(2%—1) =0

1_1)2 _1

. 1 1.
maksimiarvo f(=)=(=)"(2-
(4) (4) ( 2 o

Vastaus: Funktion miniarvo on 0 ja maksimiarvo on 6_14

7. Funktio f(x) = iz
X

Derivaatta kohdassa 1

1) = lim f(xi:f(l)— i

x—1

Vastaus: f'(1) =-2

X3 -1

8. Funktio f(x) = —;
X

on jatkuva ja derivoituva, kun x = 0.

3% X2 - (3 -1)-2x  x* +2x
(X2)2 X4

Haetaan derivaattafunktion suurin arvo, kun x>1.

Derivaattafunktio f'(x) = , X=0

4
Merkitaan g(x) = f '(x) = = +42X —142x73,
X
Funktio g(x) on jatkuva ja derivoituva, kun x >1.
Derivaattafunktio g'(x) =2-(-3)-x ™ = —%< 0 aina, kun x>1, koska x* > 0. Koska
X

derivaatta on negatiivinen, niin funktio on aidosti vahenevé, kun x >1. Néin ollen funktion
suurin arvo on puoliavoimen valin alkupisteessa.

Funktion g(x) = f'(x)suurinarvo g(1) = f'(1)=1+2.1°=3.
Vastaus: Derivaattafunktion suurin arvo on 3.
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Harjoituskoe 2

1. Funktio f(x) = x> — 6x* — 15x — 11
Derivaatta f’(x) = 3x* - 12x— 15
Derivaatan nollakohdat
f/x)=0
3x*-12x-15=0 |3
X' —4x-5=0

_ (947 -4.1.(-5)

2-1

X

4-~/36
X = =
2
4++/36
X2 = =
2
Vastaus: Derivaatan nollakohdat ovat -1 ja 5.

-1

5

2
2. Kayra y = f(x):%—2x+5

2
Koska f (6) = %— 2-6+5=>5, piste (6,5) on kayralla

Derivaatta f '(x) = % X—2

Normaalin kulmakerroin k, = ES 1

k  f(6) 2
Normaalin yhtélo y—y, =K,(x=%) |% =6, Yo =5, K, =—%

1

-5=——(x-6

y 5 (x=6)
1

=—=X+8
y 2

Normaalin ja k&yran toinen leikkauspiste
2
X
=—-2x+5
y 3

1
=——X+38
y 2

Sijoitetaan y = —%x +8 ylempaan yhtaléon
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——2X+5=-=x+8
3
2
X _3¢-3-0 |6
3 2
2x? —-9x-18=0
. —(-9)£/(-9)2 - 4-2-(-18)
- 2-2
9-4225 1
x =2V _ g
4 2
. 9+\4/225 6

)

3

Leikkauspisteen y-koordinaatti y = f [—gj = - 2-(—%) +5= 8§

4

Normaalin ja ké&yrén toinen leikkauspiste (—1%,8%)

Vi
10
\ /
5 /
.
\ /
4
3
2
!
5 4 B2 4 [ X

Vastaus: Normaalin yhtéld on y = _EX+8 . Normaalin ja kdyran toinen leikkauspiste on

43
2 4

2
3. a) Raja-arvo lim X a8x+7
x»>-1  3X+3

Jaetaan osoittaja tekijoihin kdyttaen apuna osoittajan nollakohtia.
Osoittajan nollakohdat
X*+8x+7=0
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_-8+8°-4.1.7

X
2-1
2
_—8+«/§_

Xy -1

2
i X+7) —
Raja-arvo lim = +8X+7 _ im L) ( ) _ 147 5

o1 3x+3 o1 3(x4T) 3

a2
b) Raja-arvo Iimi?i
x=34x° -13x+3

Jaetaan nimittdja tekijoihin kdyttden apuna osoittajan nollakohtia.
Nimittajan nollakohdat

42 -13x+3=0

X_—(—13)J_r (-13)°-4-4.3

- 2.4

_13-v121 1
' 8 4

13++v121
X2 =—:3
8
-3x° -3(x* - -3 X+3
Raja-arvo lim 21=3%7 lim -9 _ lim M( )— 18

x->34x2 ~13x+3 X%34(x—1)(x—3) xo3 (4x-1) (x~3) T
4

Vastaus: Raja-arvo ona) 2 b) _18

11°

4. Funktio f(x) = x* + 3x* — 1
Derivaatta f '(x) = 3x* + 6x
Derivaatan nollakohdat f'(x) =0

3x°+6x=0

AX(x+2)=0

3x=0 taix+2=0
x=0 tai x=-2
Kulkukaavio
-2 0

e + | = |+ .\ /+
foy — T~ — % 2o/

max min
Maksimi f(-2) = (-2)® + 3-(-2)*—1=3
Minimi f(0) = 0°+3.0° - 1=-1
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P
=

= QD W

L

]

b

IS

Vastaus: Paikallinen maksimi on 3 ja minimi -1.

2x% —9x
2X+3

Funktio on jatkuva, kun 0 <x <5 ja derivoituva, kun 0 <x < 5.
Nollakohdat f(x)=0

2
2X° —9x _0
2X+3
2x? —9x =0
X(2x-9) =0

5. Funktio f(x) =

x=0 tai x=41
2

(4x—-9)(2x+3)—(2x* -9x)-2  4x? +12x~27

Derivaatta f '(x) =

(2x+3)? (2x +3)?
Derivaatan nollakohdat f'(x) =0
4x% +12x-27

(2x+3)?
4x% +12x—27=0

- ~12+,/122 —4.4.(-27)

2.4
Xlz—lz—T \'576=_4% |Eikiy 0<x<5
1244576 .1
8 2
Kulkukaavio
1
0 11 5

o) —| - | + |=—

=y

fo — |~ ——

max min max
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2
1 2'(1;) _9'(13 1
Minimi f(lzjz 1 =_1§ Pienin arvo
2-(1)+3
2
2_ .
Maksimit f(0)= 2> —9-0_
2-0+3
2_ .
f(5)=M=E Suurin arvo
2-5+3 13

Funktion arvojoukko on —11 <y< > .
2 13
. .1 . . 1 5
Vastaus: Funktion nollakohdat ovat 0 ja 45 . Funktion arvojoukko on —15 <y<—.

13

a+1-x%, kunx <2
6. Funktio f(x)=<33_2

-5, kunx>2
X

Funktio on jatkuva kohdassa x = 2, kun funktion raja-arvo on yhté suuri kuin funktion arvo
téssa kohdassa.

lim f(x)=f(2)

X—2

lim f(x)= lim f(x)=f(2)
X—2" x—2*"

lim (a+1-x2) = lim (3‘"’“2—5J= f(2)
x—2~ x—2*
a+1—4:3a_2—5:3a_2—5
2 2
a-3=2"2 5 |7
2a-6=3a-12
a==6

Vastaus: Vakio a = 6.

7. Tangentti kohtaan x = 6% = 2745

1
Kayra y = f (x) = 2Jx =2x2, x>0
1
Derivaatta f '(x) = 2%x 2. L

x
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Tangentin kulmakerroin k; = f’ (éj = 1 = 2
4 25 5

4
Tangentin yhtald y — yo = ki (X = Xo) X0 = §, Yo= f(%) = 2\/2;5 =5

2 25
_5=_ X——
y 5( 4)

y—2x+5
5 2
Tangentin suuntakulma
2
tana =—
5
a=218°
Vi
8
. LT _~
6 /%/
/
/
4
2 / /
-]
1
3 4 7 10 11 12 13 x

Vastaus: Tangentin yhtalé on y = %x +g . Tangentin suuntakulma on 21,8°.

10 m

X
Peltilevyn leveys on 30 cm, joten x + 2y = 0,3 eli x = 0,3 - 2y.
Kouru kuljettaa mahdollisimman runsaasti vettd, kun sen poikkileikkauksen pinta-ala on
mahdollisimman suuri.
Pinta-ala A=xy=(0,3-2y)y =0,3y—-2y?>, 0<y <0,15
Derivaatta A '(y)= 0,3 — 4y
Derivaatan nollakohdat
0,3-4y=0
y =0,075
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Kulkukaavio

0,075
e+ | = o+ R
o) _— T~ * -
max

Kouru kuljettaa mahdollisimman paljon vettd, kun kourun korkeus on 0,075 m = 7,5 cm ja
leveys 0,3 m-2.0,075m=0,15m=15cm.

Vastaus: Kourun leveys on 15 cm ja korkeus 7,5 cm.

Harjoituskoe 3

1.

Kuvaajasta lukien tangentin kulmakerroin eli derivaatan arvo kohdassa x = 1 on 1,5 ja myds
kohdassa x = —2.

Vastaus: 1,5 ja kohdassa x = —2

2

2

f(x):EXS—lx -Xx+9
3 2

f'(x)=2x*-x-1
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2x2 —x-1=0

D EDP-42 ()

2:2

X

Vastaus: —% jal
3.
1
f X)=——
() X2 +2X+2
f.(X):O;l-(2x+22 _ 2—2x—2 :
(X +2x+2)° (X" +2x+2)
-2X-2
(X* +2x+2)°
-2x—2=0

x=-1
Kulkukaavio

-1
o+ | = R
J(x) /‘\ x

Vastaus: x<-1

4.
X
o
. LB +1)—x-6x  -3x"+1
B +1)? (3x%+1)?
tangentin kulmakerroin y'(l) = _3+z+12 _1
(3-12 +1) 8

normaalin kulmakerroin 8
tangentin ja k&yran sivuamispisteen y-koordinaatti

1 1

1:—:_

y@) 3.0°+1 4
tangentin yhtalo

1 1

——=-=(x-1
y=4 8( )
8 8
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normaalin yhtélo

1
— = =8(x-1
Y=2 (x=1)
3
=8x—-7—
y 4

Vastaus: tangentti y = —%x +§ , hormaali y =8x— 7%

5.
Funktio f(x) = x* + x

Erotusosamaara 2 = 10~ T(%)
AX X=X,

Derivaatta f '(x,) = lim TO0= (%)
X—=>Xo X — XO

a) Erotusosaméaaré kohdassa x = 1
A f)-F@) _ X +x-2

AX x-1 x-1
Polynomin x? + x — 2 nollakohdat
X +x-2=0
L -41(2)
- 21
-1-/9
= :—2
% 2
—1+\/§
X, = =1
2
2
Erotusosamaara A _f-T@) X +x-2 _ (x-D(x+2) _ X+2
AX x-1 x—-1 x-1
b) Derivaatta f ‘(1) = Iin}L_lf(l): lim(x+2) =3
X—. X_ X!

Vastaus: a) Erotusosamaara on i—f = X+2 b) derivaatta f'(1) = 3.
X

6.
f(x)=x2+x7 +x+1
f'(x) =93x¥ +47x" +1

93x% +47x*® +1=0
sijoitetaan t = x*®
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93t +47t+1=0

_ —47 £+/47* -4.93-1

t

2-93
(AT [1837
~ 186
t, =-5,20...
t, =-0,021...
sijoitus t = x*
x*® =-520...
ei ratkaisua
x* =-0,021...
ei ratkaisua

Koska polynomifunktiolla f(x) = x* +x* + x+1 ei ole derivaatan nollakohtia, ei funktiolla
ole &é&riarvokohtia.

7.
narun pituus a
osat X jaa — x, missa x €[0,a]
ympyrén kehén pituus
27r =X
X

2r
ympyrén ala

X

A\/mp =7 (Z)Z
nelion piiri
4s=a-x

r

a—x
S=——
4

nelion ala
a—x
Aveiis = ( 4 )2
kokonaisala
X a—x
AX) = 7+ (—)? + (—2)?
X)=7 (27[) ( 2 )

_4x? . ra® —2arx+ X’
167 167

_ (4+7)x* —2arx+za’

B 167

A'(x) = %[(8 +27)Xx—2ar]
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1
—[B+27)x—-2ax]=0
16”[( ) 1

a

T4tx
Pinta-alafunktion kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli, joten funktio saa pienimman

<a

- ra . . - oy N
arvonsa paraabelin huipussa x = 2 <a jasuurimman arvonsa valin [0,a] paatepisteessa.
+

2

0 a-0 a
AQ) =7 - (—)P +(—) =—
0) == (27[) ( 2 ) 16
2 2 2
za _ 7ma , da+ra—rza
A( e _ oAtz |, dim | _ (2 + 4+ 7
A4+ 2 4 8+ 27 4

( a ]2 ( 2a jz ra’+4a® . .
=z + = pienin

8+2r 8+27) (8+2r)?
a,, ,a—a, a* a’ .
Al@)=7-(—) +(——)" =—>— suurin
@ (27z) ( 4 ) 4z 16

Vastaus: suurin ala, kun koko naru kdytetddn ympyréan ja pienin ala, kun toinen osa on

ja toinen
4+ 4+

8.

f(x):ax2+£+a (@a#0)
X

) 1 2ax®-1
f(x):Zax—7= 2
3_
2a>)<(2 1:0
ae b
2x3

1 , 1 1 1 1 1 xX*+2x*+1 3x*+1
fX)=F Xttt =rt—t = 5 = -
2X X 2X 2X X 2X 2X 2X
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a=3 a=2 a=1

y:3x2+1

1 2 3 4 5

-1
3x?+1
2x3

Vastaus: y =
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MAA 7 KOE 1
TEE SEURAAVISTA TEHTAVISTA KUUSI.

1. Derivoi.

a) f(x):5x4—%x3—x+7r b) f(x)=(1-x)? c) f(x)= X+2

X% -1

2. M&dritd raja-arvo.

2 2 B
a) lim2X L b) limX+3X=4
x—>1—-X—-1 x—1 X—1

3. a) Kuvassa on funktion f(x) kuvaaja.
y
4

3

3 2 -1 1 2 3 /A4 5 x

Maarita funktion f(x) nollakohdat ja kohdat, joissa funktion
tangentti on vaakasuora.

b) Kuvassa (a-kohdan kuva) on funktion f(x) derivaattafunktion f'(x) kuvaaja.
Maarita funktion f(x) &ariarvokohdat ja kohtaan x = -2 piirretyn tangentin kulmakerroin.

4. M@érité funktion f(x)= adriarvot.

X2 +1

5. Ratkaise epéyhtéld X +l > 1

x-1 x x%2—x
6. Kéyralle y = JXx kohtaanx=a (a>0) piirretyt tangentti ja normaali erottavat x-

akselista janan. Osoita, ettd janan pituus on aina suurempi kuin >

7. Pallon sade on 3. Mé&arité pallon siséén asetetun suurimman suoran ympyrélierién
pohjaympyrén séde.
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MAA 7 KOE 1 RATKAISUT

1. Derivoi.
a) f(x)=5x4—§x3—x+7r b) f(x)=(1-x)? c) f(x)= X2+2
4 x° -1
Ratkaisu
a) Funktio f(x)=5x" —%xS —X+7
Derivaatta f'(x)=5-4x° —%3x2 —-1=20x° —%xz -1
b) Funktio f(x)=(1—x)% =x?—2x+1
Derivaatta f'(x) =2x-2
¢) Funktio f(x) = X;z
X =1
1% =D —(x+2)-2x  x*-1-2x>-4x —x*—-4x-1
Derivaatta f '(x) = = =
(x? -1)? (x? —1)? (x? —1)?
f— 2_ f—
Vastaus: a) f'(x):ZOxs—%xz—l b) f'(x)=2x-2 ¢) f'(x):)((z;"l);zl
X —

2. Maérita raja-arvo.

2 2 _
a) lim2 1 b) lim X 3x—4
x-1—-X—1 x—1 X—1
Ratkaisu:
X241 1241 2
a) lim = =—=-

Kun sijoitetaan x = 1, paadytaan muotoon % .

Jaetaan osoittaja tekijoihin nollakohtiensa avulla.
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X2 +3x—4=0

21
-3+5
Xl= 2 =
-3-5
X, =~ >4
27 2

2 p— p—
lim X +3x-4 _lim (x=1)(x+4)
x—1 X—1 x—1 Xx—-1

=lim(x+4)=1+4=5
x—1

Vastaus: a) -1 b)5

3. a) Kuvassa on funktion f(x) kuvaaja. M&arita funktion f(x) nollakohdat ja kohdat,
joissa funktion tangentti on vaakasuora.
Maarita funktion f(x) nollakohdat ja kohdat, joissa funktion
y
4

3

b) Kuvassa on funktion f(x) derivaattafunktion f'(x) kuvaaja.

Maarita funktion f(x) &ariarvokohdat ja kohtaan x = -2 piirretyn tangentin kulmakerroin.
Ratkaisu

a) Funktion nollakohdat eli kohdat, joissa kuvaaja joko leikkaa x- akselin tai sivuaa sité.
Nollakohdatx =—4,x=0jax =4

Funktion tangentti on vaakasuora kohdissax = -2 jax =2
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b) Kulkukaavio

Derivaattafunktion kuvaajasta saadaan kulkukaavio.

—4 0 4
f@) = |+ | = |+
min max min

Kulkukaaviosta nahdaan, ettd funktion aariarvokohdat ovat
minimit x=-4 jax=4
maksimi x=0

Funktion kohtaan x =-2 piirretyn tangentin kulmakerroin on funktion derivaatan arvo
kohdassa x=-2,eli f'(-2).
Kuvaajasta f '(-2)=2

Vastaus: a) Nollakohdat x = —4, x = 0 ja x = 4, tangentti vaakasuora, kunx =-2 jax =2
b) Minimikohdat x =-4 jax =4 ja maksimikohta x =0, tangentin kulmakerroin 2

4. Méarita funktion f(x) = 5 adriarvot.
X +1
Ratkaisu
Funktio f(x)=— 1 on maaritelty, kun x € R, koska x*+1> Oaina.
X° +

Adriarvokohdat ovat derivaatan nollakohdissa.
Derivaatta

2 . 2
f'(x):l (x J;l) ;( 2x: ;( +12

(x“+1) (x°+1)

Derivaatan nollakohdat
f'(x)=0
—x2+1
0C+1?
—x*+1=0
x2 =1 |V

Xx==%1
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Kulkukaavio f= Xt

-1 1 T2 1)

) = ‘ + ‘ — S f(-2) = 2741 —_—3<O
fo) T~ —T— ¥ (22 +17? 25
min max f'(0) >0

f'Q<0
Kulkukaavion perusteella funktion f(x) =
x2 +1
minimiarvo on f(—1):_—21=_1
-D°+1 2
maksimiarvo on f (1) = 1 1
1?+1 2

L 1. _ 1
Vastaus: Minimiarvo on —5 ja maksimiarvo on 7

v

5. Ratkaise epéyhtéld X +i
x=1 x

Ratkaisu
Siirretddn termit epayhtalén samalle puolelle.

1
X2 —x

X
—t
x—1

X 1 1

x-1 X x?—x

< |~
V

20

Lavennetaan termit samannimisiksi.
X) X x-1) 1 1

A - >0
x-1 X x2—x
2
X N x—l_ 1 >0
X(x=1) x(x-1) x(x-1)
X2 +X—2
x(x-1)
X2 +X—2

Tutkitaan funktiota  f(x) =
X(x-1)

Funktio voi vaihtaa merkkinsd kohdissa, joissa sitd ei ole méaritelty (nimittdjan nollakohdat),
tai nollakohdissaan (osoittajan nollakohdat).

2 p—
Kohdat, joissa funktio f (x) :%Xl)z ei ole mééritelty
X(x —
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x(x-1)=0
x=0 tai x-1=0
x=1

2
Funktion f(x)=X*=2 nollakohdat
X(x=1)
f(x)=0
X2 +x-2
X(x-1)
X2 +x-2=0
. —1+41% —4-1-(-2)
- 21
X, = -1+3 1
2
-1-3
X == =2
Merkkikaavio
2 —
0 0 1 f(x) _X+x-2
@+l = |+ |+ .
> 2
X f(-3) :M:E
-3.(-3-1) 3
f(~1) <0
£(0,5)>0
) f(2)>0
Epéyhtélon ratkaisu
f(x)=0
X2 +X—2
_2
x(x-1)

X<-2 tai O<x<1 tai x>1

Vastaus: x<-2 tai O<x<1 tai x>1

6. Kayralle y = Jx kohtaanx=a (a > 0) piirretyt tangentti ja normaali erottavat x-akselista

janan. Osoita, ettd janan pituus on aina suurempi kuin E .
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Ratkaisu

Kéyran y= JX kohtaan x=a piirretyn tangentin kulmakerroin on y'(a).

Derivoidaan funktio f(x) =/x
1

Derivaatta f '(x) = %xfg = % x> 0.

Tangentin kulmakerroin k; = f '(a) :ﬁ, a>0

Tangentin yhtald
Y= Yo =ki(Xx=%p) |xo:a,y0:f(a):\/§,kt:%
y-a=ta)

Tangentti leikkaa x-akselin pisteess, jossay =0
Leikkauspiste

y—x/_=zi(x—a) | y=0

Ja
1
Ja=—+(x-a 2Ja>0
2\/5( )
—2a=X-a
X=-a

Normaali ja tangentti ovat kohtisuorassa toisiaan vasten, joten kulmakertoimien tulo on —1.
Normaalin kulmakerroin (a > 0)
1

K.k, =-1 | K, :m
k, =—2a
Normaalin yhtéld
Y= Yo =Ky (X=%p) |X0:a,y0=f(a):\/§,kn:—2\/g
y—va=-2Ja(x-a)

Normaali leikkaa x-akselin pisteessd, jossay =0
Leikkauspiste

y—Va=-2a(x-a) |y=0
—Ja=-2Ja(x-a) |:(-2/a)=#0

1
—=Xx-a
2
1
X=a+—
2
. L e . 1 1 1
Leikkauspisteiden vélisen janan pituus —a—(a+§) =|l-a—a—-—|= —2a—§ .
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1

Koska a >0, —2a—1<0,joten —2a—1 :—(—Za—1)=2a+—
2 2 2 2

Funktio j(a)= 2a+5 on nouseva suora, joten sen pienin arvo on vélin alkupisteessa. Koska

a > 0, lasketaan raja-arvo, kun a rajatta l&henee arvoa nolla.

Raja-arvo lim (2a+ l) _1
a—>0" 2 2

Funktion j(a) = 2a+5 eli janan pienin arvo on aina suurempi, kuin tdma raja-arvo, koska

funktio ei koskaan saavuta tata arvoa.

7. Pallon sdde on 3. Mé&érit4 pallon siséan asetetun suurimman suoran ympyrélierion
pohjaympyrén séde.

Ratkaisu
Ympyralierién pohjan séde r

Ympyrélierion korkeus h
Ympyralierid suurin, kun sen
tilavuus on suurin.

Ympyralierion tilavuus V = zr®h

Suorakulmaisesta kolmiosta OAB
saadaan sade korkeuden avulla.

0
h

2 2 2

r-+(=) =3
(2) 5 B 3
12 _g-Lp2 2
4

Tilavuusfunktion muuttujaksi []
kannattaa valita korkeus h, silla A r B

talléin tutkittava funktio on
polynomifunktio.

V = zr’h

V(h) = ﬁ(g—%hz)h :—%nrﬁ +97h

Koska seka r ettd h ovat positiivisia, niin 0 <h <6

Haetaan tilavuusfunktion suurin arvo.
. , 3 .,
Derivaatta V '(h) = —Znh +97
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Derivaatan nollakohdat
Vith)y=0

3 ah? 497 -0
4

hz _ -9

-7

4
h? =12

h=+12

h=23
Kulkukaavio

Ve —2 4+ | — 2

|V

|h>0

V(x) ;5/‘ \S

Lieri6 on suurin, kun sen korkeus on 2\/§ .

Tallin lierién pohjan sade on r = \/9—%h2 = \/9—%(2\/5)2 =J9-3=46

Vastaus : \/5

265



MAA 7 KOE 2

1. Ratkaise yhtal6 f '(x) = 0, kun f(x) = x* + x* —x + 14.

x? —16 _ x®-7x-18
m -—-—-————--.
3x-12 x>-23x% +2x—8

2. Maérita raja-arvot a) lim
X—4

3. Milla x:n arvoilla funktio f(x) = x*> —15x? +36x—7 on aidosti kasvava?

4. Ratkaise a) 12, b) SX+7

< 3X.
Xx-5 x-3 X-5

5. Maérité rationaalifunktion f (x) =22—X1 paikalliset &ariarvokohdat.
X

2x% +5x-3
6. Madrita vakio a siten, ettd funktio f(x)= x2 -9
a, kunx=-3

, kunx#-3

on jatkuva, kohdassa x = -3.

7. Kéyrélle y = i, X > 0 kohtaan x = a piirretty tangentti rajoittaa positiivisten
X

koordinaattiakseleiden kanssa kolmion. Osoita, ettd kolmion ala ei riipu kohdan a valinnasta.

8. Tehdas valmisti kannetonta litran vetoista muoviastiaa, johon meni mahdollisimman
vahan muovia. Mitké olivat astian mitat, kun se oli suoran ympyrélierion muotoinen?
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MAA 7 KOE 2 RATKAISUT

1. Ratkaise yhtal6 f '(x) = 0, kun f(x) = x* + x* — x + 14.

Funktio f(x) =3 + x* —x + 14
Derivaatta f '(x) = 3x* + 2x — 1

Yhtalo f'(x)=0
X +2x-1=0
X_—2i1/22—4~3~(—1)
B 2.3
Xl :ﬂ:_l
6
—2+«/1_6 1
Xg =————=—
6 3

Vastaus: Yhtalon juuret ovat -1 ja % .

2 2 _
X -16 b) i X°—7x-18

m .
3x-12 x>-23%x% +2X—8

2. Madrita raja-arvot a) lim
X—>4

2_ X+4
a) Raja-arvo IimX 16—Iim M( ):4+4:22

x>43X—12 x4 3(x~4) 3 3

2 — —
b) Raja-arvo lim M
x—>-23x° +2x-8
Jaetaan osoittaja ja nimittdja tekijoihin osoittajan ja nimittajan nollakohtia apuna kayttaen.
Osoittaja

X2 -7x-18=0
D) +(-7)2 -4-1-(-18)
- 21

7-121

aq :—:—2

2
744121
x, = N2 g

2
Nimittdja
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3x2 +2x-8=0

24,22 -4.3.(-8)

X =

23
~2-+/100
l:—:—z
6
L _-2+100 4
2 6 3
Raja-arvo
i X oTX=18 L (x+2)(x=9) M(X 9 __—2-9 1

im———=
2
x>-23x% +2X—8 x>-2 3(X+2)(X_] M(sx 4 3.(2)-4 10
. 2
Vastaus: Raja-arvoona) 2— h) 1—.
3 10

3. Milla muuttujan x arvoilla funktio f(x) = x3 —15x? +36x—7 on aidosti kasvava?

Funktio f on aidosti kasvava, kun f'(x) > 0.
Funktio f(x)=x3-15x*+36x—7
Derivaatta f’'(x) = 3x* — 30x + 36
Derivaatan nollakohdat f’(x) =0
3x*-30x+36=0 |3
X’ —10x+12=0

_~(-10) +4/(-10)* —4-1.12

2-1
x1=M=5—\/ﬁ
, - 10+J_ 5413
Kulkukaavio
X X
&+ | = | 4+ R +\ /+

oy _—— ]~~~ — % N2

Vastaus: Funktio on aidosti kasvava, kun x <5-+/13 tai x >5++/13.

4. Ratkaise a) L—£=3 b) sl
x-5 x-3 x-5

<3X.

a) Ratkaistaan murtoyht&ld
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-3 -5
9 7__X )_12 = (x-5)(x-3)3 |x¢3,x¢5

X-5 X—3
7x-21  12x-60 _ 3(x-3)(x-5)
(x=3)(x=5) (x=3)(x=5) (x-3)(x-5)
7x—21—(12x —60) = 3(x? —8x +15)

3x? —19x+6=0
. —(~19)£+/(-19)2 - 4-3-6
N 23
_19-v289 1
6 3

19++/289

X2 6

|(x—3)(x-5)

X

6

b) Ratkaistaan murtoepéyhtald
S5X+7

X—5

< 3X

5x+7
X-5
2
5x+7_3x —15xSO
X-5 X-5
2
-3X +20x+7S
x-5

— X3y <0

0

Osoittajan nollakohdat
—3x%+20x+7=0

—20++/20% —4.(-3)-7

2-(-3)
X, = —20-+/484 _7
-6
« _ —20+~/484 1
2 -6 3
Nimitt4jan nollakohdat
x-5=0
x=5
Merkkikaavio
_1
3 5 7
fo + | = o 4+ | =
\ 0 \ *
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—3x% +20x+7
R TR <0

Epéyhtalon ratkaisu
X=5

—13x<5 taix>7
3
Vastaus: a) Yhtalon juuret ovat % ja6. b) Epayhtalon ratkaisu on —% <x<5 taix>7.

22_ Xl paikalliset aariarvokohdat.
X

5. Mé&arité rationaalifunktion f(x) =

Rationaalifunktio f (x) = 22‘ X1' X #+1
X —
_— . 2 _— —_— —_— 2 —_—
Derivaatta f'(x) = L(x ? (z X)2X=X 24XJ;1
(x* -1 (x* -1
Derivaatan nollakohdat f '(x) =0
X2 —Ax+1
(x* -1?
X2 —4x+1=0
. —(-4) £+ (4% -4-11
- 21
- -2 _, g
2
X, = 4+;/E _ 2+\/§
Kulkukaavio
-1 X, 1 X,
F® 4+ 0+ | = o = |+
max min

Vastaus: Paikallinen maksimikohta on x = 2—+/3 ja minimikohta x = 2++/3.

2x% +5x-3
6. Madrita vakio a siten, ettd funktio f(x)= x2 -9
a, kunx=-3

, kun x = -3

on jatkuva, kohdassa x = -3.
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2x% +5x -3
Funktio f(x)= x2_9
a, kunx=-3

Funktio on jatkuva kohdassa x = =3, kun funktion raja-arvo on yhta suuri kuin funktion arvo
téssd kohdassa.

, kunx = -3

lim £00=1(-3)

. 2x>+5x-3
lim ——— = (-3
x—>-3 X2—9 ( )

Raja-arvon laskemiseksi jaetaan osoittaja tekijoihin nollakohtia apuna kayttaen.

2x2 +5x-3=0
X_—5¢«/52—4-2-(—3)
B 2.2
4
5+49 1
Xg =———=—=
4 2
2(x+3) x—1
. . 2x%+45x-3 . 2
Raja-arvo lim = lim
x>-3  x2_9 x—>-3 (Xx=3)(x+3)

im M(Zx—l)_z.(-s)-1:11

>3 (x-3) (x+3)  —3-3 6

Kun valitaan f(-3) = 1%, funktio on jatkuva kohdassa x = -3.

Vastaus: Vakio a = 1% .

7. Kéyralle y = i, X > 0 kohtaan x = a piirretty tangentti rajoittaa positiivisten
X

koordinaattiakseleiden kanssa kolmion. Osoita, ettd kolmion ala ei riipu kohdan a valinnasta.
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11 12 13

Kayra f (x) _4 4x7t, x>0
X

Derivaatta f '(x) = —4x % = _iz
X

. i 4

Tangentin kulmakerroin k; = f '(a) =——

Tangentin yhtalo y — yo = ki (X —Xo) %o =@, Yo =f(a) =

SN

4 8 a’
—X=— —_
a® a 4
X=2a
Tangentin ja y-akselin leikkauspiste
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Kolmion ala A:X—= =8

Ala ei riipu vakiosta a. |:|

8. Tehdas valmisti kannetonta litran vetoista muoviastiaa, johon meni mahdollisimman
vahan muovia. Mitka olivat astian mitat, kun se oli suoran ympyrélierion muotoinen?

Astian tilavuuson 1 1 = 1 dm®

V=zR%h V=1 4>
zR?*h =1
1 h
h =—2
7R
: 2 1 2 -1 THR-
Pinta-ala A(R)= 7R +271R-—7 = 7R+ 2R, R>0
T
Derivaatta A'(R) = 27R—2R? = 2zR —%
R
Derivaatan nollakohdat
2ﬂR—%:O
3 —
27r|:2 2 _0
27R®-2=0
R= iﬁ ~0,68
T
Kulkukaavio
0 I+ A'(R):z;zR—i
T R2
fO)—=c — | +  A(05)<0
f(x) EE\‘/ X A'(1)>0
min
Astian korkeus h = L = ; = i/z ~ 0,68
T

R2 2
ot
VA

Vastaus: Astian pohjan sade 0, 68 dm ja korkeus 0,68 dm
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MAA7 KOE 3

1. Kuvassa on funktion f derivaattafunktion kuvaaja. Maarita funktion f dariarvokohdat ja
niiden laatu seka funktion kohtaan x = 2 piirretyn tangentin kulmakerroin.

y
4

3

-4 3 2 -1 1 2 4 5 x

2. Mita tarkoitetaan funktion suurimmalla arvolla? Méaritd funktion f (x)=2x®-2x*+1

suurin arvovalilla El} .

2 _ 2 _
3. Madritaa) lim 22X X718 py jjg X7 =80
x>-3 6X+18 x—>45x2 —19x — 4

2
4. Laadi funktion f(x)zw kulkukaavio.
X

5. Milla a:n arvoilla suora y = —2x on kayran y = x° — 8x + a tangentti?

6. Miss4 kulmassa paraabelity = —2x° + x — 1 jay = —4x? + 2x + 2 leikkaavat toisensa, kun
leikkauspisteen x-koordinaatti on positiivinen?

7. Suoran ympyrakartion sivujanan pituus on 10. Mé&érité tilavuuden suurin arvo.
8. (9 pisteen tehtava)
Kayralle y = x* — 3x° + 2x on piirretty origoon tangentti ja normaali. Maarita sen kolmion ala,

jonka muodostavat origoon piirretyt tangentti ja normaali sekd toinen tangentti, joka on
piirretty origoon piirretyn tangentin ja kdyrén leikkauspisteeseen.
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MAA 7 KOE 3 RATKAISUT

1.
Kuvassa on funktion f derivaattafunktion kuvaaja. Maérit& funktion f &ariarvokohdat ja
niiden laatu sek& funktion kohtaan x = 2 piirretyn tangentin kulmakerroin.

y
4

3
2

1

-4 3 2 -1 1 2 4 5 x

Ratkaisu:

Laaditaan kulkukaavio derivaattafunktion kuvaajan avulla.

Kulkukaavio
0 3
fo) = - |+
fo) T~ T~ — «
min

Kulkukaaviosta ndhdaan, ettd funktiolla on vain yksi dariarvokohta x = 3, joka on
minimikohta.

Derivaattafunktion kuvaajasta nahdaan, etta funktion f kuvaajalle kohtaan x = 2 piirretyn
tangentin kulmakerroin on —4.

Vastaus: Ainoa adriarvokohta on minimikohta on x = 3 ja kohtaan x = 2 piirretyn tangentin
kulmakerroin on —4.
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2. Mité tarkoitetaan funktion suurimmalla arvolla? Maérita funktion f (x) =2x3—2x% +1
suurin arvovalilla Bl} .

Ratkaisu:

Funktion suurimmalla arvolla tarkoitetaan suurinta arvoa kaikista funktion saamista arvoista.
Jatkuva funktio saa suljetulla vélilla suurimman arvonsa valin paatepisteessa tai valilla
olevassa derivaatan nollakohdassa tai kohdassa, jossa derivaattaa ei ole.

f(x)=2x3—2x* +1

f'(x)=6x*—4x
Derivaatan nollakohdat
6x° —4x=0
2x(3x—2)=0
2x=0 tai 3x-2=0
x=0 x:g
3

Polynomifunktio saa suljetulla valilla suurimman arvonsa valin paatepisteessa tai vélilla
olevassa derivaatan nollakohdassa

3 2
f(1j=2-(1j —2-(1j =307
2 2 2 4
3 2
(3)(3] =] 5o
3 3 3 27

f(1)=2--2-1+1=1 suurin

Vastaus: Suurin arvo on 1.

3. Médrita a) lim 2 4x-15 ) 5X°-80
x>-3  6x+18 x>45x% ~19x —4
Ratkaisu:
a)
2x2 +x-15=0
. —141% —4.2.(~15)
2.2
X =-3
=S
2

Joten 2x2 +x-15= 2(x+3)(x—g) = (x+3)(2x-5)

2x2+x-15 . (x+3)(2x-5) . 2x-5 11
im —— = lim = lim —
x—>-3  6Xx+18 x>-3  B6(X+3) x>-3 6 6
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b)

5x% —19x—4=0
_—(19) +(-19)2 - 4.5.(-4)
B 2.5
1
Xy ="z
X2 :4

Joten 5x% —19x—4 = 5(x+%)(x —4) = (5x+1)(x—4)

5x% —80 . 5(x2-16) _ B(X+4)(x—4) . 5(x+4) 40
im = lim =lim =lim =—
x>45x% _19x—4 x4 (5x+1)(x—4) x>4 5x+1)(x—4) x-4 (5x+1) 21

Vastaus: a) _u b) 40
6 21

2
4. Laadi funktion f(x)zw kulkukaavio.

X
Ratkaisu:
2 2
f(x): 3(x° +1) :Sx +3,x¢0
2X 2X
, 6x-2x—2-(3x*+3) 12x°-6x*-6 6x*—6
f (X) = 2 = 2 = 2
4x 4x 4x
Derivaatan nollakohdat ovat osoittajan nollakohdat.
6x°—6=0
X=+1
Kulkukaavio
1 0 1 f(2)=1125>0 f'(-2)=1,125>0
f(x) + ‘ — ‘ — ‘ + - f(-0,5)=-45<0 f'(-05)=
f) —— T~ T~ — ¥ p05=-45<0 ;4205;,)0: —4.5<0
max min f(2)=1125>0 '(2)=1,125>0

5. Mill4 a:n arvoilla suora y = —2x on kéyran y = x> — 8x + a tangentti?
Ratkaisu:

Derivaatta = tangentin kulmakerroin

y=x*-8x+a

y'=3x*-8

Saadaan yhtalo
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3x*-8=-2
3x* =6
X =42
Tangentin ja kéyran leikkauspisteet toteuttavat yhtaloparin.
y=x'-8x+a
{y =-2X
X} —8x+a=-2x
a=-x’+6x

Tangentin ja kdyrén sivuamispisteiden x-koordinaatit ovat x = +2.
Ratkaistaan a ndilla x:n arvoilla.

a =—(—2)° +6:(—2)=—42
8, =—(2)*+62 =42

Vastaus: a = +4/2

6. Miss4 kulmassa paraabelity = —2x* + x — 1 jay = —4x? + 2x + 2 leikkaavat toisensa, kun
leikkauspisteen x-koordinaatti on positiivinen?

Ratkaisu:

Leikkauskulmalla tarkoitetaan leikkauspisteeseen piirrettyjen tangenttien vélista kulmaa.
Kéyrien leikkauspisteet

y=-2x"+x-1
{y=—4x2+2x+2
2%+ X—1=—-4X" +2x+2
2x* —=x-3=0
e rxe
2-2
leiJz—S
4
3
=3
X, =-1

Kéyrien positiivinen leikkauspisteen x-koordinaatti on g

Tangenttien kulmakertoimet kohdassa x = g

y=-2X+x-1
y'=-4x+1
3 3
C)=-4.211=-5
y &) >
ja
y = —4x2+2x + 2
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y'=-8x+2

3 3
')=-8=+2=-10
y(2) 5

Tangenttien suuntakulmat

tana, =5

o, = —18,69°
tang, =-10

o, ~—84,29°

Tangenttien valinen kulma on suuntakulmien erotus
a, —a, =—18,69°—(-84,29°) ~ 5,6°

Vastaus: 5,6°

7. Suoran ympyrakartion sivujanan pituus on 10. Méaarita tilavuuden suurin arvo.
Ratkaisu:

Kartion korkeus h (0 <h <10)

Pohjaympyran séde r

Pythagoraan lauseella saadaan

h? +r? =10°

r =+/100—h?

Kartion tilavuus

V(h) = %ﬁﬁh = %;z(\/loO— h?)?h = %n(lOOh ~h?)

V'(h) = %7r~100—7rh2
Derivaatan nollakohdat
%7[ .100—7h?=0

—ﬂh2=—%ﬂ"100 | ((-7)
he =100 | h>0
3
10
h=-—=~5,8
NG
Kulkukaavio
10
1
0 3 0 . V(1) >0
e |+ | = | >0 vy
Ve | —] X f(6)<0

Funktio saa suurimman arvonsa ainoassa maksimikohdassaan.
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Suurin arvo

3
V(h)zl;z(loo-ﬂ—(ﬂj ):1”[1000_1000}3”(2000): 2000z _ ,0a
3 V3 \W3)7 37U V8 33) 37(3/3) 93
Vastaus: 20007 403

8. (9 pisteen tehtdvd)

Kayralle y = x* — 3x* + 2x on piirretty origoon tangentti ja normaali. M&érita sen kolmion ala,
jonka muodostavat origoon piirretyt tangentti ja normaali sekd toinen tangentti, joka on
piirretty origoon piirretyn tangentin ja kdyrén leikkauspisteeseen.

Ratkaisu:

y =x°—3x% + 2x

y'=3x* —6x+2

Origoon piirretyn tangentin kulmakerroin on y'(0) =3-0°—6-0+2 =2 ja tangentin yhtalo
ony = 2x.

Origoon piirretyn normaalin yhtalé on y = —%x .

Origoon piirretyn tangentin ja kéyran leikkauspisteet

y = x> —3x% +2x

{y =2X

x* —3x% +2x = 2x

x*=3x*=0

x*(x—=3)=0

x*=0 taix—-3=0

Xx=0 tai x=3

Kohtaan x = 3 piirretyn tangentin kulmakerroin

y'(0)=3-37-6-3+2=11

Sivuamispisteen y-koordinaatti y=3*-3-3°+2.3=6

Tangentin yhtald

y—6=11(x—3)

y=11x-27
Tangentin ja origoon piirretyn normaalin leikkauspiste
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Y=—1X

2
y =11x-27
11x-27=-=x
111x:27
2
_ 54
" 23
154 27
223 23

54

suorakulma on origossa.
Kateettien pituudet

. .. . 27
Kolmion karkipisteet ovat (0,0), (3,6) ja | —,——
p (0,0), (3,6) ] (23 23

j. Kolmio on suorakulmainen ja

J(6-0)*+(3-0) =\/45=3\5 ja \/(%—o

Kolmion pinta-ala

1 [3645 405
Z 223 =""+88
2\ 529 V5 46

Vastaus: Kolmion ala on 44%5 ~8,8
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