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Johdantotehtavia

1. a) Esimerkiksi kellon sekuntiviisari on pyoriva kappale.
b) Vierivé kappale on esimerkiksi auton rengas (normaalissa ajossa).

c) Paikallaan oleva kappale on esimerkiksi asemalla seisova veturi. Se on paikallaan
maanpinnan suhteen.

2. a) Merkintd 1200 rpm tarkoittaa pesukoneen rummun pyOrimisnopeutta: 1200 kierrosta
minuutissa.

b) Pesukoneen linkousvaiheessa pyykisséd oleva vesi irtoaa ja pyykin vesipitoisuus
pienenee.

3. Kun lanka katkeaa, pallo ldhtee radan tangentin suuntaan.

4. a) Mutterin véantdminen on helpompaa, kun pitdi kiinni jakoavaimen péastéd. Télloin
mutteriin kohdistuva vaintdvaikutus suurenee. Jakoavainta kéytettiesséd varteen
kohdistuvan voiman on hyva olla kohtisuorassa avaimen vartta vastaan.

b) Pihdeissé ja saksissa olevat pitkit varret vaikuttavat varsissa tarvittavan
puristusvoiman suuruuteen: pitkd varsi pienentdd tarvittavaa voimaa.

5. Keinulauta asettuu tasapainoon, kun véantdvaikutukset ovat yhtéd suuret. Kokemuksesta
tiedetdén, ettd painavamman henkilon tulee olla vain 1,0 m padssi keinulaudan
keskikohdasta, jotta keinulauta asettuisi tasapainoon.

m,= 30 kg m,= 60 kg

s

%—Aﬂ——)

2m X

6. a) Taitoluistelija nopeuttaa pydrimistddn vetdmailld kédtensa ja jalkansa mahdollisimman
lahelle pydrimisakselia.

b) Vastaavia urheilulajeja ovat mm. uimahyppy ja voimistelu.

7. Umpinainen pallo on helpompi saada pydrimdin kuin samankokoinen ontto pallo
(koska umpinaisen pallon hitausmomentti on pienempi kuin onton pallon).



8. a) Maapallo ei ole tdysin pydred vaan hiukan navoiltaan litistynyt. Tdma johtuu siit4,
ettd Maa pydrii akselinsa ympdri, ja siitd, ettd Maalla on vain ohut kiinted pinta, jonka alla
on nestemdinen sisus.

b) Maapallon pyorimissuunta on itddn.

9. a) Tietoliikennesatelliitti pysyy Maasta katsottuna saman paikan yldpuolella, jos
satelliitin kiertoaika Maan ympdri on yksi vuorokausi, ja kiertosuunta sama kuin Maan
pyOrimissuunta.

b) Téllainen paikka voi sijaita vain paivantasaajan yldpuolella.

10. Kun pallo on ratansa korkeimmassa kohdassaan eli lakikorkeudella, sen nopeus on
hetkellisesti nolla.



1 Pyorimisliike

1-1. Kiertokulma on 5-360° ~1800°.

Kiertokulma on radiaaneina 5-2xn rad =10nrad = 31 rad.

1-2.

Kulma asteina | Kulma Kierroksien lukumééra | Kaaren pituus
0/° radiaaneina ¢/rad | /r s/m

30 0,52 0,083 0,052

57 1,0 0,16 0,10

1260 22 3,5 2,2

1100 20 3,2 2,0

1. rivi

o

Kulma radiaaneina on ¢ = -2nrad = 0,5236rad = 0,52 rad.

o

0,5236rad

~ (,083.
2nrad

Kierrosten lukumééiri on

30° 30°
2w =

360° 360°

Ensimmainen rivi: 30; 0,52; 0,083; 0,052.

2. rivi

Kaaren pituus on s = -21w-0,10 m = 0,052 m.

Kulman suuruus radiaaneina on 1,0 rad. Kulman suuruus asteina on

p=1,0rad = 360 =~ 57°.
2
Kierrosten lukumééri on ,0rad ~0,16.
2nrad

Kaaren pituus on s =¢@r =1,0-0,10 m=0,10 m.
Toinen rivi: 57; 1,0; 0,16; 0,10.

3. rivi

Yhden kierroksen kiertokulma on ¢ =360°. Koska kierrosten lukuméiéra on 3,5,
kiertokulma asteina on ¢ =3,5-360° =1260°.

) ) ) 27 ) ) . )
Yksi aste on radiaaneina 1° = % rad. Ilmoitetaan kiertokulma radiaaneina:

1260° =1260- 2 =21,99rad = 22 rad.
360

Kaaren pituus s =¢@r=21,99-0,10 m = 2,2 m.
Kolmas rivi: 1260; 22; 3,5; 2,2.



4. rivi

Koska kaaren pituus on 2,0 m, kiertokulmaksi saadaan

p=5-20M _ 50 rad=20-3% < 11000,
r 0,10 m 2n
Kierrosten lukumaééri on 20 rad ~3,2.
2nrad

Neljas rivi: 1100; 20; 3,2; 2,0.

125001 5101/

60s s

1-3. Pyorimisnopeus 12 500 rpm vastaa pydrimisnopeutta

Akseli pyorii sekunnissa 210 kierrosta.

1-4. a) Kuusen latvan kulkema matka on s = ¢r = g ‘15m~=24m.

b) Kuusen keskikohdan kulkema matka on s = ¢r = g ‘7,5m=12m.

Ir

1-5. a) Pyorimisnopeus (kierrostaajuus) on n = =0,0925931/s = 0,0931/s.

3

b) Lautanen pyorii 0,092593 kierrosta sekunnissa, joten 2,0 minuutissa eli 120 sekunnissa
kierrosten lukumééard on 120-0,092593 r ~11,11111 r. Yksi kierros vastaa kiertokulmaa

27 rad, joten kiertokulma 2,0 minuutissa on ¢ =11,11111-2x rad = 70 rad.

1-6. Siiven pyOrimisnopeus on n = lllolr ~ 0,90 E(: 0,90 lj ja kierrosaika
s s s
1 1 11,1s
T—;—E— 10 ~1,1S.
11,1s
1-7. a) Venttiili on kiertinyt 222079 _ 358 00862 ~ 358 taytti kierrosta.
2m rad
358,09862r

b) Venttiilin py0rimisnopeus on »n = ~21,1t/s (=2111/s).

17,0s

1-8. a) Koska levyn A kuvaaja on jyrkempi kuin B:n, levyn A kulmanopeus on suurempi.
Levyn A kulmanopeus on

40,0rad —0,0rad _ 40,0rad
Attt -1 3,0s-0,0s 3,0s

a)=%=¢2_¢1— zlSrad/S.



b) Kolmea tédyttd kierrosta vastaava kiertokulma on 3 - 27 rad = 18,8 rad. Ndin ollen levy
A saavuttaa kiertokulman 18,8 rad hetkelld t = 1,4 s ja B:n hetkelld 1 = 3,8 s.

1-9. Keskikulmanopeus on

a):%: P, =0 _ 8,6 rad —2,0 rad _ 6,6 rad ~24radss.
At t, =t 3,5s-0,80s 2,7s

rad Ao
10

1
-

o N
n Y~

= ~ 0,14 1/s.

.. 1
1-10. a) PyOorimisnopeus on n = —
)Py P T 7,0s

b) Kulmanopeus on @ =2nn =2n 1 =2mnrad - ~ 0,90 rad/s.

7,08

1-11. a) Kierrosajat ovat

1 1 1
T=—-= = ~ 0,066667 s ja
n 900# 9001
min 60 s
1 1 1
T,=—= = =0,02s.
m 3000~ 2001
min 60 s

Kierrosaika pienenee 0,066667s—0,02s =~ 0,05s.

b) Kulmanopeudet ovat

®, =2nn, = an =2nrad — L ~94,24731 rad/s ja
T 0,066667 s
@, =21n, = 27ti =2mnrad- P> ~314,15927 rad/s.
s

2 b

Kulmanopeus suurenee 314,15927 rad/s —94,24731rad/s = 200 rad/s.



1-12. a) Maa pyoréhtdd akselinsa ympéri kerran vuorokaudessa. Pyorimisnopeus on

1 Ir Ir

n=—-= . = =1,16058-10" r/s = 1,16-107 r/s.
T 23h56min4,10s 86164,1s

b) Kulmanopeus on @ =2nn =21-1,16058-10" rad/s = 7,29-10~° rad/s.

.1200 rad
0s

1-13. Rummun kiertokulma on ¢ =wt =2nn-t =2n 555 = 6900 rad .

1-14. Kiertokulman yhtéldstd ¢ = ¢y + wt ajaksi ¢ saadaan

_@—¢, 140rad-35,0rad ~11s
w 12rad/s ’

t

Valokuva sivulla 19:
Esimerkiksi valokuvan oikeassa reunassa selkedni nakyva pitké kaari: kaaren asteluku on

noin 60 astetta. Niin ollen kameran valotusaika on % 24h ~4h.

1-15. a) Rummun kiertokulma 4,0 sekunnin kuluttua on 200 rad.

b) Kun rumpu on kiertényt 50 tiyttd kierrosta, kiertokulma on 50 - 27 rad = 314 rad.
Tahén on kulunut kuvaajan mukaan aikaa 5,4 s.

c)

rad A ¢

400
350 //
300

250 / / (Ag),

/
Vi

// /o a,
100 /
Ve,
50 P
. @0, t
0 1 2 3 4 5 6 S



Keskikulmanopeus vililld 0,0 s ... 3,0 s on

_(Ag), _135 rad - 0,0 rad _135 rad =45 rad/s.

@, =
(A1), 3,0s-0,0s 30s

Hetkellinen kulmanopeus saadaan kuvaajalle kohtaan ¢ = 5,0 s piirretyn tangentin
kulmakertoimena:
210rad

@(5,08) = (Ap), _ ~ 88rad/s.
(Af),  2.4s

1-16. a) Kappale voi pyorid kahteen suuntaan, joten mittausohjelmalle pydrimisanturin
pyOrimissuunta oli negatiivinen.

b) Pyorimisliike on likimain tasaisesti kiithtyvaa liikettd, koska (aika, kulmanopeus)-
koordinaatistossa kuvaaja on ldhes suora.

c)

-20 \
-60 \
-80

15 2,0
aika (s)

kulmanopeus (rad/s)
A
o

Keskikulmakiihtyvyys saadaan (aika, kulmanopeus)-koordinaatiston kéyrille sovitetun
suoran fysikaalisesta kulmakertoimesta:
Ao ®,-o, -90,0rad/s—-5,0rad/s

o, = ~—110rad/s’.
At t, —t, 2,36s—1,5s

1-17. Tasaisesti kiithtyvad pyorimisliikettd esittdvét kuvaajat 2, 3 ja 4.

1-18. a) Aikavililld 0,0 s ... 20,0 s levy on tasaisesti kiihtyviassa liikkeessd, aikavililla
20,0 s ... 30,0 s levy pyorii vakiokulmanopeudella ja aikavililld 30,0 s ... 35,0 s levyn
pyOriminen hidastuu tasaisesti ja lopulta levy pyséhtyy.

b) Levyn kulmakiihtyvyys on suurin aikavélilld 30,0 s ... 35,0 s.

10



¢) Kulmakiihtyvyydet:

aikavililli 0,0s ... 20,0s: a = Aw S 10,0rad/s — 0,0 rad/s =0,50rad/s*,
At t,—t 20,08 —-0,0s

aikavalilld 20,0s ... 30,0 s: =0 rad/sz,

aikavililld 30,0 s ... 35,0 s: a= Ao _@,—a _ 0,0rad/s — 10,0rad/s = -2, 0rad/s.
Attt 35,0s-30,0s
rad/s® ko
0,5

t

0 >

0 10 20 30 40 S

-2,0

d) Kiertokulma saadaan vililla 0,0 s ... 30,0 s kuvaajan ja ¢-akselin véliin jddvén alueen
fysikaalisena pinta-alana. Koordinaatiston yhté ruutua vastaa kiertokulma
5,0 s-2,0rad/s = 10,0 rad. Kuvaajan ja f-akselin véliin jddva pinta-ala ruutuina on

0,5-4-5+2-5=20.
Niin ollen kiertokulma on 20 - 10,0 rad = 200 rad.

1-19. a)
rad/s Aw
12
10 /(//
7/
/7
8 D I

1

0

0 1 2 3
b) Keskikulmakiihtyvyys aikavililld 1,0 s...3,5 s on
_(Aw), 10,2rad/s—35,0rad/s

o, = = ~2,1rad/s’.
(A1), 3,5s—1,0s

Keskikulmakiihtyvyys aikavililld 4,5 s... 7,0 s on

(Aw), 2,0rad/s—9,8rad/s
o, = 2 =
(A, 7,05 —4,5s

~ -3, 1rad/s”.

11



¢) Kulmakiihtyvyys hetkelld 5,5 s on

A —
2(5.55) = (Aw), _ 1,0 rad/s—11,8 rad/s ~ 2.6 rad/s’
(A?), 81s—4,0s

d) Kiertokulma saadaan kuvaajan ja aika-akselin viliin jadvin alueen fysikaalisena pinta-
alana. Yhti ruutua vastaa kiertokulmaa 1,0 s - 2,0 rad/s = 2,0 rad. Koska ruutujen miéra
on 26, kiertokulma on 26 - 2,0 rad ~ 52 rad.

1-20. Voimistelijan keskikulmanopeus on w =27nn =2n 3 rad ~ 6,5 rad/s.

29 s

o . 1 1
1-21. a) Akselin kierrosaika on 7" = o 22001 =0,025s.

60 s

b) Akselin kulmanopeus on @ =2nn =2xn %@ =251,32741rad/s ~ 250 rad/s.

S

Aw @,—w 251,32741rad/s —0,0 rad/s
At t,—t 4,0s-0,0s

~ 63 rad/s>.

c¢) Keskikulmakiihtyvyys on ¢, =

1-22. a) Siiven kulmanopeus on @ = 2nn =27 - 2,5 rad/s = 15,70796 rad/s.

Keskikulmakiihtyvyys on

_Aw 0,0rad/s—15,70796rad/s
At 13s

=—1,20830rad/s* ~ —1,2rad/s’.

a

b) Kiertokulma on

Q= a)ot+%atz =15,70796 @-13 s+%-(—l,20830 rad/s*)-(13s)* =102,10213 rad .
S

102,10213rad _
2 rad

Kierrosten lukuméiri on 16.

1-23. a) Vauhtipyorin keskikulmakiihtyvyys on

o Ao w®,—w, 45rad/s—110rad/s
A - 50s

=—13rad/s’.
b) Tasaisesti muuttuvassa pyorimisliikkeessé kiertokulma on
© =yt +%05t2 =110rad/s-5,0s +%-(—13 rad/s*)-(5,0s)> =387,5 rad.

Vauhtipyora pyorii kokonaisia kierroksia 2 _ 387,5rad ~ 62 kpl.
2n 2mnrad

12



1-24. Keskion maksimipyorimisnopeus on # = 170 rpm ja maksimikulmanopeus

w=27n=2x -167—00@ ~17,80236rad/s.

S

Kiihdytyksen aikana kulmakiihtyvyys on

o= Aw 17,80236rad/s—0,0rad/s

=0,445059rad/s*.
At 40s

Kiertokulma tdmén kiithdytyksen aikana on

Q= %ozt2 = % -0,445059 rad/s” - (40's)* = 356,0472 rad.

Harjoituksen loppuaika on tasaista pyorimisliikettd, ja silloin kiertokulma on
o =0ot=17,80236rad/s-140 s = 2492,3304 rad.

Kiertokulma koko harjoituksen aikana on
356,0472 rad + 2492,3304 rad = 2848,3776 rad,

2848,3776rad
2nrad

joka vastaa ~ 450 kierrosta.

1-25. a) Jojo on palannut takaisin kdteen hetkilld 5,0 s ja 10,0 s.
b) Aikavililld 0,0 s ... 2,5 s jojo on menossa alaspdin. Pyorimisliike on kiihtyvia
pyOrimisliiketta.
Aikavililld 2,5 s ... 5,0 s jojo on tulossa ylospéin. Pydrimisliike on hidastuvaa
pyOrimisliiketta.
Aikavililla 5,0 s ... 7,5 s jojo on menossa alaspiin kiihtyen ja pyOrimissuunta on
vaihtunut.
Aikavililla 7,5 s ... 10,0 s jojo on tulossa yldspdin hidastuen.

Aw 45rad/s

¢) Ensimmaisen 2,5 s aikana jojon kulmakiihtyvyys on « = ~ 23
t ,5s

=18rad/s.

Ténd aikana jojon kiertokulma on ¢ = %atz = % -18rad/s” -(2,5s)* =56,25rad.

Koska kuvaaja on symmetrinen ajanhetken 2,5 s suhteen, aikavililld 0,0 s ... 5,0 s
112,5rad

2nrad

kiertokulma on 2 - 56,25 rad = 112,5 rad eli jojo pyorii ~ 18 kierrosta.

Testaa, osaatko sivu 27

l.ab 2.¢c 3.bc 4.abc 5.a 6.a 7.c 8.ac 9.bc

13



2 Ympyriliike

2-1. a) Tarran A ratanopeus on suurempi kuin B:n ratanopeus, koska tarra A on
kauempana ympyréliikkeen keskipisteestd. Talloin sen esimerkiksi yhden kierroksen
aikana kulkema matka on pitempi kuin ldhempéna akselia olevan tarran kulkema matka.

b) Molemmilla on sama kulmanopeus.

2-2. a) Sekuntiviisarin pdén ratanopeus on suurin, koska se kiertda tdyden kierroksen
nopeammin kuin minuutti- tai tuntiviisari.

b) Sekuntiviisarin
1) kierrosaika 7= 60 s,
1

1
2) pyorimisnopeus on n=—=——~0,0171/s,
) Py P T 608

3) kulmanopeus on @ =2nn =2n % = 27[T ~ 0,10rad/s.
s

4) Sekuntiviisarin pidin ratanopeus on

v=or=2nnr=2mn -é-O,lS m=0,01570796m/s = 0,016 m/s.
]
ja yhden vuorokauden aikana kulkema matka

s=vt=0,01570796 m/s-24-3600 s ~ 1400 m.

2-3. a) Pisteen ratanopeus on
‘54001.3,52,540-10‘2 m
60 s 2

b) Ratanopeus on verrannollinen etdisyyteen ympyréliikkeen keskipisteesté: pisteen
ratanopeus on pienempi ldhempina kiintolevyn keskustaa.

v=or=2nnr =2n ~ 25 m/s.

2-4. a) Pyorin B kehépisteen nopeus on
Vg =@r =2nnr = 27t-96l-1,0-10’2 m=6,03186m/s ~ 6,0 m/s.
S

b) Rattaiden kehépisteiden ratanopeudet ovat yhtd suuret, koska ne on kiinnitetty
toisiinsa. Néin ollen v4 = vg = 6,0 m/s.

v 6,03186 m/s
c) Rattaan A pydrimisnopeus on n, = % = ;—A = O’Ojﬁ ~321/s.
T 2n T

14



. .. _ AV v, -y
2-5. a) Ralliauton kiihtyvyys saadaan yhtdlostd a, = A—V = VZA !
t t

Nopeuden muutos Av voidaan kirjoittaa muotoon AV =v, —v, =v, +(-,).

—V1

Koska nopeuksien suuruudet ovat |\72| =v, ja |\71| = |—\71| =v,, nopeuden muutoksen Av

suuruudeksi saadaan Av = \/vl2 +v] = \/(42 m/s)” +(35m/s)* = 54,67175m/s .

Av 54,67175m/s

Keskikiihtyvyyden suuruus on a, = =6,66729m/s’ ~6,7m/s’ ja

A 8,25
suunta on nopeuden muutoksen suunta: tan £ = N 42m/s , josta kulma S~ 50°.
v, 35m/s

b) Autoon vaikuttava keskimaardinen kokonaisvoima on
F = may= 1300 kg - 6,66729 m/s> ~ 8,7 kN.

Kokonaisvoima ja kiithtyvyys ovat samansuuntaiset.

2-6. a) Ympyréradalle autoon vaikuttavan voiman suuruus on

b) Auto pysyy ympyriradalla kitkan ansiosta. Auton liikeyhtilé on > F = ma, eli

F,=ma,, koska kitka aiheuttaa normaalikiihtyvyyden. Valitaan suunta kohti
2

ympyriradan keskipistettd positiiviseksi. Skalaariyhtalostd umg = "V saadaan

kitkakertoimeksi

o)
2
v__\36s ~0,12.

or 981m/s>-22m

IL[:

Riittdvén suuri kitkakerroin auton pitdmiseksi ympyraradalla on 0,12. Jos kitkakerroin on
0,20, auto pysyy ympyréradalla.

2-7. a) Langan jinnitysvoiman ansiosta pallo pysyy ympyréradalla. Voiman suuruus
mv’  0,055kg-(15m/s)’
r 0,20m

katkeamishetkelld on F = ~ 62 N.

15



b) Pallo ldhtee radalta radan tangentin suuntaan suoraviivaisesti jatkavuuden lain mukaan.

2 2
2-8. a) Elektronin normaalikiihtyvyys on a, = Y- 218Mm/s)” ~9,00-10% m/s>.
r 52,8 pm

b) Yhteen kierrokseen kuluva aika on

t_£_2nr _ 2m-52,8 pm

= ~1,521799-10" s.
Y 2,18 Mm/s

1,0s

[ 521799 1075 = 710" Kierrosta.

Elektroni kiertdd yhdesséd sekunnissa

2-9. Tasaisessa ympyraliikkeessd olevalla kappaleella on vain normaalikiihtyvyytta.

ﬁ _ (wr)’

r r

2
4n°n’r = 12g agentin pydrimisnopeus on 7 = ‘/ 12;"7 = 12 92’81 m/s ~0,551/s.
4nr 47 -10 m

2-10. Kun vastusvoimat ovat pienet, autoon kohdistuvat voimat ovat paino ja tienpinnan
tukivoima. Auton radan sdteeksi oletetaan kohtisuora etéisyys radan keskipisteeseen.
Auton tielld pitdvd kokonaisvoima suuntautuu kaarteen keskipistettd kohti ja on

vaakasuora. Liikeyhtild vaakasuunnassa on Y. F. = ma, . Pystysuunnassa liikeyhtld on

Agentin kithtyvyys on a, = =w’r=2nn)’r =4n’n’r eli yhtilosti

> Fy =0, koska autolla ei ole kiihtyvyytti pystysuunnassa.

Kun valitaan suunnat keskipistettd kohti ja ylos positiivisiksi, saadaan skalaariyhtélot
2

Nsina =m— ja N cos a — mg = 0. Tukivoimalle saadaan yhtilo N = £
r cosa
mg v mg v
Kun yhtdlo N = sijoitetaan yhtdloon N sina = m—, saadaan sing =m—,
cosa r cos r

josta nopeudeksi saadaan

V= '8 sina =./rgtana =\/135m-9,81m/s2 -tan9,5° = 15m/s.
cosa

16



Toinen tapa: Merkitiddn yhtilot allekkain:

2

. %
Nsinoa=m—
r

N cosa =mg.

2
1%
m-— 2
r

. v
eli tanax =—,
Ncosa mg gr

Nsina

Kun yhtélot jaetaan puolittain, saadaan

josta saadaan nopeudeksi

v=,rgtana :\/135 m-9,81m/s”-tan9,5° ~ 15 m/s.

2-11. a) Koneeseen kohdistuvat voimat ovat langan jannitysvoima 7 ja paino G,
ilmanvastus voidaan olettaa pieneksi. Langan jannitysvoiman vaakasuuntainen
komponentti 7, pitdd koneen ympyriradalla ja antaa sille normaalikiihtyvyyden a,.

I
1
1
I
1
1
T
I

b) Lasketaan ensin langan suunta vaakatasoon nihden:

0,70 m

cosa = , josta saadaan kulma « =~ 38,94244°.

Koska kone kiertdd ympyrirataa korkeuttaan muuttamatta, koneen liikeyhtlo
pystysuunnassa on Y, F =0 eli Ty +G =0 . Kun suunta ylos on positiivinen, saadaan
skalaariyhtdlo 7, — G = 0. Skalaariyhtéldsté saadaan 7, = G eli T sin a = mg, josta langan

jénnitysvoima on

mg 0,200 kg-9,81 m/s’

T = =
sino sin 38,94244°

~3,12152N.

Koneen liikeyhtilo vaakasuunnassa on Y. F = ma, . Valitaan suunta kohti ympyréradan

2 2
keskipistettd positiiviseksi, jolloin saadaan skalaariyhtélo 7 = m— eli Tcosa=m—.
r r
Ratkaistaan tdstd yhtdlostd koneen nopeus:
b \/Trcosa _ 3,12152 N-0,70 m-cos 38,94244 ~2.9m/s.
m 0,200 kg
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Toinen tapa: Lentokoneeseen vaikuttavat voimat ovat suorakulmaisen kolmion sivuina:

-

Suorakulmaisesta kolmiosta saadaantan o = G , josta
mg  0,200kg-9,81m/s’
tan o tan 38,94244

2
Nopeus saadaan yhtdlostd 7. = m—, josta nopeus on
r

T =

X

~2,42785N.

v:\/];-r:\/2,42785N-0,70mz2’9m/s.

m 0,200 kg

" . . 72
2-12. a) Renkaan sidde on r = 2; _26 2’542 10" m

hetkelld 5,0 min kulmanopeus on 25 rad/s ja titd vastaava ratanopeus on
v=or=251/5-0,3302 m =8,255 m/s = 30 km/h.

=0,3302 m. Kuvaajan perusteella

b) Médritetddn (¢, w)-kuvaajasta pinta-ala, joka vastaa kiertokulmaa. Yksi ruutu vastaa
kiertokulmaa 5 rad/s-60s =300 rad.

Koska ruutuja on noin 23,8, saadaan kiertokulmaksi ¢ =23,8-300 rad = 7140 rad.
Harjoituksen aikana Eevan polkema matka on s = ¢r =7140-0,3302m = 2,4 km.

2-13. a) Ensimmadisen sekunnin aikana auto liikkuu tasaisesti 30 cm aloituspisteestd
vastapdivddn. Auton suunta muuttuu ja seuraavan 2,0 s:n aikana auto palaa taaksepdin
20 cm. Aikavililld 3,0 s ... 4,0 s auto litkkuu jilleen vastapéivéén ja kuljettu matka on
30 cm. Ajanhetkelld 4,0 s auto pyséhtyy.

b) Auton keskivauhti on v, = % = 30cm +20cm +30cm =16 cm/s.

5,0s

c) Hetkellinen nopeus saadaan kuvaajalle kohtaan # = 2,0 s piirretyn tangentin
fysikaalisena kulmakertoimena:
As 10cm—-30cm -20cm

v(2,08)=—= = =—-10cm/s ja suunta myOtipdivaan.
At 3,0s—1,0s 2,0s
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d) Auton liike ei voi muuttua yhtakkisesti kuvan esittdimalla tavalla. Suunnan
muuttumiseen kuluu aina hieman aikaa. Téti ei kuvaajassa ole otettu huomioon.
Todellisuudessa kuvaajan kérjet olisivat hieman pyoristyneet.

2-14. a) Jos auto ajaa maksiminopeudella, auton ratanopeus v_ _ on vakio:

p o S 2 _2m30m g 673 ms.

"™t t 33,5s

Auton liikeyhtild on X F =ma, eli F, , =ma,. Valitaan suunta kohti ympyraradan

2
max

keskipistettd positiiviseksi. Auton normaalikiihtyvyys on a, = . Auto pysyy

ympyréradalla renkaiden ja tien pinnan vélisen lepokitkan takia. Koska auto etenee

maksiminopeudella, renkaiden ja tien vélinen kitka on tdysin kehittynyt lepokitka:

2
max

F,=u,N = pymg. Yhtélostd yymg =ma, eli ymg = m M saadaan renkaiden ja tien
r
pinnan véliseksi lepokitkakertoimeksi

v:oooy? (5,62673 m/s)*

_ “max_ __ max __
Ho === =

>~0,11.
rg rg 30m-9,81 m/s

b) Oletetaan, ettd auton ja kelkan tormiys on tidysin kimmoton.

auto —_ Ry
vkelkka: O
0N
©—©~ <
Auton ja kelkan litkemaéra sdilyy torméyksessid eli m,, V., = (M0 + My -

Kun auton litkkeen suunta on positiivinen, auton ja kelkan yhteinen nopeus u heti
torméyksen jalkeen on

1

1080 kg L.

m

u= auto Vauto — 3’6 S = 3, 49315 m/s.
mauto + mkclkka 1080 kg + 380 kg
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Oletetaan ilmanvastus pieneksi. Energiaperiaatteen mukaan auto ja kelkka pysdhtyvit,
kun kitkan tekema ty6 on yhtd suuri kuin auton ja kelkan liike-energia heti tormayksen
jilkeeneli Ey =W, +W ,.

Kun energiaperiaatteen yhtidloon sijoitetaan liitke-energian ja téiden yhtélot, saadaan
1 2
5 (m,,, +m g u =F WSt F WS-

Ratkaistaan edellisestd yhtdlostd auton ja kelkan liukuma matka s:

1

E (mauto + mkelkka )u2 = (lu] Nauto + /u2Nkelkka )S

1 2

5 (mauto + mkelkka )u = (#lmautog + luzmkelkkag)s

1 2
5 (mauto + mkelkka )u = (ﬂlmauto + /“l2mkelkka )gS

Auton ja kelkan liukuma matka on

R G T ywu’ (1080 kg+380kg)-(3,49315 m/s)’ N
28 (pm, + Mygy,) 29,81 m/s”-(0,090-1080 kg +0,20-380 kg)

52m.

2-15. a) Viite on oikein; tasaisessa ympyréliikkeessd normaalikiithtyvyyden suunta on
kohti radan keskipistetta.

b) Viite on oikein; normaalikiihtyvyyden aiheuttaa renkaiden ja tienpinnan vilinen
lepokitka.

c¢) Viite on oikein; tietd kallistettaessa tielld pysymiseen tarvittava kitka pienenee.

d) Viite on oikein; auton nopeutta kaarteessa pienennettdessa tien ja auton renkaiden
vilinen kitka pienenee.

2-16. a) Kuljettajaan vaikuttava normaalikiihtyvyys on suurempi mutkassa A, koska ko.
mutkan sdde on pienempi kuin mutkan B.

b)

2-17. a) Gravitaatiovoima pitdd Maan Auringon kiertoradalla.

b) Kitka karusellin istuimen ja Annan vililld estdd Annan liukumisen. Joskus myds
rakenteiden, kuten kaiteiden tukivoimat estdvéit liukumisen.
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¢) Sahkodinen vetovoima pitdd elektronin atomiydinté kiertdvilld radalla.
d) F1-auton pitéé kaarteessa tien pinnan kitka.
e) Tarzanin pitdid radallaan liaanista Tarzanin kdteen vaikuttava kitka.

f) Ovenkahvan pitéd paikallaan kahvan kiinnityksesté johtuva tukivoima.

2-18. a) Viite on oikein. Ympyraradalla nopeusvektorin suunta on radan tangentin suunta.
Radan sédde ja nopeusvektori ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

b) Viite on védrin. Ympyréradalla litkkuvan kappaleen nopeusvektorin suunta muuttuu
koko ajan. Silloin nopeus muuttuu ja kyseessé on kithtyvé liike. Kappaleen ratavauhti voi
olla vakio, mutta silloinkin kyseessé on kiihtyva liike, koska nopeuden suunta muuttuu.
Jos lisdksi ratavauhti suurenee tai pienenee, kokonaiskiihtyvyys on tangenttikiihtyvyyden
ja normaalikiithtyvyyden vektorisumma.

¢) Viite on vairin. Kiihtyvyys ei ole vakio, koska kiihtyvyyden suunta muuttuu
kappaleen liikkuessa ympyréradalla. (Kulmakiihtyvyys pysyy vakiona).

d) Viite on oikein. Kun ympyréradalla liitkkuvan kappaleen nopeus on pieni ja séde suuri,
normaalikiihtyvyys voi olla hyvin pieni. Jos kappaleen ratavauhti pienenee hyvin
nopeasti, tangenttikiihtyvyys voi olla paljon suurempi kuin normaalikiihtyvyys

e) Viite on viirin. Kokonaisvoima, joka vaikuttaa kappaleeseen, aiheuttaa kappaleen
kiithtyvyyden.

Kiihtyvyyden suunta on sama kuin kokonaisvoiman suunta.

a F

f) Viite on oikein. Jos ratanopeus on hyvin pieni ja sdde suuri, normaalikiihtyvyys on
pieni. Tangenttikiihtyvyys voi olla suuri, jos ratavauhti pienenee nopeasti. Siind
tilanteessa kappaleen nopeuden suunta voi olla kuvan mukaisesti vasemmalle ja
kokonaiskiithtyvyyden suunta likimain vastakkaissuuntainen oikealle. Kokonaiskiihtyvyys
on likimain tangenttikiihtyvyyden suuntainen.

a
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2-19. Kun levy alkaa py0rid, laatikot ovat ympyraliikkeessd. Levylla olevan laatikon
liikkeyhtild on Y, F = ma , jossa puupalan kiihtyvyys on normaalikiihtyvyyden ja
tangenttikithtyvyyden vektorisumma: a =a, +a,. Kun levyn pyorimisnopeutta lisdtdén
vihitellen, laatikoiden ratanopeus kasvaa: v = or. Laatikot pysyvit ympyraradalla kitkan

takia. Ensimmadisend irtoaa tulitikkulaatikko, jonka etdisyys on suurin pyodrimisakselista.
Sen ratanopeus on suurempi kuin muiden laatikoiden.

1% 1,2 m/s
2-20. a) Kelan kulmanopeus on @ = o= @

2

=53,33333rad/s # 53 rad/s.

Yhtilostd @ =2nn pyorimisnopeudeksi saadaan n = 22 = 53’333233 rad/s ~ 8,5 1/s.
T T

b) Kelan kulmakiihtyvyys on

oo Aw 2-53,33333rad/s—53,33333 rad/s

~38,09524 rad/s’.
At 1,4s

2. 0.045m

Kelan tangenttikiithtyvyys on a, = ar =38,09524 1 ~0,86m/s’.

2-21. a) Laikka ldhtee levosta ja saavuttaa lopuksi kierrostaajuuden 40 r/s: tilloin laikan
kulmanopeus on @ =2nn =2n-40 rad/s = 251,32741 rad/s.

Yhtilostd o = % kithdytykseen kuluvaksi ajaksi saadaan

_Aw  251,32741 rad/s —0,0rad/s

At >
a 3,5 rad/s

=71,80783s =72 s.

b) Koska kulmakiihtyvyys on vakio, kyseessa on tasaisesti kiihtyva pyorimisliike. Koska
laikka ldhtee levosta, kiertyma on

Q= %atz =%~3,5 rad/s” - (71,80783 s)> =9023,63779rad.

Kokonaisten kierrosten lukumaéari on 2£ = 9023,63779rad ~1400.

T 2nrad

c¢) Laikan kehélld olevan pisteen ratanopeus on v = or =251,32741 1/s-0,10 m = 25 m/s.

2-22. a) Savihiukkasen kulmakiihtyvyys on

27 - 33’3—0,01
a_Aa)_21tAn_ 60 s S

t t 29 s

) =1,20247 rad/s’* ~ 1,2 rad/s’.
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b) Kulmanopeus hetkelld = 1,5 s on

0=, +at =0,0 rad/s +1,20247 1,5 s =1,803705 24 ja
S S

ratanopeus v = wr =1,803705 l-0,058 m=0,10461 m/s = 0,10 m/s.
S

c¢) Savihiukkasen tangenttikiihtyvyys on

a, =ar= 1,20247i2 -0,058 m ~ 0,069743 m/s’
S

ja normaalikiihtyvyys

2 2
V(010461 ek st
r 0,058 m

Polyhiukkasen kiihtyvyys hetkelld 1,5 s on

a=1Jal +a’ =J(0,069743m/s>)’ +(0,18868 m/s*)* ~ 0,20 m/s’ ja suunta:

2
tan =2 = 0(;01689876483111:/1/82 , josta suuntakulma on 6 = 20°.
a, , s

2-23. a) Pyorédn kulmakiihtyvyys on

201601 _40!
_Aa):a)Z_a)l _ S

= S _ § —_2,0rad/s’.
At t,—t,  2,0s-100s 2,0s

k

b) Kehélld olevan pisteen normaalikiihtyvyys on
_Y (o) _

) —wzzr:(2,01)2-0,30m:1,2 m/s’ ja
r r S
tangenttikiihtyvyys

a=ar= —2,0%-0,30 m =-0,60 m/s’.
s

Kiihtyvyyden suuruus on

a=.Jal +a’ =\(-0,60 m/s*)> + (1,2 m/s*)* ~1,3 m/s’

s . -0,60 m/s
Kiihtyvyyden suunta saadaan yhtdlostd tan 6 = 4 oS

BV , josta kulma
a ,2 m/s

ympyraradan siteen suhteen on 6 ~ —27°.
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2-24. Tarkastellaan autoon vaikuttavia voimia maennyppyldn ylimmaéssad kohdassa. Auton
liikeyhtdld on > F =ma, eli N+ G =ma,. Kun suunta alas on positiiviseksi, saadaan

2
skalaariyhtdlo —N + mg = MV Radan ylimmaéssa kohdassa, kun auto juuri ja juuri on
r

irtoamassa tien pinnasta, tien pinnasta autoon kohdistuva tukivoima on N = 0. Yhtilosta
2

mg = mv_ o ton nopeudeksi saadaan v = \/E = \/9,81.m/52 -45m =~ 21m/s = 76 km/h.

r

2-25. Laskijan liikeyhtilé on ¥ F = ma, eli N+G =ma,.

2
Kun suunta yl6s on positiivinen, skalaariyhtilostd N —G = "V tinteen tukivoiman

,
suuruudeksi alimmassa kohdassa saadaan
2
i i 82 kg-(;z mj
N=M L G=TY 4 g = 05/ 1 82kg 9,812 ~1,4kN.
r r 22m g2

Rinteestd laskijan jalkoihin kohdistuvan voiman suuruus on yhté suuri kuin rinteen
tukivoiman suuruus eli 1,4 kN.

2-26. )

=4l

b) Lentokoneen liikeyhtild ympyriradalla on . F = ma, eli N+G= ma_. Kun suunta
2

ylos on positiivinen, skalaariyhtilosti N —G =2~ istuimen tukivoiman suuruudeksi
r
silmukan alimmassa kohdassa saadaan
2
X i 85 k (3362 m]
N=DV L G="Y |, g = 0 5/ 1 85kg-9,812 ~1,7 kN,
r r 1000 m s’

Tukivoima on yli 2-kertainen lentdjdidn kohdistuvaan painoon verrattuna.
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2-27. Sangossa olevaan veteen kohdistuvat paino ja sangon pohjasta veteen kohdistuva
tukivoima. Sangon liikeyhtils on . F = ma, eli N +G =ma,. Tarkastellaan tilannetta

2
ylimmaéssi kohdassa. Kun suunta alas on positiivinen, saadaan skalaariyhtdlo N + G = nv_.
r

Kun sankoa radan ylimméissé kohdassa pyoritettidesséd vesi juuri ja juuri pysyy sangossa,

2
sangon pohjasta veteen kohdistuva tukivoima N =0, jolloin yhtdlo N +G = MY saadaan

r
my’
muotoon mg = .
r

Oletetaan, ettd ympyriliikkeen sdde on 0,90 m. Sangon nopeudeksi saadaan

v=Jgr =+/9.81m/s>-0,90 m = 2,97136 m/s ~3,0 /.
Yhteen pyorihdykseen kuluva aika on 7 =2 = 22 290M 90315 ¢~ 195,

v 297136 m/s
1 1 r

Télloin sangon pydrimisnopeus on n=—=———=0,5—.
sOn Py P T 1,90312s S

2-28. Leikkiauton liikeyhtl on Y. F =ma, eli N +G =ma,. Kun silmukan ylimmissi
2
kohdassa suunta alaspéin on positiivinen, saadaan skalaariyhtdld —N +mg = m
r

Kun auto on silmukan ylimmaéssé kohdassa juuri ja juuri irtoamassa alustastaan, radasta

2
autoon kohdistuva tukivoima N = 0. Tall6in yhtdlé —N + mg = —— saadaan muotoon
r

2
Vi

mg = , josta auton miniminopeudeksi silmukan ylimmassi kohdassa saadaan

v, =+/gr. Koska leikkiauto on herkkéliikkeinen, siithen voidaan soveltaa mekaanisen
energian sdilymislakia. Aluksi auto on alhaalla ja autolla on vain liike-energiaa. Koska

autolla on nopeutta ylimmaissé kohdassa, autolla on potentiaalienergian lisdksi myds liike-
energiaa.
: N 1, 1,
Mekaanisen energian sédilymislain mukaan on Emvo =mg-2r +Emv1 .
Ratkaistaan yhtédlostd auton alkunopeus vy:

%mvg = mg-2r+%m(\/§)2

vg =4gr+gr=>5gr.

Leikkiauton alkunopeudeksi saadaan v, =/5gr = \/5-9,81m/s2 -0,25m ~ 3,5 m/s.
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Kun auton alkunopeus on 2v, radan ylimmaissd kohdassa tukivoima on suurempi kuin
alkunopeuden ollessa vy.

2-29. a) Koska alusta on kitkaton ja kolikko pieni (eli ilmanvastus pieni), mekaaninen
energia sdilyy. Kolikko nousee siis alkuperidiselle korkeudelle 25 cm.

b) Aluksi kolikolla on potentiaalienergiaa asemansa perusteella. Kun se paéstetién irti,
potentiaalinenergia muuntuu liike-energiaksi. Mekaanisen energian sdilymislain mukaan

maljan pohjalla kolikon nopeus saadaan yhtilostd mgh = %mv2 eli mgR = %mv2 .

Kolikon nopeus on v=/2gR = \/2-9,81m/s2 -0,25m =~ 2,21472m/s.

Kolikkoon maljan pohjalla kohdistuvat voimat ovat paino G ja maljan pinnan tukivoima
N . Koska kolikko on ympyriradalla, jonka side on maljan side R, kolikon liikeyht#lo on
> F =ma, eli N+G =ma,.Kun suunta yls on positiivinen, saadaan skalaariyhtlo

2

N-G=m>.
R
Tukivoima on
2 2
N=G+2¥ =mg+mv
R R

0,025 kg-(2,21472 m/s)’

=0,025kg-9,81 m/s* +
0.25m

~ 0,74 N.

2-30. a)1: Koska kappaleella on vain normaalikiihtyvyyttd, kappaleen ratanopeus on
vakio ja kappale on tasaisessa ympyriliikkeessa.

2: Koska kappaleen tangenttikiihtyvyys on nopeuden kanssa samansuuntainen, kappale
on kiihtyvéssd ympyriliikkeessa.

3: Koska kappaleen tangenttikiihtyvyys on kappaleen nopeuden kanssa
vastakkaissuuntainen, kappale on hidastuvassa ympyréliikkeessa.

b)

v
—
a
I
I
I
1
.
1
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2-31. a) Kelkan tangenttikiihtyvyyden suuruus on

8—0 rn/s—3—O m/s & m/s
Av 36 3,6 _ 3,6

at = —_—=
At 15s I5s

~0,93 m/s’.

Tangenttikiihtyvyys pysyy vakiona koko kiithdytyksen ajan, koska kiihdytys on tasaista.
b) Kelkan normaalikiihtyvyyden suuruus kiithdytyksen alussa on

2
R (;(;m/SJ
=Y 2320 T 0.93mst.

oy 75m

n

c¢) Kelkan normaalikiihtyvyyden suuruus kiithdytyksen lopussa on

2
5 (j%m/sj
Y322 6.6mist.

oy 75m

d)

aluksi lopuksi

2-32. Liike on tasaisesti hidastuvaa ja sen keskinopeus on

b = v, 42—v2 _ 12,5m/52+2,5m/s —7.5ms.

l-27tr l-21t-34m

Jarrutukseen kulunut aika on ¢ = S 2 ~ 2 ~14,24189s.
Vi Vi 7,5 m/s

Pyorin tangenttikiihtyvyys on
4 _Av 2,5m/s—12,5m/s —-10,0m/s
CAt 14,24189 s 14,24189 s

~—0,70215 m/s’.

Pyo6rian normaalikiihtyvyys silld hetkelld, kun ratanopeus on 7,5 m/s, on

_ﬁ _(1,5m/s)?

: ~1,65441 m/s”.
r 34m

Pyorén kiihtyvyys on a =a, +a, ja kithtyvyyden suuruus

a=1Jal +a’ =\[(1,65441 m/s?)? +(~0,70215m/s>)> = 1,8 m/s’.

27



Kiihtyvyyden suuntakulma o saadaan trigonometrian avulla:

_|-0,70215mvs? |
| 1,65441 my/s>

a

an

tana = , josta saadaan o =22,99691°.

Nopeus- ja kiihtyvyysvektorin vilinen kulma = 90° + 22,99692° ~ 113°.

2-33. a) Koska auton nopeus on pohjoiseen ja kiihtyvyys
suoraan lanteen, auton nopeus ja kiithtyvyys ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan. Télloin autolla on
ainoastaan normaalikiithtyvyytta.

<l

1Ny

2

Normaalikithtyvyyden yhtdlostd a, = — tien kaarevuussiteeksi saadaan
r

2
[5em)
=Y A0 290m,

a4 0,95m/s’

n

Auto ajaa kyseiselld hetkelld vakiovauhdilla vaakasuoralla tielld, joka kaartuu (» = 290 m)
lanteen.

<l

b) Koska auton kithtyvyys on kaakkoon, autolla on seké
tangentti- ettd normaalikiihtyvyytti. Koska auton nopeus ja
tangenttikiithtyvyys ovat vastakkaissuuntaiset kuvan
osoittamalla tavalla, auton nopeus pienenee. Auton
normaalikiihtyvyyden suunta on itddn, joten vaakasuora tie
kaartaa itdén.

. a a . o
Kuvion mukaan on cos45°=-—"= W , josta auton normaalikiihtyvyys on
,1m/s

a, =2, m/s*-cos45° ~ 1,485 m/s’.

2
- [sem
Tien kaarevuussiade on » = Y _ ’—2 ~190 m.
a 1,485 m/s

n
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¢) Auton kiihtyvyys on ylospdin. Koska auton nopeus ja

" . - . a
kiihtyvyys ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan kuvan osoittamalla \ll/
—
"4

tavalla, auto on notkon alimmassa kohdassa.

Auton ratavauhti on vakio. Téll6in autolla on vain normaalikiihtyvyyttd. Tien

2
%
kaarevuusside pystytasossaon r=—=~"—~<_~160 m.
pystyt a 1,7 m/s*

n

2-34. a) Kuulan liikeyhtilé on XF = ma_ eliT + G= ma_ . Kun suunta ylos on positiivinen,
2 2
eli T=mg+ v

saadaan skalaariyhtdlo 7 —mg = v , jossa T on langan

jannitysvoima. Koska litkevastusvoimat ovat véhidiset, mekaaninen energia sdilyy.
Mekaanisen energian sdilymislain mukaan kuulan potentiaalienergia muuntuu liike-

energiaksi: mgh = %mvz.

}h=r—rcosa

Korkeudelle /4 saadaan kuvion mukaan yhtiloé & =r—rcosa =r(l—-cosa). Kun

h=r(l1-cosa) sijoitetaan mekaanisen energian sdilymislakiin mgh = %mv2 , yhtdlosti
1 ey
mgr(l—cosa) = Emv2 saadaan nopeuden nelidksi v* =2gr(l—cosa) .

Kun v* =2gr(1-cosa) sijoitetaan langan jinnitysvoiman 7 yhtiloon, saadaan

2

2gr(1-
r r

mg(1+2—-2cosa)

=mg(3—-2cosa)=0,32kg-9.81 m/s”-(3-2-cos55°) ~ 5,8 N.
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b) Tasapainoasemassa tangenttikiihtyvyys on nolla, koska nopeuden kanssa
samansuuntaisia voimia ei ole, joten kiihtyvyys on normaalikiihtyvyytta:

2
g =Y 287070 o1 osa)=2.9,81m/s? - (1—cos 559) ~ 8,4 m/s’.
r r

Adriasennossa normaalikiihtyvyys on nolla, joten kiihtyvyys on tangenttikiihtyvyytti.
Yhtilostd Y F = ma, eli skalaarimuodossa mg sin & = ma, tangenttikiihtyvyydeksi
saadaan

a, = gsina =9,81m/s’ -sin 55° ~ 8,0m/s’ : suunta on radan tangentin suunta.

Testaa, osaatko sivu 51

l.abc 2.abc 3.abc 4.bc 5.abc 6.a 7.abc 8b 9.ac 10.c
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3 Jaykin kappaleen mekaniikka

3-1. a) Koska voimien summa on nolla, kappale on paikallaan tai tasaisessa liikkeessé.
Koska momenttien summa on nolla, kappale ei py0ri tai sen pyOriminen ei muutu.
Téllainen kappale on esimerkiksi seinélld oleva taulu.

b) Kappaleeseen kohdistuu nollasta poikkeava kokonaisvoima, joten kappale on
kiihtyvdssé etenemisliikkeessd. Koska momenttien summa on nolla, kappale ei pyori tai
sen pyOrimisnopeus ei muutu. Téllainen kappale on esimerkiksi kaltevaa tasoa pitkin
kiithtyvissa liikkeessd liukuva kappale.

¢) Koska voimien summa on nolla, kappale on paikallaan tai tasaisessa liikkeessa.
Momenttien summa on nollasta poikkeava, joten voimilla on vddntovaikutus. Kappaleen
pyoriminen muuttuu. Tdllainen kappale on esimerkiksi karuselli pyorimisliikkeen
alkaessa.

d) Kappaleeseen kohdistuu nollasta poikkeava kokonaisvoima, joten kappale on
kiihtyvassé etenemisliikkeessd. Momenttien summa on nollasta poikkeava, joten voimilla
on vaidntdvaikutus. Kappaleen pyoriminen muuttuu. Tallainen kappale on esimerkiksi
auton pyord, kun auto ldhtee kiihtyen liikkeelle.

3-2. a) Kun momentin kiertosuunta vastapdivain on positiivinen, voiman F
momentti akselin 4 suhteen on

M, =-Fr=-4,0N-0,110 m =-0,44 Nm.
b) Kun kulma a =90°, voimien momenttien summa on
XMy y=-Fir— Fr;=—4,0N-0,110m— 6,0 N - 0,220 m ~ —1,8 Nm.
Jos kulma ¢ = 50°, voiman F, vartta vastaan kohtisuora komponentti on
F,, = F,sin50°=6,0 N-sin50° ~ 4,59627 N .
Momenttien summa akselin 4 suhteen on
XM, =-Fn-F,r=-044Nm-4,59627N-0,220 m ~ ~1,5 Nm.
(Samaan lopputulokseen paadytddn myds siten, ettd lasketaan voimalle sitd vastaan

kohtisuora vaantovarsi

=71,sin50°=0,220 m-sin50° ~ 0,168530 m .

Y.

2, kohtisuora
Momenttien summa on silloin

XM, =—Fp ~ Fyry o = 0,44 Nm—6,0 N-0,168530 m ~—1,5 Nm .)
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3-3. Tarvittava voima on pienin, kun voima on kohtisuorassa voiman vartta vastaan.
Voiman momentti on M = Fr, joten pienimmén voiman suuruus on

r  0,24m

3-4.

Momenttien summa tasapainotilanteessa on nolla. Kun kiertosuunta vastapdivdan on
positiivinen, momenttien tasapainoehdoksi akselin 4 suhteen saadaan

2M,=Gr,—-G,r, =0.
Yhtéalosta saadaan kuormaksi
G, 36kN-2,0m

G, = = ~13,0909kN.
r, 5,5m

Koska kuormaan kohdistuvan painon suuruus on G, =m,g , kuorman massa on

Gy _130909KN _
2T e T 98I mis’ &

Kuormaa voitaisiin suurentaa asettamalla kuorma lahemmaksi trukkia, kdyttamalla
massaltaan suurempaa trukkia tai pidentdmalla trukin akselivalid.

3-5.
0,80 m a=050m b=0,30cm
A v A S N—
A
G, ¥ + -
v (_;2
N
1,60 m
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Sauvaan vaikuttavat voimat ovat sauvaan kohdistuva paino (_}1 , pisteeseen A kohdistuva
tukivoima N ja esineeseen kohdistuva paino G,. Asetetaan kiertoakseli pisteeseen 4,

jolloin tukivoima N ei aiheuta vdintdd, koska sen varsi on nolla. Tasapainotilanteessa
momenttien summa on nolla. Kiertosuunta vastapdivéén on positiivinen, joten akselin 4
suhteen saadaan momenttiyhtalo

2M,=Ga-G,b=mg-a-m,g-b=0.
Momenttiyhtdlostd saadaan massaksi

~ma 3,0kg-0,50 m

m =5,0kg.
b 0,30 m ’
3-6.
X 35m-x m
+ p—
Liisa A Pekka
éLiisa élankku VA
N t N
N G
L N J Pekka
~
3,5m

Tarkastellaan keinulaudan akselin 4 suhteen laskettuja momentteja. Tukivoiman N
vaikutussuora kulkee akselin 4 kautta, joten silld ei ole momenttia akselin 4 suhteen.
Tasapainotilanteessa momenttien summa on nolla. Kiertosuunta vastapdivddn on
positiivinen, joten akselin 4 suhteen saadaan momenttiyhtilo

ZMA =M o ~Mya = Mpas = 0.

Merkitddn x:114 Liisan etdisyyttd akselista. Pekan etdisyys akselista on 3,5 m —x. Lankun
keskipisteen etdisyys akselista on x — 1,75 m. Momenttiehto saa muodon

G X+G ., (x=175m) -G, , -3.5m—-x)=0.
Ratkaistaan momenttiehdosta etdisyys x:

m g x+m, g (x-L75m)-m,,.g-3,5m-x) =0

XE (M0 + Mignigey + Mpgia) = & (Mpggy 3,5 M+ My, 1,75 m).

Etdisyys x on

x = mPckka ) 3’5 m+ mlankku i 1’75 m

mLiisa + mlankku + mPekka
_47kg-3,5m+24kg-1,75m _
35kg+24kg+47 kg

1,9 m

Lankku on tuettava Liisan puoleisesta paastd lukien 1,9 m:n padsta.
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3-7.

Fa

(Piirroksessa voimien pituudet eivét ole oikeissa suhteissa toisiinsa.) Lasketaan
momenttien summa akselin 4 suhteen, jolloin voimalla F, ei ole viintdvaikutusta. Kun
kiertosuunta vastapdivddn on positiivinen, késivarren tasapainoehto on

XM, =F) - ry— Ggry — Fsr; = 0. Lihaksen luun padhén kohdistama voima on 17“1 , joka on

Gyn, + i

suuruudeltaan F| = ,kun G, on kiisivarteen kohdistuva paino, ja F, on kuulan

h
kdmmeneen kohdistama voima. Voima F; on kuulaan kohdistuvan painon suuruinen eli

F3 = Gyyula = Mkuulag, joten voiman F, suuruus on

_ Gy + G _ m gt M 8%

B
n h
2 2
_22 kg-9,81m/s”-12,0 crlnS+ 2,9kg-9,81 m/s”-30,0 cm ~TA0N.
,5cm

3-8. a) Neljjalkaisen tuolin tukipinta on jalkojen viliin jddvén alueen pinta-ala jalkojen
alla oleva alue mukaan lukien.

b) Nelijalkainen tuoli pysyy paremmin tasapainossa kuin kolmijalkainen. Jos alusta on
epdtasainen, nelijalkainen tuoli keikkuu helposti tuolissa istuttaessa, mutta kolmijalkainen
el keiku. Kolmijalkainen tuoli asettuu tasapainoon epétasaisillakin lattiapinnoilla, koska
sen kaikki jalat koskettavat aina maata riippumatta epatasaisuuksista.

¢) Jos systeemin painopisteeseen asetettu painovoimavektori ei kulje tukipinnan kautta,
syottotuoli kaatuu. Néin voi tapahtua, jos lapsi kurkottelee ja yrittdd tulla pois tuolista tai
jos lapsi tondisee késilld tai jaloilla pdytdd. Tuolin yldosan tondisyssa voi syntyd myos
kiertoliike, jos lattia ei luista. Koska sydttotuolit ovat usein kapeita ja korkeita,
kaatumisen vaara on olemassa. Nykydin monet tuolien valmistajat asentavat tuolien
jalkojen alle liukupinnat. Niiden tarkoitus on, ettd tuoli tondistéessa liukuu, eikd kaadu.

d) Jos pyoredkantisella poydélla on yksi jalka, sen on oltava tukeva ja alaosastaan
levenevi, jotta tukipinta muodostuisi mahdollisimman suureksi. Nelijalkaisella poydélla
on usein suurempi tukipinta kuin esimerkiksi kolmijalkaisella pdydalld; kolmijalkaisia
pOytid on hyvin vihan kdytossa.
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e) Keskelld olevan yhden kartiomaisen jalan tukipinta on usein pienempi verrattuna
pOytddn, jossa on nelji jalkaa. Poytd voi kaatua, jos esimerkiksi nojaa pdydan reunaan
koko painollaan. Poytéd kaatuu, jos yhdistelmén painopisteesta piirretty luotisuora ei
leikkaa tukipintaa.

f) Rautainen joulukuusen jalka on painava, ja sen horjuttamiseen tarvitaan suurempi
voima kuin kevyen muovisen joulukuusen jalan horjuttamiseen. Kun kuusi imee itseensi
jalassa olevan veden, muovinen jalka on yksindén kevyt, jolloin pienikin sivusuuntainen
kuusen tondisy voi kaataa kuusen. Rautainen kuusenjalka on jaykka kappale. Muovinen
jalka voi taipua sivusuuntaisten voimien vaikutuksesta. Tamékin edesauttaa kuusen
kaatumista. Rautainen kuusenjalka on my0s yleensa kaikin tavoin kestdvampi kuin
muovinen.

3-9. a) Linnun painopiste on kohdassa 3. Kun levy on ripustettu eri kohdista ja levyyn
piirretidédn luotiviivat suoraan alas, luotiviivat leikkaavat kohdassa 3. Lintu pysyy
tasapainossa, jos se tuetaan kohdasta 3.

b) Tasapainotilanteessa momenttien summa on nolla. Yhtélosta
XM =G -G, =0 saadaan G, =G, i - Harjaosan ja varsiosan
momentit sormen kosketuskohdan suhteen ovat yhtd suuret. Harjaosan painopiste on

lahempéna tukipistettd, joten harjaosan voiman varsi on pienempi kuin varsiosan. Siksi
harjaosa on painavampi.

varsi T varsi arja Vharja arja rharj a

3-10. a) Painonnostokilpailussa painoja on helpompi nostaa, jos painot ovat yhti suuret ja
tangon eri pdissd. Painopiste on tangon geometrisessd keskipisteessd. Painonnostaja pyrkii
asettamaan kétensé yhté kauas tangon painopisteestd (geometrisestd keskipisteestd).

b) Painonnostossa kiytetddn levedd otetta, jolloin tanko on mahdollisimman helppo pitdd
tasapainossa. Raskaat levyt tangon piissd aiheuttavat suuren momentin tankoon. Jos kidet
olisivat ldhekkéin, pienikin ero kisien ja tangon keskipisteen vilisissi etdisyyksissd
aiheuttaisi suuren eron vasempaan ja oikeaan kéteen kohdistuvissa voimissa. Samoin
pienikin tangon kiertoliike tangon keskipisteen ympéri noston aikana olisi vaikea
pysdyttdd, nostaja menettdisi helposti tasapainonsa sivusuunnassa.

3-11. a) Suunnikkaan painopiste on sen geometrisessé keskipisteessi, eli ldvistdjien
leikkauspisteessa.

b) Ripusta kappale useista kohdista riippumaan ja kdytd luotilankaa. Piirrd levyyn suorat
ylhéélté alas luotilankaa pitkin. Suorien leikkauskohdassa on levyn painopiste.
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¢) Suomen keskipiste sijaitsee Leskelédn kyldssa, Pulkkilan kunnassa, valtatien 4 varrella,
noin 120 km Oulusta eteldén. Liimaa maantiekartta tasapaksulle pahville. Leikkaa
pahvista Suomen muotoinen kappale rajoja pitkin. Riiputtamalla kappaletta eri kohdista
voit piirtdd luotilangan avulla suoria, joiden leikkauspisteessd on Suomen painopiste.

3-12. a) Mehun miira ei vaikuta lasin tasapainoon, jos alusta on vaakasuora. Astia on siti
vakaampi vinolla pinnalla, mitd alempana sen painopiste on. Tdyden astian painopiste on
pystysuunnassa suunnilleen astian puolessa vilissd. Kun nesteen pinta alenee, siirtyy
painopiste my0s alemmaksi ja samalla astian kaatuminen tulee vaikeammaksi. Painopiste
on alimmillaan silloin, kun nesteen pinta on samalla tasolla painopisteen kanssa. Mité
kevytrakenteisempi astia, sitd ldhempéni pohjaa tima tapahtuu. Kun nesteen maara
vihenee téstid, painopiste alkaa jélleen nousta ylemmaéksi ja palaa ldhes astian puolen
vélin kohdalle, kun astia on tullut tyhjaksi.

Toisaalta tdyden astian hitaus on suurempi, joten sen vuoksi se ei kaadu niin helposti.
Esimerkiksi ulkosalla sivulta puhaltava tuuli voi kaataa helposti tyhjédn, kevyen lasin,
mutta mehua tdynni oleva lasi pysyy yleensa pystyssa tuulessakin.

b) Joidenkin kukkien, esimerkiksi tulppaanien, varsi kasvaa nopeasti maljakossa. Samalla
maljakon pohjalla oleva vesi vihenee sen noustessa varteen. Kukat voivat taipua
kasvaessaan kauas reunan yli, ja kukka-asetelman painopiste muuttuu. Maljakon, veden ja
kukkien yhteinen painopiste voi siirtyd maljakon kapean pohjan tukipinnan ulkopuolelle,
varsinkin jos kukat taipuvat samaan suuntaan. Ndin maljakko voi kaatua itsestdan.

3-13. a) Veneen reunan ulkopuolella roikkuva purjehtija saa aikaan vadntomomentin, joka
on vastakkaissuuntainen tuulen aiheuttamalle kallistumiselle. Purjehtijan tarkoitus on
saada purje sellaiseen asentoon, ettd veneen nopeus olisi mahdollisimman suuri.
Purjeveneen nopeus riippuu monista tekijoistd, esimerkiksi tuulesta ja sen suunnasta,
purjeista ja niiden asennosta tuulen suhteen seki kolistd. Joissakin tilanteissa purjehtija
voi roikkumisellaan estdd veneen kaatumisen.

b) 1) Useimpien vaakasuorilla tai loivilla vinoilla pinnoilla olevien esineiden tasapaino on
vakaa. Esimerkiksi ruokapdydélle katettujen astioiden ja lattialla olevien huonekalujen
tasapaino on vakaa. Monenlaisten ripustettujen esineiden tasapaino on vakaa. Esimerkiksi
vaatepuihin tai naulakkoon ripustettujen vaatteiden tasapaino on vakaa. Katoissa
riippuvien lamppujen, seinilld koukuissa riippuvien esineiden kuten pyyhkeiden,
avainnippujen, taulujen ja tyovélineiden tasapaino on vakaa.

2) Kappale on horjuvassa tasapainoasemassa yleensi vain lyhyen ajan, koska hyvin pieni
voima riittdd siirtdiméén kappaleen pois tasapainotilastaan. Esimerkiksi, kun taitoluistelija
seisoo yhden luistimen kdrjen varassa tai sirkustaiteilija on ohuen pystyssi olevan sauvan
varassa, kummankin tasapaino on horjuva. Esimerkiksi kuulakérkikynin tai terdvén
lyijykyndn asettaminen pystyyn kérjelleen tasaiselle kovalle alustalle tuskin onnistuu. Jos
onnistuisi, kynien tasapaino olisi horjuva.

3) Esimerkiksi pyoredt paristot ldhtevét helposti vierimaan tasaisella alustalla, jos niitd
hiukankin tondistéén tai pintaa vihan kallistetaan. Téllaisen pariston tasapaino on
epdmairdinen. Muita vastaavia kappaleita ovat esimerkiksi lieriot, kuulat pallot ja autojen
pyorét. Téllaisten kappaleiden painopiste tulee olla pydrimisakselilla tai keskipisteessa.
Autojen pyoOrét tasapainotetaan aina renkaiden vaihdon yhteydessa tai tarvittaessa.
Indifferentti tasapaino pyOrissd estéid pyorien tirinin ajettaessa.
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3-14. Lekan painopisteen x-koordinaatti on

oo, 7,0 kg-4,0 cm+0,50 kg -44 cm ~ 6.7 om.
O m+m, 7,0 kg +0,50 kg ’

Painopiste sijaitsee symmetria-akselilla 6,7 cm:n etdisyydelld vasemmasta paésta.

3-15. Kuulien painopisteen koordinaatit ovat

_mx +myx, +myx;  3,0kg-0,0m+8,0kg-1,0m+4,0kg-2,0m _

X, = I,1m,
m, +m, +m, 15,0kg
_my +m,y, +myy, 3,0kg-0,0m+8,0kg-2,0m+4,0kg-1,0m ~13m
Yo m, +m, +m, 15,0kg ’

Painopiste on kohdassa (1,1 m; 1,3 m).

3-16. Sijoitetaan origo kappaleen vasempaan alakulmaan. Kappaleen painopisteen x-
koordinaatti on

_mx X, AV + pVsx,

0

my +m, P+l
787 £ .13 em-11 em-2,8 cm-5,5cm+2,70 —5_-13 cm-11 cm-2,8 cm 16,5 cm
_ cm cm
787 £ .13 em-11ecm-2,8ecm+2,70 —. .13 cm-11 cm-2.8 cm
cm cm

~ 8,3 cm.
Symmetrian perusteella kappaleen painopisteen y-koordinaatti yy = 6,5 cm ja z-

koordinaatti zo = 1,4 cm.

Painopisteen paikka on (8,3 cm; 6,5 cm; 1,4 cm).

3-17. a) Piirretddn kolmioon keskijanat eli mediaanit (ts. yhdistetdén kolmion sivun
keskipiste aina vastakkaiseen kirkeen). Keskijanojen leikkauspiste on levyn painopiste.
Painopisteen paikka on kuvan mittakaavassa vasemmasta alakulmasta mitattuna 0,13 m
oikealle ja 0,10 m ylds.

b) Asetetaan koordinaatiston origo kuvassa vasemmalla alhaalla olevan kuulan kohdalle.
Painopisteen paikan x-koordinaatti on

~m-0,00m+m-0,00m+m-0,40 m
3m

~0,I13m

Xo

ja y-koordinaatti
~m-0,00m+m-0,00m+m-0,30 m

=0,10m.
3m

Yo

Painopiste on kohdassa (0,13 m, 0,10 m).
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3-18. Merkitdédn pinta-alayksikkod vastaavaa massaa my:lla. Sijoitetaan origo kappaleen
vasempaan alakulmaan. Alkuperdisen suorakulmion massa on m, =12m, ja painopisteen

koordinaatit x, =1,5cm ja y, = 2,0cm. Kuvan mukaisen kappaleen painopisteen x-
koordinaatti on

_mX, +myx,

0
m, +m,

_12m-1,5 cm +(—7t~1,02m0 -1,0 cm)
12m, +(-mn-1,0°m,)

~1,7 cm.
Symmetrian perusteella y, =2,0 cm.

Levyn painopiste on kohdassa (1,7 cm; 2,0 cm).

3-19. a) Kéytetdéin atomimassoja, vaikka kyse on ioneista. Elektronin massa on niin pient,
ettd sitd ei tarvitse ottaa huomioon. Bromin suhteellinen atomimassa on m, =79,90u ja

kaliumin m, =39,10u.
Sijoitetaan bromi-ioni origoon, jolloin x, =0,00 A jax, = 2,82 A.
Painopisteen paikka on

X+ X,

m, +m,
79,90 u-0,00 A +39,10u-2,82 A
B 79,90u+39,10u
39,10u-2,82A
" 79,90u+39,10u
~0,93A.

Painopisteen paikka on 0,93 A bromi-ionista kohti kaliumionia.
b)
Ay

o J

41105°
o ‘\
)\/H

Sijoitetaan koordinaatisto siten, ettd happiatomin keskipiste sijaitsee origossa. Talloin
atomien koordinaatit ovat
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massa/u x/A /A
Happi 16,00 0,000 0,000
Vety (1) 1,01 —0,958 - cos 75° 0,958 - sin 75°
Vety (2) 1,01 0,958 & 0,000

Vesimolekyylin painopisteen paikan x-koordinaatti on

_ X, +myX, + mX,

*o m, +m, +m,
16,00 u-0,000 A 1,01 u-0,958 A -cos75°+1,01 u-0,958 A
- 18,02 u
~ 0,040 A.

Painopisteen paikan y-koordinaatti on
_my iy, +my,
° m, +m, +m,
16,00 u-0,000 A +1,01 u-0,958 A -sin75°+1,01 u-0,000 A
18,02 u

~ 0,052 A.
Vesimolekyylin painopiste on kohdassa (0,040 A; 0,052 A).

3-20. Kappale kaatuu, jos kappaleeseen kohdistuvan painon vaikutussuora kulkee
tukipinnan ohi.

N
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Rajatapausta vastaavassa tilanteessa on

i — 31 mm = 0,50, josta saadaan a ~ 27°.
h 62 mm

tana =

N>
SRS

Loh_ 1
2 2

o~

Rajakulma, jolla kappale alkaa kaatua on 27°.

3-21.

Korkin avaajaa tarkastellaan yksivartisena vipuna. Tasapainoehto on Fir = Forp, kun F,
korkin avaajaan kohdistama voima ja r; on £ :n vaikutussuoran etéisyys korkin pailla
olevasta tukipisteestd. F, on vadntidvin voiman suuruus ja r, on F, :n vaikutussuoran

etdisyys tukipisteestd. Tasapainoehto Fr; = F»r; verrantona antaa voimien suhteeksi

ﬂzr_z’joten}q:r_ze:%Ocm
FE, i 1,0 cm

F,=17,0F,.

Korkin reunan avaajaan kohdistama voima F; on yhtd suuri ja vastakkaissuuntainen kuin

avaajan korkkiin kohdistama voima —F; . Korkin reunaan kohdistuva voima on 7,0-
kertainen vaintdvain voimaan verrattuna.

Huomaa, etté yksivartisen vivun tasapainoehto F 7 = F,r, saadaan myds merkitsemallad
momenttien summa akselin 4 suhteen nollaksi eli > M = Fir; — For, = 0, kun suunta
vastapdivadn on sovittu positiiviseksi.

3-22. a) Kived siirrettdessa seivistd kiytetddn kaksivartisena vipuna. Vivun tasapainoehto
on Fr; = Fyr,. Kiveen kohdistuvan voiman suuruus on
Fr, 280N-1,9m

F —_11
o 0,16 m

~ 3300 N.

b) Kérryé tarkastellaan yksivartisena vipuna. Vivun tasapainoehto on Fyr; = Fory = Gr,
jossa kasistéd kirryn aisoihin kohdistuvan kosketusvoiman suuruus on F. Sen suuruus
Gr, 430N-0,47m

tasapainoehdon perusteella on F; =
n L,2m

~168,417 N . Yhteen kérryn

aisaan kohdistuvan voiman suuruus on puolet tisti eli % = w ~ 84 N, voiman

suunta on ylos. Kumpaankin kéteen kohdistuva voima on yhté suuri eli 84 N, mutta
vastakkaissuuntainen (alas).
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3-23. a) Koska kappaleen liike on tasaista, kappaleen liikeyhtdlo on
YF=0eliF+F W= 0. Valitaan kappaleen A liikkeen suunta positiiviseksi.

Skalaariyhtélostd F'—F, =0 voiman F suuruudeksi saadaan
F=F,=uN=umg=0,20-84 kg-9,81 m/s’ ~160 N.

b) Kappaleen kiihtyvyys on a = 0,80 m/s*. Kappaleen liikeyhtild on Y F = ma eli
F+ F# =ma . Valitaan kappaleen A liikkeen suunta positiiviseksi. Skalaariyhtélosta

F-F L =ma voiman F suuruudeksi saadaan

F=ma+F,=84kg-0,80 m/s’+0,20-84 kg-9,81 m/s’ ~ 230 N.

3-24. a)

r ‘

Vivun tasapainoehto on Fr| = Fyry, jossa F, = 4F) jar; = 170 cm, joten
Fr, F-170cm 170 cm _
F 4R 4

43 cm

7

Tukipisteen paikka on 43 cm:n péddssé rautakangen kérjesta.
b)

Vivun tasapainoehto on Fr| = Fory, jossa Fr = 4F) jar; = 170 cm — 7, joten
tasapainoehto saadaan muotoon F; - (170 cm — ;) = 4Fr,, jolloin F; supistuu pois.

Ratkaistaan yhtilosté r,:
170 cm—r, =4r,
5r, =170 cm

=170cm:34cm

r

Kuorma on asetettava 34 cm:n pddhin rautakangen kérjesta.
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3-25.

Newtonin III lain mukaan varsi kohdistaa pahkindédn yhti suuren, mutta
vastakkaissuuntaisen voiman kuin péhkind varteen. Sarkymisen rajatapauksessa on
voimassa tasapainoehto F7; = F,r,. Sarkijin kumpaakin vartta on painettava voimalla,

jonka suuruus on

B _N0026m oo

2
r 0,12 m

3-26. a) Kiinted vikipyora (kuvassa ylempi) muuttaa ainoastaan voiman suuntaa.
Liikkuva vékipyord (kuvassa alempi) muuttaa myds tarvittavan voiman suuruutta. Koska
kuormaa kannattelee kaksi kdyttd, tarvittavan voiman suuruus on

p_G_mg _25kg-9.81m/s’
2 2

=122,625 N ~120N.

b) Kun koyttd vedetdin alas 0,60 m, niin kuorma nousee ylos 0,30 m.
c¢) Nostamisessa tehty tyo on W = Fs =122,625 N-0,60 m = 74 J.

d) Jos kuorma nostettaisiin suoraan ylos, tehty tyo olisi

W =mgh=25kg-9,81 m/s*-0,30 m~ 74 J.

3-27. Tasapaksuun hirteen kohdistuva paino vaikuttaa hirren painopisteeseen eli
keskipisteeseen. Hirren tasapainoehto pystysuunnassa on > F =0 eli Fl + }72 +G=0.

Kun suunta ylos on positiivinen, saadaan skalaariyhtdlo F, +F, -G =0.
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VG

Vasemmanpuoleisen tukivoiman F vaikutuskohta on 4. Valitaan kohta A
momenttiakseliksi. Kun kiertosuunta vastapdivdin on positiivinen, akselin 4 suhteen
momenttiyhtdld on 2 M , =-G-r,+F,-r,=0

Tukivoiman F, suuruus on

5 _men 140 kg-9,81 m/s*-1,0m
= -

7 3,0m

=457,8 N.

Tukivoiman F, suuruus saadaan yhtilosti F, + F, —G =0, joten
F =G-F,=mg—F,=140kg-9,81m/s* —457,8 N ~ 915,4N.
Voimat ovat 460 N ja 920 N.

3-28.

Jalka on tasapainossa, kun siithen kohdistuvien voimien momenttien summa on nolla.
Momenttiehto akselin 4 suhteen on >M, = 0. Akseliin 4 kohdistuvalla voimalla F, ei ole
momenttia. Kun suunta vastapdivddn on positiivinen, momenttiehto on

S>M,;=~-Gyr + Fry=0. F on liinan jalkaan kohdistama tukivoima, ja sen suuruus on

_Gr _mgr, 15kg-981m/s*-0,39m
r, r, 0,81 m

F

=70,85 N.

Liinan jalkaan kohdistama voima F on yhti suuri kuin kdyden jannitysvoima, joka
edelleen on yhtd suuri kuin punnukseen kohdistuva painon suuruus G = mg. Punnuksen
massa on

F _70,85N

= =" ~72kg.
g  981m/s’ 8

m=

G
g
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3-29.

- A
r1:2,5m ﬂ, I+
G.Y

2|

2

Valitaan pyorin akseli 4 momenttiakseliksi. Kirryyn kohdistuvan painon G, ja py®riin

kohdistuvan tukivoiman N, vaikutussuoran etiisyys akselista 4 on 0,0 m, joten niilld

voimilla ei ole vadntovaikutusta akselin A suhteen. Tasapainotilanteessa voimien
momenttien summa on nolla. Kun kiertosuunta vastapdivaan on positiivinen, akselin 4

suhteen momenttiehto on 2.M, = 0 eli G, — Ny = 0, josta tukivoiman Z\_/l suuruus on

m
65kg-9,81 = -1,1m

Gyr,y _mgrn _ N

N, = =280,566 N ~ 280 N ja suunta on ylos.

n n 2,5m
b) Perédkirry on tasapainossa, joten tasapainoehto pystysuunnassa on Newtonin II lain
perusteella > F =0 eli N,+N,+G,+G, =0.Kun suunta ylds on positiivinen, saadaan
skalaariyhtdlo

Ni+N, =G =G, =0,
josta ratkaistaan pyoriin kohdistuvan tukivoiman suuruus:

N, =G+ Gy — Ny =mig tmag — Ny
=570kg-9,81 m/s* +65kg-9,81 m/s> —280,566 N ~ 5900 N ja suunta on ylos.

¢) Kun perédkirry kuormataan, perdkérryn aisa ei saa nousta itsestddn ylos, jos aisaa ei
tueta. Jos pesukone sijoitetaan kuvatussa tilanteessa pyorien taakse, aisa nousee itsestdin
ylos. Jos téllainen aisa kiinnitetdén auton vetokoukkuun, aisasta koukkuun kohdistuvan
voiman suunta on ylds. Vetokoukkuun ylds suuntautuva voima voi jossakin tilanteessa
aitheuttaa perdn kevenemisen niin, ettd takapydrit menettdvét sivusuuntaisen pitonsa.
Huomaa, ettd koukkuun kiinnitetty véérin kuormatun kérryn aisa ei irtoa koukusta, vaan
nostaa koukkua ja samalla auton perda.

44



3-30.

YG

Henkil6n ja levyn systeemi on tasapainossa, kun systeemiin kohdistuvien voimien
momenttien summa on nolla. Lasketaan momentti levyn kantapdiden kohdalle asetetun
akselin 4 suhteen. Tilldin voiman F, levyyn kohdistama momentti on nolla.
Momenttiehto akselin 4 suhteen on XM, = 0. Kun kiertosuunta vastapdivdan on
positiivinen, momenttiehto on >M, = —F/+ Gx = 0. Vaa’at mittaavat niilld oleviin
kappaleisiin kohdistuvan painon suuruuden, ja vaa’an ndytolld on luettavissa kappaleen
massa. Niin ollen voima F, on suuruudeltaan F; = mg.

Momenttiechdon mukaan painopisteen P etdisyys jalkapohjista on

_ K _mg-l _m-l

G mg m
_ 28,4kg-1,68m _

0,88 m
54,2 kg

3-31. Kun palkki on ripustettu kuvan mukaisesti, palkin painopiste on ripustuspisteen
alapuolella. Palkki on siis tasapainossa pydrimisen suhteen. Kun nosto suoritetaan
mahdollisimman tasaisesti, kiihtyvyys on likimain nolla. Téll6in tasapainoehto

pystysuunnassa on Newtonin II lain perusteella SF=ma=0. Symmetrian nojalla on
1’7l }72 ,» samoin skalaareina /' = F, (= F), kun suunta ylds on positiivinen. Saadaan

skalaariyhtalo F|, + F, —mg =2F sin6—-mg = 0. Ratkaistaan kulma 6:

y =

2
sing "8 _ 1340 kg-9,81 m/s

, josta kulma 6 ~ 24,2547°.

2F 2-16 000 N
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Kuvion mukaan on

—L
cosd = 21—,
—1
2
josta vaijerin pituudeksi saadaan
[ 2AM 592282 m~6,0m.

 cos® - cos24,2547°
Vaijerin pituuden tiytyy olla vahintdén 6,0 m.

Tapa 2:

IEZ

Tasapainotilanteessa palkin liikeyhtild on Y F = Fl + }72 +G=0.Koska
Fy=F,=16 000 N, voimavektoreista muodostuu tasakylkinen kolmio. Ratkaistaan kulma
Okosinilauseesta G* = F> + F,) —2F,F, cos 20

G -F-F _F+F —(mg)’

2FF, 2KF,
(16000 N) + (16 000 N)*> — (1340 kg -9.81 m/s*)’
2-16 000 N-16 000 N

cos20 =

~ 0,662497,

josta 20=48,5094° ja 0= 24,2547°.

Vaijerin lyhyin mahdollinen pituus ratkaistaan yhtalosta

1
cosd = 21—,
—1
2
josta vaijerin pituudeksi saadaan
i 2AM 592082 m.

 cosd - cos 24,2547°

Vaijerin pituuden tiytyy olla vahintdén 6,0 m.
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3-32.

Vaakasuoran vaijerin jannitysvoiman suurin arvo on 210 N, joten tasapainossa olevaan
pylvaiseen kohdistuvan voiman 7' oikealle osoittavan komponentin 7. suurin arvo on

my&s 210 N. Koska vinon vaijerin kaltevuuskulma on 45°, my6s T :n alas osoittavan
pystysuoran komponentin T} suurin arvo on 210 N eli on T}, max = Tomax = 210 N.

Oletetaan, ettd tanko vaikuttaa alustaan maksimivoimalla suuruudeltaan 550 N.
Pystysuorassa suunnassa tankoon kohdistuvien voimien summa on 2 F, = 0 . Suunta yl6s

on positiivinen, joten skalaariyhtélé on N — G — T, = 0, jolloin
I,=N—-G=550N—-11kg- 9,81 m/s® ~ 442,1 N.
Koska vinon vaijerin kaltevuuskulma on 45°, 7}, = T, = 442,1 N.

Vaakasuorassa suunnassa tankoon kohdistuvien voimien summa on 3 F, = 0. Suunta
oikealle on positiivinen, joten skalaariyhtilé on 7, — F =0, eli T, = F = 442,1 N. Eli
vaijeri el kestd, jos tanko kuormittaa alustaa maksimivoimalla.

Lasketaan vinon vaijerin jdnnitysvoiman 7, suuruus, kun vaakasuoran vaijerin

jannitysvoima F on suurin mahdollinen 210 N.

Vaakasuorassa suunnassa tankoon kohdistuvien voimien summa on X F, = 0. Suunta
oikealle on positiivinen, joten skalaariyhtild on Ty max — F =0, eli Ty max = F. Vinon
vaijerin jannitysvoima on Tmax = Ty max/c0s45° =210 N/cos45° = 296,98 N ~ 300 N.

Maan pinta kohdistaa tankoon tukivoiman N . Pystysuorassa suunnassa tankoon
kohdistuvien voimien summa on Y, F = 0 . Suunta ylos on positiivinen, joten

skalaariyhtdlo on N — G — T}, max = 0. Tukivoiman suuruus on
N=G+Tymx=mg+T,=11kg- 9,81 m/s*+210 N ~ 320 N.

Newtonin III lain mukaan tanko kohdistaa alustaan yhté suuren ja vastakkaissuuntaisen
voiman kuin alusta tankoon. Koska 320 N < 550 N, vinon vaijerin suurin mahdollinen
jénnitysvoima on 300 N.
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Tasapainotilanteessa momenttien summa on nolla. Kun kiertosuunta vastapdivédn on
positiivinen, tangon alapéin akselin 4 suhteen momenttiyhtdlé on 2> M , =T, -G-r, =0,

joka geometrian perusteella on
2M, =TIsin45° -G ~é~cos45 °=0, kun / on lipputangon pituus.

T on vaijerin jinnitysvoima. Sen suuruus on

! °
m1g~5~cos45 _ m,g-cos45°  78kg-9,81m/s’ -cos45°
['sin 45° 2-sin45° 2-sin45°

=382,59N ~ 380 N.

b) Tangon tasapainoehto on Newtonin II lain perusteella Y, F = 0 eli vaakasuunnassa
F._+T = 0. Kun suunta oikealle on positiivinen, skalaariyhtilosti F. —7 =0 voiman F
x-komponentin suuruudeksi saadaan

F. =T =382,59 kN.

Tangon tasapainoehto on Newtonin II lain perusteella Y F = 0 eli pystysuunnassa
Fv +G, = 0. Kun suunta ylos on positiivinen, saadaan skalaariyht:lo F,-G, =0. Voiman

F y-komponentin suuruudeksi saadaan

F, =m,g =78kg-9,81m/s* ~ 765,18 N.

Voiman F suuruus on

F=\[F! +F} = /(382,59 N)* +(765,18N)* =855,50N ~ 860 N.
Voiman suunta saadaan yhtélosta

F, 76518N
tangg = —=———

= , josta kulma on a = 63°.
F. 382,59 N
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3-34.

Lipputanko on tasapainossa pyOrimisen suhteen, joten momenttien summa akselin 4
suhteen on nolla. Kun kiertosuunta vastapdivaddn on positiivinen, momenttiyhtdlo on

>M,=-Fa +Ga,=0.
Geometrian perusteella momenttiyhtilo saadaan muotoon —F/sin10°+ G- é -c0s35°=0,

joten voiman F suuruudeksi saadaan

/
mg -—-cos35° ) o ) 2 o
Fo 2 _mg ?0335 :35kg 9,81.m/s cos35 ~210N.
/sin10° 2-sin10° 2-sin10°

3-35.

— o
-———F1T—>
- e——
_ni
— -
w

a) Lampotilan muutos aiheuttaa paine-eron Ap . Paine-ero aiheuttaa kaapin oveen voiman,
jonka suuruus on F; =Ap- A4, jossa 4 on oven pinta-ala. Kaapin siséltdmén ilman tilavuus

v _pV

1 2

V ei juuri ehdi muuttua. Ideaalikaasun tilanyhtidlon perusteella paine kaapin

T,

1

sisdlld on p, = , joten paine-ero on

I i m

. T 263K KN
Ap=p —-p,=p —-——2=p (1—?}2101,31{N/m2 {l—m ~2,990 —-.

Kaapin oveen kohdistuvan voiman suuruus on
F =Ap-A4=2,990 kN/m’-0,5m-1,0 m ~ 1495 N.

Voiman F vaikutuspisteeksi voidaan valita oven keskipiste. Oven aukaisemiseen
tarvittavan voiman suuruus F, saadaan momenttichdosta eli avautumisen rajatapauksessa
momenttien summa on nolla. Kiertosuunta vastapédivddn on positiivinen, jolloin saranaan
S asetetun kiertoakselin suhteen momenttiyhtilo on 2.Ms = 0 eli Fyry — Faor, = 0.
Avaamiseen tarvittavan voiman suuruus on

F - 1495N-0,25m

F, = = ~ 800 N.
7 0,45m
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b) Paine-ero tasaantuu, koska pakastin ei ole tdysin ilmatiivis. [lmaa virtaa keittiosta
pakastimeen, ja paine-erosta aiheutuva voima hévida.

3-36.

a) Tanko on tasapainossa pyorimisen suhteen, joten momenttien summa on nolla. Kun
kiertosuunta vastapdivadn on positiivinen, saadaan momenttiehto akselin 4 suhteen:

XM, =T, -l—Gé:O,kun tangon pituus on /.

Yhtélostd supistuu / pois, jolloin momenttiehdosta langan jannitysvoiman y-komponentin
suuruudeksi saadaan

T =%G=%-2,2 kg-9,81 m/s’=10,791 N.

y

T
Kuvion mukaan on sin35° = ?y, josta langan jannitysvoiman suuruudeksi saadaan

T
__ 5 :10f791Nz19N.
sin 35° sin 35°

b) Tangon tasapainoehto pystysuunnassa on Newtonin II lain perusteella
YF,=0c¢li F,+T,+G=0.

Suunta yl6s on positiivinen, joten saadaan skalaariyhtilo
F,+T,-G=0.

Seinén tankoon kohdistaman voiman pystysuoran komponentin suuruus on
F,=G-T, = G—%G =%G =%~2,2 kg-9,81 m/s> =10,791 N.

Tangon tasapainoehto vaakasuunnassa on Newtonin II lain perusteella > F, = 0 eli

F +T. =0. Suunta oikealle on positiivinen, joten saadaan skalaariyhtils F.—T, =0.

Jannitysvoiman vaakasuoran komponentin suuruus on

T
T = z :10’791Nz15,4111N.
tan 35° tan 35°
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Seindn tankoon kohdistaman voiman vaakasuoran komponentin suuruus on

F.=T =154111N.

— A F
1
Y
1
1
1
1

A

Seinédn tankoon kohdistaman voiman suuruus on

F=\F+F}=(154111N)* +(10,791N)* 19 N.

- il F, 10,791N .
Voiman suunta saadaan yhtéldstd tana = — = —————, josta kulma a = 35°.
F.  154111N

Tangon seinién kohdistama voima on Newtonin kolmannen lain mukaan —F , ja sen
suuruus on 19 N. Suuntakulma on —145° positiivisen x-akselin suhteen.

¢) Jotta tanko juuri ja juuri pysyy paikallaan seinii vasten, on oltava voimassa ehto
F, = uF , josta tangon ja seindn véliseksi lepokitkakertoimeksi saadaan

F
LB _1079N o
F 154111 N

X

3-37. Tasapainoehto etenemisen suhteen vaakatasossa on
SF =0eliN,+F,=0.

Kun suunta oikealle on positiivinen, saadaan yhtdlo
N,-F,=0c¢li F,=N,.

Tasapainoehto etenemisen suhteen pystysuunnassa on
YF, =0eliN,+mg+mg=0.

Kun suunta ylds on positiivinen, saadaan yhtilo
N, —-mg—-m,g=0 eli

N, =mg+m,g=g(m, +m,)=9,.81m/s* (28 kg +65kg) ~912,33 N.
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Tikapuut ovat tasapainossa pyorimisen suhteen, joten momenttien summa on nolla. Kun
kiertosuunta vastapdivddn on positiivinen, akselin 4 suhteen saadaan momenttichto

XM, =mgacosa+m,g(l—b)cosa—N,lsina =0.
Momenttichdosta saadaan voiman N, suuruudeksi

_mgacosa+m,g(l—b)cosa

N, -
[sina

28kg-9,81 22,00 m-cos55°+65 kg-9,81 = - (4,80 m—1,20 m) - cos 55°
_ S S

4,80 m-sin 55°
~ 415,00 N.

Rajatapauksessa, jolloin tikkaat juuri ja juuri pysyvit paikallaan, on voimassa ehto

. . . F 41
F, = u,N,. Kitkakertoimeksi saadaan g, =— = A, _415,00N ~
“ N, N, 912,33N

2

Kitkakertoimen on oltava vahintddn 0,45.

Testaa, osaatko sivu 79

l.abc 2.bc 3.c¢c 4.b 5.ac 6.ab 7.bc 8.a
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4 Pyorimisliikkeen dynamiikka

4-1. Sivulla olevat kédet lisdévit ihmisen hitausmomenttia ja hidastavat kaatumisen
alkamista. Silloin jd4 enemmén aikaa késien ja vartalon liikkeilld korjata tasapaino ja
estdd kaatuminen.

4-2. Pieniséteisen ympyralevyn saa suuriséteistd helpommin ympyriliikkeeseen.
Pyorimisliikkeeseen saa helpommin kappaleen, jonka massa on ldhelld pyorimisakselia.
Pienisdteisen ympyrélevyn hitausmomentti on pienempi kuin samanmassaisen
suurisiteisen ympyrilevyn hitausmomentti.

4-3. Pyorivilléd ilmalla on suuri liike-energia. Pyorremyrskylld on etenevian litkkeen liike-
energiaa ja pyOrimisliikkeen energiaa eli rotaatioenergiaa. Liikkuvan ilman massalla ja
tuulen nopeudella on suuri merkitys pyorremyrskyn vaikutuksissa. Pyorremyrskyn
energia on perdisin limpimadstd meresta.

4-4. a) Hitausmomentti on suurin z-akselin suhteen. Jos tiiliskived pydritetddn kiyttden z-
akselia pyorimisakselina, tiiliskiven massasta hyvin suuri osa sijaitsee kaukana
pyorimisakselista, jolloin hitausmomentti on suuri.

b) Hitausmomentti on pienin x-akselin suhteen. Jos tiiliskived pyoritetdan x-akselin
suhteen, suuri osa tiiliskiven massasta on ldhelld pyorimisakselia, jolloin hitausmomentti
on pieni.

4-5. Kiinnitd rengas siten, etti se padsee pyoriméén keskipisteensd ympaéri. Kierrd
renkaan ulkokehélle narua ja ripusta siitd punnus. Punnukseen kohdistuva paino aiheuttaa
renkaaseen vaantomomentin M = Fr = Gr. Pdistd punnus putoamaan, jolloin rengas
joutuu kithtyvdin pyorimisliikkeeseen. Madritd (esim. tietokonepohjaisella
mittausjirjestelmélld) renkaan kulmakiihtyvyys a. Toista mittaus kéyttden erimassaisia
punnuksia. Siirrd mittaustulokset (a, M)-koordinaatistoon. Mittausarvot asettuvat suoralle,

ja tdmédn suoran fysikaalinen kulmakerroin on renkaan hitausmomentti J = Vv
a

4-6. a) Punnuksen liikeyhtilé on Y. F = ma. Kun suunta alas sovitaan positiiviseksi,
skalaariyhtélostd G — F = ma saadaan langan jannitysvoimaksi F = G —ma. Termi ma

on pieni G:hen verrattuna, jos kdytetddn pienid punnuksia. Silloin langan jénnitysvoima
F~=G=mg.

Punnukseen kohdistuva paino aiheuttaa kiekolle vakiona pysyvén vddntomomentin
M = Gr=mgr.

Punnuksen massaa m = 0,020 kg vastaava vadntomomentti on

M =mgr=0,020kg-9,81m/s*-0,015m ~ 0,002943 Nm.
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Kun lasketaan kaikkien muidenkin momenttien arvot, saadaan jokaista kulmakiihtyvyytta
vastaava momentin arvo.

a/(rad/s*) | M/Nm

0,124 0,002943
0,381 0,008829
0,492 0,011772
0,624 0,014715
0,744 0,017658

10° NmA M
18 )/
17 /
16,2 I
16
/

15

14
13 /
12 /

1

10 /

/'
2

/
1/

0 >
0 01 /‘0,2 03 04 05 06 07 08 09 1,0rad/s’
0,18

a
»

Kun mittausarvot siirretddn (a, M)-koordinaatistoon, kuvaaja on likimain suora. Suoran
fysikaalinen kulmakerroin on kiekon hitausmomentti:

AM 16,2-10°Nm—4,0-10"° Nm

J= 2 2
Aa 0,70rad/s” —0,18rad/s

~ 0,023 kgm®.

b) Kun koe toistetaan lisdpainojen kanssa, kuvaaja (a, M)-koordinaatistossa on edelleen
suora. Suora on jyrkempi, koska raskaamman kiekon hitausmomentti on suurempi.
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4-7. a) Pyorimisen liikeyhtdlostd > M = Ja saadaan kulmakiihtyvyydeksi

M_ M 3O0Nm 00689 170 9
J 1 5 2 2

@ 1
—mr®  —-18kg-(0,14 m)’ S S
5 5 g ( )

b) Koska roottori ldhtee levosta, kulmakiihtyvyys on

Ao w,-o _a)z—O_&
At At At At

Silloin kierrostaajuus 24 000 r/min saavutetaan ajassa

5.0 24000

At:&:%tn_ 60s ~15s.

a «a 170,0681

2
S

4-8. a) Taytekakkupohjan hitausmomentti on
J= %mrz :%1,53 kg-(0,15m)* =0,0172125 kgm® ~ 0,017 kgm”.

b) Pyorivin kakun rotaatioenergia on

E =1Ja)2 =1J(27m)2 =l-0,0172125 kgm’ -(27‘E~L)2 ~2,4ml].
2 2 2 12s

4-9. Kuulasysteemin hitausmomentit eri tilanteissa ovat
a) J, =mr’ =0,025kg-(0,35m)’ ~ 0,0031 kgm’

b) J, =mr’ +m(2r)’ =mr’ +4mr’* =5mr’ =5-0,025 kg- (0,35 m)’ ~ 0,015 kgm”’
c) J,= mr® +m(2r)* + m(3r)* = Smr® +9mr® =14mr’
=14-0,025 kg- (0,35 m)* = 0,043 kgm”.

4-10. a) Kuvaaja on suora, joten sauvan kulmanopeus kasvaa tasaisesti. Sauvan vakiona
pysyvé kulmakiihtyvyys on

Ao w,-w 10,0rad/s—-2,0rad/s 8,0rad/s

~1,3 rad/s’.
At -t 6,0s-0,0s 6,0s

(24

b) Kuvaajasta ndhdéén, ettd hetkelld ¢ = 3,0 s sauvan kulmanopeus on 6,0 rad/s.

Pyorimisenergian yhtilostd E = EJ @ saadaan hitausmomentiksi

_2E_ 22U 11667 kem?.
" (6,0rad/s)

Hitausmomentti pysyy vakiona, kun sauvan pyorimisakseli e1 muutu.
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Hetkelld ¢ = 0 s sauvan kulmanopeus on 2,0 rad/s, joten sauvan pydrimisen energia on
silloin

E =%Ja)2 =%-O,11667kgm2 -(2,0rad/s)* = 0,231.

4-11. Sauvan pyorimisen liikeyhtdlé on 2, M = Ja. Kun
ilmanvastusta ei oteta huomioon, sauvaan vaikuttaa yksi
momentti, jonka voiman varsi on sauvan painopisteen ja
pyorimisakselin vélinen etdisyys. Sauvan kulmakiihtyvyys
alkuhetkelld on

M _mgl2 o Lmf_ 1 3 _3g
7 omE T T e T
3
_3.981m/s? 1o ad
2:-12m s

4-12. Jatkeen lisddmisen jélkeen hitausmomentti on 2-kertainen: J, = 2J,.
Silloin hitausmomenttien suhde on

Koska m, = pV, = pAl, jam, = pV, = pAl,, saadaan yhtilo

2
pAlz 127 l 3
—lg =2, josta saadaan pituuksien suhteeksi == 2.

Al - !
P 12

Sauvan uusi pituus on [, = 3/2/’ =3/2-(75,0 cm)’ ~ 94,494 cm.

Pituuksien erotus on /, —/, =94,494 cm—75 cm ~ 19,5 cm.

4-13. Suoraviivaisesti putoavan sangon etenemisen liikeyhtilé on X F = ma eli
G+ F =ma.

Valitaan sangon liikkeen suunta alas positiiviseksi. Kun F on narun jénnitysvoima ja
sangon massa m, = 4,0 kg, saadaan skalaariyhtélostd m,g — F = m,a narun
jannitysvoimaksi F' =m, (g —a).

Py6rimisen liikeyhtdlo on > M = Ja . Valitaan ympyrilevyn py6rimissuunta

positiiviseksi. Narun jannitysvoiman momentti aiheuttaa kiihtyvin pyorimisliikkeen,
joten pydrimisen liikeyhtild on Fr = Ja.

56



. , o a . . .
Koska akselin kehén tangenttikiihtyvyys on & =— ja sylinterin hitausmomentti
r

1 o . - 1 a A
J= Emlr2 , pyOrimisen liikeyhtdlo saadaan muotoon Fr = Emlr2 —. Kun tédsta saatu
r

1 o
yhtdlo F = Emla sijoitetaan yhtdloon F' =m,(g —a), saadaan m,a =2m,g—2m,a .

Sangon kiihtyvyys on

g 2m,g _ 2-4,0kg-9,81m/s’
m, +2m, 12kg+2-4,0kg

~3,9m/s’.

4-14. Pyorimisen liikeyhtdlon mukaan on 2 M = Ja eli N
M,—M;=Ja. M, on laakerikitkasta aiheutuva momentti, -

F,
M;=F,-r jarrukappaleesta aiheutuva momentti. !
Koska kulmanopeus on @ = 2nn , ja kierrostaajuus pienenee g 4
arvosta 2200 1/min kymmenenteen osaan eli arvoon 220 1/min, )
vauhtipyordn kulmakiihtyvyydeksi saadaan

Ci

2201 22001

Ao w,-w 2un,—2mn, n( 60 s 60 s
At At At 50s

o j ~ —4,146691/s”.

Pyorimisen liikeyhtdlon M, — M; = Ja mukaan laakerikitkasta aiheutuva jarruttava
momentti on
15
M, =Ja+M;=Ja+F, -r=5mr ca+uN-r

= % .88 kg- (0,25 m)’ - (—4,147 1/5%) +0,28-90 N-0,25 m ~ —5,1 Nm.

Momentti on 5,1 Nm ja suunta kuvassa myotiapéivaan.
4-15. Rasian potentiaalienergia muuttuu rasian liike-energiaksi sekd vékipydrin ja pallon

pyorimisenergiaksi. Liikevastukset oletetaan pieniksi. Mekaanisen energian sdilymislain
1 1 1

mukaan mgh = Emv2 +5pr5réa)2 +5Jpanoa)2 .

Yhtilo saadaan muotoon

2 2
mghzlmv2+lJ Y +l-EMR2 2.
2 2 \r 23 R

Ratkaistaan tdstd rasian nopeuden nelio:

i mgh 0,60kg-9,81m/s*-1,0m
YIST T M 0.0030kem’ 4.5k
—mA o 2.0,60kg+— g, BoX8
20 27 3 ) 2.(0.050m)° 3

ja edelleen rasian nopeus: v = 1,6 m/s.
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4-16. a) Pyordan varastoitunut mekaaninen energia on pydrimisenergiaa, jonka suuruus
saadaan yhtalosti
E,==Jo =—-2,1lkgm-(105-)" =12KkJ.
2 2 S

b) TyOperiaatteen mukaan kitkan tekema ty6 kuluu pyorivan kappaleen pysdyttaimiseen.
Silloin kitkan tekema ty6 on pyorimisenergian muutoksen suuruinen eli

. . 1 )
W,=AE, ,jossa W, =F,s=uNs ja E :EJa)O .
Lopussa py6rimisenergia on nolla, joten yhtdlé W, = E, saadaan muotoon
1.
MUNs = EJ @, .

Kitkakertoimeksi saadaan

1 » 1 ) 1

EJQ)O EJCUO EJa)Oz
/J: = =
+
NS NI"@ Nl" a)O a)lopussat
Liog Yooy 2,1kgm? 105
= 2 ’ = 2 ’ = Ja)o = , g S zO 28
N Qt0, @ Nrto 110N-025m-29s
2

4-17. Sauvan liike voida ajatella koostuvan kahdesta osasta: Sauvan massakeskipiste
kiertdd akselia etdisyydelld /2, jossa / on sauvan pituus ja sauva py0rii oman
painopisteensd kautta kulkevan samansuuntaisen akselin ympari. Sauvan painopisteen
litkkkeessd sauvan koko massan voidaan ajatella sijaitsevan painopisteessa. Siihen liittyva

2
hitausmomentti on J, =m (Ej . Koska sauvan hitausmomentti sauvan keskeltd kulkevan

i ml* . e .
akselin suhteen on J, = E , hitausmomentti pdédnsa kautta kulkevan akselin suhteen on

2 2
J=J,+J, =ml—+m(ij =ml’ (L—klj:lmlz.
12 2 12 4) 3

4-18. Omenan kanta on kevyt, joten sen hitausmomenttia ei oteta huomioon. Omena on
lahes umpinainen pallo ja sen painopiste on likimain keskipisteessd. Lasketaan omenan
hitausmomentti kiinnityspisteen kautta asetetun vaakasuoran akselin suhteen. Steinerin

sdannon mukaan hitausmomentti on Jyox = Jo + m(r + 1)2, jossa J, = gmr2 .
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Omenan hitausmomentti on

e =y +m(r+1)° :gmr2 +m(r+1)°

= % .0,18 kg - (0,036 m)> +0,18 kg- (0,036 m+0,025 m)> ~ 0,76-10~° kgm’.

4-19. a) Uimahyppééja vetdd hypyn alkuvaiheessa kédet ja jalat 1dhelle kehoaan. Silloin
massaa siirtyy ldhemmaiksi pyorimisakselia. Hyppéddjan hitausmomentti pienenee ja
kulmanopeus kasvaa. Tdma johtuu pydrimismééran sdilymisestd. Hitausmomentin ja
kulmanopeuden tulo pysyy koko ajan vakiona. Koska hyppadjan kulmanopeus on suuri,
hin ehtii tehdi useita voltteja ilmassa hypyn aikana.

b) I[lmalennon lopussa hyppddja suurentaa hitausmomenttiaan ojentamalla kéddet ja jalat
suoriksi. Silloin massaa siirtyy kauemmaksi pyorimisakselista, joka kulkee painopisteen
kautta ja on kohtisuorassa hyppddjan pituusakselia vastaan. Pyorimismaarin sidilymislain
mukaan hitausmomentin kasvaessa kulmanopeus pienenee. Hyppééjén pyoriminen
hidastuu.

c) Taitoluistelija saa itsensd vinhaan pyorimisliikkeeseen pienentdmélld hitausmomenttia
vetdessddn kadet vartalonsa ldhelle eli ldhelle pyorimisakselia.

4-20. a) Tahden luhistuessa sen pyorimismééra sdilyy. Kun tdhden sédde pienenee alle

. . 2 : o
tuhannesosaan, sen hitausmomentti J = gmr2 pienenee alle miljoonasosaan.

Pyorimisnopeus voi siis kasvaa yli miljoonakertaiseksi.

b) Hyppddjan pyorimisméérd pysyy ilmalennon aikana vakiona. Héneen ei kohdistu
ulkoapdin minké&én voimien aiheuttamaa momenttia. Jotta suksia voisi kiertéa tiettyyn
suuntaan, on jotain muuta vartalon osaa, kuten késié ja yldvartaloa, kierrettdva
vastakkaiseen suuntaan.

¢) Kun luoti pyorii pituusakselinsa ympdri, luodin etenemisnopeuden suunta sidilyy sitd
paremmin, mitd suurempi pydrimisnopeus on. Pyoriméton luoti ei sdilytd hyvin
suuntaansa. Pyorivé luoti sdilyttdd pyorimismééransd. Pyorimismadran suunta on sama
kuin luodin akselin suunta. Py6rimisméard on vektorisuure, jonka suunta pyrkii
sdilyméén.

4-21. Alus (ja sen sisélld oleva vauhtipy6rd) on eristetty systeemi, jonka pySrimisméaara
on nolla. Vauhtipydrdé kddnnettdessa alus kddntyy vastakkaiseen suuntaan, koska
pyOrimismééréan arvo sdilyy nollana. Kun vauhtipydra pysédytetdén, aluksen kddntyminen
loppuu mutta sen asento on uusi.

4-22. Kun napajiétikot sulavat, kiintedssd muodossa ollut vesi levittdytyy maailman
meriin. Maan hitausmomentti J kasvaa, koska vesi siirtyy napa-alueilta kauemmaksi
Maan pyorimisakselista. Koska pyorimisméérd L = Jo sdilyy, Maan kulmanopeus
pienenee ja pdivit hieman pitenevit.
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4-23. Systeemin pyorimismééra sdilyy eli yhtilo J, @, = J>@, saadaan muotoon
J121'El’l1 = J227'cn2.

Hitausmomentti J, = J, + (m, +m,)r , missi r| on etdisyys karusellin ulkoreunasta

keskipisteeseen.
Hitausmomentti J, =J, +(m, +m,)r; , missd r, on etiisyys karusellin keskipisteesti.

Kierrostaajuus siirtymisen jilkeen on

_J T mm)R
P T A (mrmy)r
24+ + . :
_ 280kgm2 (53 kg+58 kg) (1,8m)2.20 1 42,96 r ~ 43 r .
280 kgm~+(53 kg +58 kg)- (0,40 m) min min min

Pyorimisenergian muutos on

1 1 1 1
AE=E,-E, = Esz; —Elef = E(Ja +(m, +m)r o, —E(Ja +(m, +m)r o
=%-(280 kgm® + (53 kg + 58 kg)- (0,40 m)*)- (2n%)2
S

—l-(280 kgm2 + (53 kg +58 kg)- (1,8 m)z)-(21rﬂ)2
2 60 s
~ 1,6 kJ.

Liike-energia suurenee sisdisten voimien eli poikien vetovoimien tekemén tyon takia.
Pojat tarvitsevat voimaa siirtymiseen.

4-24. a) Luistelijat alkavat pyorid riman keskipisteen ympéri, joten radan sdde on 1,5 m.
b) Luistelijoiden ratanopeus on 1,4 m/s, joten kulmanopeus on
v _1,4m/s

r L5m

=0,93333rad/s ~ 0,93rad/s .

¢) Systeemin pyoOrimisenergia on

E= %Ja)2 = %(mr2 +mr’)w’ =mr’w’ =50kg-(1,5m)” - (0,9333rad/s)’

~98]J.

d) Kun kiinnipitokohtaa muutetaan, systeemin hitausmomentti muuttuu. Koska
pyOrimismédri sdilyy, kulmanopeuden tiytyy myds muuttua. Koska pyorimisméara on

L=Jw=2mr;w =2mr; o,, uusi kulmanopeus on

o’ 0,93333rad/s-(1,5m)’
Oy =—7 = 2
7 (0,50m)

=8,399997rad/s ~ 8,4 rad/s.

Uusi pyOrimisenergian arvo on

E=mr’o’ =50kg-(0,50m)’ - (8,399997 rad/s)* ~ 8801J.

60



e) Luistelijat vetdvit itseddn kohti akselia. Siirtymisen aikana luistelijat eivit ole
ympyréradalla vaan radan séde pienenee. Talloin késistd tankoon kohdistuvat voimat
eivit ole tangon suuntaisia vaan voimilla on liikkeen suuntainen komponentti. Siksi
voimat tekevit systeemiin tyotid lisdten systeemin liike-energiaa.

4-25. Tynnyrid on helpointa liikuttaa vierittimalld, koska vierimisvastus on pienempi
kuin liukukitka.

4-26. Lentokoneen pyorét liukuvat aluksi kiitoradan pinnalla. Savu johtuu renkaiden
kuumenemisesta ja niiden kumin palamisesta kitkan muuttaessa lentokoneen liike-
energiaa renkaiden sisdenergiaksi. Kitka aiheuttaa renkaisiin vddntdmomentin, joka antaa
pyorille kulmakiihtyvyyden. Kun renkaiden kulmanopeus on tullut niin suureksi, ettd
vierimisehto tiyttyy, liukuminen lakkaa ja pyorit etenevét vierimilld. Liukuminen ja
savun muodostuminen voitaisiin estdd saattamalla renkaat pyorimédn valmiiksi
vierimisehdon mukaisella nopeudella. Tdhan vaadittavat lisimoottorit tekisivét
lentokoneesta kuitenkin raskaamman ja kalliimman lentdd. Renkaiden uusiminen tulee
halvemmaksi.

4-27. Onton pallon massa sijaitsee kauempana pyorimisakselista. Siksi ontolla pallolla on
suurempi hitausmomentti ja pienempi kulmakiihtyvyys kuin umpinaisella pallolla. Kun
pallot padstetddn vierimién samanaikaisesti alas kaltevalta tasolta, ontto pallo jaa kilvassa
toiseksi.

4-28. a) Umpinainen sylinteri on aikaisemmin alhaalla, koska sen hitausmomentti on
pienempi ja kulmakiihtyvyys suurempi kuin ontolla sylinterilla.

b) Sylinterit vierivit yhtd kauaksi edellyttiden, ettd kummallakin on alussa yhtd suuri
potentiaalienergia ja tima energia kuluu litkevastusten voittamiseen samalla tavalla
kummaltakin sylinterilta.

4-29. Pyorahtdmisen vaikutuksesta kaikki vapautuva potentiaalienergia ei muutu
etenemisliikkeen energiaksi. Silloin osa potentiaalienergiasta muuntuu
pyOrimisenergiaksi. Maahan torméttdessd syntyvé vaurio voi jdadé paljon pienemmaéksi,
jos térmiysnopeus on pieni ja pyorimisnopeus on suuri. Lisdksi maahan torméttiessa
liiketila jatkuu pyorimisen takia.

4-30. Pallon vierimisehto on v = ar. Pallon etenemisnopeus on v = 3,0 m/s: verrataan titi
pallon kulmanopeuden ja séteen tuloon wr.

Koska pallon kulmanopeus on @ = 2nn = 27 - 2,0 rad/s = 12,57 rad/s, kulmanopeuden ja
sdteen tulo on owr = 12,57 rad/s - 0,12 m = 1,508 m/s. Tdméa on pienempi kuin pallon
etenemisnopeus v = 3,0 m/s, joten vierimisehto v = @r ei ole voimassa. Pallo siis luistaa
lattian suhteen.
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4-31. Pyordilijén ja polkupyorian kokonaisliike-energia on
1 1
Eoow=E +E, = Emvz +5Ja)2 :

Pyo6rimisehdon v = wr mukaan kulmanopeus on @ = v/r, jossa r on renkaiden side.
Ohuen ympyrirenkaan hitausmomentti on J = mr”
Kokonaisliike-energia on silloin

2
Ew=E +E, :lmvz +lJ602 :lmvz +2-1Ja)2 zlmv2 +2-lmr7’2 (ZJ
| 2 2 2 2 2 ) Py

2 2
=lmv2 +my’ =l-78 kg- 9’Om/s +1,5kg- 9’Orn/s ~2501.
2 2 3,6 3,6

3 3

Huomaa, etté pyorien séde ei vaikuta tulokseen. Isolla pyorilld on suurempi
hitausmomentti kuin pienelld, mutta iso pyora toisaalta pydrii hitaammin kuin pieni
pyori, kun etenemisnopeus on sama.

4-32. Umpinaisen lierion potentiaalienergia muuntuu etenemisen liike-energiaksi ja
pyOrimisenergiaksi, kun ilmanvastus on véhdinen. Mekaanisen energian sdilymislain
mukaan on

mgh :%mv2 +%J&)2 .

L . - V. 1 -
Kun kulmanopeuden ja hitausmomentin yhtilét o =— ja J = Emr2 sijoitetaan
t

mekaanisen energaian sdilymislakiin, saadaan

2
mghzlmv2+l-lmr2 Y el mghzémvz.
2 2 2 r 4

Nopeudeksi saadaan

2 : o
) f4§h:\/4 9,81 m/s 35,Om in26° ¢ 4 s,

4-33. a) Palloon kohdistuvat voimat ovat paino G, \
pinnan tukivoima N ja kitka F,. Kitka esté pallon

liukumisen. Pallo 1dhtee vierimdén, koska (lepo)kitkan  #
momentti antaa pallolle kulmakiihtyvyyttd

(pyOrimisen liikeyhtédlé on M = Ja). Kitkalla on palloa
vadntdvd momentti pallon keskipisteen (painopisteen)
suhteen. Pinnan tukivoiman ja painovoiman momentti keskipisteen suhteen on nolla.

Huomautus:

Voimien momentteja voidaan tarkastella myds pallon ja tason kosketuspisteen suhteen.
Talloin vddntdvd momentti on painovoimalla, ja se aiheuttaa pallon vierimisen ja
kulmakiihtyvyyden.
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b) Pallolla on aluksi potentiaalienergiaa. Vierimisen aikana potentiaalienergia muuntuu
pyoOrimisen ja etenemisen liike-energiaksi. Oletetaan potentiaalienergian nollataso sille
korkeudelle, jossa pallo on vierittyddn 1,5 m. Kun ilmanvastus oletetaan pieneksi,

mekaanisen energian sdilymislain perusteella voidaan kirjoittaa mgh = %mv2 + %J .

Sijoitetaan tihdn umpinaisen pallon hitausmomentti J = gmr2 , vierimisehto v = wr seki

vierimismatkan ja korkeuden vélinen yhteys /4 = s-sina . Yhtdlosta

2
) 1, , (Vv ) eyt
mgs-sma:Emv +5-—mr -l — | saadaan sieventamalld
r

gs-sina=—v +—v' =—v",
2 5 10

Pallon nopeus vierimisen loputtua on

10gs -sina 10'9>81E2'1,5 m - sin 25°

Huomautus:

. . . 2 )
Jos oletetaan pallo ontoksi, sen hitausmomentti on J = gmr2 . Vastaukseksi saadaan

talloin 2,7 m/s.

4-34. Koripallo on ontto, joten sen hitausmomentti on J = %mrz. Koska pallo vierii

liukumatta, vierimisehto v = wr on voimassa. Pallon kineettinen energia on silloin

2
Ekin:lmv2+lJa)2:lmv2+l-%mr2- Y= l+l mvzzémvz.
2 2 2 23 r

Kineettisen energian muutos tormiyksessi on

5 2 5 2 2
AE,. =—mAv: =—m(v, -V,
kin 6 6 (1 a)

:%-0,62 kg-((0,080 m/s)’ — (0,12 m/s)*) = 4,110 J.

Koska potentiaalienergia ei muutu torméyksessd, mekaanisen energian muutos on sama
kuin kineettisen energian muutos. Kokonaisenergia sdilyy kaikissa luonnonilmioissi. Kun
pallon mekaaninen energia vihenee torméyksessi, samalla syntyy vastaava méaéra
sisdenergiaa palloon ja seindin (AQ =4,1 - 107 J).

Pallon mekaaninen energia pienenee méaaralld 4,1 mJ. Kokonaisenergia sdilyy.

4-35. Pallolla on alussa energiaa



Alussa ollut energia muuntuu potentiaalienergiaksi, joten saadaan yhtalo %mv2 =mgh,

jossa m on golfpallon massa. Lasketaan korkeus /4, jonka ylittdmiseen alussa ollut energia

. 7 .
riittdd: yhtalosta ﬁmv2 = mgh saadaan nousukorkeudeksi

v 7-(2,5m/s)’

= = z0,45m.
10g 10-9,81m/s’

Niéin ollen golfpallo ei padse 0,75 m korkuisen tason yli.

4-36. a) Putken potentiaalienergia muuttuu etenemisen ja pyOrimisen liike-energiaksi, kun
ilmanvastus on véhiinen:

1, 1., 1 5, 1 ,(vY
mgh=—mv' +—Jo =—mv +—mr-| —| ,
2 2 2 r

josta saadaan

1 1
h=—v+=v' =",
77T

Loppunopeus on

v=1/gh=19,81m/s>-1,7m ~ 4,1m/s.
b) Myo6s umpinaisen sylinterin energia sdilyy, jos ilmanvastus on vihdinen.
Yhtélosta

mgh :lmv2 +lJa)2
2 2

saadaan

2
mgh :lmv2 +l-lmr2 (Zj
2 22 r
ja edelleen
gh =lv2 —i—lv2 :évz.
2 4 4

Loppunopeus on

v=\/%gh =\/§‘9,81m/s2 -1,7m =~ 4,7m/s.

Ero johtuu kappaleiden erilaisesta hitaudesta pydrimisen suhteen. Putken massa on
keskittynyt kauemmas keskipisteestd, joten sen hitausmomentti on suurempi. Putken
loppunopeus on pienempi, koska sen potentiaalienergiasta suurempi osa muuttuu
pyorimisen energiaksi.
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4-37. Oletetaan ilmanvastus védhidiseksi, joten sitd ei oteta huomioon.

a) Rullan 1 massa sijaitsee kauempana pyorimisakselista. Siksi rullan 1 hitausmomentti
on suurempi.

b) Nopeammin vierii rulla 2, koska sen hitausmomentti on pienempi kuin rullan 1.

¢) Rullat pysdhtyvit vierimisvastuksen takia tietyn matkan kuluttua. Vierimisvastus on
yhtd suuri kummallekin rullalle. Verrataan rullien liike-energioita:

Rulla 1:
El=lmv2+lJla)2; w="
2 2 r

2 J1

=—v (m+=).
2 ( P

Rulla 2:

1 J
E, =§v2(m+r—§).

Koska rullan 1 hitausmomentti on suurempi, sen liike-energia on suurempi: rulla 1 vierii
pidemmin matkan.

4-38. Valitaan alempi taso potentiaalienergian nollatasoksi. Renkaan halkaisija on
2r =0,70 m, josta saadaan séteeksi » = 0,35 m.

Korkeus on 4 =8,0 m-sin6,0°~0,836228 m.

Koska litkevastuksia voidaan pitéd vdhéisind, mekaanisen energian sdilymislain mukaan
on

mgh :lmv2 +1Ja)2 .
2 2

Yhtilé saadaan muotoon 2mgh = m(cwr)’ + J&® eli 2mgh = me’ r* + Jo’.

Yhtilostd @ (mr® +J) =2mgh saadaan kulmanopeudeksi

2
. 21721gh _ [2-60,0kg 9,81m/s2 0,8362282m ~8.1683 1 rad’s.
mr-+J 60,0kg-(0,35m)" +7,4kgm

Pyorimisnopeus saadaan yhtilosta

. e o 8,16831rad/s
@ =2mn , josta pydrimisnopeus on # =—=————

~1,31/s.
21 2n
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4-39. a) Kappaleen ratanopeus muuttuu tasaisesti ja sen tangenttikiihtyvyys on

_Av_35m/s

a= =3,5m/s’.
At 1,0s

Kappaleen kulmakiihtyvyys on
a 35w’

»  0,0300m

=116,6667 rad/s” ~ 120 rad/s”.

b) Sovelletaan tason suunnassa Newtonin II lakia > F = ma. Sovitaan suunta tasoa alas
positiiviseksi, jolloin saadaan skalaariyhtdlo

G,—F,=ma jaedelleen mgsinf—F, =ma.
Tastd voidaan ratkaista myos kitkavoimalle yhtdlo
F,=mgsin6 - ma.

¢) Kitka F, aiheuttaa vaéntdmomentin. Vééntdvarsi on » = 0,0300 m. Muut voimat (paino

ja pinnan tukivoima) eivét aiheuta momenttia, koska niille vadntovarsi » = 0 m.

d) Pyorimisen liikeyhtéld on 2 M = F,r = Ja . Kappaleen hitausmomentti on

_ F.r _ (mgsinf—ma)r

J
o o

_ (0,500 kg-9,81 m/s” -sin30°—0,500 kg -3,5 m/s*)-0,0300 m
116,6667 rad/s>
=0,0001806428 kgm® ~ 0,00018 kgm®.

e) Hitausmomenttien yhtilét ovat muotoa J =k -mr*, jossa 0 < k < 1 (yleensé).
Nyt
J _ 0,0001806428 kgm” y

k= 2 2~
mr® 0,500 kg -(0,0300 m)

b b

2
5
eli kyseessd on umpinainen pallo.

Testaa, osaatko sivu 115
l1.c 2.b 3.¢c 4.b S.ac 6.b 7.bc 8.c¢c 9.abc 10.a
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5 Gravitaatio

5-1. Maan radan eksentrisyys on 0,0167 ja Marsin 0,0934. Néin ollen Maan kiertorata
Auringon ympdri on ldhempand ympyrarataa kuin Marsin.

5-2. a) Maan py0Orimissuunta on itdén péin.

b) Aurinko on puolenpidivén aikaan eteldssa.

5-3. a) Oheiset arvot 10ytyvét taulukkokirjasta.

leveyspiiri/°|0 10 20 30 40 45 50 60 70 80 90
g/m/s” 9,7804/9,7820(9,7864/9,7933(9,8017|9,80665|9,8107|9,8197|9,8261)9,8306/9,8322

9,84

9,83

9,82

g/m/s?

9,78 4

9,77

0 16 2Y0 SYO 4‘0 5YO 6YO 7b 86 96 100
leveyspiiri (aste)

b) Bangkok sijaitsee 13. leveyspiirilla, kuvaajan mukaan putoamiskiihtyvyyden arvo
Bangkokissa on noin 9,783 m/s”.

5-4. a) Tdhdet ja planeetat ovat syntyneet pdly- ja kaasupilvistd, kun gravitaatio on
vetdnyt yhteen suuren méérén ainetta.

b) Suuri putoamiskiihtyvyys Auringon pinnalla johtuu Auringon suuresta massasta.
Auringon eri kerroksilla ei ole selkeiti rajoja, kuten Maassa on maan ja ilman raja.
Auringon tiheys pienenee siirryttdessd kauemmaksi keskipisteestd. Ydinreaktiot Auringon
keskustassa aiheuttavat suuren kuumuuden. Sisdosien limpétila on jopa 15 - 10° K ja
pinnan ldmpdatila 5800 K. Ladmpdliike pitdd Auringon uloimman osan kaasuna. Kuuma
kaasu vaatii suuren tilan. Auringon keskitiheys on vain 1409 kg/m’.

¢) Maassa havaittavat vuodenajat johtuvat siitd, ettd Maan pyorimisakseli ei ole
kohtisuorassa sitd ratatasoa vasten, jolla Maa kiertdd Aurinkoa. Pyorimisakseli muodostaa
noin 23 asteen kulman ratatason kanssa. Pyorimisakselin suunta sdilyy. Kesillda Maan
pyorimisakselin pohjoisosa on kallistunut Aurinkoon pdin ja talvella Auringosta poispéin.
Kun pohjoisella pallonpuoliskolla on kesé, eteldiselld pallonpuoliskolla on talvi ja
pdinvastoin.

d) Kuun vaiheet aiheutuvat siitd, miten Auringon valo osuu Kuun pintaan. Kuun
kiertdessd Maata Maahan ndkyy Kuun pinnasta erikokoinen osa sen mukaan, missé
asennossa Aurinkoon ndhden Kuu on kiertoliikkeensé aikana Maan ympéri.
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5-5. a) Veden nousun aikana vettd voidaan ottaa talteen varastoaltaisiin, joista vetti
voidaan laskuveden aikana juoksuttaa pois voimalaitoksen turbiini-
generaattorijdrjestelmin kautta. Maapallon Kuun puolella kenttd on voimakkaampi kuin
vastakkaisella puolella.

Toinen nousuvesi johtuu siitd, ettd maapallon Kuun puolella vallitseva suurempi
vetovoima aiheuttaa merien veden virtausta Kuun puolelle. Toinen Maan vastakkaisella
puolella samaan aikaan esiintyvd nousuvesi liittyy sielld vallitsevaan heikompaan
gravitaatioon sekd veden massan hitauteen Kuun ja Maan kiertdessa yhteisti
massakeskipistetta.

Vuoroveden 12 tunnin jakso johtuu Maan pydrimisestéd akselinsa ympéri. Maan
pyOrimisen ja liikevastusten takia nimé kaksi nousuvettd eivit osu Maan ja Kuun
keskipisteitd yhdistivélle suoralle. Vuorovesi-ilmioon vaikuttavat monet seikat,
esimerkiksi maapallon muoto ja pallon pydrimiseen liittyvét ilmidt, kuten coriolis-ilmid,
Auringon vetovoima, merenpohjan syvyys ja muoto, mantereiden rantojen muodot,
vuorovesiaallon heijastukset ja resonanssit, vesien virtausten ja aaltojen vardhtelyjen
litkevastukset, Maan ja Kuun ratojen elliptisyys sekd Kuun ratatason kaltevuus.

b) Kuun painopiste Maan gravitaatiokentéssa on Kuun sisilld hiukan Kuun keskipisteesté
Maahan péin. Maan gravitaatiokenttd Kuun maanpuoleisessa osassa on voimakkaampi
kuin vastakkaisella puolella. Maan gravitaatiokenttd heikkenee etdisyyden kasvaessa.
Painopisteen poikkeaminen geometrisesta keskipisteestd johtuu my0s siité, ettd Kuu ei ole
homogeeninen, vaan Maan puolella on hieman tiheimpii materiaalikerrostumia kuin
Kuun takapuolella. Niin ollen Kuun gravitaatiokentdssidkddn Kuun painopiste ei ole
samassa kohdassa kuin sen keskipiste.

c¢) Meteoriitti kokee gravitaatiovoiman kasvavan meteoriitin ldhestyessd Maata. Maan
vetovoiman aiheuttama kiihtyvyys on sitd suurempi, mitd [ehempané meteoriitti on
Maata.

5-6. Ranskalainen fyysikko Jean Foucault rakensi 1851 Pariisin Pantheon-kirkon
kupolista riippuvan heilurin. Heilurin lanka oli 67 m pitka ja siiné riippuvan punnuksen
massa oli 28 kg. Riittdvén pitkddn heiluria tarkasteltaessa havaittiin, etti sen heilahdusten
suunta muuttui. Tdma osoitti Maan pydrimisen. (Koetta seurasi mm. Napoleon I11.)
Heilurin heilahtelun suunta séilyy samana avaruuden téhtiin ndhden, koska heiluriin ei
vaikuta heilahdustasoa kdéntdvad momenttia. Jos Maa ei pyorisi, heilurin suunta sdilyisi
Maahan néhden, mutta koska Maa pyorii, Maan asento muuttuu heilahdussuuntaan
néhden.

5-7. Satelliitin kiertoradan korkeus riippuu satelliitin kéyttotarkoituksesta. Lihinnd Maata
kiertdvid LEO-ratoja (Low Earth Orbit) kdyttdvit mm. vakoilusatelliitit ja
avaruussukkulat. Ne kiertdvat Maata 200—400 km:n korkeudella. Niiden kiertoaika
maapallon ympéri on noin 1,5 tuntia.

Geostationddriset satelliitit kiertdviat Maata noin 36 000 km:n korkeudella olevalla GEO-
radalla (Geostationary Earth Orbit). Geostationdérinen satelliitti ndyttdd Maan pinnalta
katsottaessa pysyvén paikallaan ja kulkee pitkin ympyréirataa Maan ympéri.
Geostationddrisen satelliitin kierrosaika on sama kuin Maan pyordhdysaika.
Geostationddrisia satelliitteja ovat mm. sddennusteissa kéytettavd Meteosat seki
digitaalisia satelliittildhetyksid vilittdva Eutelsat.
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LEO- ja GEO-ratojen viliin jdd ns. GTO-rata (Geostationary Transfer Orbit), joka on
ellipsin muotoinen. Sen alin piste on LEO-radalla ja ylin GEO-radalla. GTO-rataa
kayttavat satelliitit, jotka pystyvédt oman moottorinsa avulla nousemaan matalalta
kiertoradalta ympyrédn muotoiselle GEO-radalle.

5-8. a) Kohdassa 1 (talvipdivin seisaus) Maan ratanopeus on suurin. Kohdassa 3
(kesdpédivén seisaus) Maan ratanopeus on pienin.

b) Maan tangenttikiihtyvyys on nolla kohdissa 1 ja 3. Oletetaan Maan kiertosuunta
vastapdivadn. Lahestyttdessd kohtaa 1 tangenttikiihtyvyys lisid Maan ratanopeutta ja
kohdan 1 jdlkeen tangenttikiihtyvyys pienentdd ratanopeutta, joten kohdassa 1
tangenttikiihtyvyys on hetkellisesti nolla. Lahestyttdessd kohtaa 3 tangenttikiihtyvyys
pienentdd Maan ratanopeutta ja kohdan 3 jilkeen tangenttikiihtyvyys lisdi ratanopeutta,
joten kohdassa 3 tangenttikiihtyvyys on hetkellisesti nolla.

¢) Huomaa kohdassa 2 tangenttikiihtyvyyden suunta. Normaalikiihtyvyyden suunta on
aina kohtisuorassa tangenttikiihtyvyyttd vastaan, kokonaiskiihtyvyyden suunta kohti
Aurinkoa. Kohdissa 1 ja 3 kithtyvyys on vain normaalikiihtyvyytta.

V\V
s’ —_— 2\\ 7t\
nyfa AV
// 5 _ 1 \\‘ M
v a <«—3 | Maa
|45 A 7
g h g  Aurinko
\\\ ,I _
~ e i

5-9. a) Esimerkiksi Sibelius-asteroidin radan sdde on
2,25-AU =2,25-149,5979-10’m ~ 336,6 -10° km.

Tédmin asteroidin (kuten muidenkin asteroidien rata) sijaitsee Jupiterin ja Marsin ratojen
vilissé. Joidenkin asteroidien radat poikkeavat tavanomaisista asteroidien radoista.

b) Juhani-asteroidin ratanopeus on

2mr  2m-2,40-149,5979-10° km
T 3,72:365-24 h

~ 69200 km/h.

y=
¢) Verrataan Sibelius- ja Helsinki-asteroideja. Keplerin III lain mukaan on
2 3
Il |5
TH rH ‘

Kiertoaikojen suhteen nelié on [

3
2.25AU 1 4 6.
2,64 AU

3,37a

2
% ] ~ 0,62 ja kiertoratojen siteiden suhteen kuutio
a

b

Keplerin III laki toteutuu.
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. . o5 T : o
5-10. Keplerin III lain mukaan on —- = 1”1_3 eli o= ?" . Ganymedes-kuun kiertoaika

2 7"2 Gany rGany
n 11-10°m Y
on TGanszlo' %=1,8d' (m} ~ 8d.
Io

5-11. Merkitédn 7) = 11,863 a, r, = 778,4 - 10° km ja T = 84,04 a.
2 3

Keplerin III laista ﬁ = r1_3 saadaan Uranuksen keskietdisyys
2 N

- W} . (778,4-10°-10° m)’ - (84,04 a)’
? T’ (11,863 a)

~2,871-10” m =2,871-10° km = 2871-10° km.

5-12. Oletetaan, ettd massasi on 55 kg.
a) Kuu kohdistaa sinuun gravitaatiovoiman, jonka suuruus on

2 22
n’h’;nz — 6,6725910711 Nn’i . 7,348 10 kg35512(g
r kg®  (384400-10° m)

F=y =1,825-10° N~18-10" N.

Voiman suunta on kohti Kuun keskipistetta.

b) Aurinko kohdistaa sinuun gravitaatiovoiman, jonka suuruus on

2 30
o Nr112 11,989-10" kg 955k§ =0,3262 N~ 033 N.
kg® (149,59787-10" m)

F= 7% =6,67259-1

Voiman suunta on kohti Auringon keskipistetta.

Voimien suhde on Frurinko = 0,3262 N ~ 180, eli F, ;..
F 0,001825 N

Kuu

~ 180 F;

Kuu *

5-13. a) Tarkastellaan kappaletta, jonka massa on m. Gravitaatiokentdn
voimakkuus kappaleen kohdalla 6380 km:n etdisyydelld Maan keskipisteesté
on

ymM

> 2 102

E: r :}/%26,67259-10’“ Nm® 5,974 103 k% ~ 9,79 m/s’.
m m r kg (6380-10" m)

Huomaa, ettéd gravitaatiokentéin voimakkuus etdisyydelld » on sama kuin
putoamiskiihtyvyys etdisyydella r.
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b) Mount Kenyan huipulla 5199 m korkeudella gravitaatiokentdn voimakkuus on

mM
F 72 M
m m r
2 24
—6,67259-10" N 2,974-10" kg ~ 9,78 m/s’.

kg (6378 000m + 5199 m)’

¢) Gravitaatiokentdn voimakkuus 15 000 km:n korkeudella Maan pinnasta on

mM
F 72 M
m m r
2 24
—6,67259-10" N 2,974-10" kg ~ 0,87 m/s>.

kg (6378-10°m+15 000-10° m)’

d) Gravitaatiokentén voimakkuus on kdéntden verrannollinen etdisyyden nelioon eli
etdisyyden kasvaessa gravitaatiokentéin voimakkuus heikkenee.

2 o . .
5-14. a) Maan ratanopeus on v = % . Maan normaalikiithtyvyys Auringon keskipistetta

kohti on
(anjz
2 T 2 2 9
a, YV T :4n2r: 4nt~-149,59787-10 rn2 z5,93-10’3m/s2.
r r T (365,2564-24-3600s)

b) Kuun ratanopeus on v = % . Kuun normaalikiihtyvyys Maata kohti on

2 2 2 3
o 4n2r _4m 384 400-10 M 27310 m/s.
r T°  (27,3-24-36005)

5-15. Gravitaatiovoiman takia Maa kiertdd radallaan Auringon ympéri. Maan litkeyht&lo

Aurinkoa kiertévilld radalla on Y. F = Ma, . Kun suunta kohti Auringon keskipistettd on
2

positiivinen, skalaariyhtdlostd y m 2M = ML saadaan Auringon massaksi
r r
2 3 2 9
oY (29,78-10" m/s) 149,;97§7 10" m ~1,988-10" kg,
4 6,67259-107" —2
kg
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5-16. a) Kuun liikeyhtilo Maata kiertévilld radalla on X F = ma, . Kun suunta kohti
2

v
= m — saadaan Kuun
r

Maan keskipistettd on positiivinen, skalaariyhtdlostd y —
r

ratanopeudeksi

1 Nm’

6,67259-10" —+5,974:10" kg

yM kg

v=,/ = - =1018,32907 m/s ~1,018km/s.
r 384 400-10° m

3
b) Kuun kiertoaika Maan ympéri on ¢ = 22 2384 400-10° m ~ 27,45 d.
1018,32907 m/s

5-17. Hubblen liikeyhtdld on . F = ma,. Kun suunta kohti Maan keskipistett on
2

= m—— saadaan Hubblen ratanopeudeksi
r

mM
2
r

positiivinen, skalaariyhtdlostd y

V= /M Hubblen kiertoaika Maan ympiri on
r

p_2m 2w 2m-(6378,140-10° m +590-10° m)
v \/7M 6,67259-10"" Nm? /kg? - 5,974 -10* kg
r 6378,140-10° m+590-10° m
~1h36 min.

Koska satelliitti liikkkuu vakionopeudella, silld ei ole tangenttikiihtyvyyttd. Kiihtyvyys on
normaalikiihtyvyyttd. Kiihtyvyys on

: )

a:anz—z = 3
r r r

_6,67259-10"" Nm” /kg”-5,974-10*
(6378,140-10° m+590-10° m)

ke 8.21mys?.

Kiihtyvyyden suunta on kohti radan keskipistetté.

Teleskooppi kannattaa sijoittaa avaruuteen, koska Maan pinnalla oltaessa ilmakehésta
johtuva absorptio héiritsee teleskoopin kayttdd. Lisdksi ilmakehé aiheuttaa Maan pinnalle
saapuvan valon suunnanmuutoksen, joka johtuu ilmakehén muuttuvasta taitekertoimesta.
Avaruudessa kaukoputken kayttod hiiritsevié tekijoitd on vihemmaén.

5-18. a) Geostationdirinen satelliitti sijaitsee pdivdntasaajan eli nollannen leveyspiirin
ylapuolella.
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b) Koska geostationddrinen satelliitti pysyy Maasta katsottuna paikallaan, sen kierrosaika
on sama kuin maapallon pyordhdysaika: taulukkokirjan mukaan Maan pydrédhdysaika on
T=23h56 min 4,10 s=86164,1 s.

Radallaan olevan satelliitin liikeyhtdld on Y. F = ma, . Kun suunta kohti Maan
2

v . .
= m— m on satelliitin massa ja
r

mM
1”2

keskipistettd on positiivinen, skalaariyhtidlossd y

. . D s 2nr o
v ratanopeus. Satelliitin ratanopeus voidaan olettaa vakioksi: v =— = - Kun satelliitin
t

2rY
e mM T

2xr .. . - mM
ratanopeus v = - sijoitetaan yhtdloon y ——=m—, saadaan y ——=m
r r r r

Satelliitin ja Maan keskipisteen vélinen etédisyys on

i i/TZyM _ /(861641 $)*-6,67259-107"" Nm®/kg’-5,974-10** kg
A7’ A’
=42164,881 km.
Satelliitin etdisyys Maan pinnasta on
h=r—R=42 164,881 km — 6378,140 km =~ 35 790 km.

Geostationddriset satelliitit ovat 35 790 km:n korkeudella Maan pinnasta.

5-19. Satelliitin kiertoaika planeetan ympéri on 7 h 39 min = 27 540 s. Satelliitin
kiertoradan pituus on 2mr = 271-9 370 000m = 58,873446-10° m ja ratanopeus

2nr  58,873446-10°m
T 27 540s

V= ~2137,72694 m/s.
Gravitaatiovoiman takia satelliitti kiertdd planeettaa pitkin ympyrérataa. Satelliitin
liikeyhtild on X F = m,a, . Kun suunta kohti planeetan keskipistettd on positiivinen,

2
skalaariyhtélostd y ml—’znz ="V saadaan planeetan massaksi
r r
ﬁ_ (2137,72694m/s)* -9 370 000 m
oy 6,67259-107" Nm?/kg?

~6,4-10” kg.

5-20. a) Neutronitdhden pinnan vilittdméssi 1dheisyydessd olevaan kappaleeseen, jonka
massa on m;, kohdistuu gravitaatiovoima F , joka antaa kappaleelle
putoamiskiihtyvyyden. Kappaleen liikeyhtild on X F = m,a . Kun suunta kohti

m,m,
2
-

neutronitdhden keskipistettd on positiivinen, skalaariyhtdlostd y =ma

putoamiskiihtyvyydeksi tdhden pinnalla saadaan

ym, 6,67259-10"" Nm’/kg” -2,8-10" kg

_ _ ~1,3-10" m/s’.
r (12 000 m)

a =
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b) Neutronitihden pinnalla kappaleeseen vaikuttavat tihden gravitaatiovoima F seki
pinnasta aiheutuva tukivoima N . Kappaleen liikeyhtild on > F = m,a, eli

F + N = m,a,. Kun suunta neutronitihden keskipisteeseen on positiivinen, saadaan
2
skalaariyhtdlo F*— N = m, —. Oletuksen mukaan tukivoima on nolla.
r
2

2 —m Y Yhtilostd y
r

m,m

Sijoitetaan ratanopeus v = ar yhtdloon y — =mre’
r

mm,
2
-

saadaan kulmanopeudeksi

=10 398,109025 rad/s.

’ (12 000m)’

7

2 \/6,67259-10‘”Nm2/kg2-2,8-103°kg

Koska kulmanopeus on @ =2nn =2n- %, pyOrimisen jaksonajaksi saadaan

_ 2mrad 2x rad

= ~ (0,60 ms.
w 10 398,109025 rad/s

5-21. a) Ennen laukaisua moduulin nopeus on sama kuin Ymoduui Viuotain
luotaimen. Koska moduuli ldhetetddn taaksepdin luotaimen m
nopeuden suuruisella nopeudella, moduulin ratanopeus on h lé

nolla. Moduuliin vaikuttaa Marsin aiheuttama
gravitaatiovoima. Moduuli alkaa pudota kohti Marsia, ja sen
kiithtyvyys kasvaa, koska etdisyys Marsin keskipisteestd
pienenee.

b) Taulukkokirjan mukaan Marsin massa on
Mytars = 0,1075 - miytaa = 0,1075 - 5,974 - 10** kg = 6,42205 - 10> kg ja
ekvaattorisdde 3397 km.

Moduulin liikeyhtild on Y. F = ma . Kun suunta kohti Marsin keskipistettd on

moduuli

positiivinen, saadaan skalaariyhtélo ;/KM“SZ = Ma,, -
(r+h
Alkukiihtyvyys on
mmMars
a — 7 (}" +h)2 _ mMars
moduuli m (l"+h)2
2 23
= 667259-101 N0 04205107 kg 40,

kg® (3397 km+1500 km)?
Moduulin alkukiihtyvyys on 1,8 m/s’.
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5-22. Olkoon kysytty etdisyys x Maan keskipisteestd lukien. Sijoitetaan kappale, jonka
massa on mj, kohtaan, jossa Maan ja Kuun vetovoimat ovat yhté suuret. Talldin

kappaleeseen vaikuttava kokonaisvoima on nolla eli Y. F = 0 . Sovitaan suunta kohti
Maan keskipistettd positiiviseksi. Yhtild £, + F,,, =0 on skalaarimuodossa
Mm, mm, Mm, mm,

- =0 eli = .
4 x’ y(r—x)z 4 x’ }/(r—x)z

Kun yhtdlo kerrotaan ristiin ja jaetaan puolittain termilld ym, , saadaan
M* =2rx+x°) =mx’.

Yhtélo sievenee toisen asteen yhtéloksi
(M —m)x> =M2r-x+Mr’ =0.

Kayttamalla ratkaisukaavaa saadaan

—(~M2r) £ (=M 2r)* —4-(M —m)- Mr
Y= 2AM —m) ’

Kun ratkaisukaavaan sijoitetaan Maan ja Kuun massat M = 5,974 - 10** kg ja
m =7,348 - 10* kg seki etiisyys » = 384 000 km, saadaan

~(~5,97410*kg-2-384000km) ++/(=5,974-10* kg-2-384000 km)® —4-(5,974-10* kg 7,348-10 kg)-5,974-10** kg (384000 km)?
X= .
2(5,974-10*kg—7,348-10kg)
Etdisyydet ovat x = 346 000 km tai x = 432 000 km (Kuun takana).

Maan ja Kuun vilissd etdisyydelld 346 000 km Maan keskipisteestd mitattuna kummankin
vetovoimat ovat yhtd suuret.

5-23.

Testaa, osaatko sivu 137
l.ac 2.abc 3.bc 4.abc S.abc 6.a 7.a 8.a 9.b 10.a
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6 Heittoliike

6-1. Koska viivain ldhtee levosta, viivain putoaa reaktioaikana matkan y = 5 gt , josta

reaktioajaksi saadaan ¢ = 2 = Lﬂn; ~0,25s.
g 9,81 m/s

6-2.a)

b) Koska kiven alkunopeus on nolla ja liike tasaisesti kiihtyvidi, kiven putoama matka on

1
Yy 2g.

Pudotusajaksi saadaan ¢ = 2_y = Lsz =3,02891s ~3,0s.
g 9,81 m/s

¢) Adnen nopeus ilmassa riippuu ilman limpétilasta: oletetaan, etti ilman limpdtila on
+20 °C. Télloin ddnen nopeus on 343 m/s. Aika, joka kuluu siihen, ettd molskahduksesta
kuuluva 44ni on saapunut 45 m korkeammalla olevan henkil6n korvaan, on

45m

v 343m/s

Pudotushetkesté lukien ddnen kuulemiseen kuluva aika on 3,02891 s + 0,13120 s ~ 3,2 s.

6-3. Koska auton alkunopeus on nolla ja ilmanvastus pieni, auton loppunopeus on v = gt.

. o 1
Kun ajan lauseke ¢ = A sijoitetaan pudotuskorkeuden y = 5 gt® yhtiloon, saadaan

2
1 (vY 192 1(3926m/SJ
L [VJ S 136 ) gy
2°\g

. 1
pudotuskorkeudeksi y = —gt* = = = .
2 2g 2 98lm/s
Tehtdvé voidaan ratkaista myos mekaanisen energian sdilymislain avulla. Sovitaan
potentiaalienergian nollataso maanpinnan tasolle. Mekaanisen energian sdilymislaki

2
_Lzem
MR ~33m

saadaan muotoon mgh = lmv2 , josta pudotuskorkeus on 4 =—= >~
2 2¢g  2-9,81m/s
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6-4. a) Kuula on hetkelld 0,40 s korkeudella 2,0 m.
b) Kuula on hetkelld 1,5 s 0,4 m 1dht6tasonsa alapuolella.

c¢) Lakipisteessd kuulan nopeus on hetkellisesti nolla: (z, v)-koordinaatistosta ndhdaan
hetkeksi = 0,75 s.

d) Kuulan nopeus hetkelld 1,0 s on —2,9 m/s. Kuula on putoamassa alaspdin.

e) Kuulan putoamiskiihtyvyys saadaan (¢, v)-koordinaatistosta fysikaalisena
kulmakertoimena:

_ﬂ_ 0,0m/s—7,0m/s
& Ar T 0.705—0.00s

= —10 m/s’ : nyt suunta ylds on positiivinen.

6-5. Koska ilmanvastus on vihédinen ja kuula palaa 1dhtopaikkaansa, kuulan nousuaika on

yhtd suuri kuin putoamisaika. Yhtélostd y = 1 gt kuulan nousuaika on ¢ = 2 .

2 g
Lentoajaksi saadaan 7 =2t =2- 2—y:2- LomzzZ,ZIZOls.
g 9,81m/s

Téssé ajassa kivi etenee matkan s =v7'=7,0 m/s - 2,21201 s = 15 m.

6-6. a) Mittaustuloksista piirretty kappaleen nopeuden kuvaaja v = v(¢):
m/sA v

7,0
6,0 e e e e e e e ~
5,0

|
|
|
|
4’0 : } AV
|
|
3,0 I
|
|

2,0

1,0

v

0
0 010 020 030 040 050 060 070 080 °

b) Liikkeelleldhdostd lukien aikavililld 0,0 s ... 0,25 s kuvaaja on nouseva suora, joten
kappaleen nopeus muuttuu likimain tasaisesti (kiihtyvyys on vakio). Sen jilkeen kuvaaja
hieman loivenee eikd kappaleen nopeus enda kasva samalla tavalla kuin alussa
(kithtyvyys pienenee). Muutos johtuu ilmanvastuksen kasvamisesta kappaleen nopeuden
kasvaessa.
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¢) Keskikiihtyvyys vililld 0,20 s ... 0,70 s on
Av _ 6,1m/s—2,0m/s

= =8,2 m/s’.
At 0,70s-0,20s

a

6-7. a) [Imanvastusta voidaan pitdd vahéisend, jos pudotuskorkeus on pieni. Oletetaan,
, . R . 1 1

ettd pudotuksessa mekaaninen energia sdilyy eli mgh, + Emva2 = mgh, +—mv,’.

Kypirin pudotessa sen potentiaalienergia muuntuu litke-energiaksi. Valitaan

potentiaalienergian nollatasoksi maanpinnan taso. Silloin korkeus lopussa on 4; = 0 m.
Koska kypadrilld ei ole alkunopeutta eli v, = 0 m/s, mekaanisen energian sédilymislaki tulee

1 ) .
muotoon mgh, = Emvl2 , Josta saadaan kypéran loppunopeudeksi v, = \/2gh, .

Taulukoidaan pudotuskorkeuksia esim. 0,5 metrin vélein ja lasketaan edellisestd yhtdlosta
vastaavat loppunopeudet. Esitetddn mittaustulokset (%, v)-koordinaatistossa.

m/sa Vv
h/m y 2 81
S =
0,0 0,0 6] l
0.5 3.13 | :
1,0 4,43 o> y
1.5 5.42 | £ |
2,0 6,26 o1/ |
2.5 7,00 1y |
3.0 7,67 N B e e e I
0 1 2 3 4 m

b) Kuvaajasta ndhdain, ettd kun torméysnopeus on 15 km/h = 4,2 m/s, pudotuskorkeus on
0,9 m. Kun térmiysnopeus on 25 km/h = 6,9 m/s, pudotuskorkeus on 2,5 m.

6-8. a) Kun palloon kohdistuvaa ilmanvastusta ei oteta huomioon, pallon liikettd voidaan
pitdd tasaisesti kiithtyvéna liikkeend. Sovitaan suunta alas positiiviseksi.

1
Pallon putoama matka on y = vt +—gt’.

. 1 . .
Ratkaistaan yhtilo ) gt’ +v,t — y =0 toisen asteen yhtilon ratkaisukaavan avulla:

1
v+ [v:—4.—g. (=
t= " \/VO 2g(y)_—voi\/voz+2-g~y

I
2.- g
58
~15 m/s /(15 m/s)’ +2-9.81 m/s>- 73 m
- 9,81 m/s '
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Ratkaisuna saadaan ¢, = —5,7 s tai t, = 2,62074 s. Hyldtddn ajan negatiivinen arvo. Pallon
lentoaika on = 2,6 s.

b) Kun suunta alas on positiivinen, pallon nopeus sen térmétessd maahan on
v=v,+gt=15m/s+9,81m/s*-2,62074s ~ 41m/s.

Nopeuden suunta on suoraan alas.

¢) Yhtdlo y=v+ 3 gt’ kuvaa putoamismatkaa, jos nopeuden suunta ei muutu ja suunta

alas on positiivinen. Loppunopeus saadaan yhtélostd v = v, + gt.

Lasketaan taulukkoon putoamismatkan ja loppunopeuden arvoja eri ajan arvoilla.

t/s | y/m | v/m/s
0,0 | 0,0 15
03| 4,9 18
0,6 11 21
0,9 18 24
1,0 20 25
1,3 28 28
1,6 37 31
1,9 46 34
2,0 50 35
2,3 60 37
2,6 72 41
mﬂy
70
m/s A v
60
40
50
30
40
20
30 ’
10
20
0 5
0 05 10 15 20 25 S
10
t
0 >

0 05 10 15 20 25 s

[lmanvastus on muuttuva voima. Sen huomioon ottaminen aiheuttaisi taulukkoarvoja
pienemmét nopeuden lukuarvot. [lmanvastus on sitd suurempi, mitd suurempi on nopeus.
Siksi lukuarvojen muutos nikyisi hyvin suurilla nopeuksilla. Myo6s kuljetut matkat
olisivat taulukkoarvoja pienemmdt, jos ilmanvastus otettaisiin huomioon.
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6-9. Kiven irrottua kéddesté sithen kohdistuu ainoastaan Maan aiheuttama paino. Painon
vaikutuksesta jokaisessa tilanteessa kiven kiithtyvyys on yhti suuri, jos ilmanvastuksen
vaikutusta ei oteta huomioon. Kiihtyvyys on 9,81 m/s” alaspiin.

6-10. a) Kun ilmanvastus on tullut kappaleen painon suuruiseksi, kappaleeseen vaikuttava
kokonaisvoima on nolla ja kappale alkaa pudota vakionopeudella.
b) Oletetaan, ettd lyonti on kierteeton. Kun ilmanvastus otetaan huomioon, pallon
kantama lyhenee, kuvaaja ei ole symmetrinen eikd siis paraabeli. Golfpallo putoaa
lakipisteen ohitettuaan jyrkemmin kuin nousee ennen lakipistetta.

6-11. a) b) ¢) Palloon kohdistuvat paino ja ilmanvastus, jonka suunta on nopeuden
suuntaa vastaan.

d) Voimat ovat Maan vetovoima alaspiin ja Maan pinnasta palloon kohdistuva tukivoima
ylospéin.

6-12.

.
.

6-13. a) Kivelld ei ole alkunopeutta (pystysuunnassa) ja kivi on tasaisesti kiihtyvassa

litkkeessé alas. Yhtdlostd y = 1 gt® saadaan kiven putoamisajaksi

2
p= |22 o [ 20my gag7ss,
¢ \9.81m/s

Vaakasuunnassa nopeus on vakio eli v =19 m/s. Etdisyydeksi tornin juuresta
maahanosumiskohtaan saadaan x = vt =19m/s-1,74875s ~ 33 m.

b) Pystysuunnassa kiven liike on tasaisesti kiihtyvii, joten kiven osuessa maahan
nopeuden pystykomponentti on v, =v, —gt. Koska kivi heitetdén vaakasuoraan, kiven

alkunopeus y-suunnassa eli v, on nolla. Nopeus y-suunnassa on

v, =—gt= —9,81m/s” -1,74875s ~ —17,15524 m/s.

Kiven osuessa maahan nopeuden vaakakomponentti on v, =19m/s.
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Nopeuden suuruus kiven osuessa maahan on

v=n2+v,2 =(19m/s) +(-17,15524m/s)’ ~ 26ms.

Nopeuden suuntakulma « vaakatasoon ndhden saadaan yhtédlosti

tana = —17,15524 m/s , josta kulma o ~ —42°.
19m/s

¢) Pudotetun kiven nopeus voidaan laskea mekaanisen energian siilymislain perusteella:

yhtdlostd mgh = %mv2 nopeudeksi saadaan v =/2gh = \/2-9,81m/s2 15m =17 m/s.

Huomaa, ettd saatu nopeus on sama kuin kohdan b nopeuden v, -komponentin suuruus.

6-14. Sijoitetaan luodin ldht6piste origoon, jolloin suunta alas on negatiivinen. Luodin
nopeus pysyy vakiona vaakasuunnassa.

Luodin lentoaika on ¢ = X 220m ~0,29333s.

Vo, 750m/s

2

Pystysuunnassa luodin alkunopeus on nolla ja putoamiskiihtyvyys vakio. Maaliin osuneen
luodin paikan y-koordinaatti vaakatasoon nihden on
1

y=_§gt2 =—%-9,8lm/sz +(0,29333s)* ~ -0,42m.

Luoti putoaa 0,42 m.

6-15. Paketti saa pudotuksessa vaakasuuntaisen alkunopeuden koneelta, joten tilanne
vastaa vaakasuoraa heittoliikettd. Paketti putoaa alaspdin 550 m matkan. Yhtdlosta

y= lgt2 paketin putoamiseen kuluva aika on ¢ = 2 = i()mz =10,58917s ~11s.
2 g 9,81m/s

Tana aikana paketti litkkuu vaakasuunnassa matkan

s=vt :%m/5-10,58917s ~582,40435m.

b

Kun ilmanvastusta ei oteta huomioon, paketti tulee pudottaa, kun kone on 580 m:n
etidisyydelld kohteesta vaakasuunnassa mitattuna. Télloin lentdjd ndkee kohteen

alaviistossa. Suuntakulma saadaan yhtélostd tana = L 582,40435m , josta kulma

y 550m
a=47°.
Pudotustilanteessa paketti jad ilmanvastuksen vaikutuksesta melko kauaksi kylasti, jos
lentdji ei osaa ottaa huomioon ilmanvastuksen vaikutusta. Paketin vaakasuora alkunopeus
on suuri, jolloin ilmanvastus on suuri.
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6-16. a) Luodin ja kappaleen torméyksessa liikemdéra séilyy eli mv, = (m, +m,)u. Kun
luodin suunta valitaan positiiviseksi, saadaan skalaariyhtdlo m,v, = (m, + m,)u, jossa
luodin massa on m; = 2,69 g ja puukappaleen m, = 305 g. Luodin nopeus v, on

m, +m,
v, =—"u.
ml

Luodin ja puukappaleen yhteinen nopeus u tormdyksen jdlkeen on u = X

¢
Yhtélostd y = 1 gt’ putoamisajaksi saadaan ¢ = 2y = Lzmz ~(0,494619s.
2 g 9,81m/s

Luodin ja puukappaleen yhteinen nopeus torméyksen jidlkeen on siis

p=Xo LM 5 03064ms.
{ 0,494619s

Luodin nopeudeksi saadaan

_mtm0,00269kg+0,305Kg 5 (3564 s =

346,881m/s = 350 m/s.
0,00269kg

1

m,

b) Luodin liike-energia ennen térméystéd on

E = lmlvl2 _L 0,00269 kg - (346,881 m/s)’ ~161,8390 J.
2 2

Luodin ja puukappaleen liike-energia térmiyksen jdlkeen on
E = %(m1 +m)u’ = % -(0,00269kg +0,305kg) - (3,03264 m/s)” ~1,414901].

Alkuperidisestd energiasta muuntuu torméiyksessd muihin muotoihin

161,8390 J—-1,41490 J
161,8390 J

100 % ~ 99 %.

6-17. Koripallon nopeus y-suunnassa on v, =v, —gf =v,sina, — gt.

Lakikorkeudella y-suuntainen nopeus on nolla eli vy = 0 m/s. Yhtilostd v, sing, — gt =0

saadaan nousuajaksi 7 = YSingy _ 4,2m/s- s1n262 ~0,38s.
g 9,81m/s

6-18. a) Kuulan nopeus vaakasuunnassa on
V. =V, =V,c0sq, =13m/s-cos45°~=9,19239m/s.

Kuulan nopeus pystysuunnassa on

v, =V, — gt =v,sinq, — gt = 13m/s-sin45°—9,81m/s* -0,50s ~ 4,28739 m/s.
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Kuulan nopeuden suuruus 0,50 s:n kuluttua on

v=r2+v,} =4(9,19239m/s)’ +(4,28739m/s)’ ~10m/s.
Nopeuden suunta vaakatasoon nédhden saadaan yhtélosta

%
tanq =+ = 4,28739m/s josta a = 25°. Kuula on nousemassa yldspéin.

v, 9,19239m/s’

b) Kuulaan kohdistuvat lennon aikana paino ja pieni ilmanvastus.

- L F

vast

6-19. a) Sijoitetaan koordinaatiston origo pallon l&htdpisteeseen, eli 1,0 m korkeudelle
maan pinnasta. Lasketaan ensin pallon nousuaika. Lakikorkeudella pallon nopeus
pystysuunnassa on nolla eli v, = vosinag — gt = 0. Pallon nousuaika on

;o YoSinag _ 15m/s~sm§5 ~0,87703s.
g 9,81m/s

Kun nousuaika sijoitetaan paikan y-koordinaatin yhtdloon, saadaan lakikorkeudeksi

y=v,sing, -t—%gt2 =15m/s-sin35°-0,87703 s —%-9,81 m/s”-(0,87703 s)*
~3,77282 m.

Pallo kdy 3,77282 m:n korkeudella koordinaatiston nollatasoon ndhden. Koska pallo 14hti
liikkeelle 1,0 m korkeudelta, nousukorkeus maan pinnalta mitattuna on

3,77282 m + 1,0 m = 4,8 m.
b) Pallon alkunopeuden komponentit ovat
Vor = Vx = V€080 = 15 m/s - cos 35° = 12,28728 m/s ja
Voy = vosinao =15 m/s - sin 35° ~ §,60365 m/s.
Kun jalkapallo putoaa maahan, sen y-koordinaatti on y = —1,0 m eli
Vo, b — % gt =—1,0m . Ratkaistaan yhtilosti % gt’ — Vot —1,0m =0 pallon lentoaika ¢

kiyttden toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaa:

1
2
V()yi\/vOy _4.5g.(—1,0m) voyi\/voyz_z.g.(—l,Om)

=

1
2. = g
2 g
~ 8,60365 m/s i\/(8,60365 m/s)* —2-9,81 m/s* - (1,0 m)

9,81 m/s”
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Ajaksi t saadaan t ~ 1,86346 s ja t =~ — 0,109 s. Hyldtddn ajan negatiivinen arvo.

Pallo putoaa maahan etdisyydelld x = vy, = 12, 28728 m/s - 1,86346 s = 23 m. Pallon
lentomatka on lyhyempi, jos ilmanvastus otettaisiin huomioon.

6-20. a) Valitaan (x, y)-koordinaatiston suunnat ylds ja oikealle positiivisiksi.

yl\ <>

S|
>
I+

v

a

Oletetaan kiveen kohdistuva ilmanvastus pieneksi. Kiven nopeusvektorion v =v_i +v yf .
Vaakasuunnassa kiven liike on tasaista ja sen nopeus on koko heiton ajan
v, =V, cosa =24m/s-cos55° ~ 14 m/s.

Pystysuunnassa kiven liike on tasaisesti kiihtyvad. Lakipisteessd pystysuuntainen nopeus
on nolla eli vy = 0 m/s.

Lakipisteessa kiven nopeus on vaakasuora, v = 1407 ja kiithtyvyys on a =-9,81 22]_ .
S S

b) Jaetaan kiihtyvyys nopeuden suuntaiseen ja sitd vastaan kohtisuoraan komponenttiin,
jolloin nopeuden suuntaiseksi tangenttikiihtyvyydeksi saadaan a, = gsin« .

Tangenttikiihtyvyys saa siten suurimman arvonsa heti alussa ja juuri ennen osumista
maahan, kun & = £55°. Suurin arvo on |a | =|gsina|=9,81m/s* -sin 55° ~ 8,0m/s’.

6-21. a) Mekaanisen energian sdilymislain mukaan pallon liike-energia muuntuu

potentiaalienergiaksi. Yhtalosta %mv2 = mgh pallon nousukorkeudeksi saadaan
2 2
v @smy
2¢  2:9,81m/s

b) Lakipisteessd pallolla on vain vaakasuuntaista nopeutta. Pallon alkunopeuden
vaakakomponentti on v, =v, =v,cosa =28m/s-cos25° = 25,37662m/s.

Pallon liike-energia muuntuu osittain potentiaalienergiaksi, koska vaakasuuntaisen
nopeuden vuoksi pallolla on lakipisteessd liike-energiaa. Mekaaninen energia séilyy:

1 1
Emvg =mgh +§mv§x.

22 2 2
Pallon nousukorkeus on 4 = ~¢_0x _ (28 m/s) (25’376262 m/s) ~7,1m
2g 2-9,81m/s
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6-22. Koska pallo litkkuu 30,0 m 3,0 sekunnissa, pallon vaakasuora nopeus on

s 30,0m
Vx = —=
t 3,0s

=10,0m/s.

Koska pallon alkunopeuden vaakakomponentti on vy, = vy - cos ay, alkunopeudeksi

Yo _10.0M5 1 03378 mss.

X

saadaan v, =
cosa  cos25

Pallon alkunopeuden pystysuora komponentti on vy, = vosina.
Pallon loppunopeuden pystysuora komponentti saadaan yhtilosta
Vy = Vo, — gt = vosina — gt = 11,03378 m/s - sin 25° — 9,81 m/s” - 3,0 s~ —24,76692 m/s.

Pallon nopeus sen osuessa maahan on

v=\v2+v2 =(10,0m/s)? +(-24,76692m/s)’ ~26,70955m/s .
Valitaan potentiaalienergian nollataso maanpinnan tasolle. Mekaanisen energian
sdilymislaki E,, +Ex, = E,1+ Ex saadaan muotoon mgh + %mvf = %mvf . Tornin

korkeudeksi saadaan

1, 1
. ST 2 (26,70955m/s)” — (11,03378 m/s)? < 30m
mg 2g 2-9,81m/s>
6-23.
v
x=V, -t

a) Kun luoti tormaai lyijypalloon, tormayksessé litkemaéra sdilyy:
mv, + m,v, = (m, + m,)u . Valitaan suunta oikealle positiiviseksi. Koska lyijypallo on
ennen torméaystd paikallaan eli sen nopeus on nolla, saadaan yhtilo m v, = (m, + m,)u.
Luodin ja lyijypallon yhteinen nopeus heti torméyksen jilkeen on
oM 0,0080kg
(m,+m,) ' 0,0080kg+5,0kg

-820m/s #1,30990m/s .

Tormédyksen jilkeen pallo joutuu vaakasuoraan heittoliikkeeseen. Pallon vaakasuora
nopeus on v, = 1,30990 m/s.
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Valitaan suunta alas positiiviseksi. Pallon putoamisaika saadaan yhtdlostd y = 5 gt’, josta

putoamisaika on ¢ = 2y _ Lsz ~ 0,55300s . Néin ollen pallon pystysuora nopeus
g 9,81m/s

sen osuessa maahan on vy = gt = 9,81 m/s” - 0,55300 s = 5,42493 m/s.

Pallon nopeus sen osuessa maahan on

v=\v2 +v? =(1,30990m/s)? +(5,42493m/s)? = 5,6m/s .

v
Nopeuden suuntakulma saadaan yhtdlosta tana = —= = 542493 /s , josta kulma on

v, 1,30990m/s
o= 76°.
Pallon nopeus sen osuessa maahan on 5,6 m/s ja suunta on 76° vaakatasosta alaspéin.
b) Pallo osuu maahan etdisyydelld x = v,- t = 1,30990 m/s - 0,55300 s = 0,72 m.

Pallo putoaa 0,72 m:n pddhédn pylvédédn juuresta.

Testaa, osaatko sivu 156
l.abc 2.abc 3.¢ 4.b 5.¢ 6.b 7.¢c 8b 9.b 10.a
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Kertaustehtivat

1. ¢) Levyn kiertokulma on ¢, = %atf = % -0,15 rad/s* - (16 5)* =19 rad.

2. a) Ratanopeus on v = @r = 15l -0,035m = 53 cs.
s

3. b) Tasapainoasemassa palloon kohdistuvat paino G ja langan jinnitysvoima 7 . Pallon

liikeyhtild on Y F = ma,. Kun suunta ylds on positiivinen, saadaan skalaariyhtilo
2
v e .
T — G = m—. Langan jénnitysvoiman suuruus on
r

g (4,7m/s)’

T=m>+mg =0,065kg- +0,065kg-9,81m/s> =~ 4,9N.
r

2

4. c) Saranoihin vaikuttava momentti on molemmissa tapauksissa yhté suuri.

Yhtélosti M, = M, eli F,r, = Fir, saadaan tyontdvoiman suuruudeksi

Fr, 87N-1,30m
A 0,30 m

5. ¢) Tasapainotilanteessa momenttien summa on nolla mink4 tahansa akselin suhteen.

Kun kiertosuunta vastapdivdin on positiivinen, momenttien summa pisteen 4 suhteen on

XM, = Firy — For, = 0. Etuhampaiden puristusvoiman suuruus on

Fr, 720N -30mm
7 120mm

F,= =180N.

llcm

6. b) Tyhjén tolkin painopiste on korkeudella =5,5cm. Pohjalla olevan juoman

korkeus saadaan yhtilostd mr’h =V

Nestepinta on korkeudella

3
pot o 100em s 598448 cm.

w’  w(3,5cm)’

Oletetaan, ettd juoman tiheys on yhtd suuri kuin veden tiheys 1,0 kg/dm’. Silloin juoman

massa on 100 g ja sen painopiste on korkeudella 2,598448cm. =1,299224 cm.
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Koko systeemin painopiste pdyddnpinnan suhteen on korkeudella

_15g-5,5cm+100g-1,299224 cm
115¢g

~1,8cm.

Yo

Kitkamomentin tekema ty0 muuntaa pydrimisen rotaatioenergian potentiaalienergiaksi ja
sylinteriin kohdistuva painon tekema tyo etenemisen translaatioenergian
potentiaalienergiaksi, kun vieriminen tapahtuu liukumatta. Kitka on lepokitkaa. Oletetaan,
ettd liikkevastuksia ei ole. Mekaanisen energian sdilymislain mukaan on

1 1
—mv,” +=Jm,’ = mgh.
2 2
Nousukorkeus on 4 = s-sina, jossa s on vierimismatka. Sijoitetaan mekaanisen energian

sdilymislain yhtdl66n kulmanopeuden ja hitausmomentin yhtélét o, = Yo jaJ = %mﬁ
r

ja ratkaistaan alkunopeus:

lmv2+l-lmr2-(v—0)2—m h
2% 22 r &

1 1
EVOZ +ZV02 = gh

3
Z\/'Oz = gh

v, =\/§gh =\/§gssina =\/§-9,81?~l,2m-sin25° ~2,6m/s.

8. b) Radallaan olevan satelliitin liikeyhtild on Y F = ma, . Kun suunta kohti Maan
2

mM Voo,
=m—, jossa M on Maan
r

2
r

keskipistettd on positiivinen, saadaan skalaariyhtdlo y

massa, m satelliitin massa ja v ratanopeus. Satelliitin ratanopeus on

—11 2 2 24
b [yM _ [6,67259-10™" Nm®/kg’ -5,974-10 KE 7 sk,
P 750km + 6378 km

9. ¢) Kiven nopeus ajan funktiona on v = v, — gt. Lakipisteessd nopeus on v =0 m/s,

Yo o 20ms o0,
g

jolloin nousuaika on ¢ = S~
9,81 m/s
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10. ¢) Alkunopeuden pystykomponentti on
Vo =V, 8In36° =27 m/s-sin36° ~15,87020 m/s.

Lakipisteessé kappaleen nopeuden pystykomponentti v, =0. Yhtélostd v, =v, —gf=0

) Vo, 15,87020m/s
nousuaikaon f=—=—"—"———

9 8L/’ ~1,61776s . Lentoaika on 2- 1,61776 s = 3,2 s.
g ) 8

11.a) Kiertokulma on 175°=175- %rad ~ 3,1rad.

180°
T

b) Kiertokulma on 15rad =15- ~ 860°.

12. a) Pulsarin kierrosaika on 7 = 1 = ! ~ 1,56 ms.
n 6421/s

Kulmanopeus on @ = 2nn = 21 - 642 1 ~ 4030@.

S S

13. a) Napakelkan ratanopeus on v = %, josta kelkan kierrosaika on

J2m _2mASM 309735~
V 2,5m/s
e 1 1 r
b) Py6rimisnopeus on n=— ,088—

T 1.30973s s

c¢) Newtonin I lain mukaan kelkka jatkaa suoraviivaisesti liikkettddan radan tangentin
suuntaan.

14. a) Pyorin sdde on = 4,25 cm, joten sen pyordhtdessd yhden kierroksen hiihtéja

etenee matkan s = 2zr. Lenkin aikana kierroksia tulee M ~ 37000.

2m-0,0425m
b) Renkaan kulmanopeus on @ =2nn =2n-2,5rad/s = Snrad/s = 15,7 rad/s.
Kiertokulma on ¢ = @t =5nrad/s-6-60s = 5654,86678rad.
Pyoriilijan kuudessa minuutissa pyordilema matka on
s =@r=5654,86678rad-0,34m ~ 1,9 km.

5654,86678 rad
27

Rengas pyordhtda kokonaisia kierroksia ~ 900 kpl.
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15. a) Koska kiekot on yhdistetty luistamattomalla hihnalla toisiinsa, niiden ratanopeudet

ovat yhtd suuret: v, =v, eli o, = w,r,, josta saadaan - =—=. Koska séteiden suhde on
Lo
2 1

n 8,0cm

= = %, kulmanopeuksien suhde on 5:2 (=2,5:1).
r, 20cm 5

b) Kun pienemmén kiekon pydrimisnopeus on 5,0 1/s, sen kulmanopeus on

@, =2nn =2n-5,0rad/s = 31,41593rad/s.

Isomman kiekon kulmanopeus on

n 2

W, =—w = §-31,41593 rad/s = 12,56637 rad/s.

h
Tadmin kulmanopeuden saavuttamiseen kuluu aikaa kiithdyttdmisen alusta lukien

_ Ao 12,56637 rad/s _
a 1,25 rad/s?

At 10s.

16. a) Akselin kulmakiihtyvyys on

o= Aw 4,3rad/s—0,52rad/s
At 2.4s

=1,575rad/s* ~1,6rad/s’.

b) Kiihdytyksen aikana kiertokulma on
Q= w,t +%at2 =0,52rad/s-2,4s+ % -1,575rad/s* - (2,4s)> = 5,784 rad.

180°
T

Kiertokulman suuruus asteina on 5,784 rad = 5,784 - ~ 330°.

17. a) Rummun keskikulmakiihtyvyys aikavélilld 0,0 s...6,0 s on
®,—w, 114rad/s—0,0rad/s 114 rad/s

a, = = =19 rad/s”.
t,—t 6,0s—0,0s 6,0s
rad fg
120
/J

100 //

80 ) //

60 /

40

20 /

t

0
012345678 9s
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b) Jotta keskikulmakiihtyvyys ja hetkellinen kiihtyvyys olisivat yhta suuret, vastaavien
suorien on oltava yhdensuuntaiset. Kuvaajalle kohtaan 2,0 s piirretty tangentti on
yhdensuuntainen keskikulmakiihtyvyyttd kuvaavan suoran kanssa. Niin ollen hetkella
2,0 s hetkellinen kulmakiihtyvyys on sama kuin keskikulmakiihtyvyys vililla
0,0s...6,0s.

18. a) Auton kulmanopeus on @ = Y2 ~ 0,58rad/s.
r 53m
2
()
b) Auton radalla pitdvidn voiman suuruus on F' = m~—=1050 kg- ’53— ~ 18kN.
r m

¢) Auton pitdd radalla (tielld) auton renkaiden ja tienpinnan vilinen lepokitka. Jos kitka
on liian pieni, auto suistuu tieltd. Jos auto ldhtee liukumaan, kyseessa ei ole endé
lepokitka, vaan lepokitka on muuttunut liukukitkaksi.

d) Vaikka auton ratavauhti on vakio, nopeuden suunta kuitenkin muuttuu koko ajan.
Autolla on normaalikiihtyvyyttd, joka suunta on kohti radan keskipistetta.

19. Linnun liikeyhtilé vaakasuunnassa on Y, F, = ma,. Valitaan suunta kohti radan
keskipistettd positiiviseksi.

y
F AAF
a
X
> 7
G
Linnun ratavauhti ympyriradalla on v = 2 _ 27[1.;5 LY 5,8905 m/s. Voiman suuruus
S
2 2
vaakasuunnassa on F, =ma, = m— = 0,32 kg (5’891(:)5& ~0,74022 N.
r m

Koska linnulla ei ole kiithtyvyyttd pystysuunnassa, linnun liikeyhtdld pystysuunnassa on
ZE, =0 eli Fy +G = 0. Kun valitaan suunta ylos positiiviseksi, skalaariyhtilosti

F,—G=0saadaan F =G =mg =0,32kg-9,81m/s’ =3,1392N.

Nostovoiman suuruus on F = [F2 + F} =1/(0,74022 N)* +(3,1392 N)* 32 N.

F. 0774022 N

Nostovoiman suuntakulma pystytasoon ndhden: tan ¢ = =~ =———, josta o = 13°.
F, 3,1392N
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20. a) Oletetaan, ettd kysytyilld hetkilld tangenttikiihtyvyys on nolla. Lentdjdin
kohdistuvat paino G ja penkisti tukivoima N.

b) Lentijin liikeyhtdld on . F = ma, eli N+ G= ma_. Sovitaan suunta kohti radan

keskipistettd positiiviseksi. Ratkaistaan skalaariyhtdlostd N —G = ma, tukivoiman
2

v . . .
suuruus: N =ma, + G = m—+ G. Tukivoiman suuruus voi maksimissaan olla N <9G
r

2 2 2
eli m—+ mg <9mg . Yhtdlosti Yt g<9geli Y <3 g siteen suuruudelle saadaan
r r r

ehto:

2
(220
>y 1> ~2,2km.

“8¢ 8.981m/s>

21. Kun vastusvoimat ovat pienet, autoon kohdistuvat voimat ovat paino ja tienpinnan
tukivoima. Auton radan séteeksi oletetaan kohtisuora etdisyys radan keskipisteeseen.
Auton tielld pitdva kokonaisvoima suuntautuu kaarteen keskipistettd kohti ja on

vaakasuora. Liikeyhtilo vaakasuunnassa on Y. F. = ma, . Pystysuunnassa liikeyhtld on

2 F, =0, koska autolla ei ole kiihtyvyyttd pystysuunnassa.

Kun valitaan suunnat keskipistettd kohti ja ylos positiivisiksi, saadaan skalaariyhtélot

2

Nsina =m>- ja N cos a —mg = 0. Tukivoiman suuruudelle saadaan yhtdlo N = me .
r cosa
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2 2
Kun yhtdlo N = & sijoitetaan yhtdloon N sin«a = m—, saadaan € sina=m— ,

cosa r cosa r
josta vauhdiksi saadaan

V= '8 sina =./rgtana =\/240m-9,81 m/s® -tan12,0° ~ 22 m/s.
cosa

22. Ympyraradalla liikkuvalla veturilla on normaalikiihtyvyyttd ja tangenttikiihtyvyytta,
koska sen ratanopeus muuttuu. Kuviossa veturi litkkkuu myotapaivaan.

Alkutilanne:

Alussa veturin normaalikiihtyvyyden suuruus on

95
Z= m/s)?
g Ge™

~1,2896 m/s*

a —_—
My 540m

ja tangenttikiihtyvyyden suuruus

A 362 m/s—3956 m/s
g, ="t=2 ’ ~—0,88384 m/s’.
At 11s

Veturin kiihtyvyyden suuruus alussa on

a, =Jal +a’, =+/(<0,88384m/s>)> +(1,28958 m/s>)> ~ 1,6 m/s’.
Kiihtyvyyden ja ympyriradan sdteen vélinen kulma:

|a.|_|-0,88384mys?|
Tlag| | 1,2896mvs?

2

tan ¢,

josta kulma ¢, = 34,42559°.

Nopeuden ja kiithtyvyyden vélinen kulma on

B, =90°+ ¢, =90°+34,42559° = 120°.
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Lopputilanne:

Lopussa veturin normaalikiihtyvyyden suuruus on

2
5 (36(; m/sj
a, =2 =~20__J 051440 m/s’
r 540 m

ja tangenttikiithtyvyyden suuruus on yhtd suuri kuin alkutilanteessakin:

60 95

— S
g =2V _36 3.6 L _0.88384m/s’.
Al s

Veturin kiihtyvyys lopussa on

a, =\Ja? + a2, = /(~0,88384m/s?)’ +(0,51440m/s’)* ~1,0m/s>.
Kiihtyvyyden ja ympyriradan siteen vélinen kulma:

| a | |-0,88384ms?|
| | 0,51440m/s>

tan o, , josta saadaan «a, = 59,80034°.

Nopeuden ja kiihtyvyyden vilinen kulma on
B, =90°+a, =90°+59,80034° =~ 150°.

23. Puupalan liikeyhtilé on Y, F = ma , jossa puupalan kiihtyvyys on
normaalikiihtyvyyden ja tangenttikiihtyvyyden vektorisumma: @ =a, +a,.

Puupala pysyy ympyréradalla kitkan F, = uN takia. Sovitaan suunta keskipistettd kohti
positiiviseksi. Skalaariyhtdlo /), = ma saadaan muotoon uN = mya’ +a; eli

[ 2 2
a, +a,

umg =myja’ +a’ , josta kitkakerroin on u =
g
Puupalan normaalikiihtyvyyden suuruus on
an = &'r = (at)’r = (0,25 rad/s* - 6,5 s)* - 1,5 m = 3,96094 m/s*.
Puupalan tangenttikiithtyvyyden suuruus on
ar= or =025 rad/s>- 1,5 m = 0,375 m/s”.

Kitkakerroin on

2+ 2 4 2N\2 2N\2
ﬂ:\/an a, :\/(3,9609 ) + OIS M) o
g

9,81 m/s’
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24. Koska kappale liukuu kitkatta r-sdteisen pallo pintaa alaspdin, voidaan soveltaa
mekaanisen energian sdilymislakia. Esineeseen kohdistuva paino tekee tyotd ja muuntaa

potentiaalienergiaa litke-energiaksi, jolloin saadaan yhtédlo mgh = %mvz. Irtoamishetkella

kappale on pudonnut pystysuunnassa matkan 4 =r—rcosc.

rcosQl

.. 1 1
Sijoittamalla / = » — rcosa yhtiloon mgh = Emv2 saadaan Emv2 =mg(r—rcosa),
josta vauhdin nelié on v* = 2gr(1—cosa).

Kun kappale liukuu pallopinnalla, siteen suunnassa vaikuttavat painon G = mg siteen
suuntainen komponentti pallon keskipistettd kohti ja pinnan tukivoima pallon pinnasta

kappaleeseen. Kappaleen liikeyhtild on Y. F = ma, eli G. + N = ma,. Sovitaan suunta

2
v

pallon keskipistettd kohti positiiviseksi. Sijoitetaan skalaariyhtdloon mgcosa — N =m—
r

vauhdin nelién yhtild v’ =2gr(1—cosa) ja otetaan huomioon, etté kappaleen

irtoamishetkelld tukivoima N = 0 . Saadaan yhtilo mg cosa = mM eli
r

cosa =2(1—-cosa), josta cosa =2 —2cosa jaedelleen 3cosa =2.
Yhtilostd cosa :§ saadaan kulmaksi o ~ 48,2°.

Esineen irtoamiskorkeus pallon alareunasta mitattuna on

r+rcosa =r(l+cos48,2°) ~1,67r.

25. Palloon kohdistuvat heilahduksen aikana langan jéannitysvoima T ja paino G .
Ilmanvastus on pieni, koska pallo on pieni. Pallon liikeyhtild on X F = ma, eli

T +G = ma, . Valitaan suunnat alas ja kohti radan keskipistetti positiivisiksi. Pallo alkaa
poiketa ympyriradalta, kun jinnitysvoima T = 0 . T#lléin kulma on ¢ = 125° — 90° = 35°,

2
Niin ollen skalaariyhtélo saadaan muotoon 0+ G =ma, eli mgsing = mVT

Pallon nopeuden nelidlle saadaan yhtild v* = g/sing .
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Kun pallo alkaa poiketa ympyréradalta, se on noussut korkeudelle # =17+/sin¢g . Alussa
pallolla oli liike-energiaa ja lopussa liike-energiaa ja potentiaalienergiaa. Ympyréradalta
poikkeamisen hetkelld pallolla on vield nopeutta ja siksi potentiaalienergian liséksi liike-
energiaa. Palloon kohdistuva paino tekee tyotd palloon ja muuntaa liike-energiaa osittain
potentiaalienergiaksi.

Mekaanisen energian sdilymislain mukaan on %mvo2 = %mv2 + mgh . Sijoittamalla tdhin

yhtdl66n nopeuden nelion ja nousukorkeuden yhtil6t saadaan

lmvo2 =lm(glsin(p)+mg(l+lsingo) 2
2 2 m

v,) = glsing+2gl+2glsing =3glsinp+2gl = gl(3sinp+2).

Pallon ldhtonopeudeksi saadaan

v, =[gl(3sing+2) = /9,81 m/s* -0,85 m-(3sin35°+2) ~ 5,6 m/s.

26.
s=20m
A A B
77 ()
A L
]
X
F,
B Y
F,
\ /
N

Momentti akselin 4 suhteen on M , =—F, -s =-35N-2,0m =-70 Nm.
Momentti akselin B suhteenon M, = F,-s =55N-2,0m =110Nm.

Voimien resultantin suuruus on R =55 N + 35 N =90 N ja suunta alas. Kaikkien
momenttien vaidntovaikutus on nolla minké tahansa akselin suhteen, Kun kiertosuunta
vastapdivddn on positiivinen, momenttien summa akselin 4 suhteen on

>M,=Nx-F,s=0.
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Resultanttivoiman suhteen vastakkaissuuntaisen voiman N vaikutussuoran paikka
akselista 4 lukien on
F,s 35N-2,0m

~0,78m.
N 90N

X =

27.

|

Leenan ja isdn tulee asettua eri puolille tukipistettd eli laudan keskikohtaa 4. Olkoon isidn
etdisyys tukipisteestd x. Jotta lauta pysyy tasapainossa, on momenttien summan oltava
nolla minké tahansa laudan akselin suhteen eli >, M = 0. Kun suunta vastapdivdaan on

positiivinen, keskipisteen suhteenon > M, =M, -M, . =0 eli

Leena

Gy Xx—Gppp - 3,0m =0.

Leena

Isdn etdisyys tukipisteestd on

_ GLeena 3’0 m _ mLeenag : 3’0 m _ mLeena ’ 3’0 m
Gisé miséig misé
_30ke30m _ o5
80 kg

Isén etdisyys Leenasta on silloin 1,125 m + 3,0 m = 4,1 m.

28. a) Jos kiertosuunta myd&tdpédivain on negatiivinen, momentti on
M =—Fr=-35N-0,17m = —6,0 Nm.

b) Voiman vaikutussuoran etdisyys keskiostd on nyt pienempi kuin a-kohdassa.
Vééntovarren pituus on nyt

=0,17m-cos45°=0,120208 m.

ruusi
Momentti on

M =—Fr

uusi

=-35N-0,120208 m ~ —4,2 Nm.

r,.s=rcos 45°
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29. Puupdlkkyyn vaikuttavat voimat ovat polkkyyn kohdistuva paino G , vaakasuoran
maanpinnan tukivoima N,_, portaan reunan tukivoima ]Vp ja tyontévoima F .

Tarkastellaan tilannetta, jossa polkky on juuri irtoamassa maan pinnalta. Talloin
maanpinnan tukivoima N_ on nolla. Lasketaan momenttien summa akselin 4 suhteen,

tilldin voiman N , momentti on nolla. Selvitetddn ensin polkkyyn kohdistuvan painon ja

tyontévoiman varret.

]— 7,7 cm

0,66 m

-h=0,33m-0,077m=0,253 m.

Tyontovoiman F varsion a=r—h=

Painon G varsi b saadaan Pythagoraan lauseen avulla: b* +(r — )’ = r*, josta saadaan

b=+r? —(r—h)* =4/(0,33m)’ —(0,253 m)* ~0,211875 m .

Hyviksytddn vain varren positiivinen arvo. Tarkastellaan tilannetta, kun pdlkky on juuri
irtoamassa maan pinnalta. Kun kiertosuunta vastapdivdian on positiivinen, momenttien
summa akselin 4 suhteen on >M, =—Fa + Gb=0.

Yhtilostd saadaan pienimmaéksi tyontdvoimaksi

_Gb _ 144kg-9,81m/s*-0,211875m
a 0,253m

F ~1200 N.

30. a) Paksumman padn massa on suurempi. Painopiste ei ole keskelld karttakeppid, vaan
lahempédna paksua péatd. Painopisteesta tuettuna karttakeppi pysyy tasapainossa. Silloin
kepin pididen momenttien summa on nolla tukipisteen kautta kulkevan akselin suhteen.
Lyhyempi eli paksumpi pdé on raskaampi, koska tdhén osaan kohdistuva paino on
suurempi ja vaantovarsi néin ollen pienempi. Pidemmaén osan viéntovarsi on suurempi,
joten siithen kohdistuva paino on pienempi kuin lyhyemmaén osan. Lyhyemmén osan
massa on siis suurempi kuin pidemmén osan massa.
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b)

m

m, m,
X
Sijoitetaan koordinaatisto kuvan mukaisesti siten, ettd kuula m, sijaitsee origossa.

Lasketaan ylimmain kappaleen paikka. Kolmion kaikki kulmat ovat 60°. Ylimméan
140cm

kappaleen paikan x-koordinaatti on =70cm.

Yhtélostd tan 60° = 70y saadaan ylimmén kappaleen paikan y-koordinaatiksi
cm

y=70cm-tan 60°=121,244 cm.

Talloin kuulien koordinaatit ovat

Kuula | Massa’kg | x/cm | y/cm

m, 1,2 0 0

m, 2,5 140 0

m, 3,45 70 121,244

Painopisteen paikan x-koordinaatti on

o= X +m,x, + myx,

m, +m, +m,
~ 1,2kg-0+2,5kg-140cm +3,45kg-70cm
1,2kg+2,5kg +3,45kg

~83cm
ja y-koordinaatti

_mn +m,y, +m),
ml +m2 +m3
~1,2kg-0+2,5kg-0+3,45kg-121,244cm
1,2kg+2,5kg +3,45kg

~59cm.

Painopiste on tdssd koordinaatistossa kohdassa (83 cm, 59 cm).

31. a) Ripusta kappale jostakin kohdasta. Kiinnitd luotilanka (lanka, jonka toisessa paédssi
on paino) ripustuspisteeseen ja piirrd luotilankaa kayttden tastd pisteestd lahtien kappaleen
pintaan suora viiva alas. Ripusta sitten kappale muistakin kohdista esimerkiksi kolme

kertaa ja piirrd luotisuorat. Suorat leikkaavat kappaleen painopisteen kohdalla.
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b) Painopisteen paikka pystysuunnassa on
_my, +myy,+myy,  87kg-2,0m+7,3kg-6,0m+59kg-10m ~5.5m
0 m, +m, +m, 8,7kg +7,3kg +5,9kg ’

Painopiste sijaitsee 5,5 m lipputangon tyvestd ylospéin.

32.

\

S4ilio pysyy pystyssd, jos sen painopisteen kautta kulkeva luotisuora kulkee tukipinnan

b

kautta. Rajatapauksessa saadaan yhtilo tano = , josta kaltevuuskulma on o ~17°.

9

33. Kuvassa a pyord muuttaa vain voiman suuntaa, se ei ole nostettavana kuormana.
Langan jinnitysvoima on yhtd suuri kuin punnukseen kohdistuvan painon suuruus. Vaaka
ndyttd langan jannitysvoiman suuruuden eli vaa’an ndytt6 on yhté suuri kuin punnukseen
kohdituva paino eli Gpunnus = 1,5 N.

Kuvassa b pyorddn ja punnukseen kohdistuvan painon suuruinen voima kuormittaa kahta
alemman pydrén ripustuslankaa. Vaaka ndyttda langan jinnitysvoiman suuruuden eli

%(G 4G )=1(15N+02N)=085N.

punnus pyord
2

34. a) Yhden py6rihdyksen aikana voiman F, vaikutuspiste siirtyy matkan 2n7,. Voiman
F, vaikutuspiste siirtyy matkan (2nr, —2n7:)/2 ylospéin.
Ketjun vetdmisessa tehty ty0 on yhté suuri kuin kappaleen nostamisessa tehty tyd, jolloin

2mr, = 2mr;

W, =W, eli F, - 2m; = - =

b

h—h

josta saadaan F, = E

2r,
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Sateiden ldhentyessa toisiaan, niiden erotus ldhenee nollaa. Télloin tarvittava vetovoima
pienenee, jos kuorma pysyy samana. Differentiaalitaljalla voidaan nostaa sitd suurempi
kuorma, mitd pienempi pyorien sdteiden erotus on.

r,—F

b) Tasapainoehdosta F, = 5 - I saadaan kuormaksi
h
F, 850N
F = 2 = ~ 5,3kN.
" r—-r 22cm-15cm
2r, 2-22cm

35. a) Viite on vairin. Kappale on tasapainossa etenemisen suhteen, jos kokonaisvoima
on nolla, ja pySrimisen suhteen, jos kokonaismomentti on nolla. Esimerkiksi kuvan
tilanteessa kokonaisvoima on nolla, mutta silti voimat aiheuttavat kappaleeseen sitd
kddntdmaan pyrkivin momentin.

b) Viite on viirin. Jos kokonaismomentti on nolla, niin kappale on levossa pyorimisen
suhteen tai sitten se py0rii tasaisesti. Tadlloin pydrimissuunnassa voiman momentti on yhti
suuri kuin vastusvoimien aiheuttama momentti. Jos esimerkiksi auton, polkupyorén tai
junan pyorat pydrivdt vakiona pysyvélla kulmanopeudella, pyordian kohdistuvien
momenttien summa on nolla. Talldin pyorimistd vastustavien voimien (laakereiden kitka
ja vierimisvastus) momentti on yhtd suuri mutta vaikuttaa vastakkaiseen kiertosuuntaan
kuin pyorimistd yllépitdvien voimien momentit. Kun kappale vierii alas kaltevaa pintaa
tasaisella nopeudella, pyOrimistd ylldpitdvd voima on pinnasta pyordin kohdistuva kitka.

36.

0,42 m

0,42 m
0,65m

tana = o=32,8687°

Tukitanko on tasapainossa, joten sithen kohdistuvien voimien summa on nolla eli

> F =0 ja momenttien summa on nolla eli Y, M = 0. Valitaan kiertosuunta vastapiviin
positiiviseksi, jolloin momenttiyhtdlo kiertoakselin 4 suhteen on
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XM, =IT, —é-Gt —1-G, =0, joka jakamalla pituudella / yksinkertaistuu muotoon

T, - % -G, =0. Koska T, = T'sin, vaijerin jénnitysvoiman suuruus on
[ [m‘+mk)g [szg+5,2kgj-9,8lm
re2 *_\2 _1 2 S _104,839 N~ 100 N,
sina sin o sin32,8687°

Valitaan suunta oikealle positiiviseksi. Koska vaakasuunnassa on voimassa ehto
> F =0, saadaan yhtilo N_—T =0, josta

N, =T =Tcosa=104,839 N-cos32,8687° = 88,0560 N.

Valitaan suunta ylos positiiviseksi. Koska pystysuunnassa on voimassa ehto ZFy =0,
saadaan yhtalo N, -G, -G, +T, =0, josta
N, =G +G, -T,=(m+m)g-Tsina
= (1,2 kg+5,2 kg)-9,81 m/s —104,839 N -sin 32,8687° = 5,88623 N.

Seinidn tankoon kohdistaman kokonaisvoiman suuruus on

N = [N? + N? = /(88,0560 N)* +(5,88623 N)* ~ 88 N.

N
Voiman suunnan méarittava kulma saadaan yhtélostd tan f=—-= M, josta
N, 88,0560 N

kulma on B = 3,8°. Kysytty tukitangon seiniiin kohdistama voima on voiman N
vastavoima ja siten Newtonin III lain mukaan yhté suuri, mutta suunnaltaan vastakkainen.

Vaijeriin BC kohdistuva jénnitysvoiman suuruus on 100 N

vaijerin suuntaan. Tukitangon AB seindidn kohdistaman voiman 3,8°
suuruus on 88 N ja suuntakulma seindn normaalin suhteen 3,8° S G
(kuvio). -N

2

37. a) Sauvan hitausmomentti on J = , josta sauvan pituudeksi saadaan

12
2

,_ [12] _ [12-1,2kgm ~7.6m
m 0,250kg

b) Sauvan hitausmomentti muuttuu pyorimisakselin paikan muuttuessa. Esimerkiksi
toisen pddn ympdri pyoriessddn sauvan hitausmomentti on suurempi kuin a-kohdassa

(J:lmlzj.
3

¢) Hitausmomentti kuvaa kappaleen kykya vastustaa pydrimisen muutoksia, ts.
hitausmomentti kuvaa kappaleen pydrimisen hitautta. Kappaleen pyorimisen hitaus
vaikuttaa levossa olevan kappaleen pyoriméén saattamiseen seké yhti lailla jo pyorivin
kappaleen kulmanopeuden muuttamiseen eli kithdyttimiseen tai jarruttamiseen.
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38. Sauvan pad liikkuu pitkin ympyrérataa, jonka sdde on /= 0,52 m. Pdin ratanopeus on
v = wl. Sauvaan kohdistuva paino tekee tyotd ja muuntaa sauvan potentiaalienergiaa

pyorimisenergiaksi, koska sauva pédédsee pyoriméén toisen padnsa kautta kulkevan akselin
ympdri. Sauvan painopisteen korkeuden muutos on //2. Ratkaistaan sauvan kulmanopeus

lopputilanteessa yhtéiléstéi%] @ = mgé eli %%ml ‘0 = mgé, josta saadaan @ = '/3Tg .

Sauvan vapaan paan nopeus on

v=ol= /37g 1=f3gl =/3-9,81m/s*-0,52m ~3,9m/s.

39. Momentti, joka vaikuttaa keskeltd akseloituun umpinaiseen tankoon on M = Fr.

Pyo6rimisen liikeyhtdl6 on 2M = Jo eli Fr = Ja . Yhtil6 saadaan muotoon Fr = %mrza,

josta kulmakiihtyvyys on
. 1Fr = 42N-0,012m :2800$.
Emrz 5-2,5kg-(0,012m)2 S

40. Koska litkevastusvoimia voidaan pitdéd védhiisind, sovelletaan mekaanisen energian
sdilymislakia. Sylinteriin kohdistuva paino tekee tyotd ja muuntaa potentiaalienergiaa

1 1 1 11 ’
liike- ja rotaatioenergiaksi: m,gh =—myv’ +—J’eli mgh=—my’ +—-—mR’ (1) ,
2 2 2 22 R

. 1 1
josta saadaan m gh = Emlv2 + vaz. Kappaleen nopeus on

2
b 2ml<§h _ 2-120 kg 9,8im/s L7 m ~5.0 ms,
ml+5m 120kg+5-75 kg

41. Sovitaan &mpérin potentiaalienergian nollataso &mpérin ala-asemaan. Pudonneella
ampdrilla ei ole potentiaalienergiaa lopussa, mutta on litke-energiaa. Osa alussa olleesta
potentiaalienergiasta kuluu liikevastusten voittamiseen.

Ampirin potentiaalienergian muutos on yhti suuri kuin kitkamomenttia vastaan tehdyn
tyon ja systeemin liike-energian summa lopussa:

. 1 1
EPOt = Wy +Ekin +Er0t eli mgh = Wu +57’7’lV2 +§JC()2 .

H
r

Kitkatyd saadaan muotoon W, = F, - As = -rAp =M ,A@. Koska kulmanopeus on

w=" , kiertymalle saadaan yhtilo Ap =2n-n=2n- L =2m- M = n ,jossa h on
r p 2nr

pudotuskorkeus.
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Oletetaan, ettd koysi ei veny eiké liu’u, jolloin yhtalo
1, 1,
mgh=W +—mv-+—Ja",
1Ty 2
saadaan muotoon
mgh=M A +lmv2+lJ Y 2
S A R

h 1 1 v
mgh—Mﬂ—=§mv2 +§Jr_2

M
h(mg ——%) = lv2 (m+ iz)
r 2 r
Ratkaistaan yhtdlostd nopeus:

M
2h(mg ——=)
2 _ r

Vv =
+7
m }/-2
M
lmg-"2] |2.32m-[12ke-9.81ms? — ANM
r 0,090 m
he J 0,028 kgm’ = 0:3mss
m+ 12kg+ S0
r (0,090 m)

42. Pallon vierimistd alaspdin voidaan tarkastella kiyttden mekaanisen energian
sdilymislakia, kun ilmanvastus ja vierimisvastus ovat vdhdisid. Valitaan
potentiaalienergian nollatasoksi pallon alustasta irtoamisen taso. Pallon vieriessi
liukumatta alas palloon kohdistuva paino tekee tyotd ja muuntaa pallon
potentiaalienergiaa translaatioenergiaksi ja kitkamomentti potentiaalienergiaa
rotaatioenergiaksi. Vierimisen loppuvaiheessa pallon siirtyessd alimmasta pisteesta
nollatasolle vastaavasti rotaatio- ja translaatioenergiaa muuntuu potentiaalienergiaksi:

1 5, 1 .,
mgh, =—mv" +—Ja".
& ) )
2 5. . e
Koska J = gmr ja v=or, mekaanisen energian sdilymislaki saadaan muotoon

2
mghl=lmv2+l~g-mr2-(z] eli
2 25 r

1 2 .
mgh, zzmv2 +E-mv2 eli

2

h—lv josta
an, T ]

- . 10
nopeus potentiaalienergian nollatasolla on v = el gh,.
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Pallon irrottua alustasta palloon kohdistuva paino muuntaa translaatioenergiaa

. L 1 :
potentiaalienergiaksi. Yhtalosti Emv2 = mgh, saadaan nousukorkeudeksi

1, 110
2" g8 s s

h=2 = =2p, =2.0,95m ~ 0,68 m.
g g 7 7

43. a) Autot vetdvit toisiaan puoleensa voimalla, jonka suuruus on

0! Nm® 1200kg-1600kg
kg’ (2,5m)’

mm, _
2
r

F=y 6,67259-1 2,0-10° N.

Molemmat autot vetédvit toisiaan puoleensa yhté suurella mutta vastakkaissuuntaisella
voimalla (Newtonin III laki).

b) Satelliitin liikeyhtilo on Y. F =m_,
ympyréradalle. Valitaan suunta kohti Maan keskipistettd positiiviseksi, jolloin saadaan
skalaariyhtélo

a,. Gravitaatiovoima pakottaa satelliitin

2

—msathzaa =m, . jossa R on Maan sidde. Nopeus on
(2R) 2R

—11 2 2 24
b lymy,.. _ [6,67259-10"" Nm /kg6 597410~ kg ~5.6 ks,
2R 2:6,378-10° m

2 3

44. Keplerin III laista —- = % saadaan Pluton keskietdisyydeksi Auringosta
2 rZ
32 6 3 3 2
- r 72"2 _, (149,6-10° -10°m) 2(246,821) ~5.886-10” m = 5886-10° km.
T, (1,00004a)

45. a) Olkoon lentokoneen massa m. Gravitaatiokentdn voimakkuus 12,0 km korkeudella
maanpinnasta on

~9,762 m/s’.

F_7p LM 66725910 Nm®  5974-10% kg
2 b
m

m r kg (6378 km+12,0 km)’
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46. Gravitaatiovoiman takia Mars kiertd radallaan Auringon ympari. Marsin litkeyhtélo

Aurinkoa kiertévlld radalla on Y. F = ma, . Kun suunta kohti Auringon keskipistettd on
2

positiivinen, skalaariyhtdlostd y —=2 2' ™ —mY saadaan Auringon massaksi
r r
2 3 2 6 3
M, _vr_ (24,13-10° m/s) 712127,9 210 210 m 1989-10" ke.
% 6,67259-100" Nm~/kg

47. Putoamiskiihtyvyys toisen planeetan pinnalla on

_ mPlaneetta _ 1 OomMaa _ mMaa
gPlaneetta =7 2 =V 10 2
rPl ( I Maa ) rMaa

Nm® 5974-10" kg
kg’ (6378-10° m)’

=6,67259-107" 9,8 m/s”.

48. Valitaan suunta alas positiiviseksi. Yhtdlostd s = B gt’ saadaan putoamisajaksi

25 [235
t= |22 = |20 _ 671255 22,75,
g \9.81ms

Loppunopeus on v=v, + gt =0+ gt =9,81m/s*-2,67125s ~26m/s.

49. Oletetaan, ettd hyppddja putoaa suoraan alas. Lasketaan hyppddjidn nopeus 120 metrin
pudotuksen jélkeen. Oletetaan, ettd hyppéddjddn kohdistuva ilmanvastus on vihdinen.
Hyppédjdan kohdistuva paino tekee tyotd ja muuntaa potentiaalienergiaa liike-energiaksi.

Mekaanisen energian sédilymislaista mgh = Emv2 saadaan nopeudeksi

v=4/2gh = \/2~9,81m/s2 -120m ~ 48,52216m/s.

Alkuvaiheen jilkeen litke on hidastuvaa. Avautuneeseen varjoon kohdistuva ilmanvastus
hidastaa liikettd. Lasketaan aika, jonka kuluessa nopeus pienenee arvoon 5,0 m/s.
Loppunopeus on v = v, +at, josta ajaksi saadaan

v—v, 5,0m/s—48,52216m/s

t= 3
a -2,0m/s

=21,76108s.

Téssé ajassa kuljettu matka on

s = vot+%at2 =48,52216 m/s-21,76108 s+%-(—2,0 m/s®)-(21,76108 s)
~ 582,35000 m.

Laskuvarjohyppéddjan on hypéttiva vahintdan korkeudelta 120 m + 582,35000 m = 700 m.
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50. Valitaan koordinaatisto siten, ettd origo on heittopisteessi. Sovitaan suunta alas
positiiviseksi. Kun ilmanvastusta ei oteta huomioon, pallon liikettd voidaan pitda
tasaisesti kithtyvana.

1 .
a) Pallon putoamana matka saadaan yhtdlostd h = vt + 5 gt’ eli %tz +vt—h=0.

Lentoaika saadaan kdyttéen toisen asteen ratkaisukaavaa:

2 g
Yo i\/vo _4'5'(_}1) VN, +2gh

1=

2.8 g
2
_—15m/s£/(15m/s)* +2-9,81 m/s> - 114 m
9,81 m/s” '

Ratkaisuna saadaan ¢, = 3,52857 s ja t, = —6,6 s, joka hyldtaan. Pallo tormid4 maahan
3,5 s:n kuluttua.

b) Pallon nopeus on v =v, + gf =15m/s +9,81m/s”-3,52857s ~ 50m/s.

Pallon nopeus voidaan ratkaista my0s mekaanisen energian sdilymislain avulla:
1 1
mgh, + Emva = mgh, +§mvl .

Valitaan potentiaalienergian nollatasoksi maanpinta (4 = 0). Loppunopeudeksi saadaan

v, =+2gh, + v, =/2-9,81m/s> - 114m + (15m/s)* ~ 50 ms,

51. Ilmanvastusta ei oteta huomioon. Kiven ylospdin nousemisen aikana kiveen
kohdistuva paino tekee ty6td ja muuntaa litke-energian potentiaalienergiaksi. Putoamisen
aikana paino tekee ty0td ja muuntaa potentiaalienergian liike-energiaksi. Sovitaan rotkon
pohja potentiaalienergian nollatasoksi.

Yhtilostd mgh + %mvé = %mv2 putoamisnopeuden suuruudeksi rotkon pohjalla saadaan

v=v2+2gh =/(18m/s)* +2-9,81m/s> -49m ~35,85220 m/s.

Sovitaan suunta ylos positiiviseksi, jolloin rotkon pohjaan osumisen nopeus on

v =-35,85220 m/s.

Koska liike on tasaisesti kithtyvad, loppunopeus saadaan yhtilostd v =v, — gt .

Vo—Vv _18m/s—(-35,85220m/s)
g 9,81m/s’

Tapahtumaan kulunut aika on ¢ = ~5,5s.

Kivi putoaa 5,5 sekunnin kuluttua rotkoon nopeudella 36 m/s.
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52. [lmanvastusta ei oteta huomioon, jolloin kiven liike on pystysuunnassa tasaisesti

kiihtyvai ja vaakasuunnassa tasaista. Yhtdlostd 4 = 3 gt saadaan putoamisajaksi

2n [2:32
i= |7 = 222~ 2,55420s.
g 9,81m/s

Kantama on x =v,-#=22m/s-2,55420s = 56 m.

Lasketaan nopeuden suunta ja suuruus maahan osumisen hetkelld. Sovitaan suunta
ylospdin positiiviseksi. Nopeuden suuruus saadaan yhtélosta

v=v, ) =\ (-gn) +v,) =(-9.81m/s> 2,55420 ) + (22 mys)’ =33 mis,

Kiven nopeus y-suunnassa on v, =v, — gf. Koska kivi heitetdén rantatorméltd

vaakasuoraan, on voy = 0 m/s, joten v = —gt.
Nopeuden suuntakulma vaakatasoon ndhden saadaan yhtélosta
Vy —gt  -981mJ/s’-2,55420s

tang = —=
VeV 22 m/s

, josta a = —49°.

Kiven kantama on 56 m vaakasuuntaan, nopeuden suuruus 33 m/s ja suuntakulma —49°.
Nopeuden suunta on vaakatasosta vinosti alaspéin.

53. a) 1) Ei, koska nopeus ei ole vakio pystysuorassa heittoliikkeessa.
2) Ei, koska pystysuorassa heittoliikkeessd nopeus muuttuu positiivisesta negatiiviseksi.

3) Kylla, koska kiithtyvyys on vakio ja negatiivinen (hidastuva liike) ja nopeus muuttuu
kuvassa positiivisesta negatiiviseksi.

4) Ei, koska kiihtyvyyden tulee olla piirroksessa vakio.
5) Kylld, koska kiihtyvyys on vakio ja negatiivinen.

b) Kivi, joka putoaa vedessi: kiveen kohdistuvat voimat ovat paino, noste ja veden
vastus.

Karusellissa oleva henkilo: henkiloon kohdistuvat voimat ovat paino, lepokitka ja seinisté
henkil66n kohdistuva tukivoima.

=4
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54. a) Sylinteriin kohdistuva paino tekee ty6td ja muuntaa potentiaalienergiaa liike-
energiaksi. Kitkamomentti tekee tyotd ja muuntaa osan potentiaalienergiasta
rotaatioenergiaksi. Lahtokorkeus katon reunasta mitattuna on

h=6,0m-sin35° = 3,44146 m. Systeemin ulkoiset vastustavat voimat, kuten ilmanvastus,
voidaan olettaa vihéisiksi. Silloin sylinterin potentiaalienergia muuntuu vierimisen aikana
etenemisen ja pyorimisen liike-energiaksi ja mekaanisen energian sdilymislakia voidaan

2
soveltaa: mgh = Lo+ 10 ja edelleen mgh = L2 e L L2 2) e
2 2 2 2 r

Sylinterin nopeus katon reunalla on

2
L /4§h :\/4 0,81 m/s? -3,44146m < 6.70027 ms.

3

Sylinterin kulmanopeus on @ = A 6,70927 /s ~ 37 rad/s.

0,18m

b) Katon reunan jélkeen sylinterin liikettd voidaan tarkastella vinona heittoliikkeend,
jonka alkunopeus v, = 6,70927 m/s.

Alkunopeuden vaakakomponentin suuruus on

Vo, =V, €0835°=6,70927 m/s-cos35° = 5,49591 m/s.

Alkunopeuden pystykomponentin suuruus on

Vo, =V, $In35°=6,70927 m/s -sin 35° ~ 3,84828 m/s.

Pystysuunnassa sylinteri putoaa heiton aikana 5,0 metrin matkan, joten yhtilosta

1 , .1 5, o .
Y=t + 5 gt eli 5 gt” +v,,t — y =0 saadaan putoamisaika kéyttden toisen asteen

yhtdlon ratkaisukaavaa:

—V, £ \/(Voy)z —4-;g (=)
I

2. =
58
~3,84828 m/s + \/(3,84828 m/s)’ —4- ; .9,81m/s> - (=5,0m)
2.1 0 81ms?
2

Yhtélon ratkaisut ovat ¢, = 0,69089 s (tai t, = —1,47545 s).

Hyviksytddn vain ajan positiivinen arvo. Tdssé ajassa sylinteri liikkuu vaakasuunnassa
matkan x =v, .t =5,49594m/s-0,69089s = 3,8 m.
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