4.1 Polynomifunktion kulun tutkiminen
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Funktio f on kasvava jollain valilla, jos ehdosta
a < b seuraa ehto f(a) < f(b).

Funktio f on vaheneva jollain valilla, jos endosta
a < b seuraa ehto f(a) > f(b).

Mikéali funktio on koko ajan kasvava/vaheneva
jollain valilla, on se talla valilla monotoninen.



Jos f'(x) >0 jollain vélilla, on se talléin kasvava.
Jos f'(x) <0 jollain vélilla, on se talldin vdheneva.

Jos f'(x) =0 kaikissa valin kohdissa, on funktio f
vakiofunktio (talla valilla).

Esim. Milloin funktio fX) = x - lx* +3¢ -5
on kasvava®?

Kasvava, jos f'(x) >0

F)= 3,° -4 2 +3 40

sz—gx + 3

Milloin 35 -8x +3 >0

Ratkaistaan vastaava yhtalo:

sz-gx +3 = O
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Yhtalon nollakohdat ovat x= - =+
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eli sz-gx +3 >0

kunp x<-2+% tai E.ic
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V: f on kasvava kun

Y 49i =313 L4
5 tal x==3+1

~ 2,02

Esim. Olkoon funktio f(x) = x5 -5x

Tutki milloin funktio on kasvava ja milloin

vaheneva kulkukaavion avulla.



f)=5y" - 5

Milloin derivaatta on nolla?
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Funktio on kasvava kun x<-1 ja 1<x
ja funktio on vaheneva kun -1<x<1



Esim. Olkoon f(x) = x"A3+x-1
Osoita, ettd funktiolla on tasmalleen yksi
nollakohta.

Maaritetaan ensin derivaattafunktio:
f'(x) = 3x"2 +1
Sen nollakohdat ovat:
3xA2+1=0

xN2 =-1/3 => ei ratkaisuja
Tehdaan kulkukaavio:
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Funktio on kaikkialla kasvaval
Siksi silla on enintaan 1 nollakohta.

Bolzanon lause:

Funktio f on jatkuva, ja tiedetaan, etta
f0)=-1<0 ja f(1)=1>0

=> valilld ]0,1[ funktiolla on ainakin 1 nollakohta

=>Funktiolla on tasmalleen 1 nollakohta



4.2 Polynomifunktion aariarvot

s.109 digijohdanto

Suurin ja pienin arvo suljetulla valilla

Esim. Funktion f kuvaaja on
annettu vieressa. Mika on

funktion suurin arvo valilla :
a) [-2,1]? -
b) [-2,3]?

a) suurin arvo = 2,5

b) suurin arvo =7,8
(saadaan kohdassa x=3)

(saadaan kohdassa x~-1) 5 / z

Mika on funktion derivaatan arvo suurimman
arvon kohdalla? a-kohdassa O



Suljetulla valilla [a,b] jatkuva funktio f saa
pienimman ja suurimman arvon joko

» derivaatan nollakohdissa tai

 valin paatepisteissa a tai b.

Esim. Olkoon funktio f(x) = & x* -x -1

Mika on funktion suurin ja pienin arvo valilla
[-2,2]7

(f on jatkuva ja maaritelty kaikkialla)
On selvitettava derivaatan nollakohdat:

0= g be* -] 0 = x*-
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jolloin x -1 =0
x = |
x =01
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Funktion kulkukaavio:
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Tasta nahdaan, etta funktion pienin arvo
saadaan pisteessa x=1 ja suurin joko pisteessa
x=-2 tai x=2.

Lasketaan funktion arvot kohdissa -2,1 ja 2:
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Eli funktion f suurin arvo on 4 ja pienin arvo on
-2,75 valilla [-2,2]



Paikalliset aariarvot

4 3
Esim. Maarita funktion f(x) = X -5x + bx"
suurin ja pienin arvo.

Kuvaajasta ndhdaan, etta
derivaattafunktion nollakohdat
ovat x=0, x=1,2 ja x=2,6

Kohtia x~0 ja x~2,6 R \J
kutsutuaan paikallisiksi

minimeiksi.
Naista jalkimmainen on funktion pienin kohta.

Kohta x=1,2 taas on paikallinen maksimi.
Se ei kuitenkaan ole funktion suurin kohta, silla
tama funktio ei saa suurinta arvoaan missaan!

Paikallisia minimeja ja maksimeja kutsutaan
funktion paikallisiksi déariarvoiksi. Niissa f'(x) = 0.



Ratkaistaan funktion pienin arvo selvittamalla
derivaatan nollakohdat:

3 <
fI(X)= L"X -Ig)( +| L x

jolloin ~ 4x™ =15x™ +1x = ©
X (Ux™ = )5y +12) = 6
J'olxo X=0 +a bx"-J5x +12=0

(2= x=253)

Naista pienin arvo saavutetaan kohdassa

X=2,59, eli ﬁ _ Gs
(I5+8Js_3>= )17 - 165 {33
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Paikalliset aariarvot katsotaan tasmallisesti
kulkukaaviosta:
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Tasta voi paatella:
- funktion pienin arvo on olemassa

Tasta ei voi paatella:
+ onko funktiolla suurinta arvoa
« kumpi arvoista on pienin

Kokeilemalla funktiolle f eri arvoja saadaan
selville, etta

* minimeista toinen on pienin arvo

« maksimi el ole suurin arvo

f(0) =0 (min1)

f(1,16) = 2,1 (max1)

f(2,59) =-1,62 (Min2, pienempi)
f(-1) = 11 (suurempi kuin max1)



Tasmalliset ratkaisut saadaan aina selville
kulkukaaviolla ja eri funktion arvojen
kokeilemisella.

Kulkukaaviossa voi tulla myds tilanne
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Tallaista kohtaa, jossa f'(x)=0, mutta ei ole min
eika max, kutsutaan terassikohdaksi tai
satulapisteeksi.



Esim. Antti rakentaa talon
seinan viereen suorakulmion aita seina
muotoisen koira-aitauksen.
Antilla on 10m aitaa
kaytettavissa.

Mitka ovat aitauksen mitat, kun
halutaan, etta aitauksen pinta-
ala on mahdollisimman suuri?

Merkitaan talon suuntaista sivua y:lla ja kahta
muuta sivua x:lla.

Nyt 10 = x+y+x eli y= 10-2x

Toisaalta aitauksen pinta-ala on A = x-y
Silloin A(x) = x-(10-2x) = -2x"2+10x
Milloin A(x) on mahd. suuri?

Maéaritetdan derivaattafunktion A'(x) =



jolloin -4y +[0 =0
x =1,5
Eli A'(x) = 0, kun x=2,5

Tutkitaan funktion A &ariarvokohdat valilla [0,5]
(x on oltava positiivinen, mutta max 5)

Tehdaan kulkukaavio:
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Nyt pinta-alafunktion suurin arvo saadaan
kohdassa x=2.,5

Suurin arvo on siis A(2,5) = 12,5



