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2 Yhdistetty funktio integroinnissa

ENNAKKOTEHTAVAT

1. a) Jos funktio g on funktion f integraalifunktio, pitaa olla Dg(x) = f(x).
Derivoidaan funktio g(x) = (2x — 3)°.
g(x)=5-(2x—3)*-D(2x—3) =5 (2x — 3)* - 2 = 10(2x — 3)* = f(X),
joten funktio g on funktion f integraalifunktio.

Vastaus: Kylla on.

b) 1) Kokeillaan olisiko integraalifunktio F(x) = (5x +7)". Derivoidaan
lauseke ja tarkistetaan, saadaanko alkuperainen lauseke.
D(5x+7)"° =10-(5x+7)""-D(5x+7) =10-(5x+7)° -5=50(5%x +7)°.
Tama ei ole alkuperéinen lauseke.
Paatelladn integraalifunktioksi F(x) = 5—10(5X +7)°.
Derivoidaan lauseke ja tarkistetaan, saadaanko alkuperéinen lauseke.

1 1
D(5—10 (5x+7)°) = 10- % (5x+7)°*. B =(5x+7)°. Lauseke on sama
8

1
kuin funktion f lauseke.

2) Paatellaan integraalifunktioksi F(x) = %(3x2 -7)°.
Derivoidaan lauseke ja tarkistetaan, saadaanko alkuperdinen lauseke.

D(% @Bx*-7)°)=§8- % (32 =7)" -6x=6x(3x*—7)" . Lauseke on

sama kuin funktion f lauseke.



Juuri 7 » Tehtavien ratkaisut e Kustannusosakeyhtio Otava e pdivitetty 9.5.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

3) Paatelladn integraalifunktioksi F(x) = 2—17(3x2 -7)°.
Derivoidaan lauseke ja tarkistetaan, saadaanko alkuperdinen lauseke.

D( (3x -7 = 27/, g(Bx -7)¢ -};§x=2x(3x2 —7)%. Lauseke on

l
sama kuin funktion f lauseke.

Vastaus: 1) F(x):5—10(5x+7)1°, 2) F(x)=%(3x2—7)8

ja 3) F(x)=2—17(3x2 ~7)°.

2. a) Vesimé&aran muutosnopeus eli derivaatta hetkella ton f (t) = 95in(%t).

Vesimaaran ilmoittava funktio on siis funktion f jokin
integraalifunktio F.

1 1.1 1
F(t) =j95m(zt)dt =9-4_fzsm(zt)dt =-36c0s(1)+C

Integroimisvakiota C ei nyt tiedetd. Vesimadran vaihteluvali voidaan
kuitenkin selvitté. Koska cos(%t) on suurimmillaan 1 ja

pienimmilldén —1, on funktion F pienin arvo —36 + C ja suurin arvo
36 + C. Siis altaan vesimaarassa on vaihtelua
36+ C — (=36 + C) =72 (m3).

Vastaus: Altaan vesimaarassa on vaihtelua 72 mé.

b) Piirretddn funktioiden f ja F kuvaajat sopivalla ohjelmalla. Useimmissa
ohjelmissa muuttujaksi on vaihdettava x. Integroimisvakiota C ei
tiedetd, mutta koska C vaikuttaa vain kuvaajan pystysuoraan sijaintiin,
piirretddn funktion F kuvaaja, kun C = 0. Piirretdan siis funktiot

f(x) = 95in(% X) ja F(x)= —36005(% X).
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Vedenpinta on matalimmillaan, kun funktio F saa pienimmén arvonsa
eli kun funktion F kuvaaja on alimmillaan. Funktion F muutosnopeus
on t&lléin nolla ja muuttuu negatiivisesta positiiviseksi. Vedenpinta on
siis matalimmillaan, kun funktion f kuvaaja nousee x-akselin
alapuolelta ylapuolelle.

Vesi nousee nopeimmin, kun sen muutosnopeus on suurimmillaan eli
kun funktion f kuvaaja on korkeimmillaan. Funktion F kuvaaja
puolestaan nousee tall6in jyrkimmin.
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2.1 Funktion potenssi integroinnissa

201.
Funktio s(x) u'(x) s'(X)
u'(s(x))
(3x—1)° 3x—-1 x° 3
(3x2 —5)* 3x*—-5 x4 6X
(x3+3)° x2+3 x5 3x?
(E+1y X+1 X° 3

202. a) [3(3x—6)"dx

S(X) = 3x — 6, S'(x) = 3, U'(X) = x4, u(x) = £x5, u(s(x)) = %(3x )

[l

b) _[2x(x2 —3)3dx
s(x) =x2—3,8'(x) =2x, u (x) =x3,

u(x) = _EX u(S(X))———(X -3
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203. a)
=1
[1.7 7x-3)'dx=2] 7 (7x-3) d
s'(x) s(x) s'(x) u'(s(x)
-1 L9 e (7x-374C
7 4+
b)
=X
/_/%
c2x (X2 +1)%dx = = | 2x (x? +1)% dx
s'(x)  s(x) S () u(s(x))
1 2, 13+l 1.2 14
== —X+D)"+C==(x*+1)"+C
2 3+1 8
c)
-1
1 1
[z 5 (5x—2)—4dx=§j 5 (5x—2)™*dx
s'(x)  s(x) SO0 u(s(x))
1 sxeotiic=-Lxo2tsc
5 -4+1 15

204. )j3 (3x=1)° dx_—(3x 1)5+1+c_—(3x ~1)°+C

s'(x)
u'(s(x)
u(s(x))

Tarkistus: D( (3x-1)° +C)_— 6(3x—1)°-3=3(3x-1)°

b) [ 6x: (3% -5)° dx——(3x _5)*4C= l(3x 5% 4C
S(X) N %,—/

u'(s(x)) 1 00)

Tarkistus: D( (3x? —5)5+C)_ -5(3x* —5)* -6x=6x(3x* —5)*
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205. a)
=15
[15(3x+2)°dx = [5-3(3x +2)%dx
3
=5[ 3 )(3x+2) dx=5- l(3x+2) +C
s(X u'(s(x))
u(s(x))
_5 (3x +2)*+C

Tarkistus: D( (3x+2)* +C)— -4(3x+2)*-3=15(3x +2)°

b) [(4x-6)‘dx=1 j4 (4x—-6) dx=1.Lax—e) +C=2 (4x—6)5+C
5(X)=4x—6 s(x)%f—’ 45
s'(x)=4 v u(s(x)

Tarkistus: D(—(4x 6)5+C)_ 5(4x 6)*-4=(4x-6)"

206. a) Iﬁxz( x3+3)6dx:2'|'3x2(x3+3)6dx:2-%(x3 +3) +C :%(x“+3)7 +C

s(x)=x°+3 s'(x)
s'(x)=3x? V() u(s(x))

Tarkistus: D( (x° +3)7+C)_ T7(x*+3)°-3x% =6x* (x> +3)°

b)
X 54y _ (1 5
j(§+1) dx_j(3x+1) dx
%/_/
s(x):%x+1
s'(x)=3
3L . (Lyips
=3 3 (Gx+D
%/_/
s u(s(x)
—3.1 Ly e
=3 6(3x+1) +C
u(s(x))

“1X iy ec

" 2'3
istus: ooyl X e Lo (X
Tarkistus: D(§(§+1) +C)_2 6(3+1) 3 (3+1)
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207. &) [(6x+1)’dx = [ (36x" +12x+1)dx

:36%x3+12%x2+x+c
=12x3 +6x>+x+C

b)
j(6x+1)2dx=%j 6 (6x+1)%dx
s,(x):6x+l s'(x) u'(s(x)
s'(x)=6
% %(6x+1) +C
1
18(6x+1) +C
c)
[ 4 (6x + 1)° X-
Integraali: % 6x+1) +c
$1
2
PoistaSulkeet: |:1+12x +6x2 +x+ﬁ
a- ja b-kohdissa saadut tulokset vastaavat ohjelmalla saatua.
Integroimisvakion muodolla ei ole merkitysta.
208. a) j sox=[ 1 - (x+1) *dx
(x+2)° SO0 w(s(o)
=3 1(x+1) 2y C
—%+C, x<-1
2(x+1)
b)

_[ 2X__ gy =.[2x(x2 +5)7dx
(x* +5)* YO Rt

:_il(x2 +5)"+C




Juuri 7 » Tehtavien ratkaisut e Kustannusosakeyhtio Otava e pdivitetty 9.5.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

209. a) fx(3x +1) dx_ljex(3x +1)°% dx
s(x =3x2+1 6 (x)%’_J
s'(X)=6x u'(s(x))
11,42 4
5 4(3x +1)"+C

=2—14(3x2+1)4+C

dx = J'3x(3x2 +1)7° dx
\%/—J

s(x)=3x%+1
s'(x)=6x

I6x (3x* +1)° dx
SO w(s()

-_lz(\?»x2 +1)?+C
4(3x° +1)

)1(32 11)°

1
2
1
2
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VAHVISTAVAT TEHTAVAT

210. a) [-—— (3 dx [6(3x—4)"dx

=2j 3 (3x—4)"dx
S'(X)%f_/
u'(s(x))

—5+1
=2 —_5 £ (3x—4)
=2~_—4(3x—4)‘4+C

2(3x—4)

3x-4)°
b) I%dxﬂ%@x—@sdx
=211 3 (3x-4)°dx
63l XY
u’(s(x))
11
8 6(3x 4)° +C

108 —(3x— 4) +C
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211.  Kaikki funktion h(x) = _6 X > —l, integraalifunktiot ovat

(8x+2)*’ 4
[ 6
H () _I(8x+2)4 dx
= [6(8x+2)dx

=6-%I 8 (8x+2) dx
SO) T y(s(x

_6 1 -3
=3 _3(8x+2) +C

1 1
=—=.—=—+C
4 (8x+2)°
1 1
=————+C, kunx>-=.
4(8x +2)° 4
: . 1, 1.
Ratkaistaan vakio C ehdosta H (_5) =7
1,_1
48 (=g)+ 2)°
1,01
176772
_1
C_Z'

1 1y

) 1
Kysytty funktioon H(X) = ——————+ =, =,
i W= exr2r T2
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212. dx

%) Ix+1_ x+1
= [(x+1)"dx
=j 1 -(x+1)dx

%/_/
s'(X)  u'(s(x))
=In|x+1 +C

>0,
kun x>-1

=In(x+1)+C, x>-1

b) I4EX2x =I4—12x o
= I(4—2x)’1dx
=—%j—2 (4-2%)"dx
SO y(s(o)
—%In 4-2x +C
>0, kunx<2

=—%In(4—2x)+C, X <2
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6dx 6
213. a)fsx 5= 3 5

_j6(3x—2) Ldx
=2[ 3 -(3x-2)"dx
%/_/
s'(x) u'(s(x))
=2In [3x-2+C
%/_J

2

>O,kunx>§
_ 2
=2In(3x-2) +C, x>§
3
b) [~ dx= x= [ 2% dx
3+3x 3(1+x ) 1+x*

—IZX (L+x*)dx
= l.|'4x3 (L+x*)"dx
2 , —_—
SO (st
=lln|1+ x*[+C

2
>0

:%In(1+ x*)+C

214, a) | Xfi‘ﬂrdx = [4x(x* + 4) "
= 2Jl2x(x2 +4)tdx
=2In|x* +4/+C

>0
=2In(x* +4)+C

b) [ L2 dx = [15(5x +15)

5x +15
=3[5(5x+15)"dx
=3In|5x+15/+C

>0, kun x>-3

=3In(5x+15)+C, x>-3
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215.  a) j%dx:j(x—;%)dx
= [ (x+2-Lyax
% x* +2In|x/+C
%x2+2Inx+C x>0
b) J. dx jx(x +2)'dx
=%j2x(x +2)"dx
=%In|x2j 2+C

=%In(x2 +2)+C

216, a) [Vx+lix=| 1 -(x+1)%dx

%,_/
s'(X)  u'(s(x))
1 ]

= X+1)77+C
+1( )

1
2

2 3
=§(x+1)2 +C
:%(x+1)\/x+1+c, X>-1

1
b) I4J2x+6dx=2j 2 -(2x+6)2 dx
s'(x) u'(s(x))

_2. L (ox+6)2t4C
B +1

1
) s
2-§(2x+6)2 +C
=%(2x+6)\/2x+6+C, x> -3
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1
217. a) IZX\/XZ +1dx=j 2x - (x*+1)% dx

s'(x) u’(s(x))

1

1a
= (xX*+1)?2 " +C
++1

=%(x2 +DVX* +1+C

b) j\/3—xdx =j(3—x)%dx

1
=—[ -1-3-x)dx
%/_/
s'(x) u'(s(x))

1 £}
(B3-x)2 +C
++1

=—%(3—X)\/3—X+C, Xx<3

1
218. a) jﬁdx:jz(sxw) 2dx

5.1 4
= -§j3- (3x +6) 2dx

SO u(s(x) )
_g. 1 —§+l
=3 _%+1(3x+6) +C
_4

3 3X+6+C,x>-2

8X 2 -1
b) | dx = [8x(x" +3) Zdx
2
X2 +3 .
=4I 2x (x* +3) 2dx
SO0 (s

4. 1l.0 ot

=4-7(x*+3)2+C
3

=8Vx?*+3+C
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219.  Funktion f(x)= x/x% +4 Kaikki integraalifunktiot ovat
F(x) = [ x¥/x +4dx
= jx(xz + 4)%dx
= %IZx(x2 + 4)%dx
=%-%(x2 +4)% +C
1

3
:§(X2 +4)2 +C.

Kysytty integraalifunktio saa arvon 9, kun x =+/5.
Ratkaistaan vakio C ehdosta F(~/5)=9.

3 3
F(«/§)=%(J§2 +4)? +C=%-92 +C=9+4C

9+C=9
C=0

3
Kysytty funktio on F(x) :%(x2 +4)? :%(x2 +ANX +4.
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220.

221.

X
X% +1

Funktion f(x)= kaikki integraalifunktiot ovat

_[_x I
F(x)_jx2 L dx=70¢ +D+C.
Kuvaaja kulkee pisteen (0, 2) kautta, eli F(0) = 2.
F(0) =%In(02 +1)+C =%In1+C -C

Cc=2

Kysytty integraalifunktio on F(x)= %In(x2 +1)+2.

a) Ratkaisuja on darettémén monta erilaista, vain mielikuvitus on rajana.
Funktioksi kelpaa esimerkiksi f(x) = (2x + 1)*, jonka integraali on

[ +1)4dx=%j2(2x +1)*dx =%-%(2x +154C =%(2x +15+C

. 3 1. . .
jag(x)= L X > 3 , jonka integraali on

3 _ 14y - 1
I3x+1 dx_J‘3(3x+1) dx=In|3x+1+C =In(3x+1), x> 3

b) Funktio, jota ei voi integroida tdman luvun saannoilla, on esimerkiksi

funktio f(x)= g L e Siséfunktion x? + 1 derivaattaa 2x ei pystyta
+

muodostamaan eiké se ole funktion lausekkeessa valmiina. Lauseketta

ei mydskaan pystyté kirjoittamaan polynomina, kuten vaikkapa

(C+1)2=x+2x+1.

Kun integroidaan f(x) symbolisen laskennan ohjelmalla, saadaan

integraaliksi ——— + L arctan (x)+C.

2(x*+1) 2
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222.

Funktion f(x) = 15x?(x® — 1)* kaikki integraalifunktiot ovat
F(x) = [15x° (* ~1)*dx = (x* ~1)° + C.

Funktio on aidosti kasvava, jos sen derivaatta on ei-negatiivinen eli
F'(x) > 0 ja derivaatta saa arvon nolla vain yksittaisissa kohdissa
(terassikohdat).

F'(x) = f(x) = 15x%(x®— 1)*> 0, koska x? > 0 ja (x> — 1)* > 0 koko R :ssd
ja F'(x) = 0 vain yksittaisissa kohdissa x = 0 jax = 1.

Talloin F(x) = (x3 — 1)° + C on aidosti kasvava kaikilla vakion C arvoilla.
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223.

Funktion f(x) = 16x(x? — 1) kaikki integraalifunktiot ovat
F(X) = [16x(x" —1)°dx = 2(x* ~1)* +C.

Ratkaistaan vakio C ehdosta F(0) = 4.
F(0)=2(0?-1)*+C=2+C

2+C=4
C=2

Nain ollen F(x) = 2(x2 — 1)* + 2.

Osoitetaan, ettd F(0) = 4 on maksimiarvo ja ettd kohdassa x = —1 funktio F
saa minimiarvon 2.

Funktio F(x) on polynomifunktiona madritelty ja jatkuva koko
reaalilukujoukossa. Adriarvojen maarittamista varten tarvitaan derivaatan
nollakohdat.

F'(x) = f(x) = 16x(x* — 1)* =0, kun
x=-1,x=0taix=1

Testiarvot:
F(-2)=-864<0, F(-1) =%7 >0, F(2) =—2—87 <0 jaF(2) = 864 > 0.
Funktion F kulkukaavio:
-1 0 1
F'(X) - + - +

F(X) — 7T |_—

Kulkukaavion mukaan x = 4 on maksimikohta eli F(0) = 4 on
maksimiarvo.

Kulkukaavion mukaan funktiolla F on minimiarvo kohdassa

x = —1 ja kyseinen minimiarvo on F(-1) = 2((-1)? - 1)*+2=2.
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224.  Funktion g(x):—xzzx1 kaikki integraalifunktiot ovat
+
2X 2
G(x)=|- dx=-In(x"+1)+C.
(=[5 (x* +1)

Kuvaajalla on oltava tangentti x+y+In2=0, josta y=—x—-1In2.

Tangentin kulmakerroin on —1.
Tangentin kulmakerroin on derivaatan arvo sivuamispisteessa.
Ratkaistaan tangentin sivuamispiste ehdosta G’(x) = g(x) = —1.

2X

x* +1

x=1

Sivuamispisteen y-koordinaatti, kun x =1 ony = -1 — In2, joten
sivuamispiste on (1, =1 — In2).

Sivuamispiste on kéyrélla G(x), joten G(1) = —1 — In2. Ratkaistaan C.
G()=-In(1*+1)+C=-In2+C

—In2+C=-1-1In2
C=-1

Kysytty integraalifunktio on G(x) = —In(x* +1) -1,

225. a) j(2x+1)(x2+x)7dx=%(x2+x)8+C, x>0

b) J(x+1)\/x2 +2X dx:j(x+1)( X2 +2x )%dx

s(x)=x2 +2x
s'(x)=2x+2

= l_|‘(2x+ 2)(x* + ZX)% dx
2797500 7 yse)

3
=%-%(x2+2x)2 +C
=%(x2+2x)\/x2+2x +C, x>0
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226, a) [(2X( + %) + (X + x)'*)lx
= [@x- (¢ +%)° + 1 - (¢ +%))dx
= j (X% + x)°(2x + 1)dx

= [ (2x+1) (x* +x)"dx
s'(x)
=1—11(x2 +x)"+C

b) I(Zx—6)J2x—6dx=I(2x—6)1-(2x—6)%dx
=j(2x—6)%dx=%%-(2x—6)g e

1 2+1 1 5 1
1 (2x-8)"7 +C=L(2x-6)"-(2x-6)? +C
=%(2x—6)2\/2x—6+c,x>3
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227. a)JInde Il Inx dx——(lnx) +C,x>0

u(x)=xt
s'(x) s(x)=Inx

b) | ==—dx=| = (Inx)"dx=In(Inx)+C, x>1
.[xl nx .[s(x) - o

J AX+2 gy - jZ-(2x+1)(x2+x+1)’1dx:2ln|x2+x+]4+C
X +xil 5(%) u(s(x)

Yhtalolla x? + x + 1 = 0 ei ole ratkaisua (diskriminantti D = =3 < 0),
joten itseisarvomerkkien sisalla olevalla lausekkeella x? + x +1 ei ole
nollakohtia. Koska lausekkeen kuvaaja on yléspdin aukeava paraabeli,
se saa vain positiivisia arvoja. Tulos voidaan kirjoittaa ilman
itseisarvomerkkeja:

2Inx2 + x + 1| =2 In(x? + x + 1).

b)jX X 42X gy jde [ dx=1 [ xax
2x+4 ZM 2
_1le,co 1x2+C X> -2
2 2 4
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229.

a) Kayran pisteen (x, y), x > 1, etaisyys suorastax =1 on x — 1.

Funktion f(x) muutosnopeus eli derivaatta on kdantden verrannollinen
etdisyyteen x — 1, joten f'(x)= Ll , missa k on
X—

verrannollisuuskerroin.

Funktion muutosnopeus eli derivaatta ilmoittaa tangentin
kulmakertoimen, mika kertoo funktion kuvaajan jyrkkyyden.

Kun etdisyys suorasta x = 1 pienenee, kaantaen verrannollisuuden
perusteella derivaatan arvo f “(x) suurenee. Nain ollen kéyrd y = f(x) on
sité jyrkempi, mit& 1ahempéni kohtaa x = 1 ollaan.

Saman asian voi todeta myds derivaatan lausekkeesta: Mita l&hempéna
kohtaa x = 1 ollaan, sit4 lahempand nimitt4j& x — 1 on nollaa. Kun
vakio k jaetaan hyvin lahella nollaa olevalla luvulla, tulee tulokseksi
itseisarvoltaan hyvin suuri luku. Tall6in kayra on sita jyrkempi, mita
lahempéna kohtaa x = 1 ollaan.



Juuri 7 » Tehtavien ratkaisut e Kustannusosakeyhtio Otava e pdivitetty 9.5.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

b) Muutosnopeus kohdassa x = 2 on 2, mistd ratkeaa k:
fi(2)=2

k.
2-1

=2
k=2

Siten derivaattafunktio on f'(x) = il
X —

Funktio f(x) saadaan integroimalla /' (x).

f(x)=jxi_ldx=2j(x—1)-1dx=2|n|x—u+c=2|n(x—1)+c

>0

Kayra kulkee pisteen (JE +1, 2) kautta, eli F(\/E +1)=2

F(Ve+1)=2In(~e +1-1)+C =2In(v/e) +C =In(~e)* +C
=In(e)+C=1+C

1+C=2
C=1

Kysytty funktio on f (x) =2In(x-1) +1.
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230.

Xx>-1

f(x) =

1
2Ux+1"
Suora 4x +y — 4 =0 on ratkaistussa muodossa y = —4x + 4.

Syntyneen kolmion kanta on pisteiden v
(0, 0) ja (1, O) etéisyys, eli 1.
Kolmion korkeus on funktion F(x)
kuvaajan ja suorany = —4x + 4
leikkauspisteen y-koordinaatin ja x- P
akselin valinen etaisyys. Madritetdan
kolmion korkeus h kun tiedetaén, etté

y= —4r+4

pinta-ala on == 23
8 ,
23
Ah 3
1-h_2
5 12
_23
h= 4

Koska leikkauspiste on suoralla y = —4x + 4, saadaan ehto:

|-4x +4| = % (pisteen y-koordinaatin etéisyys x-akselista)

__ 1 _39
X="16 *=16

Vastaavat y-koordinaatit suoran yhtélon avulla laskettuna ovat

—4(— )+4 23 Ja—4( )+4— 243

Leikkauspiste on (— ) tai (— —-£2).

16" 4

Leikkauspisteen perusteella F(—— =23 g F(Q -2

4 16’ 4
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Jokin F(x):
1
F(x)= dx =+x+1+C,x>-1
0= g
F(_E)_ 4 @ F(lG) 4
~ggr1+C=2 W, .o 2
mJFC_ 4 16+1+C 2
C=5 C:%

Kysytty integraalifunktio on
F(X)=vX+1+5 tai F(x)= x+1+%.
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2.2 Eksponentti- ja trigonometristen
funktioiden integrointi

YDINTEHTAVAT

231.
Funktio u'(s(x)) | s(X) u'(x) s'(X)
e¥ 4x e* 4
&35 3x2-5 e* 6x
sin 3x 3x sin X 3
cos (x? — 3x) X2 — 3X COS X 2X—3

232. a) I(cosx+sin X)dx :Icosxdx+fsin xdx =sinx—cosx+C

Tarkistus: D(sin x — cos x + C) = ¢cos X — ( —sin X) = cos X + sin X

b) J'(Zex +3cos X)dx = 2J'exdx +3jcos xdx = 2e* +3sinx+C

Tarkistus: D(2e* + 3sin x + C) = 2e* + 3cos x

233. a) j 2 - e dx=e"+C

s'(x) u'(s(x))

Tarkistus: D(e* + C) =e* - 2 = 2¢*

b) jGe3de=2j 3. e¥ dx=2e"+C
S(x) u'(s(x)
Tarkistus: D( 2e¥ + C) = 2¢* - 3 = 6e*
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234. @) [ 4 - cosax dx=sin4x+C
s'(X)  u'(s(x))
Tarkistus: D( sin 4x+ C) = cos 4x - 4 = 4 cos 4x

b) Isiandx:%j 2 sin2x dx:—10052x+C

2
s'(X) u'(s(x))

Tarkistus: D(—%cos 2x+C)= —% -(=sin2x) -2 =sin 2x

235 a) [Bedx=-2[ -4 - e dx=-2¢"+C
S(x) u'(s(x)
Tarkistus: D(—2e# + C) = -2 . (-4) = 8¢ ¥

b) jegdx=3j‘ % - e3 dx=3e*+C

o V0D

w(x

X
Tarkistus: D(3e3+C) 3e3.-==¢

1
3

5x _l 5x
236. a) Ie dx_5'|'s’(5x) u(S(X»dx—se +C

b) j6xe*zdx=3f 2x - e dx=3e* +C
S0 U(s(0)

237. a) jtsm3t2dt_ J.6t sin3t? dt_—60053t +C
s'(X) u'(s(x))

b) _[3t2 cos 2t°dt :lj 6t? cos2t’dt = £sin2t® +C
2 ® (s 2
S u'(s(t
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238. a) fletsin4t2dt=2j 8t sin4t?dt=—2cos4t? +C
H_/
s'(t)  w'(s(t))
. _ 1 . __l
b) J'35|n6t dt_i-[ i) S,I(n(g)tdt_ 2cosGt+C

239.  Funktion f(x) = 2sin x + cos 2x kaikki integraalifunktiot ovat
F(x)= I(Zsin X +C0s2x)dx = —2cosx+%sin 2x+C

Ratkaistaan vakio C ehdosta F(n) = 3.

F(n):—2c05n+%sin2n+c =—2'(—1)+%'0+C _24iC

2+C=3
Cc=1

Kysytty funktio on F(x)=-2cosx + Lsinox+1.

2
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240.

Mittaushetki (min) 0 | 20 | 40 | 60 | 80 | 100
Lukumadran muutos (kpl/min) | 52 | 39 | 30 | 25 | 17 | 11

Piirretadn havaintoaineiston pisteet koordinaatistoon ja sovitetaan
pisteisiin eksponenttifunktio.

Geogebralla
1. Lisataén luvut taulukkoon (mittaushetket sarakkeeseen A ja
lukumaéaran muutokset sarakkeeseen B).

A B
2 20 39
3 40 30
4 60 25
5 80 17
6 100 11

2. Luodaan taulukon tiedoista pistelista.

3. Sovita eksponenttifunktio pisteisiin komennolla
SovitaEksp[ <Pistelista> ].

(40, 30)

(80, 17)
(100, 11)
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a)

b)

Aineistoon sovitettu eksponenttifunktio on f(x) =~ 54,058e %% kun
kertoimet ilmoitetaan kolmen desimaalin tarkkuudella. Kaytet&én
jatkossa funktiosta GeoGebran kayttamaa mahdollisimman tarkkaa
muotoa.

Funktio f ilmoittaa populaation elididen maaran muutoksen hetkella
X (min).

Hetkellinen muutosnopeus saadaan funktion arvona hetkelld
2,5 h =150 min.

f(150)=5,77...~ 6

Populaation hetkellinen muutosnopeus 2,5 tunnin kuluttua on noin 6
eliotd minuutissa.

Populaation koko saadaan funktion f integraalifunktion avulla
symbolisella laskennalla.

F(x) = f(x)dx=-3624,525 005X 4 o

Alkuhetkelld x = 0 elidita on noin 500 kpl. Ratkaistaan t&st& ehdosta
vakio C.

F(0) +C =500
C =4124,53

Populaation kokoa kuvaa funktio F(x) = -3624,53¢€°"°* +4124,53.

Tunnin kuluttua mittauksen aloittamisesta populaation koko on
F (60) = 2643,32 ~ 2600 eliota.
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VAHVISTAVAT TEHTAVAT

241.

242.

243.

a) I%dx:j%sinxdx=%(—cosx)+c = C°25X+C _—%cosx+C

b) jsm dx = Zj— sm— dx——2c032+C

H—/
s(0)=5x $'(X) u'(s(x))
s'(x)=%

c) _f(2x+sin2x)dx= X2 —%cost+C
e* _ l X _l X
a) -[de_he dx—4e +C

b) jezdx=4j%ezdx=4ez +C

C) _[e _4de_16-|. —4e*dx = 1 *4C

6

a) f(e )2dx = IS(GXJ)ZXZde— 2IZeZde=%e2X +C
X)=2

b) IVe‘de= * dx =—2J' Px=-2e +C=-2e* +C

s x)-——x

s (x)———

1 3 _ -3x __4 -3x —3x
o) | () dx= [ :&%;:%de j —3e ¥ dx = 3 +C
1
=——=_4+C
SeSX
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244. A jsin xdx = —cosx +C

Kosinin jakso on 27, joten mahdollisia kuvaajia ovat Il ja IV,

Sini on positiivinen yksikkdympyréan kahdessa ensimmaéisessa
neljanneksessa, eli kun 0 < x <z, joten integraalifunktio —cos X on
kasvava télla valilla. Oikea kuvaaja on IV.

B _fcosxdx:sin Xx+C

Sinin jakso on 2z, joten mahdollisia kuvaajia ovat Il ja IV. Kosini on
negatiivinen yksikkéympyran toisessa ja kolmannessa neljanneksessa,
eli kun % <X< 3?“ Tallgin integraalifunktio sin x on véhenevé. Ainoa

mahdollinen kuvaaja on II.

C _[ g*dx=e*+C
Eksponenttifunktio on kasvava koko maérittelyjoukossaan, joten
eksponenttifunktion kuvaajaksi kdy vain kuva Il1.



Juuri 7 » Tehtavien ratkaisut e Kustannusosakeyhtio Otava e pdivitetty 9.5.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

245, Kaikki funktion h(x) = e** integraalifunktiot ovat
H(x) = e2X +C.

Kuvaaja leikkaa y-akselin pisteessd (0, —1), joten H(0) = —1.
Ratkaistaan C té&sté ehdosta.

1

H©O) = = e2 0+C—§+C

1 __
5 +C=-1

__3
C= 2

Kysytty integraalifunktio on H(x)—% _

N w

Funktion kuvaaja leikkaa x-akselin, kun y-koordinaatti on nolla.

In3

Funktion H kuvaaja leikkaa x-akselin kohdassa x = R
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246.

247.

Funktion f(x) = cos x —2 sin x kaikki integraalifunktiot ovat
F(x) =sinx + 2cos x + C.

Kuvaaja kulkee pisteen (0, 1) kautta,
kun C =—1, koska:

F(O)=sin0+2cos0+C=2+C

2+C=1
C=-1.

Vastaavasti kuvaaja kulkee pisteen
(0, 0) kautta, kun C = -2 ja pisteen (0, —1) kautta, kun C = 3.

Funktion f(x) = * — 3 kaikki integraalifunktiot ovat
F(x)=((¢"-3)dx=¢€"-3x+C.

Muodostetaan funktion F kulkukaavio.
Funktio F derivaattafunktio on f. Lasketaan sen nollakohdat.
g-3=0

x=1In3

In3
F’(x) - +

= (X) \ /

Funktiolla on pienin arvo kohdassa x = In 3.
Ratkaistaan C yhtalosta F(In 3) = 4.

e"3-3In3+C=4
C=3In3+1

Kysytty funktio on F(x) = ¢ — 3x + 3In 3.
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e*+1]+C=In(e* +1)+C

s'(X)  u(s(x)) >1

X

248, a) Ieeildx:f e (&' +1) ™ dx=In

b) jexe—:rldx=_[[§—z+eix)dx='f(l+e‘x)dx=x—e‘x+C=x— Lic

e

1
C) J.eX\/eX +1 dx:.[ e’ (" +1)% dx
s' (X)) u(s(x))

2 3
=§(eX +1)2+C
:%(ex +1)ve* +1+C

249. a) f(ex +1)%dx =_|'(e2X +2e* +1)dx =%e2X +2e* +x+C

) [ e (¢ +1 dx = (e +1)* +C
e

c) _[sin XC0s” Xdx = —I—sin x (Cos x)?dx = —l(cos x)}+C
%/—/%f_/ 3
SO)w(s(x))



Juuri 7 » Tehtavien ratkaisut e Kustannusosakeyhtio Otava e pdivitetty 9.5.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

250.

Kaikki funktion g(x) = —6 sin 3x integraalifunktiot ovat
G(x)= I—Gsin 3xdx = —2_[3sin3xdx =—-2(—c0s3x) +C =2cos3x+C.

Kuvaaja kulkee pisteen (g, 1) kautta, joten G(%) =1

Ratkaistaan vakio C téasta ehdosta.

G(g)zzcos(%)w:z-owzc

c=1
Kysytty funktio on G(x) =2cos3x+1.

Ratkaistaan yhtélé G(x) = 2.

2c0s3x+1=2
2cos3x=1 ||:2
_1
c053x_2
3x=i%+n~2n :3
4T 2n
X _9+n 3,neZ
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251. a)

b)

Funktion f(x) = 6cos 2x kaikki integraalifunktiot ovat
H(x)= I6costdx = 3j20052xdx =3sin2x+C.

Funktiolla H on nollakohta x :% eli H(%) =0.

Ratkaistaan C tasta ehdosta.

L - P . —13sin® =
H(4) 3$|n(2 4)+C 35|n2+C 3+C
3+C=0

C=-3

Kysytty funktio on H(x) = 3sin 2x — 3.

Muut funktion H nollakohdat:
3sin2x—-3=0
3sin2x=3 ||:3
sin2x=1

2x=24n.2n |12 tai 2X=n—%+n-2n=%+n-2n

+Nn-m, NeZ X:£+n-n,neZ

X = 4

IS N

Funktion H suurin arvo on 0 ja pienin arvo
on —6. Funktio saa arvot vililtad [-6, 0].

3sin2x -3

H(x) = 3sin 2x — 3

Funktio sin 2x saa arvot vililta [1, 1], —-1<sin2x<1 ||-3
funktio 3sin 2x saa arvot valiltd [-3, 3] ja —3<3sin2x<3 ||—-3
funktio 3sin 2x — 3 saa arvot valilta [-6, O]. —6<3sin2x-3<0
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252.  Funktion f(x) = e* kaikki integraalifunktiot ovat

F(x)= jezxdx = %.[ 2e¥dx = %ezx +C.

Tangentiny = x + 2 kulmakerroin on 1, eli sivuamispisteessé
F'(x) =f(x) = 1.

eZX — 1
2x=In1=0
x=0
Kun x = 0, tangentin y-koordinaatti y = 0 + 2 = 2. Sivuamispiste on (0, 2).

Sivuamispiste on tangentille ja kayralle yhteinen piste. Ratkaistaan
ehdosta F(0) = 2 vakio C.

F(O)=%ez'°+C=%+C

N[~
Njw N

+C
C

Kysytty integraalifunktio on F(x)= %e“ +% .

253. a) Funktio, jonka derivaattafunktio on sama kuin funktio itse on
esimerkiksi f(x) = e*. Lisaksi f(0) = e° = 1.

b) Funktio f, josta tulee derivoitaessa —f on esimerkiksi f(x) = e™.
Tarkistus: De ™ =—e™
Lisaksi f(0) =e° = 1.

c) Funktio, jonka toinen derivaatta on —f on esimerkiksi
f(x) = cos x, koska f¢(x) = -sinx ja f®(x) = -cosx.
Lis&ksi f(0) = cos 0 =1.
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254.  Funktion g(x) = —e~* kaikki integraalifunktiot ovat
G(x) =I—e’*dx =e " +C.

Hahmotellaan kuva jollakin muuttujan C arvolla.

4

X

Tangentin kulmakerroin kohdassa x =1 on G'(1) =g(1) = —e ' = —% .

Sivuamispisteen y-koordinaatti on

1
G(1)=el+C== +C.
e

1
Tangentti kulkee pisteen (1, . +C) kautta.

Tangentin yhtéld on

G N v
y-(E+0) = -1x-1)
y:—lx+l+l+c
€ e €
=142
y= eX+e+C'

Kolmion kanta on tangentin ja x-akselin leikkauspiste:
—l X+ g +C=0
e e

x=2+ Ce.

Kolmion korkeus on tangentin ja tangentin ja y-akselin leikkauspiste:

_2
y—e +C.
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Muodostetaan pinta-alan lauseke kannan ja korkeuden avulla.
_1 2. cy=-14 20y= 2 C’e
A= 2(2+Ce)(e +C)= 2(e +2C+2C+C%)= o +2C+ >

Koska pinta-ala on % , muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan C:
g+ 2C+=—= Ce_2
2 e
C’
2C+—== 2 =0
C(2+ 2 =0
C=0tai 2+ c:2e 0
Ce_
> = 2
c=-2
e

Kysytty integraalifunktio on

cxm:yﬁmeuyw*—g.
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E

255.  Funktion f(x)= >
e 1
Fo=["5-dx=] 3

s'(x)

kaikki integraalifunktiot ovat

1, 1,
.e2 dx=e2 +C=+e*+C.
u(s(x)

Kohdassa x = 1 tangentin kulmakerroin on

i

F@)=f1)=—

e
Tangentin yhtélo, kun k = gja tangentti kulkee pisteen (=3, 0) kautta:

0=§(x+3)
e, 3/
Y= X

Kunx =1, sivuamispisteen y-koordinaatti on

Tangentin sivuamispiste on (1, 2</e).
Piste on myds kayralla F(x), joten F(1) = 2+/e .
F()=ve' +C=+e+C

Je+C=2Ve
C=+e

1 x
Kysytty integraalifunktio on F(x) =e* +/e = (e*)2 +/e =e2 ++/e.
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256.  Funktion g(x) jakso on 2 ja arvojoukko on [1, 3].

YA p1d S5nt
(5,3) (55 3)

—

jakso 21 (Tn, 1)

1 1 1 1 1 | X
X r 3k 2r S5k 3¢
2 2 2

Oletetaan, ettd funktio on g(x) = Asin x + B.

Koska f (%) =3, saadaan Asin%+ B=3 eli A+ B =3. Ehdosta

f(37”) =1 saaadaan Asin37”+ B=leli-A+B=1.

Yhtaloparista ratkeaa, ettd B = 2 ja A = 1. Siten g(x) =sin x + 2 ja
f(x) = g'(x) = cos x.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

257.  Ratkaistaan integraali kirjoittamalla a* kantaluvun e eksponenttina ja
kaytetddn yhdistetyn funktion integrointisdantoa.

a= eIna

_[axdx=.[ e dx= L jlna e k=L g 4C
Ina Ina
u(x)=e* s'(x)  u(s(x)) —a*
s(x)=xIna
s'(x)=Ina
= iax +C
Ina

Sovelletaan saatua kaavaa funktioon 2%, eli kun a = 2.

Xy — L ox  ~_ 2"
jz dx=1 52" +C=15+C

Esimerkissa 2 paadyttiin samaan tulokseen.

Vaihtoehtoinen tapa kaavan johtamiselle:

Ratkaistaan integraali derivaatan avulla.
Da*=a"Ilna

jaxdx=ijlna-axdx=iax+c
Ina’=—-—""Ina
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258. a) .[(6xe3x2+x + e3x2+x)dx _ J‘(Q e3X2+)< +1-‘ e3x2+x)dx
= J‘eszﬁ< (6)( +1)dx = J.(GX +1) e3x2+xdx _ e3x2+x +C
s'(x)

b) J'(ezx sin® x + e cos® x)dx = j(sinz X +c0s” x) e**dx
%,—/

=1

:Ie“dx :%e2X +C

259.  Ratkaistaan ensimmaisen kertaluvun derivaatta /.
f'(x)= I f(x)dx = I(—4sin 2X —4c0s2x) dx
=-2[ 2sin 2x dx - 2[ 2cos 2x dx
=2c0s2Xx—2sin2x+C

Ratkaistaan vakio C ehdosta f '(%) =-2.

"z = .Y _2sin(2- & - T _osin®+Cc=2.0-2.
f(4) 2c0s(2 4) 2sin(2 4)+C 2cos2 25|n2+C 2:0-2:-1+C
=-2+C

—-2+C=-2, jotenC=0
f'(x) =2cos2x —2sin 2x

Selvitetaan funktion f lauseke integroimalla:
f(x) =I f '(x)dx =I(2c052x—25in 2X) dx =sin2x+cos2x+ D
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Lasketaan f(%) ja ratkaistaan vakio D ehdosta f(%):%.
Ty _sin(2. & Ty, DosinEicos®ip=Y3 1
f(6)_sm(2 6)+cos(2 6)+D sm3+cosg+D > +2+D
V3.1 ~_1+V3
= +2+D_ > +D
§ _\/5—1
f(6)_ 2
1+2ﬁ+D=ﬁ2—1
D_Y3-1-1-43
- 2
D=-1

Kysytty funktio on f(x) = sin 2x + cos 2x — 1.

Ty _gin® 4 cos®_1=Y2 N2 1_ /5.
f(g)_sm4+cos4 =+ 1=2-1
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260.  Muunnoskaavasta 2sin X cos X = sin 2x saadaan

sinxcosx:%.Zsinxcosx=%sin2x.
F(x):.[lsinZde
2
11 .
== E.[Zsm2xdx
:%(—0052x)+c

= —%c032x+c

Ratkaistaan vakio C ehdosta F (%) =1.

F(% 3) =" cos(2 )+C=—%~(—l)+c—1+c

Ooll—\

+C=1
7
= 8

Kysytty funktio on F(x) = —%cos 2X + %
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261. a) Koska sin® x = (sinx)?, eika sisafunktion sin x derivaattaa cos x ole
lausekkeessa, on tastd muodosta mahdotonta jatkaa tdman luvun

keinoin. Hy6dynnetdan muunnoskaavaa sin? x = %(1— COS2X).
1

P2 —(1q_ (-1 :l —=3j
fsm xdx_J'Z(l cost)dx_J'(2 2cost)dx 2x 4sm2x+C

b) Vastaavalla tavalla kuin a-kohdassa, nytkaén ei voida jatkaa
integrointia annetusta muodosta, mutta taulukkokirjasta 16ytyvaa

kaavaa cos’ X = %(1+ cos2x) hyodyntden voidaan lauseke muokata

muotoon, josta integrointi onnistuu.

2 ydx— [ L _fkal _ly,1g
_fcos xdx_j2(1+c052x)dx I(2+20032x)dx 2x+45|n2x+C

C) _[(sm X —cos* X)dx = j(sm X +€0s” X)(sin® x — cos® x)dx

2_p? = (a—b)(a+b) =1 c0s2x = cos? X —sin® x
= Il- (—cos2x)dx =I(—cos 2x)dx
=—lsin 2x+C

2



