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Ohjeita kirjan kiyttijalle

Sigma-kirjoihin on saatavana laaja opettajan materiaali, joka sisaltda

® opettajan oppaan

e kirjan tehtdvien lasketut ratkaisut

e CD-ROMin, johon on tallennettu opettajan opas ja kirjan tehtivien lasketut ratkaisut
digitaalisessa muodossa.

Tdma opettajan opas on tehty tukemaan lukion lyhyen matematiikan oppikirjaa Sigma 8,
Matemaattisia malleja III. Oppaaseen on koottu paljon erilaista lisimateriaalia tuntien
suunnittelua, itse opetusta ja kurssikoetta varten.

e Oppaan alussa on yleisid ohjeita mm. ajankaytOsta.

e Suurin osa oppaan sisallostd on erilaisia kalvo- ja tehtavapohjia, jotka on koottu kirjan
lukujen mukaiseen jarjestykseen.

e Oppaan lopussa on kurssikokeita ratkaisuineen.

Logojen selitykset

KALVOPOHJAT

— kirjan pohdintatehtavit
— kirjan taulukot ja kaaviot
— teoriakalvot
laskuesimerkit

LASKINPOHJAT
— opastus yleisimpain tapaan kdyttaa laskinta tietyssa tilanteessa
— lisaksi muutama nopea harjoitus

MONISTEPOHJAT
— erilaisia lisdtehtavia
— tukiopetusmateriaalia

ah TESTIT
— lyhyitd pistareita

0 ;,)




Opetuskertojen kiyttéehdotuksia

Koska eri oppilaitoksissa oppituntien pituudet voivat poiketa hyvinkin paljon toisistaan,
ajankidyttdehdotus on tehty opetuskertojen mukaan. Kurssiin mahtuu opetuskertojen
pituudesta riippumatta yleensd 1619 opetuskertaa (kolme opetuskertaa/viikko).

1.1 Erilaisia kulmia ja kulman

vksikoita 1

1.1 Erilaisia kulmia ja kulman 1.2 Sini, kosini ja tangentti 2
Vhsikitd 1 e

1.2 Sini, kosini ja tangentti 2-3 2.1 Siniyhtils 1

2.2 Kosini- ja tangenttiyhtilo 1-2

2. Simphet Il
. R 3.1 Trigonometristen funktioiden
2.2 Kosini- ja tangenttiyhtalo 2 iaksollisuus 0-1
e

3.1 Trigonometristen funktioiden - ,
4.1 Kolmion ja suunnikkaan ala 1

jaksollisuus 1
3.2 Sovelluksia 1 4.2 Sinilause 1-2
I
5.1 Peruskisitteiti 1 L
5.1 Peruskisitteiti 1
5.2 Laskutoimitukset 2 T
5.2 Laskutoimitukset 1-2
5.3 Komponentteihin jako 1-2 .
5.3 Komponentteihin jako 1-2

5.4 Vektorit xy-koordinaatistossa 1-2 . -
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5.5 Vektortit xyz-koordinaatistossa 1 ] .
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5.6 Vektotien pistetulo eli p ' ) '
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skalaaritulo 1-2

Kertaus Kertaus
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Vinkkeja oppikirjan kiyttoon

POHDINTATEHTAVAT
Opiskelijan motivointi, sekd rohkaiseminen tutkivaan ja keksivain oppimiseen, on
useimmiten hankalaa. Sigma tarjoaa pohdintatehtivillidn yhden ratkaisun ndiden
tavoitteiden saavuttamiseksi. Moni kirjan luvuista alkaa pohdintatehtivilld, jonka tarkoitus
voi olla esimerkiksi

e johdatella atheeseen

e herittad kiinnostusta

® opettaa uutta asiaa

e kerrata nopeasti jo opittua.

Pohdintatehtivin voi esimerkiksi antaa kotitehtiviksi edelliselld tunnilla tai sen voi kayda
tunnin alussa yhdessa lipi. Pohdintatehtavin avulla opiskelija voi my6s itse tutustua tai
opiskella uutta asiaa.

Kirjan lapikdyminen ei missadn vaiheessa vaadi pohdintatehtavien kisittelyd. Naiden kaytto
jatetain opettajan paatettaviksi. Oppikirjan pohdintatehtivistd on opettajan oppaassa
kalvopohjat.

KAAVIOT JA TAULUKOT
Erilaisten ongelmanratkaisutapojen keksiminen ja tarkasteltavan ongelman tunnistaminen
on opiskelijalle vaativa tehtiavi. Tiésté syysta opiskelijalle tulisi tarjota erilaisia keinoja
tilanteiden tarkasteluun. Taulukoiden ja kaavioiden kaytto seké teorian ettd esimerkkien
kohdalla antaa opiskelijalle erilaisia hahmottamis- ja mallintamiskeinoja. Oppikirjan
taulukoihin on useimmiten koottu

® ennestddn tuttua asiaa

® juuri opittua uutta asiaa

e laskuesimerkkeji.

Oppikirjan kaaviot ovat teoriaa visuaalisemmassa muodossa. Usein uusi asia on selitetty
sanallisesti tekstiosioissa ja havainnollistettu vield kaavion avulla. Kaavioita voi kayttda
teoriaopetuksen apuna tai ohjeena, esimerkiksi yhtilén muodostamiseen, riippuen kaavion
luonteesta.

KASITEKARTAT
Kisitekartat ovat my6s matematiikassa hyva keino koota yhteen keskeiset asiat sekd niiden
hierarkia. Oppikirjan jokainen pailuku loppuu kisitekarttaan.

Oppikirjan kasitekarttoja voi kéyttda esimerkiksi kurssin kertaamiseen. Niistd vol ottaa
my6s mallia omiin kasitekarttoihin. Oppikirjan kisitekartoista on kalvopohjat opettajan
oppaassa.




1.1 Erilaisia kulmia ja kunlmanyksikiiti

Erilaisia kulmia ja kulman yksiko6ita

Pohdinta 1
Ympyrin kehin pituus p lasketaan kaavalla p=2nr, jossa 7 on

ympyrin sade. Laske punaisella merkityn osan pituus, kun = 1.

/ N
\.\Hx /
-.---. - ]
. _,f’;
p ™
L1200
"
PN
5007
\_
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1.1 Erilaisia kulmia ja kunlmanyksikiiti

Suunnattu kulma

» Kulma syntyy kahdesta paillekkiin asetetusta puolisuorasta.
» Toinen puolisuora jaa paikalleen ja toista kierretdan vastapaivaan.

» Paikalleen jadvid puolisuoraa kutsutaan alkukyljeksi ja kierrettya
puolisuoraa taas loppukyljeksi.

T vee eeue loppukylki
> Jos kiertiminen tehdddn vastapéividn, PP -

syntyy positiivinen kulma (esim. @). »
ﬂ|kLI|{}‘|.l-i:i."'-._..-.
> Jos kiertiminen tehddin myotapaivadn, #
syntyy negatiivinen kulma (esim. f). L
» Kiertaimistd voidaan jatkaa yli tdyden L —
o s T
kulman 360°. , T

N

» Kulman suuruudella ei ole ala- eiki
ylarajaa.

11




1.1 Erilaisia kulmia ja kunlmanyksikiiti

Yhdenmuotoiset ympyrisektorit

Tarkastellaan kahta ympyrisektoria: isomman side on R ja

plenemman 7.

Sektorit ovat
yhdenmuotoiset

—> vastinosien suhteet
ovat samat.

Kerrotaan
ristiin.

Jaetaan molemmat puolet
ensin luvulla R ja sitten
luvulla 7.

Kaaren ja siteen suhde
on sama
yhdenmuotoisilla
sektoreilla.

12




1.1 Erilaisia kulmia ja kunlmanyksikiiti

Radiaani

» Kaaren ja siteen suhde on aina sama yhdenmuotoisilla
ympyrasektoreilla.

» Kun sektorin kaarta pidennetiin, kaaten ja siteen suhde kasvaa
(sateen pituus sailyy samana).

» Scktotin kaaren pituus riippuu aina kulmasta.

—> Kaaren ja siteen suhde on hyva kulmanyksikko.

» Kaaren ja siteen suhdetta sanotaan radiaaniksi (rad).

r b
.. b
Radiaani o=—
r a
28
Esimerkki cm
Miiritd kulma f radiaaneina kolmen merkitsevin
numeron tarkkuudella. 28
cm
26
cm

13




1.1 Erilaisia kulmia ja kunlmanyksikiiti

Radiaanit ja asteet

» Tutkitaan radiaania yksikkéympyrin avulla.
- YksikkOympyran siateen pituus on 1.

1 1

p=2mr Ympyran
=21 asteluku on
o 360°.
2n=360° |12 360°=27  |:360
n=180° ‘:n o T
1=180 180
I

14




1.1 Erilaisia kulmia ja kunlmanyksikiiti

Esimerkki 1
Muunna radiaanit asteiksi. Anna vastaus asteen tarkkuudella.

2,4 =

0,85 =

3n
4

Esimerkki 2
Muunna asteet radiaaneiksi. Anna vastaus seka tarkkana arvona etta
likiarvona kahden merkitsevin numeron tarkkuudella.

45° =

300° =

117° =

15




1.2 Sini, kosini ja tangentti

Kulman muuntaminen

Asteiden muuntaminen radiaaneiksi:

jo_ T
180

Muunna asteet radiaaneiksi. Anna vastaus kahden desimaalin tarkkuudella.

1. 3°=

2. 0,6°=
3. 355° =
4. 234° =

Muuta asteet radiaaneiksi. Anna vastaus tarkkana arvona.

5 3°=
6. 10°=
7. 200° =
8. 270° =

16




1.2 Sini, kosini ja tangentti

Radiaanien muuntaminen asteiksi:

180°
1=——

T

Muuta radiaanit asteiksi. Anna vastaus asteen tarkkuudella.

9. 3=

10. 10 =

11. 50,7 =

12.73 =

Muuta radiaanit asteiksi. Anna vastaus tarkkana arvona.

13. m=
47
14, —=
3
51
15. — =
6
T
16. — =
9
Vastaukset:
1. 0,05 2. 0,01 3.0,62
T T 107
4. 4,085, — 6. — 7. ——
60 18 9
3r
8. 7 9.172° 10. 573°
11. 2905° 12. 418° 13.180°
14. 240° 15. 150°
16. 20°

17




1.2 Sini, kosini ja tangentti

Sini, kosini ja tangentti

Pohdinta 1
Kuvaan on piirretty 53° kulma. Laske laskimella yhden desimaalin
tarkkuudella

a) sin53°
b) cos53°
¢) tan53°.
Miirita kuvasta pisteen P koordinaatit seka y-akselin arvo 4 yhden

desimaalin tarkkuudella. Vertaa niita edella laskettuihin tuloksiin. Mita
havaitset?

|I "'Jf
| /\33"
10 08 06 04 02 02 04 06 08 10

=y

18




1.2 Sini, kosini ja tangentti

Sini
siner =2 v
C a
e |
I
sina = Ty
.-'l----.- R
' 0,51 1 }'
T T i * T I -
1 05 05 1 X
_ﬂij Fi
&
" -
—

19




1.2 Sini, kosini ja tangentti

Esimerkki
Piirrd yksikkOympyraan seuraavat kulmat ja paittele kuvan perusteella
kulmien sinin arvo yhden desimaalin tarkkuudella.

¥ &
.-'----1I_n- - ---'--
.-____.-.-'".. DIE- l"“-\._
;’/f 0,6 \
0,44

0,2-

=10 =0,8 =6 =0,4 =0,2 02 04 06 08 10
| 0,2 |

=4 -
.l-'%‘-. -'].E' ] -"':.
e =& - -

_-}13—— -

Kulma Sini
45°

90°
120°
180°
200°
300°

20




1.2 Sini, kosini ja tangentti

Sinin arvo eri neljdnneksissi

¥k
Koordinaattiakselit jakavat T
yksikk6ympyrin neljaan osaan. Naita rd ™,
kutsutaan neljinneksiksi. F | I I
= — -
AR
_.1 i ’
Sinin arvo = kehépisteen y~koordinaatti
¥k
T
i - Meljannes Kulma Sinin arvo
Ct | 25° 5in25° = 0,42
T
-1 X I 1007 sin100° = 0,98
1]} 1907 SiN190° = 0,17
= \% 280° 5in280° = 0,98
¥i
—-
Sinin arvo vathtelee valilla [-1, 1]. o
o 0.5 ] X
" 0,5
i, -?/
|




1.2 Sini, kosini ja tangentti

Kulman sinin arvon laskeminen

Tarkista, ettd laskimesi asetukset ovat asteina eli laskimesi on DEG-tilassa.

Lasku Nippdilyohje Vastaus
funktiolaskin graafinen laskin
4 0 sin sin 4 0
sin 40° 0,642...
sin 60° 6 0 sin sin 6 0 0.866...
sin(—40°) | sin +/- 4 0 sin ¢) 4 0 —0,642...

Muuta asetukset radiaaneiksi eli RAD-tilaan.

Lasku Nippaiilyohje Vastaus
funktiolaskin graafinen laskin
. 4 0 sin sin 4 0
sin 40 0,745...
sin 7 T sin sin s 0
sin (=5) | sin +/- 5 sin ©) 5 0,958...
3 3 T =+ 4 = sin sin 3 T b 4 0,707...
sin Sl - o 4

22




1.2 Sini, kosini ja tangentti

Yksikkéympyra ja sinin arvo

Laske laskimella, mitd on sin 30°.

sin 30° = s

|
Piirrd timan tiedon perusteella

_ 1.0

:|.I"J

0,8
0,6
0,4 1

0,2

yksikkéympyrddn 30° kulma. = '.D =0.8 =06 =04 =

"""-_-1IE|—

1,2
-0,2 |
0,4
01,6

-01,8

02 04 06 08 1

Piirrd yksikkGympyradn 150° kulma, kun 180° — 30° = 150°.

Mairitd yksikkéympyrin avulla sin 150°.

Piirrd yksikkGympyradn 210° kulma, kun 180° + 30° = 210°.

Mairitd yksikkéympyrin avulla sin 210°.

Piirrd yksikk6ympyrdan 330° kulma, kun 360° — 30° = 330°.

Mairitd yksikkéympyrin avulla sin 330°.
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Esimerkki
Mairitd yksikkOympyrin avulla
a) sin 66°
b) sin (-66°)
c) sin 294°
d) sin 246°.

Anna vastaus yhden desimaalin
tarkkuudella.

1.2 Sini, kosini ja tangentti

¥

T

0
0,6
0.4
0,2

-HIH'I'

=1,0-0,8-0,6-04-0,2
0,2

T T T T —i=
02 04 06 0% 10X

Taulukkokirjasta 16ytyy joidenkin kulmien trigonometristen funktioiden tarkkoja arvoja.

Téydenni taulukko.

Kulma

Sinin tarkka arvo

T

45°

150°

47/3

330°

2n
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1.2 Sini, kosini ja tangentti

Esimerkki (oppikitja s. 16)

ESIMERKKI 1 Miiritd yksikkdympyrin avulla
. T . TC . 2T
a) sin— b) sin— ¢) sin=—.
2 3 3
2) Muutetaan ensin kulma asteiksi: Y ©, 1)
0,51
0,5 X
b) Muutetaan ensin kulma asteiksi: Y
0,51 ""q.
'll..l.
0.5 x
¥i
¢) Muutetaan ensin kulma asteiksi: 1
T
[ N[1200 )
f o | -
-1 05 0.5 1 X
4 0,5 By
o /
]
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1.2 Sini, kosini ja tangentti

Kosini
;
ra
ra
r
r
COS0L = — c/
L ra
r
r
&
X
A =
h
.!""l
Cos o = T W
Iy nls- I %
1 ﬂ- 1
s | os, ) x
1 05 xn.s
. 05
. /
|
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1.2 Sini, kosini ja tangentti

Esimerkki
Piirrd yksikkOympyraan seuraavat kulmat ja paittele kuvan perusteella
kulmien kosinin arvo yhden desimaalin tarkkuudella.

¥ &
.-'----1I_n- - ---'--
.-____.-.-'".. DIE- l"“-\._
;’/f 0,6 \
0,44

0,2-

=10 =0,8 =6 =0,4 =0,2 02 04 06 08 10
| 0,2 |

=4 -
.l-'%‘-. -'].E' ] -"':.
e =& - -

_-}13—— -

Kulma Kosini
45°

90°
120°
180°
200°
300°
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1.2 Sini, kosini ja tangentti

Kosinin arvo eri neljanneksissa

Kosinin arvo = kehidpisteen x-koordinaatti

Vi
T Neljinnes | Kulma | Kosinin arvo
L L. I 25° | cos25° =091
‘:l , - II 100° | cos100° = —0,17
A + / I 190° | cos190° = —0,98
“‘h,h___i . v 280° | cos280° = 0,17
¥a
L
05
Kosinin arvo vaihtelee valilla [-1, 1]. ! .
I —Y 05 1 x
s
" s
]
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1.2 Sini, kosini ja tangentti

Esimerkki (oppikirja s. 20)

ESIMERKKI 2 Laske pisteen P koordinaatit kahden merkitseviin numeron tark-
kuudella.
El.} ¥a b} ¥ &
4 i
. v
0,51 _
1350 [ ") 283
ﬂ"' i { i |. T r-\t T II ol
1 05 1 x | Woos 1 ox
e -. \, :
=17 = P
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1.2 Sini, kosini ja tangentti

Yksikkéympyra ja kosinin arvo

¥ d
TS
TLaske laskimella cos 60°. - 08 = :
0,6
cos 60° =
0,4

0,2

|
=10 0,8 =06 =0,4 =0,2 0z 04 0.6 08 'If-:l X
Piirrd timan tiedon perusteella —0,2 1 I

yksikkéympyrddn 60° kulma. 041

01,6 1
=i1,8 1

e I

Peilataan 60° kulma x-akselin suhteen. Muodostunut kulma on —60°, koska kiertosuunta on
myo6tipaivaan. Piirrd yksikkGympyradn kulma —60°.

Huom! Kulma —60° tarkoittaa kulmaa 360°— 60° = 300°, kun kiertosuunta on vastapaivaan.
Mairitd yksikkéympyrin avulla cos (—60°).

Mita siis on cos 300°?

Piirrd yksikkéympyradan 120° kulma, kun 180° — 60° = 120°.

Maiiritd yksikkGympyrin avulla cos 120°.

Piirrd yksikk6ympyrdaan 240° kulma, kun 180° + 60° = 240°.

Mairitd yksikkéympyran avulla cos 240°.
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1.2 Sini, kosini ja tangentti

4
Esimerkki -.I:-
Midritd yksikk6ympyrin avulla o
0.8
a) cos 35° 0,51
b) cos (=35 04
0,2 -
c) cos 145° —— \I' 35 — -
-1.9-0804804-02 | 02040508 10X
d) cos 325°. T
=041
—0,5
Anna vastaukset yhden desimaalin tarkkuudella. o]
-1 .3

Taulukkokirjasta 16ytyy joidenkin kulmien trigonometristen funktioiden tarkkoja arvoja.
Tdydenni taulukko.

Kulma Kosinin tarkka arvo
T

45°

150°

47/3

330°

2n
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1.2 Sini, kosini ja tangentti

Tangentti

Suorakulmainen kolmio

Tangentti on vastaisen kateetin suhde viereiseen.

a
tanc = —
b

1 |

b a
wse=7  |-c sinee=7 | ¢
b=c.cosc a=c.since
ra
ra
rd
i
rd
s 4
ra
tane = 2 a
b p
C-5in 4
tan o L f*’m
€ COS o ) ".I -
sinex
tane = b
COS ot

32




1.2 Sini, kosini ja tangentti

Tangentti
Tangentti voidaan maaritelli Y
samalla tavalla myds -
: ; N
vksikkoympyrissi: /
/ 0,5 1 )
i ¥,
tanor =2 -' . '-
: -1 05 0.5 X
SINOL =y S
o
COSOl =X \ /
sin e
fano =
COs O

1 |

Tangentin arvo eri neljinneksissi
Neljannes Sinl - Kosinl  _SI0__ gentti
] Kosini "
| o+ + o+
| + - -
1l - - +
v - + -
W
/..---1' -
[— 1+
T : -
R 1 X
4+ | —
. |-
|
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1.2 Sini, kosini ja tangentti

Tangenttisuora ja tangenttipiste

¥ i
tan o
0,5 1 tangenttipiste
| i
. . . -
-1 0.5 0.5 F 4
05 -
S /| tangenttisuora
|

Esimerkki
Piirrd yksikkoympyraan 30 asteen kulma.

Miairitd tangenttisuoran avulla kahden desimaalin tarkkuudella

tan30°

¥a

------1I_D- o ------

.
=
=

tan210°. ,//

i
&

0.8 .
0,6 \
0,4

0.7

=10 =18 =06 =0,4

._______*I.E__ -
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1.2 Sini, kosini ja tangentti

Yksikkéympyra ja tangentin arvo

Laske laskimella, mit4 on tan 30°.

tan 30° =

Piirrd timan tiedon perusteella
yksikkéympyrddn 30° kulma.

:|.I"J

N

0,8
0,6
0,4 1

0,2

= 0 Bl 4

1,2

0,2
~0.4 1
~0.6 1

=5

"""-_-1IE|—

0?2 04 06 08

.
0 x

30° + 180° = 210°

Piirrd timin perusteella yksikkéympyridn 210° kulma.

Miiritd tangenttisuoran avulla tan 210°.

Esimerkki 1:

Miadritd tangenttisuoran avulla
a) tan 0° =

b) tan 90° =

¢) tan 270° =

d) tan 360° =
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Esimerkki 2:
Maarita kuvan avulla
a) tan 35°
b) tan (=35°)
c) tan 215°

d) tan 395°.

Anna vastaus yhden desimaalin tarkkuudella.

1.2 Sini, kosini ja tangentti

IS4

~1.0-08-0,6-04-0,2

-0,21
0.4

02040608 10X

Taulukkokitjasta 16ytyy joidenkin kulmien trigonometristen funktioiden tarkkoja arvoja.

Taydenni taulukko.

Kulma

Tangentin tarkka arvo

T

45°

150°

4n/3

330°

2n
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1.2 Sini, kosini ja tangentti

Esimerkki (oppikirtja s. 54)

ESIMERKEKI 4 Miiritd kuvan avulla
a) sin53°
b) cos53°
¢) tan 53°,

Anna vastaus yhden
desimaalin tarkkuudella.

V&
1,44

1,21

e
.a-'rﬂ- -\-\-\--\""-\.

0,81
0,61

0.4 \

|II 0,21 53 II|

T T T T T T T T I -

10080060402 | 02 04 056 08 10
1 —‘lz' |

\ f
|1 _ﬂ‘-q-_ -Illlll
0,64
-0,81

-\-\-\— ™

—tp—
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1.2 Sini, kosini ja tangentti

Sinin, kosinin ja tangentin arvon laskeminen

Maarita laskimen avulla.
1

a) sin 25°
b) sin2,7
¢) sin190°
d) sin4,3

2.

a) cos25°

b) cos25

) cos(—=159°)
d) cos5,6

3.

a) tan 36°
b) tan 36

c) tan 215°
d) tan(—4,5)

Vastaukset:

1. 2) 0,4226... b) 0,427... ¢)-0,173... d) —-0,916...
2. a) 0,900... b) 0,991... ¢)-0,933... d) 0,927...
3.a) 0,726... b) 7,75... c) 0,700... d) —4,637...
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1.2 Sini, kosini ja tangentti

Sini, kosini ja tangentti yksikkGympyrissa

Trigonometrinen

funktio

5ini

Kosinl

Tangentt

Arvon maaritys
yksikkoympyrassi

Yksikkdympyradssa sinin arvo
on sama kuin kehapisteen
y-koordinaatti.

Sinex =y

Yksikkdympyrassa kosinin arvo
on sama kuin kehapisteen
x-koordinaatti.

CO50cc =X

Tangentin arvo voidaan
middrittad yksikkoympyrissa
kehédpisteiden koordinaattien
eli sinin ja kosinin arvojen
avulla.

tano = E:Em_':‘
X C05cxe

39
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1.2 Sini, kosini ja tangentti

Testi: Sini, kosini ja tangentti
1. Maiiritd yksikkGympyran avulla graafisesti
(vhden desimaalin tarkkuudella)

a) sin 70°

b) cos 70°

c) sin 210°

d) cos 210°.

.-"'-170- o

e

/-

¥a

0,8
0,6
0,4 4

0.z

_{/ T
&
T

=10 0,8 =6 =014

.________-}IB__ -

2. Maiaritd graafisesti (yhden desimaalin tarkkuudella)

a) tan 60°

b) tan 160°.

3. Maiaritd taulukkokirjan avulla tarkat arvot
lausekkeille

T
a) tan—
) 3
7
b) sin—
10
11n

c) cos—.
) 6

7

I
ra

/

=0,2
0,2
0.4 1
=, 6 |

=8 -

}-"Jl

1,24

e

1,64
1,4
1,24

A
0,24

0,64

0,4

0,24

02 04 06 OE 10

—-
X

10 08 06 0.4 0,2

0,2




2.1 Siniyhtdlit

Siniyhtild

Pohdinta 1
Vililld [0°, 360°] on kaksi sellaista

kulmaa, joiden sini on 0,6. Piirrd
kulmat ja mittaa ne astemitalla.

Mika yhteys naiden kulmien valilld
nayttaisi olevanr

Pohdinta 2

Vililld [0°, 360°] on kaksi sellaista
kulmaa, joiden sini on —0,8. Piirra
kulmat ja mittaa ne astemitalla.

Mika yhteys naiden kulmien valilld
nayttaisi olevanr

41
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7
&

&
F

¥a

= —:,—':l |

1 &4
0,61
0,4

0,2

=1)0 =0,8 =06 =1, 4 =0,2

-

/-

£
i

I ¥ -5

=i 2
0,4
0.6 1

=L 5

Tt

¥i

0,81
0,6 1
0,44

0,24

—1;0 0,8 0,6 0,4 0,2

.________.L_E |

0,7 |
0,4 1
0,6 |

—,E 4




2.1 Siniyhtilit

Kulman ratkaiseminen graaﬁsesti

1 -

¥
1) Piirra ensimmaiseen neljannekseen 48
sellainen kulma, jonka sinin arvo on 0,7. /- 0.81
Mittaa kulman suuruus asteina. ue
0,4 1
f 0,24

1,0 0,8 0.6 0,4 0,2
2) Myos toisesta neljanneksesta loytyy 0.2
kulma, jonka sini on 0,7. Piirrd kulma ja —0:41
mittaa kulman suuruus asteina. N\ ~0.8 1
—1,E 1
1)

3) Mieti, milld muilla kulmilla voi sinin arvo olla 0,7. Anna
esimerkkeja tallaisista kulmista.

4) Miten kaikki kulmat, joiden sini on 0,7, voitaisiin esittda
mahdollisimman yksinkertaisella tavalla?

42
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2.1 Siniyhtdlit

Siniyhtdlon ratkaiseminen

e Tarkastellaan sellaista alle 90° kulmaa &, jonka sinin arvo on yeli
sing, = J.

e Sama sinin arvo y on myos kulmilla ¢, +360°, &, +2-360° jne.
sekd kulmilla 180°—-¢,, 180°—¢, +360°, 180°—¢, +2-360° jne.

¥ ¥
e “w(X ¥ rd “alx ¥
/ 0,51 0,51 A
£y ."I ,'; gt 360°
-1 05 05 J X s MY os 1k
\ 0,5 : 05 /
\. V4 N /
=1 i = ¥
¥ ¥
A -
() ™ % N
180°— . | 180°—ary+n-360°
A < i S i |,
-1 05 05 | x 4 o5 N os 7 x
" -0,5 : -0,5 ’
. /- ™, A
~— -

Siniyhtdlon sin = y ratkaisu:

a=a,+1-360° tai @ =180°—a, +1-360°,
n=0,+1, 42,43 ...
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2.1 Siniyhtdlit

Esimerkki 1
Ratkaise yhtalo sin x = 0,15 asteen tarkkuudella.

Ratkaisu:

Esimerkki 2
Ratkaise yhtalo sin x = 0,15 radiaaneina kahden merkitsevin numeron

tarkkuudella.

Ratkaisu:

Esimerkki 3
Ratkaise yhtalon sin 2x = 0,761 juurista ne, jotka ovat vililla [0, «t].

Ratkaisu:
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2.1 Siniyhtdlit

Kulman laskeminen yksikkéympyrin avulla

Lue kuvasta tarvittavat tiedot ja
maaritd laskimella kulman
suuruus.

V4
B

i
X
£
=] 4 4

N,
i "].5"
S =i} & -

-.-""-_-}Ia—— i

Kulman suuruus asteen tarkkuudella

Kulman suuruus radiaaneina kahden
desimaalin tarkkuudella
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2.1 Siniyhtilit o

Siniyhtil6 sovellustehtivissa

Esimerkki 5 (oppikitja s. 39)
Terasputki pyorii alas ramppia kuvan mukaisesti. Kappaleen kithtyvyys
a tiippuu rampin kallistuskulmasta £ yhtilon

1
= — ¢oSin
=58 B

m
mukaisesti, jossa g = 9,81—2.
Mairitd kulma B, kun putken kiihtyvyys

_ m
rampilla on 2,45 —.
S

Ratkaisu:
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2.1 Siniyhtdlit

Testi: Siniyhtilo

1. Ratkaise yhtal6 asteen tarkkuudella.

sinx = 0,32

2. Ratkaise yhtilo radiaaneina kahden merkitsevan numeron tarkkuudella.

2sin f— 0,40 =0

3. Ratkaise yhtil6 ilman likiarvoja taulukkokirjan avulla.

1
sin2x =———

NE)

47




2.2 Kosini- ja tangenttiyhtilot

Kosini- ja tangenttiyhtilot

Pohdinta 1

Vililtd [0°, 90°] 16ytyy yksi
kulma, jonka kosini on 0,5.
Piirrd tima kulma ja mittaa
kulma astemitalla.

Etsi ainakin yksi kulma, jonka
kosinilla on sama arvo kuin

Vi

e

08
0,64
0,44

0,24

T T T T T
=10 =B e =4 =02

—0,2 1

——— =
062 04 06 08 1D x

0,4 ]
edella. Piirrd kulma ja mittaa se. e
) =18
T—pe—"
Pohdinta 2
¥
Etsi vililta [0°, 360°] kaksi IS
kulmaa, joiden tangentin arvo on ) .
0,6. Piirrd kulmat ja mittaa ne. 1
Millainen riippuvuus kulmien 4
0,z

valilla nayttaisi olevan?

1 T T T T
=140 0,8 0,6 =0,4 =02

0,21
0,4
=}, B 1

=08

."";1-Ir;—— e

: : : : —
02 04 06 08 10 x
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2.2 Kosini- ja tangenttiyhtilot

Kulman ratkaiseminen graafisesti

0.2 04 06 08 10 X

Vi

1) Piirra ensimmaiseen e
neljannekseen sellainen kulma, jonka / 0,81
kosinin arvo on 0,7. Mittaa kulman i 0,61
suuruus asteina. 0,41
| 0,2

10 0,8 0.6 0.4 0.2

' -0,2
2) Myos neljannesta neljanneksesta __ 0,41
16ytyy kulma, jonka kosini on 0,7. Piirrid -6
kulma ja mittaa kulman suuruus asteina. N

T —

3) Mieti, milld muilla kulmilla kosinin arvo voi olla 0,7. Anna
esimerkkeji tillaisista kulmista.

4) Miten kaikki kulmat, joiden kosini on 0,7, voitaisiin esittda
mahdollisimman yksinkertaisella tavalla?

49




2.2 Kosini- ja tangenttiybtilot

Kosiniyhtilo

1. Kosinin arvo toistuu aina 360 asteen vilein.

¥ i ¥ Iy
(%, ¥) i .
Py g -"IT\K\"- .-"If‘. J"th&'x
o5 1/ 1 051 1/
.-"Ir : - 4 - [j-:-
| ! f’\]ﬁuai | - ] 1 f—?\'ﬁlﬁﬂ +36 ] —~
I — 05 1 x oo N es 1 x
...'\. 0,5 ’ -0, 5 Fd
‘\ ’/f ‘\ /f
4 — il =1

2. x-akselin suhteen peilatulla kulmalla on sama kosinin arvo. Myos
tama toistuu 360 asteen vilein.

¥a ¥i
r M, ‘- -./.-"' \.\\
0,5 0,54
:. . . I' = | ; il . .: &
a5 Nlgge ] 4 os \[Wos ] x
N '/ 60" + 360°
051 N\ S 051 %/
, "'-_‘.: p i A l"-.‘ /
iy ke et e
s i O = )

| «=60°+n.360° n=0,+1,+2,..

cosee =05

— *| a=—60"+n.360°,n=0,£1,%2,..
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2.2 Kosini- ja tangenttiybtilot

Kosiniyhtilon ratkaiseminen

»| c=—0p+N-360° n=0,x1,+2,..
COSx =X
— ™| a=oapy+n-360°, n=0,+1,£2,..
¥ i ¥
- =
.-'.-";-' "ff -\'\
051 1 ! 0,5
aﬂl | o= :I | =
4 05 0,5 ! X -1 05 —iy ! X
0,5 N 05 1 :
) , .._-r'/ \-'\ P
=7 =1 :

Esimerkki

Ratkaise yhtalo cos a = 0,25 asteina ja radiaaneina. Anna vastaus

kahden merkitsevan numeron tarkkuudella.
asteina radiaaneina

Esimerkki

Ratkaise yhtilé 2cos v+ 1 = 0 taulukkokirjan avulla. Anna vastaus

radiaaneina ja tarkkana arvona.
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2.2 Kosini- ja tangenttiyhtilot

Kulman ratkaiseminen graafisesti

1) Piirra ensimmaiseen neljannekseen
sellainen kulma, jonka tangentin
arvo on 0,7. Mittaa kulman suuruus

2)

3)

asteina.

¥

.

0,8+
0,6
0,4 4

0,21

1,0 0,8 0.6 0,4 0,2

My6s kolmannesta neljanneksesta
16ytyy kulma, jonka tangentti on 0,7.
Piirra kulma ja mittaa kulman

suuruus asteina.

-0,2 -
—0,4 4
1,6 -
—1,E 1

”-""_1.4]-

Mieti, milld muilla kulmilla tangentin arvo voi olla 0,7.
Anna esimerkkeja tallaisista kulmista.

0.2 04 06 08 10 X

4) Miten kaikki kulmat, joiden tangentti on 0,7, voitaisiin esittad
mahdollisimman yksinkertaisella tavalla?
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2.2 Kosini- ja tangenttiybtilot

Tangenttiyhtdlon ratkaiseminen

Tangentin arvo saadaan tangenttisuoran avulla. Sana tangentin arvo
toistuu 180 asteen vialein.

|
i

1
=
La

T

LY

=
Ln
=¥

tance=k —» wa=ay+n-180° n=0,%1,%2,..

Esimerkki

Ratkaise yhtalo tan o = 1,2 asteina kolmen merkitsevan numeron

tarkkuudella.

Esimerkki
Ratkaise taulukkokirjan avulla radiaaneina yhtalo
J3tan x—1=0.
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2.2 Kosini- ja tangenttiyhtilot

Sini, kosini ja tangentti taulukkokirjan avulla

1. Ratkaise taulukkokirjan avulla

a) sin 45° b) cos 30°
. 4
c) tan 210° d) sin gn
51 51
e) cos — tan —.
) 6 ) 3

2. Ratkaise taulukkokirjan avulla ne ratkaisut, jotka kuuluvat vilille [0,275] .

1 1
a) sinx =— b) cosa =———
) 5 ) 7
o) tan¢:\/§ d) Cosﬂ—§20
Vastaukset:
1_3)L b)ﬁ C)L d) _ﬁ e) _ﬁ ) —/3
V2 2 V3 2 2
Z.a)x:E taixzs—ﬂ b)0£:ﬁ talOt:S—7T
6 4 4
s 47 T 11=
) p=— tal p=— d f=—tail p=—ro
) @ S W= ) B o wie=—
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2.2 Kosini- ja tangenttiybtilot

Yhteenveto trigonometristen yhtiloiden
ratkaisemisesta

SINIYHTALO sina =y

a=coa,+n-360° tai a=180°-a,+#-360°, »=0, £1, £2,..

Esimerkki: Ratkaise ~ SIN O = O, 5

a=30°+7-360° tai a=180°—=30°+x-360°, #=0, +1, +2,..
%r_/

150°

KOSINIYHTALO COS&X =X

a=a,+n-300° taa a=-a,+n-360° n=0, 1, 2 .

Esimerkki: Ratkaise €COSQ@ =0,5

a=60°+1-360° tai a=-60°+n-360°, n=0, +1, +2,..
——

300°

TANGENTTIHTALO tano = £

a=o,+n-180°, n=0, 1, 2

g eee

Esimerkki: Ratkaise tana =0, 5.
a=265.04n180°, n=0, +, 42,..
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2.2 Kosini- ja tangenttiyhtilot

Sini-, kosini- ja tangenttiyhtiloita

1. Ratkaise yhtalo. Ilmoita vastaus asteina.
1

1
a) sinx =——= b) sin3x = 5

NG

1
C) cosa =—= d) cos(—2x)=0,6

V2

o) tan f=~/2+1 f) tan(—x)=0,5

2. Ratkaise yhtil6. Ilmoita vastaus radiaaneina.

a) 4sinx =-2 b) sin2x —3=-2,2
1 1

C)——cosx =— d) cos(—x)+2=3
3 5

e) —tanx =—7 f) 2tan2a—-3=5

Vastaukset:

Q) a =+45°+7-120°, neZ
) f=67,5+1-180°, ne Z

7
2. a) x:—%+n~2n tai x=%+n-2n,nez

o) x=1221..+n-2n,neZ

e) x=1428..+n-n,neZ

1. a) x=225°+7%-360° tai x =315°+#-360°, neZ

b) x =10°+7#-120° tai x =50°4+7-120°, neZ

d) x=18,4..°47-180°, neZ
f) x=-26,56..241-180°, ne Z

b) x=0,46...4 71 tai x =1,107...4+n-w, ne”Z

d) x=n-2n,nez

) a=0,662...+;¢-%, neZ
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2.2 Kosini- ja tangenttiybtilot

Testi: Kosini- ja tangenttiyhtilot /

1. Ratkaise yhtal6 asteen tarkkuudella.

cosx =0,24

2. Ratkaise yhtil6 radiaaneina kolmen merkitsevin numeron tarkkuudella.

3tan f—2,1=0

3. Ratkaise yhtil6 ilman likiarvoja taulukkokirjan avulla.

tan2x:x/§—l
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Keskeisia kdsitteitd

Keskeisia kisitteitd trigonometriasta

trigonometriset
funktiot

58




3.1 Trigonometristen funktioiden jaksollisuns

Funktio fx) = sin x

X flx) =sinx
e Tutkitaan funktiota Ax) = sin x 0 e
laskemalla ensin funktiolle muutamia
arvoija. n (2] osinE=_L—0,707
] 4 I'.4.-'I 4 \'2
e Piirretddn arvojen avulla kuvaaja. 3 fl3)=sinz=1
.. . ceee e . _m f _£|.=5i|'|.l:__.=_‘|
e Sinin arvot toistuvat maarityn jakson 2 “2)7
vilein, eli sini on jaksollinen funktio. sy 5m 1
sn fl 25 | =sin"m ==
3 \6) "6 2
- jaksona 27 S 5% = gin[-5m) - _1
_? 6 y e 6 .-'I 2
e Sinifunktio f{x) = sin x saa arvoja m f(x)=sinm=0
valilla [-1, 1]. 3 (3| __ 3n
= fi i=sin5-=-1
3 272
Tin (M) _ gy iz __1
- f 5 ).l_ sin—===—5
f(x) = sinx V4
- 14 ¥
r . & . &
i . L *, o
' L1 |:||5- ". l. .-'l.
Li 0 : T T T ..'l T T T .!l. Li Li T .... T T ..Ill T F
+21 —% -% —; % ' ? Frl; X
/ . /5 ¥
/ R /
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3.1 Trigonometristen funktioiden jaksollisuns

Funktio f{x) = cos x

e Tutkitaan funktiota f{x) = cos xlaskemalla ensin funktiolle
muutamia arvoja:

X

f(x)=cosx

I
9 S IENE -

Ul
=N

= O\‘éﬂc\
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3.1 Trigonometristen funktioiden jaksollisuns

Lisaa arvoja vot etsid vaikkapa taulukkokirjasta.

Piirretdan pisteiden avulla funktion kuvaaja.

o

o
SN

()
N

©

S
(o))
1

Qo
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3.1 Trigonometristen funktioiden jaksollisuns

Muita trigonometrisia funktioita

¢ flx) = cos 2x

f(x) = cos2x ya
o~ ~ N ~ =%
/ : FJ sl /
I".I .IE B - B I."I T E I."I B ;
=& N — —x = = x ! b
; Fs F 05 2 ’ \ £
Y ..__.- '.__k y - / \
A o e =1 o’ g %,
¢ flx) =tan x
¥ |
[ |
| 104 tanx
| | | |
|I |I i b | |
- o A s
T— —— - — o = = |
-J?E-'--l-- [ — ._.l'.-- - I'I-.-- x .SE-_
= Il - Il d:I 5 i I|I
| i i
i | -1 | |
| ' '

¢ flx) = sin xja g(x) = sin (—x)

L sinx
\ / \ ,a-’ff \ / \ rd i
4 "'-..1 .-".f
'\. u i .- .-.' | v i .L\ i ) i - i -.
— /| : rr‘kx\ - f,,r'i X
/ \ N\ /
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3.1 Trigonometristen funktioiden jaksollisuns

Nollakohtien miarittiminen graafisesti ja
algebrallisesti

Esimerkki 1 n
Miarita kuvaajan avulla funktion g -
nollakohdat valilla [-m, 7]. Anna

nollakohdat yhden desimaalin tarkkuudella.

Ratkaisu: 3 .

Esimerkki 2
Maitritd funkdon f{x) = 2sin x — 0,3 nollakohdat kahden
merkitsevan numeron tarkkuudella.

63




3.1 Trigonometristen funktioiden jaksollisuns

Joitakin tehtivia oppikirjasta

Tehtivi 96

Kuvassa on esitetty funktioiden f(x)=0,5sinx, g(x) =sin x ja
k(x)=3sinx kuvaajat.

a) Yhdista funktio oikeaan kuvaajaan.

b) Funktio g saa kaikki arvot vililla [-1, 1]. Maaritd kahden muun
funktion saamat arvot.

Y

2

| :
T e e e e g
-7 I'—E - Bk, o s / N T L. 5'15- B x

Tehtavi 97

Kuvissa on esitetty funktioiden cos 0,5x, cos x ja cos 2x kuvaajat.
Paattele kuvien avulla funktioiden cos 0,5x ja cos 2x jaksojen pituus.
Paattele edelleen funktion cos 4:x jakson pituus.

y= r:us%x ¥4 y=cosx y=cos2x
ol " — -.!-II o |'|:r-._ Y il
I-". ."'-. / '\.'.I\\ L S H"'. . . Fi \,-"Ilr i -._I

/ \ L \ [ \ / N
T ¥ L T T L] L1 L L] L1 "
J —ix —-1'5 o~ —n | —% { % £\ ‘? {2 X

-,."' \ .-fl 4 { =05 ll\.\ X | \

kL '

/ - A W/ 4 ¥, b '
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3.1 Trigonometristen funktioiden jaksollisuns

Tehtidva 101
Kuvassa on esitetty funktion f (X) = sin £x kuvaajia, kun £ = 0,5,
E=1ljak=2.

a) Yhdista &:n arvo ja otkea kuvaaja.

b) Millainen vaikutus £:n arvolla on funktioon f?
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3.2 Sovelluksia

Sovelluksia

Trigonometrisilla funktioilla mallinnetaan jaksollisia ilmi6ita.

o |
Harmoninen virihtely § 0s
' 2 ‘aika (5)6 8 10
¥4
/r\l / \\ ﬂl fﬂ.ll
N | A |
Kvanttimekaniikka, N\ {/\ | \ il lJ ! Il{ \\ [\ A _
aaltofunktio MY ﬂ ;’ \||| | ( ] "U" V )
Al I |
| [
A

Vuorovesi-ilmio

Aaltoliike
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3.2 Sovelluksia

Sovellustehtivan ratkaisu

1. Jos kysytaan funktion arvoa, muista katsoa, missa yksik6ssa
kulmat on ilmoitettu (asteet/radiaanit).

2. Suurimman/pienimman arvon tutkimisessa kidytd hyviksesi
tietoa, etta sinin ja kosinin arvot ovat valilla [-1, 1].

Esimerkki
Yksittdisen aallon korkeutta senttimetreina erddssa koetilanteessa
kuvasi funktio
fH = 1,25cos (3,21 + 1/4), jossa
# on aika sekunteina kokeen alusta lukien.

a) Laske aallon korkeus, kun aikaa kokeen alusta on kulunut 1,4
sekuntia.
b) Laske aallon suurin korkeus.

¢) Milloin aikavililla 0 < #= 6,0 s aalto on korkeimmillaan?

Ratkaisu
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4.1 Kolmion ja suunnikkaan ala

Kolmion ja suunnikkaan ala

Pohdinta 1

a) Mittaa vitvoittimella kanta 4 ja b

korkeus 4. Laske niiden avulla kolmion h
ala kahden merkitsevin numeron

tarkkuudella. V;;

b) Mittaa sivujanan pituus & sekd kulma £ Sijoita mittaustulokset
kaavaan

%absmﬁ.

Vertaa tata tulosta kohdan a tulokseen.

Pohdinta 2
Laske suunnikkaan ala sopivien mittausten avulla. Mittaa lisaksi

sivujanan pituus / sekd kulma B Sijoita tulokset kaavaan

absin 3.
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Kolmion ala

4.1 Kolmion ja suunnikkaan ala

j;_;"u__hh
- s
/ . ;’I \\
ij h *~ ‘ / \
/ . /h
).-"' \"-\.\ l_."
f_.-‘.llﬁ M - ;”
N . ) __.l’ —l
a . v
LF]
: h Kolmion ala
sin f =— 1
¢ . A=—ab
h=csin 2
1 .
A=—a-csin
2
1 .
= —acsin
. .;Il_."'ﬁ.
Kolmion ala / S
I:;:_r"f - -
1 .-"-I;f HR'\--\.
A==acsin ff p A
2 A
a
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4.1 Kolmion ja suunnikkaan ala

Suunnikkaan ala

¢ Suunnikas voidaan jakaa lavistdjilld kahdeksi yhteneviksi kolmiokst.

i

A

¢ Koska kolmion ala on puolet sen kahden sivun ja niiden valisen
kulman sinin tulosta,

=2.4 =2

1 : .
Asuunnikas kolmio E ) db Sln /6 = db Sln /6

Suunnikkaan ala

A=ah=absin 8 4B

(w3
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4.1 Kolmion ja suunnikkaan ala

Alojen laskemista

Esimerkki 1
Laske kuvioiden alat.

11 cm

72°

14 cm

Ratkaisu:
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4.1 Kolmion ja suunnikkaan ala

Kulman ratkaiseminen

Esimerkki
Kolmion kaksi sivua ovat 1,9 dm ja 0,85 dm. Kolmion ala on
0,80 dm”. Laske annettujen sivujen vilinen kulma.

Ratkaisu:
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4.1 Kolmion ja suunnikkaan ala

Oppikirjan esimerkki 2 (s. 79)

Salmiakkiruutu on muodoltaan suora sirmio, jonka pohjana on
neljakis. Neljakkain sivun pituus on 1,5 cm, ja sivujen vilinen terava

kulma on 35°. Laske salmiakkiruudun tilavuus, kun ruudun paksuus
on 2,3 mm.

Ratkaisu: 15em

1,5 -:mif-" 1,5 cm

w
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4.2 Sinilause

Sinilause

POHDINTA 1 Mittaa kolmion sivujanat a ja b sekd kulmat o ja .

Laske mittaustulosten avulla suhteet — ja

a
SN

b _
sinfi

Mita havaitset?

POHDINTA 2 Kuvan kolmiolle a = 15 cm, N\
o = 34° ja B = 59°, Paiittele SN
edellisen tehtivin avulla, b~ \a
miten pituus b saadaan yd \
lﬂsket.tua, ja laske se kahden ,,f“"ﬁ.f’;; B I/«
merkitsevin numeron
tarkkuudella.
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4.2 Sinilause

Sinilauseen johtaminen

-"..-----.....
F ,f'“'ﬂ \G
Ao .| Br
h b
sine: = |-b sin = |-a
h=bsine h=asinj
asinf=bsine |:sine
asinf
—=pb 2 sin
sinex | b
a _ b
singe sin 3
Sinilause
.-"/J 1"-
il _ E} f-'t:’_.-"" .. ""\_11']
singg  sinf8 \
A« B,

Sinilauseen avulla voidaan ratkaista kolmion sivuja ja kulmia,

kun tunnetaan

e kaksi sivua ja toisen sivun vastainen kulma
e kaksi kulmaa ja toisen kulman vastainen sivu.
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Sinilause

4.2 Sinilause

SINILAUSE
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4.2 Sinilause

Sinilauseen kiayttiminen sivun ratkaisemiseen

Esimerkki
Ratkaise sivun x pituus.

63°

52°

35 m
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4.2 Sinilause

Sinilauseen kayttiminen kulman ratkaisemiseen

Esimerkki

Kolmion kahden sivun pituudet ovat 3,5 cm ja 6,8 cm. Naista
pidemman sivun vastaisen kulman suuruus on 36 astetta. Laske
kolmion muut kulmat.

78




4.2 Sinilanse TN
l\l\ Jr;
Testi: Sinilause
Nimi:
1. Laske sivun pituus x.
42°
182 m 34° —~
x
2. Suoran sirmion pohjana on kolmio, jonka kahden sivun pituudet ovat 45 cm ja 53 cm.

Jalkimmiisen sivun vastainen kulma on 72°. Sirmi6n korkeus on 19 cm. Sirmi6 on
tehty metalliseoksesta, jonka tiheys on 2,14 kg/dm’. Kuinka paljon kappale painaa?
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4.3 Kosintlause

Kosinilauseen johtaminen

b cosa = =X
a h b
»| C—X = bcosu
B o —x = bcosa - ¢
. y n y p x = c—bcosa
X c—X
¢
(c—x)2+ h2=h2
2 2 _ 2
X2+ h2=g2 (c—x)(c=x)*+hs=b
h? = a2 — x2 2 cx—cx+x2+ h?2=ph2
h2 = b2 — c2+ 2¢cx — x2

a2-x2=b?—c? + 2cx-x?
a?=b%—c?+2cx

'

a?=b?—c?+ 2c(c— bcosa)
a2 = b2 —c2+2c2 - 2bccosa |
a? =b? + ¢ - 2bccosa

'

Kosinilause

a?=b?+ 2 - 2bccosa
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4.3 Kosintlause

Kosinilause

¢ Kolmion kolmas sivu voidaan laskea, jos tunnetaan kaksi
stvua ja niiden valinen kulma.

C

a’=b"+¢" —2bccosa

¢ Kun kahden sivun vilinen kulma on 90°, kosinilause saa
Pythagoraan lauseen muodon.

¢ Kosinilauseella voidaan ratkaista myos kolmion kulmia, jos
kaikki stvut tunnetaan.

81




4.3 Kosintlause

Kosinilauseen kiyttiminen sivun ratkaisemiseen

Esimerkki 1
Ratkaise sivun pituus ¢
C
Ratkaisu: 34 mm
117°
68 mm
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4.3 Kosintlause

Esimerkki 2

Pekan kodilta johtaa suora tie kauppaan.
Etaisyys kauppaan on 870 m. Kodilta
johtaa toinen tie pankkiin, jonne etaisyytta

on 550 m. Teiden valiin muodostuu 85°
kulma. Laske kaupan ja postin vilinen
etaisyys.

Ratkaisu:

kauppa

83
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4.3 Kosintlause

Kosinilauseen kiyttiminen kulman ratkaisemiseen

Esimerkki

6,6
Ratkaise kulma f. 7.2 cm ,0 cm

Ratkaisu:

4.3 cm
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4.3 Kosintlause _

Testi: Kosinilause

Nimi:
1. Laske sivun pituus x. 110 mm
135 mm
x
2. Kolmion sivujen pituudet ovat 14 cm, 19 cm ja 28 cm. Laske kahden jalkimmaiisen

sivun valinen kulma asteen tarkkuudella.
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4.3 Kosinilanse

Keskeisid kisitteitd geometriasta
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5.1 Peruskdsitteita

Peruskisitteita vektoreista

e Janan 4B alkupiste on A ja loppupiste B.

—> suuntajana, jolla pituus ja tietty suunta

e Suuntajanaa kutsutaan vektoriksi.

A

B

_> -
vektort AB = AB

e Vektoria voidaan merkita my6s yhdella kirjaimella.

Esimerkiksi vektori « .

Vastakkaissuuntaiset vektorit

Samansuuntaiset vektorit

Vastavektorit

Vektorit ovat yhta pitkat, mutta vastakkaissuuntaiset.

Vektorit ovat yhdensuuntaiset.
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5.1 Peruskdsitteita

Esimerkki 1

Piirrd vektorin @ kanssa samansuuntainen vektori b,
vastakkaissuuntainen vektori ¢ ja vastavektori —a.

N
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5.1 Peruskdsitteita

Vektoreiden yhtisuuruus

Vektorit @ ja b ovat identtiset eli samat, « =/ | kun

v Pituudet ovat samat eli |E| = ‘b ‘ .

v Suunta on sama eli @ ™ Z

Esimerkki 1
Etsi kuvasta identtiset vektorit.

b AN N

Esimerkki 2

Milld vakion £ arvolla vektorit @ =4p =77 ja b= 4D+ kt ovat
identtiset?

89




5.1 Peruskdsitteita

Erilaisia vektoreita
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5.1 Peruskdsitteita

Yksikkovektori

Kun vektori jaetaan pituudellaan, saadaan mE

yksikkévektori. i =F
|a°| =
—
YKSIKKOVEKTORI

Vektorin a yksikkévektori on

=|

HO:F,jgssa |a| on vektorin @ pituus.
il

Esimerkki

Tarkastellaan vektoria 4B.
a) Piirrd vektori, kun 4 = (1,-3)jaB= (4, 1).
b) Laske vektorin pituus (eli kahden pisteen vilinen etaisyys).
c) Piirrd koordinaatistoon yksikkovektort.
d) Muodosta yksikkévektorin lauseke.

A
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5.1 Peruskdsitteita

Vektorien valinen kulma

e Vektorin siirretdan alkamaan samasta pisteesta.
e Vektorien vilinen kulma on syntyneistd kulmista pienempi.

—

a

S|

e Samansuuntaisten vektorien valinen kulma on 0°.

a

S|

e Vastakkaissuuntaisten vektorien valinen kulma on 180°.

a




Esimerkki
Maiarita vektorien
a) a jab

valinen kulma.

5.1 Peruskdsitteita

\ 4
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5.2 Laskutoimitukset

Laskutoimitukset
Pohdinta 1
Pekka ja Jalmari tyontavit pyoreaa rullaa voimilla 180 N

ia 120 N.

Tilanne A Tilanne B

120N © 120N

o Kuinka suurella voimalla yhteensa rullaa tyonnetaan?

 Piirra annettujen voimavektoreiden avulla yhteisvoimaa

kuvaava vektori.

e Miten voimien summavektori on muodostettu?
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5.2 Laskutoimitukset

Vektorien summa

Vektorit lasketaan yhteen liittimalla ne perdkkain.
- Vektorien suunnat sailyvit.
- Vektorien pituudet sailyvit.

Edellisen vektorin loppupisteeseen yhdistetian seuraavan
vektorin alkupiste.

x‘ _

summavektori 7+4

Q|

Summavektoria kutsutaan resultantiksi.

Summa noudattaa vaihdantalakia.

b+a=a+b

Summa noudattaa liitantalakia.

5+b+z=(a+2)+z=a+{2+fj
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5.2 Laskutoimitukset

Summavektoreita piirtamalla

Muodosta piirtimalld summavektori

a) a+b b) @a+b+7
4 N
b N ‘
C)T+7+7 d) Xx+7+7
} - 2 ;: ‘/QI X %
p >
/
A/// \4

96




5.2 Laskutoimitukset

Vektorien erotus

e Vektorien 7 ja b erotus a —b saadaan lisdimalli vektoriin
2 vektorin b vastavektori —b.

e Vastavektort — 4 on pituudeltaan yhtd suurt, mutta

suunnaltaan vastakkainen kuin 5.

f
/
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5.2 Laskutoimitukset

Vektorin kertominen luvulla

e Vektorit z ja b ovat samansuuntaiset, mutta / on kolme
kertaa vektorin z pituinen.

|

o Kun vektori kerrotaan positiivisella reaaliluvulla, sen pituus
muuttuu mutta suunta el muutu.

 Jos vektori kerrotaan negatitvisella reaaliluvulla, pituus
muuttuu ja suunta muuttuu vastakkaissuuntaiseksi.

Q|
S|

A 4

A

c=—3a

e Huomaa, ettd luvulla 1 kertominen ei muuta vektorin
pituuttal
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5.2 Laskutoimitukset

Vektoreiden erotus piirtimalli

Muodosta piirtimalld vektoreiden erotus.
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5.2 Laskutoimitukset

Vektorien yhdensuuntaisuus

e Samansuuntaiset ja vastakkaissuuntaiset vektorit ovat
yhdensuuntaisia keskenaan.

z‘;TT;,jos >0
z‘;'N«;,jos r<0

z‘;=6,jos =0

o Kaksi vektoria @ ja b ovat yhdensuuntaisia, jos on olemassa
reaaliluku 7 (# # 0) siten, ettd z saadaan kertomalla vektori

b luvulla 7eli

alb,jos a=tb  +#0
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5.2 Laskutoimitukset

Esimerkkeja laskutoimituksista

Piirrd vektotien ¥, 7 ja 7 -

avulla
o Wi
a) 256 —1¢ /
- ~{ |7
b) 0,5¢ — 2

Q) =35 +(=27)—7.
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5.2 Laskutoimitukset

Testi: Laskutoimitukset

2

Nimi:
1. Piirra vektorien ¥, 7 ja 7 avulla =
)
a) ;+;
by s—» v
9 —0,55+0,50
d) 2¢+2s.
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5.2 Laskutoimitukset

Yhteenveto vektorien laskutoimituksista

103




5.3 Komponentteihin jako

Komponentteihin jako

Pohdinta 1

Lausu vektorit # ja V vektorien @ ja b avulla.

o |
e

< |

Jﬁ

|
e

=< |

[ﬁ
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5.3 Komponentteihin jako

Vektorin jakaminen komponentteihin

Tason vektorit voidaan lausua kahden erisuuntaisen vektorin avulla.

o |
Ql

o |

Sy
|l

27+ 3d

1

Komponentit

Esimerkki
Jaa vektori b vektorien X ja J suuntaisiin komponentteihin.
a) b) i =
— X y
x > ¥
~ b
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Komponentit

5.3 Komponentteihin jako

Jaa vektorit C, d , € ja f vektorien d ja b suuntaisiin komponentteihin.

i N >
b N\ ‘//Z
/
g ~~
—T |- “
|
|/ ’ a/l
a / / / - J_f
<
/’
A
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5.3 Komponentteihin jako

Vektorien yhtisuuruus

Kaksi vektoria ovat yhti suuret,
kun niiden komponentit ovat samat.

el
[
~
|
+
[
~|
Sl
[
—
=|
_|_
=
=]

Esimerkki
Milld vakion # arvolla vektorit a=2x—6y ja b= 4t(2; - ;) ovat yhta
suuria?
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5.3 Komponentteihin jako

Esimerkkejd komponentteihin jaosta
Esimerkki 1

Milld vakioiden s ja # arvoilla vektorit 144 — 20b ja
S(a + Zb)— 2t(2a - 4b)ovat yhta suuret?

108




5.3 Komponentteihin jako

Esimerkki 2
Jaa vektori a=6x+10y vektorien 2x+ J ja ¥—37 suuntaisiin
komponenttethin.
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5.3 Komponentteihin jako

Vektorien yhdensuuntaisuus

Vektorit ovat yhdensuuntaisia, kun ne Jos € || d . niin
saadaan toisistaan kertomalla nollasta c=td, t=0.
eroavalla luvulla.

Esimerkki 1
Ovatko vektorit ¢ =8a+4b ja d=2a+b yhdensuuntaisia?

Esimerkki 2
Ovatko vektorit ¢ =24 —10b ja d =16a—60b yhdensuuntaisia?
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5.4 Vektorit xy-koordinaatistossa

Vektorit xy~-koordinaatistossa

Pohdinta 1
Koordinaatistoon on piirretty vektori pisteesta O = (0, 0) pisteeseen

A. Ilmoita vektori OA4 annettujen vektoreiden z ja ¢ avulla.

a) VA
e A=(3, 2)
_ OA
al |
c
—_— -
1 X
b) YA
] A=(3,4)
OA
a | i
c
— T .
1 X
Pohdinta 2

Paittele edellisen pohdintatehtavan perusteella, miten ilmoittaisit

vektorin OA vektoreiden # ja ¢ avulla, kun piste O sijaitsee origossa
ja pisteen A4 koordinaatit ovat

a) (5,7
b) (-4, 2)

) (%)-
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5.4 Vektorit xy-koordinaatistossa

xy~tason kantavektorit

¥k
¢ Sovitaan, ettd x-akselin suuntainen
yksikkovektori on 7.
‘Z ‘ = 1 —.J
I
o] 7 %

¢ Olkoon lisaksi y-akselin suuntainen
yksikkovektori nimeltdan ;.

/=1

¢ Koska koordinaattiakselit ovat toisiaan vastaan
kohtisuorassa,

il

¢ Kaikki muut xy-tason vektorit voidaan ilmoittaa

kantavektorien 7 ja ; ¥

avulla. A

<l
Il
I
|

K|
Il
)
3
\

v
-~
T~y

TY
[l
N
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5.4 Vektorit xy-koordinaatistossa

Pisteen paikkavektori

¢ Tarkastellaan vektoria ;, jonka 4
alkupisteena on origo O = (0, 0) ja
loppupisteend A = (4, 2).

¢ Vektori ¢ voidaan esittdd tason 4 4

NP

kantavektorien 7 ja ; avulla: |~

A\ 4
A 4
X

a=4i+2;

¢ Vektori a = 4/ + 2 on pisteen (4, 2) paikkavektori.

¢ Vastaavalla tavalla mielivaltaisen tason pisteen (x, y) patkkavektori

voidaan esittdd muodossa x7+ ;.

PISTEEN (x, y) PAIKKAVEKTORI
bl | A=(x ]."]I
Origosta pisteeseen A = (x, y) piirretty i
vektori on |
|
OA=xi +yj. ! .
£ () X
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5.4 Vektorit xy-koordinaatistossa

Vektorin pituus

¢ Tarkastellaan vektoria a = —37 + 4 .

¢ Vektorin z pituus voidaan laskea
Pythagoraan lauseen avulla:

-3 =3 4/]=4
a =3 +4
d =25

a4 =+25=5

VEKTORIN PITUUS ¥

Vektorin a =ri +1# pituus on

@l =Vt + 2. 1

|al _
|tj| =t

7] =

R

Esimerkki
Laske vektorin » = =27 + 5/ pituus.

Ratkaisu:
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5.4 Vektorit

xy-Roordinaatistossa S
\
\

Kahden pisteen valisen vektorin maarittaminen

Esimerkki

Maiaritd vektori, jonka alkupisteend on .4 = (1, 5) ja loppupisteeni

B = (6, 2).
Ratkaisu:

Kaytetaidn apuna pisteiden 4 ja B
Paikkavektoreita:

S

0B = 0=

b}
| Ak a5
N
immE
B=(6,2)
=

O} 0)

Lausutaan vektori 4B paikkavektorien avulla:

B =
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5.4 Vektorit xy-koordinaatistossa

Kahden pisteen vilinen vektori

KAHDEN PISTEEN VALINEN VEKTORI
. ¥4 _
Jos A=(xp, 1) 1@aB=(x,¥) (xa—xy )i
niin vektori A ~_ = _
L _ _ HHHH H:!r’z_}ﬁ”
AB=(x,—x)i +(y3,—n)j. i
2
0l X

Esimerkki
Maiaritd vektori, jonka alkupisteena on .4 = (-6, —3) ja loppupisteeni
B=(7,-4).

Ratkaisu:
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5.4 Vektorit xy-koordinaatistossa

Kirjan esimerkki 4 (s. 135)

Janan AB paitepisteet ovat A = (-1, 5) ja B = (3, —2). Piste C jakaa
janan suhteessa 2:3. Méaritd pisteen C koordinaatit.

. A=(-1,3)
Ratkaisu: F~——_
@
e e . T I 3y
Mairitetaan vektor: AB: G) T
T B=(3,-2)
AB = o
A=(-1,5)

Muodostetaan vektori OC. Tihin -"'{";_':j---h/?f;%_%_ﬁ P
tarvitaan joko vektoria AC tai BC': 3

~B=(3,-2)

A
"

Pisteen C paikkavektori OC voidaan nyt lausua vektotien OA4 ja
AC avulla:

C =
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5.4 Vektorit xy-koordinaatistossa

~
-

T
—

Testi: Vektorit xy~-koordinaatistossa

Nimi:

1. Vektorin PQ alkupisteeni on P = (=5, 10) ja loppupisteeni O = (8, 12).
a) Miiriti vektori PO .

b) Laske ‘@‘ .

c) DPiste X jakaa janan PQ suhteessa 1:1. Méaritd pisteen X koordinaatit.
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5.5 Vektorit xyz-koordinaatistossa

Vektorit xyz-koordinaatistossa

Pohdinta 1
Eraan yrityksen arkisto koostuu 4 hyllykosta, joissa jokaisessa
on 7 hyllya. Jokaisessa hyllyssa on 5 laatikkoa vierekkain.

/] /| d /|
] L/ /] e
/ ¥ /;/ /j/ /;/ /
% % % 494
/// ] B V4 // L/ //
ANV % /1 avd
| ] A V]
pard e N e
4 ///é //// //// 4 //
/4 L/ L/ /
g% 9% 9% /
1
Arkistoa voidaan kuvata z

koordinaatistomallilla, jossa
lattiaa kuvaa xy-taso.

Jos hyllykoita kuvaa koordinaatti

x, laatikoita koordinaatti y ja : Y«
hyllyja koordinaatti g, niin missa
sijaitsee asiakirja, joka on
hyllykéssi kolme, viidennessi bz
laatikossa ja hyllylla seitseman?

>y
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5.5 Vektorit xyz-koordinaatistossa

Paikkavektori avaruuskoordinaatistossa

e Kolmiulotteisen koordinaatiston kantavektorit ovat 7 , j
ja k.

e Pisteen A paikkavektori ZA
avaruuskoordinaatistossa 11
on vektori OA .

A=(2,1,1)

=
P B
»x/ /

PISTEEN (x, y, z) PAIKKAVEKTORI

Origosta pisteeseen A = (x, y, 2) z

piirretty vektori on A=(x, Y, 2)

azx?+y]_'+z£ O

:\
e |
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5.5 Vektorit xyz-koordinaatistossa :
\\.I

Esimerkkeja paikkavektorin kiytosti

Esimerkki 1

Koordinaatistoon on merkitty nelja pistetta .4, B, Cja D.
Pisteen A koordinaatit ovat (-1, 3, 5) ja pisteen B koordinaatit
(3,-2,7).

2) Muodosta paikkavektorit OA ja OB.

b) Mairita paikkavektorin avulla pisteiden C'ja D koordinaatit,
kun AC =4i—2j+k ja BD=3i+5/—2k,
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5.5 Vektorit xyz-koordinaatistossa

Esimerkki 2

Piste P jakaa janan .4C suhteessa 3:2. Maarita pisteen P koordinaatit,
kun 4= (-2,1,3)ja C= (-7, 1, 13).
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5.5 Vektorit xyz-koordinaatistossa

Vektorin pituus

Suorakulmaisen sirmion sivuvektorit: (2,3,4)
21,3/, 4. /
Sarmion avaruuslavistaja: L
R - Ca _
a=2i+37+4k i 4%
Avaruuslavistdjan pituus: 2i/
\;\:\/2Z+32+42 =29 ___
3
VEKTORIN PITUUS
Vektorin g =ri +tj +uk pituus on z
\E\:\/r2+r2+uz, -
Y
jossa 1, tja u ovat reaalilukuja.

Esimerkki
Laske vektorin »=3;/—5;—# pituus.
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5.5 Vektorit xyz-koordinaatistossa

Kahden pisteen vilinen vektori

Z A _ _
A=(2,1,1) OA=2i+]+k
B=(-52-3) OB=-5i +2j -3k
y
X
AB=0B-0A
=—5i +2j =3k —(2i +j +k) ‘
— _ _ Loppupisteen
=(-5-2)i +(2-1)j + (=3-1k koordinaateista
N vahennetaan alkupisteen
=-7i +j —4k koordinaatit.
KAHDEN PISTEEN 14
VALINEN VEKTORI
OA = x1i +yyj + 2k .
A= (xl’ ;Vl’ Zl)
B=(x,, ¥5, %)) s
SR OB = x,1 +y,] + Z5k 4
X
AB=(x,=x)i +(y, = 3)j +(22 =4k
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5.5 Vektorit xyz-koordinaatistossa

Esimerkki 1
Miiritd vektori AB ja laske sen pituus, kun

a) A4, 5, 2)ja B(2,4,-3) b) A6, 3,-1) ja B(1, 3, 7).

Esimerkki 2
Piste P jakaa janan 4B suhteessa 1:3. Maarita pisteen P
koordinaatit, kun .4 = (4, 1, 6) ja B = (12, 5, —0).
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5.5 Vektorit xyz-koordinaatistossa

~
/

T
-
—

Testi: Vektorit xyz-koordinaatistossa :

Nimi

1. Miiriti vektori AB ja laske sen pituus, kun A = (4, —6, 7) ja B = (~1, -6, -2).

2. Pisteen A koordinaatit ovat (4, 0, —6). Maarita pisteen C koordinaatit, kun
AC=3i-9/+2k.
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5.6 Pistetulo

xy-tason vektorien pistetulo

¢ Miiritellddn kahden tason vektorin « = xj + yzy ja

b=x,i+ y, j pistetulo cli skalaaritulo seuraavasti:

TASON VEKTORIEN PISTETULO

a-b=xpx+yy7

jossa @ = xli_-i-ylj ja b= xzt'_-l- :I"EjT

Esimerkki 1
Laske vektorien » = =27 +5; ja s = =7 — 3 pistetulo.

Ratkaisu:
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5.6 Pistetulo

Esimerkki 2
Miiritd vakio #siten, ettd vektorien x =37 +(2+17)/ ja y=2ti —4
pistetulo on —3.

Ratkaisu:
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5.6 Pistetulo

Vektorien kohtisuoruus

¢ Vektoreiden —47+ 2/ ja 7 + 27 vilinen kulma on 90°, eli vektorit
ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

J

a

X

¢ Lasketaan niiden vektorien pistetulo:

(— 47 + 2;) (E+ 2}):

¢ Jos kaksi vektoria ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, niiden
pistetulo on nolla.

VEKTORIEN KOHTISUORUUSEHTO

Jos E-Ez{l, nin@ L b elic=90°.
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5.6 Pistetulo

Kohtisuoruusehdon kiyttiminen

Esimerkki
Miiritd vakio 4 siten, ettd vektotit « = &/ + j ja b=(k£—2)i =3
ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Ratkaisu:
Mairitetian pistetulo vektoreille o = &7 + / ja b=(k-2)i-3;:

P

Vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos niiden pistetulo on
nolla. Niin saadaan toisen asteen yhtalo, josta ratkaistaan 4:
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5.6 Pistetulo

Pistetulon maaritelma

¢ Tarkastellaan kahta vektoria « ja 4. Pistetulo voidaan maaritella
ndiden vektorien pituuksien seki niiden vilisen kulman kosinin
avulla seuraavasti:

VEKTORIEN a ja b PISTETULO

a-b=|alblcosc

|

* || on vektorin @ pituus

. |!_J| on vektorin b pituus >

= o

= ¢ on vektorien vilinen kulma

Esimerkki 1
Maiiritd vektorien 5 ja 7 pituudet, kun vektorin 5 pituus on 3
yksikk6a pienempi kuin vektorin 7 . Lisiksi tiedetddn, ettd vektorien

vilinen kulma on 60° ja vektorien pistetulo on 90.
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5.6 Pistetulo

Esimerkki 2
Maiaritd vektorien s = —7/+4 j ja # = 2/ — 37 vilinen kulma asteen

tarkkuudella.

Ratkaisu:
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5.6 Pistetulo

Testi: Pistetulo

Nimi:

2. Laske vektotien X =—12/ + 7; ja y= 9; — 5; pistetulo.

3. Miiriti vektorien 7 = —i — 2; ja b=2i- 3; vilinen kulma asteen tarkkuudella.
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Keskeisid kdsitteitd vektoreista

Keskeisia kisitteita vektoreista
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Kertaus

Kertaus

Erilaisia kulmia ja kulmanyksikéita

¢ Suunnattu kulma syntyy, kun kahdesta paillekkiin asetetusta
puolisuorasta toinen jaa paikalleen ja toista kierretdan vastapaivaan
(positiivinen kulma) tai myotapiivaan (negatitvinen kulma).

ul § —40°

¢ Kulman suuruus ilmoitetaan yleensa asteina tai radiaaneina.

o e ; r b
¢ Radiaanin mairitelma:
b
a=— o
r

¢ Kulmanyksikéiden muuntaminen:
180°

1° = &(rad) 1 (rad) =

Sini, kosini ja tangentti

¢ Trigonometrisista funktioista sini ja kosini maaritellaan
yksikkOympyrin avulla seuraavasti:

sini on kulmaa o vastaavan kehipisteen y~koordinaatti ja

kosini x-koordinaatti. . Vi
sinot = y
COSOt = X T y)
f/f 4 Q\\
05/ >y
III ,.{,ﬁ '|| _
-1 05 05 1 x
'-\_\\ —U, 5 /
\\ V4
~_ |
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Kertaus

¢ Tangentti voidaan maaritelld pisteeseen (1, 0) piirretyn

tangenttisuoran avulla:

Kulman o vasemman kyljen ja tangenttisuoran leikkauspistetta
sanotaan tangenttipisteeksi. Tamin pisteen y-koordinaatti on

tana.

YA -
S /
tana * ~

051 1. tangentti-

/ piste

|I I # { o I -

-1 -05 0,5 X

05
~—3— tangentti-
suora

¢ Trigonometrisia funktioita sitoo toisiinsa yhtalo

sin &

tan o =
cosx

¢ Trigonometristen funktioiden merkki yksikkGympyrin eri neljanneksissa:

Neljannes Sini Kosini

+

+

+

Tangentti

+
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Kertaus

Siniyhtild
¢ Yhtilon Sina@ = ratkaisut ovat
a=ay+n-360° tai a=180° —ay +n-360°

jossa #=0,£1,£2,..

Kosini- ja tangenttiyhtil6t

¢ Yhtilon cosa = x ratkaisut ovat

a=a, +n-360° tai a=—ay+n-360°
n=0,£1,£2,..

¢ Yhtalon tan o = £ ratkaisut ovat
a=a,+n-180°, n=0,+1,£2,..

y—

¢ Kulman tangenttipiste on A.

>Y

—\ 0,5 0,5
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Kertaus

Trigonometristen funktioiden jaksollisuus

¢ Sini ja kosini ovat jaksollisia funktioita. Molempien jakso on 27,
eli niiden arvot toistuvat 27:n valein.

VA

¢ Myo6s tangentti on jaksollinen funktio, mutta sen jaksona on .

yA tanx
5_
1 1 1 I 1 1 1 1 *
_E i x I
.8 - o
-5
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Kertaus

Sovelluksia

¢ Trigonometrisilla funktioilla voidaan mallintaa jaksollisia
ilmibiti, joita ovat esimerkiksi
- harmoninen virahtely
- vuoroveden vaihtelu
- aaltoliike.

¢ Aaltoliikkeen muotoja ovat esimerkiksi

o nikyva valo

o radioaallot

o rontgensateily

o aant

o gravitaatioaallot.

¢ Malleissa hy6dynnetian kahta sinin ja kosinin ominaisuutta:
1. Sint ja kosini on maaritelty kaikilla reaalilukujen arvoilla.
2. Sinin ja kosinin arvot vaihtelevat valilla [-1, 1].

Esimerkiksi funktio /(x)=5sinx saa siis kaikki arvot valiltd
-5, 5].
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Kertaus

Kolmion ja suunnikkaan ala

¢ Kolmion ala voidaan laskea, jos tunnetaan kaksi kolmion sivua
sekd niiden vilinen kulma:

1
A=Eacsinﬂ ¢

¢ Suunnikkaan ala kahden sivun ja niiden vilisen kulman avulla
laskettuna on

A=ah=absin f

Sinilause

¢ Sinilauseen mukaan kolmiolle on voimassa yhtalo

sina sin

¢ Sinilauseen avulla voidaan ratkaista kolmion sivuja ja kulmia, kun
tunnetaan
- kaksi sivua ja toisen sivun vastainen kulma
- kaksi kulmaa ja toisen kulman vastainen sivu.
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Kertaus

Kosinilause

¢ Kosinilauseen mukaan kolmiolle on voimassa yhtalo

2 2 2 a
a” =b" +¢° —2bccosa ¢

¢ Lauseen avulla voidaan ratkaista kolmion kolmas sivu, kun kaksi
sivua ja niiden vilinen kulma tunnetaan.

¢ Myo6s kulmien ratkaiseminen on mahdollista, jos kolmiosta
tunnetaan kaikki sivut.

Peruskasitteiti

¢ Yhdensuuntaisia vektoreita ovat:

- samansuuntaiset vektorit, a 1T b

- vastakkaissuuntaiset vektorit, « TN &
- vastavektorit, @ ja —a

- identtiset eli yhta suuret vektorit:

a= 1_7, kun

a T ja vektoreiden pituudet ovat samat.

¢ Yhdensuuntaisuutta merkitdan ﬂHb )

¢ Yksikkovektori saadaan, kun vektori jaetaan pituudellaan.
Yksikkovektorin pituus on yksi yksikko.

a°=‘_

B

, jossa d‘ on vektorin @ pituus

a
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Kertaus

¢ Nollavektorin suuntaa ei ole maaratty, mutta sen pituus on nolla.
¢ Erisuuntaiset vektorit eivit ole yhdensuuntaisia. Tatd merkitaan

oAb

¢ Vektoreiden « ja b vilinen kulma @ saadaan, kun vektorit
asetetaan alkamaan samasta pisteesti, 0 < a <1807,

Laskutoimitukset

¢ Vektorit liitetadn perikkain
suuntansa ja pituutensa —

sailyttaen. Vektorien summa eli y _
C

resultantti R saadaan, kun p

ensimmaisen vektorin alkupiste /' )
yhdistetadn viimeisen Rt Bec
loppupisteeseen.

¢ Vektoreiden @ ja b erotus a —b
saadaan lisiimailli vektoriin @

vektorin & vastavektori — & eli

a+(-5)=a-2.
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Kertaus

¢ Vektoria zvoidaan kertoa reaaliluvulla ¢ jolloin vektorin pituus
muuttuu ja suunta vol muuttua vastakkaiseksi tai pysyd samana.

ta Tt a, josz >0
ta a, josz <0

ta=0,1=0

¢ Vektorit z ja b ovat yhdensuuntaisia eli

a

b, jos a= z‘b_, jossa £ #0

Komponentteihin jako

¢ Tason vektorit voidaan jakaa kahteen erisuuntaiseen
komponenttiin. Avaruusvektorien komponenttiesitykseen
tarvitaan kolme erisuuntaista vektoria. Komponenttien summana
saadaan tarkasteltava vektori.

¢ Vektorit ovat yhta suuret eli identtiset, kun niiden komponentit
ovat samat

Q|
[l
i~
|
+
L]
<]
o
[l
—
|
+
=
~|
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Kertaus

Vektorit xy~-koordinaatistossa
¢ xj-tason kantavektorit ovat / ja ;.

¢ Pisteen A = (x, y) paikkavektori on origosta pisteeseen A
piirretty vektori OA .

y A
A=(x, y)

OA = xi+yj

-
X

¢ Vektorin @ =77+ 7 pituus on

‘a‘z rt 41t

¢ Pisteiden A =(x,, ) ja B=(x,,,) vilinen vektori on

(er }’2)

ol J
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Kertaus

Vektorit xyzkoordinaatistossa

¢ Avaruuden xyg kantavektorit ovat i, ; ja 4.

¢ Jokainen avaruuden xyz vektori voidaan esittda kantavektoreiden
avulla komponenttiensa summana.

ZA

¢ Pisteen A = (x, y, 3) paikkavektori on origosta pisteeseen 4

piirretty vektori OA.

¢ Vektorin @ =ri+ ¢/ + uk pituus on

MZ\N‘Z-}-Z‘Z-}-%Z )

¢ Pisteiden A= (x1 s I ,zl) ja B= (XZ s Vs ,zz) vilinen vektori on

E=(xz—x1)rT+(yz—y1}f+(zz—z1)E
Z A
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Kertaus

Vektoreiden pistetulo

¢ Pistetulo cli skalaaritulo voidaan laskea kahdella eri tavalla:
1) Jos tiedetain vektoreiden vilinen kulma « seka vektoreiden
pituudet, niin

a5=[dp

cosx .

2) Jos vektoreiden valistd kulmaa ei tiedeta, niin
tasossa a-b=x,x,+ 7,7, ja
avaruudessa a-b=xx, + 7,9, + 2,2, -

¢ Pistetulon arvo on aina reaaliluku. Jos pistetulo on nolla, niin
vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vasten.
a-b=0, niin @ L b elia=90°

¢ Vektoreiden vilinen kulma saadaan pistetulon avulla

Q|
S

cosa =

S

S|
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Kertaus

Monivalintakysymyksid kurssista

Valitse yksi neljastd vaihtoehdosta.

1.

1,34 radiaania on asteina likimain

a) 134°
b) 77°
o 1,34°
d) 0,023°,

2
Lausekkeen sin—T[ likiarvo kahden desimaalin tarkkuudella on

a) 111
b) 0,02
c 0,89
d) 0,78.

. 4n
Kulma, jonka suuruus on —, sijaitsee
a) 1. neljinneksessi
b) 2. neljinneksessi
©) 3. neljinneksessi
d) 4. neljinneksessi.

Yhtalon sin x = 0,52 ratkaisu kahden merkitsevin numeron tarkkuudella on
a) x~+31°+1-360°

b) x~31°+7%-360° tai x ~149° +#-360°

o x=31°+7%-180° tai x ~149° +1-180°

d) x=31°+#x-180°.

Yhtalon tan x = 120 ratkaisu kolmen merkitsevian numeron tarkkuudella on
a) x~1,56+nn

b) x==x1,56+7-2n

o) x~*x156+nm

d) x=1,56+7-2m.

Kolmion sivujen pituudet ovat 14 cm ja 19 c¢m, ja niiden vilinen kulma on 49°. Kolmion ala on
siis likimain

a) 200
b) 175
o 125
d) 100.
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Kertaus

7. Miki seuraavista viitteistd ei pidd paikkaansa?
a) Vektorit ovat yhté suuret, jos niilli on sama pituus.
b) Vastakkaissuuntaiset vektorit ovat yhdensuuntaisia.
¢) Samansuuntaiset vektorit ovat yhdensuuntaisia.
d) Jos kaksi vektoria on toistensa vastavektoreita, niilld on sama pituus.

8. Jos A= (=23)jaB= (8, 10),
Q) AB=6i+7;
b) AB=10i+7;
o AB=6i-7;
d) AB=-10i-7,.

9. Miki seuraavista viitteistd pitdd paikkansa?

a) ; = ; a E :
b) a H ¢

9 a=b

d) ale

10. Vektorin ;z 6;— J pituus on
a) 7
b 7
9 V35
d) +37.

11. Vektori OA =2 + 7; ja AB=i+ 3; . Téllsin pisteen B koordinaatit ovat

) @7
b (3,10)
o (1,3
d {,4).

12. Pisteen (-1, 3, —2) paikkavektori on

A) i-3/+2k
b) —i—3j+2k
Q) i+3/-2k

d) —i+3)-2k.
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Kertaus

13. Vektorien o = —2i + 9; ja b=—5i— 3; pistetulo on

a) 37
b) 17
o -17
d) 37.

14. Seuraavilla kulmilla, yhtd lukuun ottamatta, on sama kehipiste. Mikd kulmista eroaa ndin muista?
a) 50°

b) —50°
o 310°
d)y 670°

3
15. Yhtalon sin S :g tarkka ratkaisu valilla [O,%} on

1
16. Funktio g(i) =0,90 cosf—2 + 3,5 kuvaa veden syvyyttd metreind satamassa. Aika 7 on tunteja

hetkesti, jolloin syvyys on suurimmillaan. Mikd on suurin syvyys?

a) 35m
b) 0,90 m
¢ 44m
d) 2,6m

17. Minki yhtilon avulla voidaan ratkaista sivun pituus x?

X 14
2) o o X
sin 65 sin 52
14
b — = v,
sin 52 sin 65
o 65%=14% 4+ x% —2.x-14-cos52° 14 m

d) 522 =14% + 5% —2-x-14-cos65°
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Kertaus

18. Vektorille a=4i— 3} on

Q) a =i—]

o 12 1=
b a'==i——
) 575/
9 =1

o 4= 3-=
d ==i-=.
) ST g/

19. Miki seuraavista vektoreista ei ole yhdensuuntainen vektotin x =a + 4 kanssa?

a) —a—b
b) a+2b
Q) 3a+3b
1- 1-
d) —a+—0
474

20. Mikd scuraavista viitteistd ei pidéd paikkaansa vektorille Ij = ; — ; - 52 ?
a) v on pisteen (1, —1, —5) paikkavektori.

b) » on yhdensuuntainen vektorin v=—2i+ 2; +10£ kanssa.
o) ‘;‘ =7

d) » on kohtisuorassa vektoria » =47 — j + £ vastaan.

21. Vektorien 4 ja b pituudet ovat 10 ja 15, ja niiden vilinen kulma on 60°. Tilléin

A a-b=75
b) a-b=150
O a-b=0
d a-6=130.

22. Neljakkdin sivan pituus 7,0 cm. Sivujen vilinen kulma on 38°, eli neljakkiin ala on likimain

a) 30 cm?
b) 49 cm?
c) 15cm?
d) 60 cm?

Monivalintakysymysten oikea rivi:

1 2 3 4 5 10 11 12

(=)
~
(e )
=)

B D C B A D A B D D B D

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

C A A C B D B C A A
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Kokeet

Koe 1
1. Ratkaise yhtilot radiaaneina kahden merkitsevin numeron tarkkuudella.
a) sin x = 0,282 b) tan 2x = 12

2. Piirrd xy-koordinaatistoon vektorit a=-2i+ 5; ja b=—i— 4; . Laske niiden vektorien

pituudet (tarkat arvot). Mairité lisiksi summavektori z + & ja erotusvektori @ — 5.

3. Ratkaise kuviosta sivun pituus x.

2) b)

34 cm X X

9,8 m

Valitse tehtiva 4 tai 5.

4, Miirit vektorien a = 37 — 2; ja b=—4i+ 3; vilinen kulma asteen tarkkuudella.
5. Mairitd vakio g siten, ettd vektorien x= q; - 15; ja ; = (q + 5); + 3; pistetulo on 21.

Valitse kaksi tehtéivisti 6, 7 ja 8.

6.  Piste Q jakaa janan 4B suhteessa 1:2. Mairitd pisteen Q koordinaatit, kun A4 = (2, 3, -2)
jaB=(=5,8,4).

!
7. Funktio 5/ (z‘) =13 cosf—2 + 3,6 kuvaa veden korkeutta metreind satamassa. Muuttuja #

ilmaisee ajan tunteina alkaen keskiyOsti ja # saa arvoja vililld [0, 24].
a) Mikd on veden korkeus suurimmillaan?

b) Miki on veden korkeus pienimmillain?

¢) Miki on veden korkeus kello 5.30?

8. Jaavektori —34—12b vektorien a—2b ja 42+ b suuntaisiin komponentteihin.

151




Kokeet

Koe 2

Vastaa yhteensi 8 tehtiviin!

Trigonometria

Vastaa neljdin (4) tehtiviin.

1. 2) Muuta kulmat suluissa annettuun yksikk66n. Anna __Lf‘ N
vastaus kolmen merkitsevin numeron tarkkuudella. L oel
o - y
1) 42 (radc? X ool
D) 21n (°) 0]
I1I) 190 (°) | «
N\ |
5 L Y | I I Y i e a'a qla
b) Miiritd viereisen kuvan avulla kulman « sinin, kosinin ja T O Y A A
tangentin arvo yhden desimaalin tarkkuudella. 0,4
i .6
“, 4
1,5 1 -
] R

2. Ratkaise yhtilot. Anna vastaus asteen tarkkuudella.
a) sina—0,8=0 b) tan2a +13=06

3. Mairita taulukkokirjan avulla yhtil6iden tarkat ratkaisut radiaaneina.

1
a) cosx———==0 b) 2sin2x—~/3=0

NE)

4. Piirrd funktion £ ()= sin 2x kuvaaja. Miki on funktion jakso? (Muuttujan x yksikkéni

voit kayttdd joko asteita tai radiaaneja.)

5. Maailmanpy6rissi olevan vaunun etisyyttd maan pinnasta metreind kuvaa funktio
. T . . . .
Y/ (x) =15sin [ﬁ xj +18, jossa x on aika sekunteina tarkastelun alusta lukien.

a) Miki on vaunun etdisyys maan pinnasta, kun aikaa on kulunut 10 sekuntia?
b) Kuinka korkealla vaunu kay?
¢) Milloin vaunun korkeus maan pinnasta on ensimmaiisen kerran 5 m?
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Kokeet

Vektorit

Vastaa neljdin (4) tehtiviin.

0. Piirrd annettujen vektoreiden avulla vektorit ¢ =34 + 25 ja

d = 2a—4b. Miiriti kuvan avulla perustellen vektorien a ja b vilinen -
kulma.

7. Koordinaatistoon on merkitty kolme pistettd: .4 = (4, 3), B= (=3, 7) ja C = (3, —0).
a) Muodosta paikkavektori 0OA seki vektorit 4B ja BC.
b) Muodosta vektorin 0A yksikkévektori.

c) Laske vektorien AB ja BC pistetulo. Ovatko vektorit kohtisuorassa toisiaan vastaan?

8. Milla vakioiden sja #arvoilla vektorit —Ta+8b ja z (; - 22) + (4; - SZ) ovat samat?
9. Jaa vektori —i+ 8; vektotien 27 —; ja it ; suuntaisiin komponentteihin.

10. Kolmion ABC kaksi pisteestd 4 lihtevia sivuvektoria ovat AB=2i— 4; +5k ja

AC =—5i+7 j—2k. Piste Pjakaa sivun BC suhteessa 2:3. Miriti pisteen P koordinaatit,
kun_4 = (1,-3, 6).
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Kokeet

Koe 3

Tehtivat 1-4 ovat pakollisia.

1.

Ratkaise yhtalo. Mairitd ratkaisut asteina yhden desimaalin tarkkuudella.
a) sin2x = 0,6 b) tanx =0,7 c) cos(—x)+2=2,6

5
Maiiritd lausekkeen 3sin(—x) + S nollakohdat. Anna vastaus radiaaneina kahden

desimaalin tarkkuudella.

Olkoon ;:—;+2}—32 ja 524;—;. Laske
Q) a+b b) @ —2b Q) a-b.

4. Jaavektori p=—a—Tb+5¢ vektoreiden # =a+3b—¢ ja v =—b+¢ suuntaisiin

komponentteihin.

Tehtavista 5—7 valitaan kaksi.

5.

Tasossa on annettu pisteet A = (-2, 4), B= (3, 5) ja C = (2, —1). Esitd vektorit AB ja

AC yksikkovektoreiden i ja j avulla sekd paittele vektoreiden pituuksien nelididen
nojalla, kumpi pisteistd B ja C on ldhempana pistettd 4.

Laske vektoreiden a = —47 + 3; ja b=—i+ 3; + 24 vilinen kulma. Mariti lisiksi 2°
ja .

Kartalla olevat kaksi kaupunkia A4 ja B sijaitsevat pisteissd .4 = (—13, 6) ja B = (5, 12).
Kaupunkeja yhdistda suora moottoritie. Tichen valmistuu uust liittyma, joka jakaa
moottoritien 4B suhteessa 3:4. Miten kaukana liittyma on huonekaluliikkeesta, joka
sijaitsee kartan pisteessd C = (4, —5)° Kartan yksikko on kilometri.
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Kokeiden ratkaisut

Koe 1

1. a)
sinx = 0,282

x=0,285...+ 727 tai
x=029+n-2n

x=m—0,285...+ 7 27
x=286+n-2n, n=0=x112 ..
b)
tan 2x =12

2x =1487...+n-

T
=043 412
2

Xz0,74+ﬂ-§ Ca=041,42,.

H

A 4

\

N
/

|

|

by

atb=(-2i+5))+(—i—4))==3i+ )
a—b=(=2i+5))—(—i—4))=—i+9;
[ = (=2 +5* =~/29

] =1 + (4" =17

155




Kokeiden ratkaisut

3.
a) Sinilauseella saadaan
x 34

sin73°  sin42°
sin42°x =34-sin73° |:sin42°
34 -sin 73°
X = —-—
sin 42°
Pituus on siis x = 49 cm.

=48,59..~49 (cm)

b) Kosinilauseella saadaan
x*=18"49,8°—-2-18-9,8-cos125°
x° =622,397...

x =124,947...

Koska x on pituus, niin x = 25 (m).
Pituus on siis x = 25 m.

4. Vektoreiden vilinen kulma saadaan pistetulolla.
a-b _ 3(-2)+(—4)3 _ —18
]| 3+ 27 4P 37 V13425

a=176,82..° = 177°

coso = =—-0,998...

5.
x-y=q(g+5)+(=15)-3=¢" + 5545
Saadaan yhtilo
g° +5g—45=21
g> +5¢—66=0
| —5%4/25-4-1-(=66) —5+4280 —5+17
7 2 2 2
g=6 tai ¢g=11

6.
Vektori AB = (=5—2)i +(8=3) j +(4—(=2))k=—Ti+5 + 6k .
Miiritetdan pisteen Q paikkavektori @ =0A+ @ .

@:2%3}—22%@
Y
=22+3/—2k+5(—7z+5/+6/€)
2~ 2—
=427 4+45
3 3j

2 2
Siis piste 0 =|4=,4Z 0].
piste 0 ( 343 ]
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Kokeiden ratkaisut

7.
Korkeutta kuvaa funktio 4(¢) =1,3 cos% + 3,6, # kuuluu vilille [O, 24].
a) Koska —1< cosx <1, niin funktio / on suurimmillaan, kun kosinin arvo on 1
eli cos% =1. Korkeus on siis talloin 1,3 - 1 + 3,6 = 4,9 (m).
b) Koska —1< cosx <1, niin funktio » on pienimmillddn, kun kosinin arvo on
—1eli cos% = —1. Korkeus on siis talléin 1,3 - (1) + 3,6 = 2,3 (m).
¢) Veden korkeus klo 5.30 saadaan, kun keskiyostd on kulunut 5,5 tuntia eli

5,5
5(5,5) = 1,3 cos 228
12

+3,6 =3,769... ~ 3,8 (m).

Vastaus: a) 4,9 m b) 2,3 m ) 3,8 m

8.

Miairitetddn vakiot rja 7 siten, ettd — 30—12b = r(; - 22)+ z‘(4; + [;)

Komponenttien pitid olla samat yhtilén molemmilla puolilla, joten saadaan ehdot
—3=r+4r |2

{— 12=-2r+¢
—6=2r+8¢

{—12 =-2r+t¢

-18=9¢

t=-2

Kun 7= -2, niin saadaan —3=r+4-(=2) eli r= 5.

Komponentit ovat siis

rlo—25)=5(a—20) ja H4a+2)=—2(4a+2).
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Kokeiden ratkaisut

Koe 2

1. a) Asteiden ja radiaanien vililld on yhteys:

142° =42 = 0.7330... 0,733
180

180°
T

III 190 = 190-180

I 21n=2,1n- = 378°

=10886,1...°= 10 900°

o 180°
1°=—— (rad) ja 1(rad) = .
180( ) ja 1(rad)

s
b)
¥ sina = 0,6
e
Y 08 ""“\\ cosa ~—0,8
) tana = 0,8
0.4 \"-.
«a
, N\ | .
=10 0,8 =} 6 =04 =02 02 04 06 08 ':n X
. I i
04
\\ 0,6 /
AN 0,8 //
S S
2.
a)
sina—0,8=0
sina =0,8
a =53,13..°+n-360° tai  a=180°-53,13..°+n-360°
a ~53°+r-360° a=127+n-360° n=0,£1,%£2, ..
b)

tan2a +13=06
tan 2a = =7
2a =—81,86...°+7-180°
a =-40,93..°+7-90°

a~—41°+7,-90°, n=0,%£1,£2 ..
—

319°
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Kokeiden ratkaisut

3.
a)
1
cosx———=0
V2
1
cosx =——
V2
X=£+ﬂ'2ﬂ tal X=7—n+ﬂ-2ﬂ:, n=0,x1,£2 ..
4 4
b)
2$in2x—x/§:O
2sin2x =+/3
sin2x=£
2
T . 27
2X:§+ﬂ'2ﬂi tai 2x=?+ﬂ'2ﬂ, n=0,£1,£2, ..
T T
X =—+nn X =—+nun
4

Funktio. f(x) = sin2x

y=sin2x

Jakso nihddan kuvasta. Se on 7.

5.

Etiisyyttad (m) kuvaa funktio A(x) = lSsin(% x] +18, jossa x on aika sekunteina.

2) h(10) = lSsin[% : 10) +18 = 29,727... ~ 30(m)

b) Vaunun korkeus on suurin, kun sinin arvo on suurin. Koska sinx = 1 on sinin suurin arvo,
niin suurin vaunun korkeus on 15 -1 + 18 = 33 (m).
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Kokeiden ratkaisut

¢) Tarkastelu alkaa hetkelld 7 = 0, jolloin vaunun korkeus on A(0) =15sin0+18 =18(m).
Korkeus on 5 (m), kun A(x)=5.

155in(lxj+18=5
14
153in(£xj=—l3|z15
14

.(n j 13
sin| —x |=——
14 15
T

14
Y=L | L ox=n—(-1,086..)+n"2x
e

14

x=—4,672...4+28n £X=4,19-~+”'2“ 4
14 T

x =18,672...+28n

Koska tarkastelun alkuhetki on #= 0, niin #> 0. Lasketaan mahdollisia aikoja:

N=-4672...+28-1=233...
x=18,672... + 28 -0 = 18,672... < 23,3...

Ensimmiisen kerran vaunun kotrkeus on 5 m, kun aikaa on kulunut 18,672... s ® 19 s.

0.

Vektorin a ja b vilinen kulma nihdain,
kun vektorit asetetaan alkamaan

samasta pisteestd. Koska ruudukko on
> suorakulmainen, ruudun lavistdjd on 45°
T kulmassa vaakatasoon nihden. Vektorit
ovat ruudun lavistdjien suuntaisia.
7 Kuvasta voidaan siis paatelld, ettd
P vektoreiden vilinen kulma on

2+ 45° =90°,

S
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Kokeiden ratkaisut

7.A4=(4,3),B=(=3,7)ja C= (3, -6)

2) OA=4i+3;, AB=(-3-4)i+(71-3)j=-Ti+4/,
BC =(3—(=3))i+(~6-7)j=6i—13
443 4- 3-
—==—it—
var+3* 5 5
Q) AB-BC =—-7-6+4-(=13)=-94 %0
Koska pistetulo ei ole nolla, vektorit eivit ole kohtisuorassa toisiaan vastaan.

b) 0A° =

8.

Vektoreiden yhtdsuuruus tarkoittaa
~Ta+8b :z‘(;—ZZ)+§(4;—SZ)
—Ta+8b=ta—2th+4sa—>55b
—Ta+8b=(t+45)a+ (=2t —55)b
Yhtasuuruudesta saadaan ehdot:
—T=t+4s |2
8 =—-2¢—5s
—14 =2¢+38s
8 =—-2¢—5s
-6=23s
s==2
Kuns= -2 saadaan —7=7+4-(-2) eliz=1.

Vakiot ovat siis s = —2ja 7= 1.

9.

Etsitddn luvut rja 7 joille on voimassa yhtalo
—ivs=rloi— )+ i+ )

—;+8}= 2}’;—;’;+z‘;+z‘;

— 48 =2r+D)i+(~r+1),

Komponenttien tulee olla samat molemmilla puolilla yhtil6a, joten

—1=2r+¢
{8 =—r+t |(-1)
—1=2r+¢
{—8:—7"—1‘
—9=r
Kun r= -9, niin saadaan 8 = —(-9)+ ¢ eli 7= —1.

Komponentit ovat siis —9 (2; - ;) ja — (; + ;) .
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Kokeiden ratkaisut

10. .
AB=2i—-4;+5k
Miiritetdan pisteen P koordinaatit laskemalla pisteen paikkavektori. B

OP =0A+ BP . Koska BP = %E , niin lasketaan ensin vektori BC.

BC = AC - AB 5)
= —5i+7 ) —2k—(2i—4 ) +5k) A=, -3 c
=—T7i+11/ -7k e

C=-5i+7,-2k

@:@%%

:;_3;%%%(_7;“1;_7@)
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Kokeiden ratkaisut

Koe 3
1.
a)
sin2x = 0,6 2x =180°—36,869...° + 7 - 360°
2x =36,869...° + 1 - 360° 2x =14313...° + - 360°
tai ,n=0, %11, +2 ...

x =18,434..°+ n-180° x =7156..°4+r-180°

x ~18,4°+1-180° x ~71,6°+7-180°
b)
tanx = 0,7

x=3499.°47-180°, n =0, +1,+2, ...
x % 35,0°+7-180°

)
cos(—x)+2=2,6

cos(—x) = 0,6
—x =53,130..°+7-360°, =0, *1, £2, ...
x =+53,130...° =7 - 360°
x ~ +53,1°+ - 360°

2.

. 5
3sin(=x)+ =0 —x=1—(=0,281..) + 12

—x=3423...+n-21
— tai ,n=0,%1,£2 ...
18 x=-3,423...—n-2m

—x=-0281...+7n-27 342+ 421

sin(—x) = —

x~—0,28+7-2m

3.
2 a+b=(—i+2/-3k)+ [4i—5)=3i+-3%
b) 2—22:(—Z+2}—32 - 2(42—}):—Z+2}—3E—82+2}=—92+4}—3é

0 Z-Z:(—hz}—%)- (42—/):(—1)~4+2-(—1)+(—3)-0=—4—2=—6
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Kokeiden ratkaisut

4. Maaritetain, milld vakioiden sja #arvoilla on voimassa E = tu+s.
—a=Tb+5c=ta+3b—c)+s(-b+0)

=ta+3th—tc—sh+sc

=ta+(3t—s)h+ (=t +s5)

Komponenttien on oltava samat yhtilon molemmilla puolilla, joten saadaan ehdot
—-1=z
—7=3t—s
S5=—t+s

Saadaan siis s = 4 ja # = —1, joten komponentit ovat
Hat3b—c)=-a-3b+cja s(-b+c)=—db+4c.

5.4=(-2,4),B=(3,5)ja C=(2,-1).
AB=(3—(-2))i+(5-4)j=5i+ j
AC=(2—(-2)i+(-1-4)j=4i-5,
Vektoreiden pituudet ovat

8| =5 + 1 =26 ja [ | = &+ (5 =167 25 = A

Pituuksien neliét ovat ‘%‘2 =206 ja ‘A_C‘z =41.

-2 | —2
Koska [AC| > [AB| , niin piste B on lihempini pistetti A.

6.a=—4i+3/, b=—i+3)+2k
Vektoreiden vilinen kulma saadaan pistetulon avulla:
ab —4-(-1)+3-3+0-2 13

cose= ‘;HZ‘ T 1649v149+4 25414

o = 45,98..° ~ 46°

— 4 —4i+3;  4- 3—
Yksikkévektorit ovat a° = 2 = 2>/ =25, 2% 0
— —i+3+2& 1

e
b° = -

- 2 —
i+
V14 Jia o 14

3 —
J+ k.

N
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Kokeiden ratkaisut

7.

Moottoritieti kuvaa vektori AB = (5—(=13))i +(12—6)/ =18i +6 / .
Liittyma jakaa tien 4B suhteessa 3:4. Merkitdan liittymékohtaa pisteelld D.
Miiritetdan pisteen D koordinaatit laskemalla pisteen D paikkavektori.

@:@+§E:_13;+6;+§(18;+6;):_§;+7,¢

Etiisyysvektori huonekaluliikkeesta liittymain on

— 37 - (60 - 65- 95—
CD=|-——4|i+| —=(=5) |j=——i+— /.

( 7 j ( 7 ( )j] 7 7 /
Etiisyys huonekaluliikkeeseen on siis

65Y (95Y
|DC|:\/(——j +(7j =/270,408... = 16,444... 16,4 (km).
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