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MAA5 /Kertaustehtäviä / Tekniset apuvälineet sallittu /Ratkaisut


1. Suora, jonka kulmakerroin on  rajaa koordinaattiakseleiden kanssa suorakulmaisen kolmion, jonka pinta-ala on 24. Missä pisteissä suora leikkaa akselit? Ratkaise 
	a) ilman teknisiä apuvälineitä.


Suoran yhtälö on muotoa .

Suoran ja y-akselin leikkauskohta on (0, b) ja suoran ja x-akselin leikkauskohta on



Koordinaattiakselien rajaaman kolmion pinta-ala on 



Pinta-alan tulee olla 24. Ratkaistaan b.





Suoran yhtälö on  tai 

              b) piirrä kuva

[image: ][image: ]




2. Ympyrän a keskipiste on (4, 4) ja se ei leikkaa ympyrää (x − 3)2 + (y − 3)2 = 16. Selvitä, kuinka suuri ympyrän a säde voi olla
a) arvioimalla laskinohjelmistolla

[image: ][image: ]

b) laskemalla tarkat arvot.

Ympyrän (x − 3)2 + (y − 3)2 = 16 keskipiste on (3, 3) ja säde on 4. Jotta ympyrä a ei leikkaisi toista ympyrää, tulee sen olla kokonaan toisen ympyrän sisällä. Tällöin ympyrän a säteen tulee olla pienempi kuin toisen ympyrän säde, josta vähennetään ympyröiden keskipisteiden etäisyys.

Ympyröiden keskipisteiden etäisyys on 

Ympyrän a säteen tulee olla pienempi kuin 

Jos ympyrä a on kokonaan toisen ympyrän ulkopuolella, tulee ympyrän a säteen olla suurempi kuin toisen ympyrän säde, johon lisätään ympyröiden keskipisteiden etäisyys.

Ympyrän a säteen tulee olla suurempi kuin 


3. Tutki sopivalla ohjelmalla ja näytä laskemalla, että ympyrä x2 + y2 − 6x − 12y + 9 = 0 
a) leikkaa y-akselin kahdessa pisteessä

[image: ]
y-akselilla x = 0.

02 + y2 − 6 ⋅ 0 − 12y + 9 = 0
                  y 2 − 12y + 9 = 0


                                     y =  tai y = 

Ympyrä leikkaa y-akselin kahdessa kohdassa.

b) sivuaa x-akselia.

x-akselilla y = 0
x2 + 02 − 6x − 12 ⋅ 0 + 9 = 0
                     x2 − 6x + 9 = 0
                          (x − 3)2 = 0
                                    x = 3

x-akselilla ja ympyrällä on yksi leikkauspiste, joten ympyrä sivuaa x-akselia.



4. Osoita, että suora x − 3y + 6 = 0 on ympyrän
a) x2 + y2 − 8x + 6 = 0 tangentti
b) x2 + y2 + 8x − 8y + 12 = 0 sekantti.

Ratkaisu
a) Suora on ympyrän tangentti, jos suoralla ja ympyrällä on yksi leikkauspiste.
Ratkaistaan leikkauspisteet yhtälöparista.



Suoralla ja ympyrällä on yksi leikkauspiste, joten suora on ympyrän tangentti.

b) Suora on ympyrän sekantti, jos suoralla ja ympyrällä on kaksi leikkauspistettä.
Ratkaistaan leikkauspisteet yhtälöparista.



Suoralla ja ympyrällä on kaksi leikkauspistettä, joten suora on ympyrän sekantti.


5. Näytä, että yhtälö x2 + y2 + ax − a2 − 1 = 0 esittää ympyrää kaikilla a:n arvoilla. Millä a:n arvoilla ympyrän pinta-ala on pienin? Mikä on tämä pinta-ala?




Ratkaisu
Täydennetään ympyrän yhtälö neliöksi.
      x2 + y2 + ax − a2 − 1 = 0
       x2 + ax +      y2         − a2 − 1 = 0



x2 + 2 ⋅ a ⋅ x + a^2 + y2 = a2 + 1 + a^2
 
                 

Riippumatta a:n arvosta   on aina positiivinen, joten yhtälö esittää ympyrää.
Ympyrän pinta-ala on pienin, kun säde on pienin eli kun r2 =  on pienin.  on pienin, kun a2 on pienin eli kun a = 0.

Tällöin ympyrän säde on 1
Pinta-ala on π

6. Ympyrällä on pisteet (0, 1) ja (2, 1) sekä suora y = x + 3 on ympyrän tangentti. Ratkaise ympyrän yhtälö. Piirrä lopuksi kuva.

Ratkaisu
Ympyrän keskipiste (x0, y0) on säteen r etäisyydellä molemmista ympyrän kehän pisteistä sekä suorasta y = x + 3 eli x − y + 3 = 0.

Saadaan yhtälöryhmä:

 


 

Ympyrän yhtälö on (x −1)2 + (y − 2)2 = 2 tai (x − 1)2 + (y + 6)2 = 50.




7. Paraabeli kulkee pisteiden (−2, −2), (1, 7) ja (−4, 2) kautta ja sen akseli on y-akselin suuntainen.

a) Määritä paraabelin yhtälö.
b) Piirrä kuva

Ratkaisu
a) 
[image: ]

b) Paraabelin yhtälö on muotoa y = ax2 + bx + c.
Sijoitetaan pisteet paraabelin yhtälöön ja ratkaistaan saatu yhtälöryhmä.



Paraabelin yhtälö on y = x2 + 4x + 2.



8. Paraabelin huippu on pisteessä (−2, −3), se leikkaa y-akselin pisteessä (0, 2) ja sen johtosuora on 
x-akselin suuntainen. Muodosta paraabelin yhtälö ja ratkaise sen nollakohdat.

Ratkaisu
Paraabelin yhtälö on muotoa y + 3 = a(x + 2)2.
Sijoitetaan piste (0, 2) paraabelin yhtälöön. 

2 + 3 = a(0 + 2)2
      5 = 4a

       a = 

Paraabelin yhtälö on 



Paraabelin nollakohdat ovat




9. Osoita, että paraabeli y = x2 − kx + 2 + k kulkee saman pisteen kautta kaikilla parametrin k:n arvoilla. Mitkä ovat tämän pisteen koordinaatit?


Ratkaisu
Tutkimalla paraabelia eri k:n arvoilla huomataan, että paraabeli näyttäisi kulkevan pisteen (1, 3) kautta.

[image: ]

Paraabelin yhtälöstä y = x2 − kx + 2 + k huomataan, että jos x = 1, on ensimmäisen asteen termi −kx − k, jolloin lausekkeen k:t kumoavat toisensa. Tällöin y = 12 − k + 2 + k = 3. Paraabeli siis kulkee kaikilla k:n arvoilla pisteen (1, 3) kautta.
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