Kertaustehtäviä / Ilman teknisiä apuvälineitä  /Ratkaisut

1. Onko väite tosi vai epätosi? Perustele.

a) Positiivisen luvun itseisarvo on aina suurempi kuin negatiivisen luvun itseisarvo.
b) Lukujen 2 ja −5 etäisyys lukusuoralla voidaan laskea |2 − 5|.
c) Funktio f(x) = |x| + 2 voi saada vain positiivisia arvoja.
d) Jos lukujen 2a ja b etäisyys lukusuoralla on 3, niin lukujen 2b ja 4a välinen etäisyys on 6.
e) Yhtälön |x − 1| = −1 ratkaisu on x = 0.
f) Epäyhtälö |2x + 2| > 0 toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla.

Ratkaisu
a) Epätosi. Esimerkiksi |−5| = 5 ja |4| = 4, joten |−5| > |4| ja väite on siis epätosi.

b) Epätosi. Lukujen etäisyys lukusuoralla on |2 − (−5)| = |2 + 5| = 7, eikä |2 − 5| = 3.

c) Tosi. |x| voi saada positiivisia arvoja tai arvon nolla. Kun tähän lisätään luku 2, on tulos aina positiivinen.

d) Tosi. Tiedetään, että |2a − b| = 3. Tällöin |2b − 4a| = |−2(2a − b)| = 2|2a − b| = 2 ⋅ 3 = 6.

e) Epätosi. Yhtälöllä ei ole ratkaisuja, koska minkään luvun itseisarvo ei ole negatiivinen.

f) Epätosi. Epäyhtälö ei toteudu arvolla x = −1, jolloin olisi 0 > 0, joka on epätosi.


2. Ratkaise yhtälöt.

a) |2x + 3| = 4

b) |5 − x| = |2x + 3|

c) |x2+ 2x + 4| = 3

Ratkaisu
a) |2x + 3| = 4
2x + 3 = 4 tai 2x + 3 = −4
      2x = 1             2x = −7


        x =              x = 

b) |5 − x| = |2x + 3|
5 − x = 2x + 3 tai 5 − x = −2x − 3
  −3x = −2                 x = −8

      x =  

c) |x2+ 2x + 4| = 3
x2+ 2x + 4 = 3 tai x2+ 2x + 4 = −3
x2+ 2x + 1 = 0      x2+ 2x + 7 = 0

    (x + 1)2 = 0                     
        x + 1 = 0                     ei ratkaisua
              x = −1


3. Ratkaise epäyhtälöt.
a) |4x + 3| ≤ 2

b) |4 − 2x| > 1

c) |2x − 1| > |3x + 2| 

Ratkaisu
a) |4x + 3| ≤ 2
−2 ≤ 4x + 3 ≤ 2  || − 3
−5 ≤ 4x ≤ −1      || : 4



b) |4 − 2x| > 1
 4 − 2x > 1              tai    4 − 2x < −1
     −2x > −3  ||: (−2)          −2x < −5  || : (−2)


         x <                            x > 

c)           |2x − 1| > |3x + 2|
        |2x − 1|2 > |3x + 2|2
  4x2 − 4x + 1 > 9x2 + 12x + 4
−5x2 -16x − 3 > 0

nollakohdat
−5x2 -16x − 3 = 0
                     …. toisen asteen yhtälön ratkaisukaava antaa tulokset  ja x=-3

[bookmark: _GoBack]Paraabeli aukeaa alaspäin, joten se on positiivinen nollakohtien välissä. Näin ollen

−5x2 − 16x − 3 > 0, eli |2x − 1| > |3x + 2|, kun 





4. Muodosta suoran yhtälö, kun suoralla on piste (1, 2) ja sen 
a) suuntakulma on 0°


b) eräs suuntavektori on  


c) kulmakerroin on 


d) normaalin kulmakerroin on  

Ratkaisu
a) Kun suuntakulma on 0°, on suora x-akselin suuntainen.
Suoran yhtälö on y = 2.


b) Kun suuntavektori on  on suora y-akselin suuntainen.
Suoran yhtälö on x = 1.

c) Suoran yhtälö on




d) Kun normaalin kulmakerroin on , on suoran kulmakerroin −3.
Suoran yhtälö on




5. Määritä suorien 2x − y + 4 = 0 ja y − 2x − 2 = 0 välinen etäisyys.

Ratkaisu
Suorien yhtälöt ratkaistussa muodossa ovat y = 2x + 4 ja y = 2x + 2.
Suorat ovat yhdensuuntaiset.

Valitaan jokin piste suoralta y = 2x + 4 ja lasketaan sen etäisyys suorasta y = 2x + 2 eli 2x − y + 2 = 0.
Suoralla y = 2x + 4 on piste (0, 4).





Suorien välinen etäisyys on .

6. Laske suorien 3x − 3y + 5 = 0 ja x + y −3 = 0 leikkauspiste ja suorien välinen kulma.

Ratkaisu
Ratkaistaan leikkauspiste yhtälöparin avulla.


 


Leikkauspiste on .


Suoran 3x − 3y + 5 = 0 eli  kulmakerroin on 1.
Suoran x + y −3 = 0 eli y = −x + 3 kulmakerroin on −1. Kulmakertoimien tulo on −1, joten suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja niiden välinen kulma on 90°.


7. Ympyrän keskipiste sijaitsee koordinaatiston 2. neljänneksessä, sen etäisyys x-akselista on 3 ja 
y-akselista 2. Lisäksi y-akselin piste (0, 2) on ympyrällä. Muodosta ympyrän yhtälö. Näytä, että piste (−1, 5) on ympyrällä.

Ratkaisu
Koska keskipisteen etäisyys x-akselista on 3, on sen y-koordinaatti 3 ja koska etäisyys y-akselista on 2, on keskipisteen x-koordinaatti toisessa neljänneksessä −2.

Ympyrän yhtälö on muotoa (x + 2)2 + (y − 3)2 = r2.
Piste (0, 2) on ympyrällä, joten se toteuttaa ympyrän yhtälön.

(0 + 2)2 + (2 − 3)2 = r2
                    4 + 1 = r2
                         r2 = 5


                          r =  tai r = 

Ympyrän yhtälö on (x + 2)2 + (y − 3)2 = 5.

Piste (−1, 5) on ympyrällä, jos se toteuttaa ympyrän yhtälön.

(−1 + 2)2 + (5 − 3)2 = 5
                      1 + 4 = 5
                            5 = 5

Piste toteuttaa ympyrän yhtälön, joten se on ympyrällä.

8. Missä pisteissä ympyrä x2 + y2 − 4x − 4y − 6 = 0 leikkaa x-akselin?
Mikä on ympyrän keskipiste ja säde?

Ratkaisu
x-akselilla y = 0.

x2 + 02 − 4x − 4 ⋅ 0 − 6 = 0
                    x2 −4x − 6 = 0

                                  



Ympyrä leikkaa x-akselin pisteissä  ja .

Täydennetään ympyrän yhtälö neliöksi.
      x2 + y2 − 4x − 4y − 6 = 0
            x2 − 4x + y2− 4y  = 6
x2 − 4x + 4 + y2− 4y + 4 = 6 + 4 + 4
          (x − 2)2 + (y − 2)2 = 14


Ympyrän keskipiste on (2, 2) ja säde 



9. Paraabelin polttopiste on (3, 5) ja johtosuora x = 1. Muodosta paraabelin yhtälö.

Ratkaisu
Paraabelin pisteen (x, y) etäisyys polttopisteestä ja johtosuorasta on sama.


 


10. Määritä käyrien x − 3y = 0 ja x2 + y2 = 10 leikkauspisteet. Kuinka pitkän janan ympyrä erottaa suorasta? Onko jana ympyrän halkaisija?


Ratkaisu
x − 3y = 0
        x = 3y

Sijoitetaan ympyrän yhtälöön.
(3y)2 + y2 = 10
  9y2 + y2 = 10
       10y2 = 10
           y2 = 1
            y = −1 tai y = 1

Kun y = −1, x = −3, ja kun y = 1, x = 3.
Leikkauspisteet ovat (−1, −3) ja (1, 3).


Janan pituus on 


Ympyrän x2 + y2 = 10 säde on , joten jana on ympyrän halkaisija.
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