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Aineisto: MAA_Preli_K2026_Pisteytysohje_ MFKA

1. Alkupaloja

1.A Ratkaisut ja pisteytysohjeet
1. Milla vakion a arvolla yhtalén (a — 6)  + 6 = —2 ratkaisu on negatiivinen?
PERUSTELU

Ratkaistaan yhtalo.
(a—6)z+6=—2

(a—6)z=-8
Jaetaan yhtal puolittain lausekkeella (@ — 6) # 0, josta seuraa ehto a — 6 # 0.
Saadaanz = —%6.

Tastd ndhdaan, ettd ratkaisu on negatiivinen kuna — 6 > 0, jotenag > 6.

PISTEYTYS
- oikea vastaus (2 p.)

2. Mité tarkoitetaan funktiolla f : = — y?

PERUSTELU

Funktio on saanto, joka liittaa jokaiseen maarittelyjoukon alkioon tasmalleen yhden arvon. Kaikki funktion arvot muodostavat
funktion arvojoukon.

Oikea vastaus on siis: "Saanto, joka liittaa jokaiseen sallittuun x -arvoon tdsmalleen yhden g -arvon.

PISTEYTYS
- oikea vastaus (2 p.)

3. Nelja opiskelijaa haravoivat koulun piha-alueen viidessa tunnissa. Kuinka monta opiskelijaa tarvitaan, jotta sama ty0 saadaan
tehdyksi kahdessa tunnissa? Oletetaan, etta jokainen opiskelija haravoi yhta nopeasti.

PERUSTELU

Tyomadra on vakio, koska koulun piha-alue on vakio. Sen seurauksena ty6aika ja opiskelijamaara ovat kdantaen verrannolliset.
Nelja opiskeiliaa: 5 - 4 = 20 (h)

Kaksi opiskeiljaa:2 - = 20 = =10

Tarvitaan siis kymmenen opiskelijaa.

PISTEYTYS
- oikea vastaus (2 p.)

4. Maanantaiaamuna rahastossa oli 256 euroa. Torstaiaamuna rahaston arvo oli 814 euroa. Oletetaan, etta rahaston arvo kasvaa
joka paiva samalla kasvukertoimella. Kuinka monta prosenttia rahaston arvo kasvoi paivittain keskimaarin? Anna vastaus

prosentin tarkkuudella.

PERUSTELU
Idea: loppuarvo = alkuarvo - k*

k = paivittainen kasvukerroin
t = paivien maara

Sijoitetaan annetut arvot ja saadaan

256 - k* = 814
K =3k
256
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k= /32 =1,470... ~ 1,47

Deg
1((814 / 256) ; 3)
= 1,47048798336192779527
Min Maut ANS log In
sin cos tan i J
arcsin arccos  arctan x! x?
1 2 3 ( )
4 5 6 + _
7 8 9 x /
0 , n e
oz C =

Rahaston arvo kasvaa siis paivittdin keskimaarin 47 % .

PISTEYTYS
- oikea vastaus (3 p.)

5. Opiskelijakunta korotti pullien hintaa lukion kahvilassa 15 %, jolloin pullien menekki vaheni 25 % . Kuinka pullista saatavat
myyntitulot muuttuivat?
Anna vastaus prosentin tarkkuudella.

PERUSTELU

Olkoon myytyjen pullien lukumaara alussa  ja yksikkdhinta p euroa.

Myyntitulot ovat siis z - p €.

Korotuksen jalkeen myytyjen pullien lukumé&éra on 0,75z ja pullien yksikkohinta on 1,15p .
Uudet myyntitulot ovat 0,75z - 1,15p = 0,8625zp ~ 0,86zxp .
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Deg
0,75 15
- 0,8625
M, Mgt ANS log In
sin cos tan nJs ¥
arcsin arccos arctan x X2
1 2 3 [ )
4 5 6 + -
7 B @ ® J/
0] , n e
4 C =

Myyntitulot muuttuivat kertoimella 0,86 .
Myyntitulot vahenivat noin 14 % .

PISTEYTYS
- oikea vastaus (3 p.)

2. Juuri- ja polynomiyhtaldn ratkaiseminen

2.A Ratkaisut ja pisteytysohjeet
1. Ratkaise polynomiyhtélé (z + 1)4 —(z— 1)4 =0.

RATKAISU

ot +42° + 622 + 4z +1— (2t —42% + 627 —4x +1) =

ot +42 4622 +dx+1—2* + 423 — 622 + 42— 1=

8z3 +8z =10

8z (2 +1)=0

8xr=0V zc=—1 || \/,jélkimméisellé yhtalolla ei ole reaalisia ratkaisuja, koska parillista juurta ei voi ottaa negatiivisesta
luvusta.

Yhtalén ainoa ratkaisu on z = 0

PISTEYTYS

- On korotettu binomit 4. potenssiin. (2 p.)
- On sievennetty yhtalo. (1 p.)

- On saatu oikea ratkaisu. (1 p.)

KOMMENTTI

- Kompleksilukujen C joukossa on myds ratkaisut = 4.

- Pieni laskuvirhe (max. 2 p.)

- Yhtald voidaan myés ratkaista: (z + 1)* = (z —1)* || Vol +1] = |z —1]jne.
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2. Ratkaise juuriyhtald v/ + 2 = x + 2 laskemalla.

RATKAISU

Vr+2=2+42

Kirjoitetaan yhtalé muodossa (z + 2)% —(z+2)=0.

Otetaan yhteinen tekija, jolloin (z + 2)% (1 —(z+ 2)§) =0.

Tulon nollasadnndn perusteella

(4+2)5 =0tail—(z+2)5 =0,

eliz = —2tai (x+2)% =1|(°

(x+2)72=1

2’ +4x+4=1

g +4z+3=0

—4i\/m _ —442
21

2

Tr=
Siisx = —1taiz =—3

Vastaus: x = —1taiz = —2taix = —3

PISTEYTYS

- On oivallettu saattaa yhtald yhteisen tekijan muotoon. (2 p.)
- On hyddynnetty tulon nollasaantéa (1 p.)

- Kustakin oikeasta ratkaisuta yksi piste. (3 p.)

KOMMENTTI

- Tehtava voidaan myds ratkaista kuutioon korottamalla ja jakamalla polynomi sen jalkeen tekijoihin jakokulmassa. Talléin voidaan
kayttaa esimerkiksi binomia (z — 1) jakajana.

- Kokeilemalla voidaan huomata, ettd £ = —1 tai z = —2 tai £ = —3 ovat yhtalon ratkaisuja. (max. 3 p.)

- Vaihtoehtoisesti

(@+2)35 = (@+2) | (°
r+2=(z+2)°
(+2)(1-(z+2)?%) =0

3. Yhtalo ja vektorin komponentit

3.A Ratkaisut ja pisteytysohjeet

1. Ratkaise yhtal6 |5z — 7| = |2 — 4z|.

RATKAISU
Ratkaistaan yhtalo:
5z — 7| = |2 — 4z

5r—7=2—4ztai bz —7=—(2—4z) =4z — 2
9z =9taiz =5
r=1ltaiz=35

Vastaus:z = 1taiz =5

PISTEYTYS

- Poistettu itseisarvot ja saatu kaksi eri yhtaléa (2 p.)

- Ratkaistu yhtalo 5z — 7 = 2 — 4x oikein (2 p.)

- Ratkaistu yhtélo bz — 7 = — (2 — 4z) oikein (2 p.)

KOMMENTTI
Yhtalé voidaan myds nelidida puolittain jolloin saadaan
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5z — 7| = |2 — 4z
(52 —7) = (2 — 4z)?
25x2 — 70z + 49 = 4 — 16z + 162>
9z2 — 54z + 45 = 0 (jaetaan tama 9:114)

22 —6x+5=0
6+1/36—41-5 6+/16 6+4
= 21 ="2 T

Saadaan siis samat juuret ja sama vastaus.

- Nelioity oikein (1 p.)
- Poistettu sulut oikein ja saatu oikea 2. asteen yhtald ( 2 p.)
- Ratkaistu 2. asteen yhtalo ( 1p. oikeasta sijoituksesta kaavaan + 2p. ratkaisuista)

2. Jaa vektoria = 131 — 5 vektoreiden w = 21 — j jaw = 31 — J suuntaisiin komponentteihin.
RATKAISU

@ = su + tU, missa § ja t ovat reaalilukuja.

13i —5j =s(2i —j)+t(31i —]j)

131 —5] =(2s+3t) i+ (—s—1t)]

Verrataan yksikkévektoreiden 1 ja j kertoimia yhtalén kummallakin puolella ja saadaan yhtalépari

{ 13=2s+3t

—5=—s5—1

Ratkaistaan yhtaldpari sijoitusmenetelmalla ratkaisemalla ensin alemmasta yhtaldsta
s=5—1t.

Sijoitetaan saatu lauseke ylempaan yhtalo6n jolloin saadaan
13=2(5—1¢)+3t

13=—-2t4+104 3¢

—t=-3

t=3.

Sijoitetaan takaisin yhtaloon s = 5 — t, jolloin saadaan
§s=5—t=5—-3=2.

Siten saadaan @ = 2u + 3v.

Vastaus: @ = 2u + 3v tai pidempi vastaus @ = 2 (2; — j) +3 (35 — j)

PISTEYTYS

- Muodostettu yhtals 131 — 5] =s (21 — j) + ¢ (31 —j). (1p)
- Avattu sulkeet ja yhdistetty termeja oikealla puolella. ( 1p.)

- Saatu oikea yhtalépari. (1 p.)

- Saatu oikeat tarkat arvott = 3jas =2. (1p.+1p.)

- Kirjoitettu vastaus jommassakummassa muodossa. ( 1p.)

4. Derivaatan jaanteet ja ympyran janteet

4.A Ratkaisut ja pisteytysohjeet

1. Toisen asteen funktion f derivaatan nollakohta onz = 2 . Lisaksi f (—1) = 10ja f (3) = 2. Méaarita funktion f lauseke.

RATKAISU

Toisen asteen funktio on muotoa f (z) = az? + bz +c.

Funktion derivaattaon f* () =2az + bja f' (2) =4a+b=0elib=—4a.
Siis f (x) = az® —4az +c

f(-1)=a+4a+c=10 o J 80 —c=-10
fB)=9—12a+c=2 —3a+c=2 '

joten —8a = —8elia =1jac=5jaedelleenb=—4-1=—4,

Saadaan
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Vastaus: Funktio on f (x) = 22 —4x + 5

PISTEYTYS

- On |6ydetty parametrien a ja b valille yhteys derivaatan nollakohdan avulla. (2 p.)
- On ratkaistu yhtaléryhmalla parametrit a, b ja c. (2 p.)

- On saatu oikea ratkaisu. (2 p.)

2. Ympyran sisaan on piirretty kaksi jdnnetta, joiden pituudet ovat 6 ja 8. Pitempi janne puolittaa lyhyemman janteen aineistossa
olevan kuvan mukaisesti. Miss3 suhteessa janteiden leikkauspiste P jakaa pitemmaén janteen?

RATKAISU
Ympyran kaarta DB vastaavat kehdkulmat ovat yhta suuret eli <{DAB = {PCB.
Lisdksi <APD = <BPC, joten kolmiot PAD ja PCB ovat yhdenmuotoiset, eliAPAD ~ APCB.

Olkoon PC' = x jolloin DP = 8 — .
Yhdenmuotoisuuden perusteella

3 _ =z

8=z 3
8xr—22=9

22 —8x+9=0

8+/(-8)’—419 g 97
= ==,

2.1
jotenz =4 —+/Ttaiz =4++/7.
Koska juurten summa on 4 — /7 + 4 + /7 = 8 , niin
4-7
447"

piste P jakaa pitemmaén janteen suhteessa

PISTEYTYS

- Yhdenmuotoisuus on perusteltu. (1 p.)

- On muodostettu yhdenmuotoisuuden perusteella verranto. (1 p.)
- On ratkaistu muodostunut toisen asteen yhtalo. (2 p.)

- On saatu oikea ratkaisu. (2 p.)

KOMMENTTI
- Hyvaksytaan myos likiarvoilla annettu ratkaisu.

- Hyvaksytaan myos suhde i—g

4.2 Ympyran sisaan on piirretty kaksi jannettd, joiden pituudet ovat 6
ja 8. Pitempi janne puolittaa lyhyemman janteen aineistossa olevan
kuvan mukaisesti. Missa suhteessa janteiden leikkauspiste jakaa

pitemman janteen?

4.2.A Kuva: Ympyran janteet
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C

5. Analysoi derivaattaa

5.A Ratkaisut ja pisteytysohjeet

1. Alla olevassa kuvassa on esitetty funktion f derivaattafunktion f” kuvaaja. Mika vaihtoehdoista on funktio f, kun funktion f
ainoa &ariarvo on —1?

PERUSTELU
Derivaattafunktio on muotoa f” () = 3 + 2 ja sen integraalifunktiot ovat muotoa
2 . .
f@)=[f (x)dr =% +2x+C, missi C eR.
Funktion derivaatta saa arvon nolla funktion dériarvokohdassa ja kuvaajan perusteella f’ (—4) =0.
Sis 22 +2=0 & z=—4

f(—4)=#+2-(—4)+0=—1© C=3

PISTEYTYS
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Tehtavassa on automaattipisteytys.

2. Tutki funktioiden monotonisuutta.
Miké funktioista on monotoninen vélilla z € [1, 3]?

PERUSTELU

Jos f (z) = x? — 2z + 3, niin f’ (z) = 2z — 2.
Saadaan f/ () =0 & 22 —2=0 & z=1
Funktio on siis monotoninen, kunz > 1.

PISTEYTYS

Tehtdvassa on automaattipisteytys.

3. Tutki kulkukaavion avulla, milloin funktio f (z) = ;2—__21 on kasvava.
RATKAISU

Funktion méarittelyjoukko on My : x € R\ {—1, 1}.

Osamaaran derivoimisséannoén avulla saadaan

R =
f(@)=0c—22+4x—1=0eliz= _4i"4;f§)_1) 9y vi
Saadaanz = 2 — /3 tai 2 + /3,
joten  (z) = ~EDEEE),
Kulkukaavio:
-1 2—4/3 1 2+/3
-1 - | - | - | = | -
(-2+v3) — | - | + | + | +
(z—2—-v3) — | - | i s | +
@-0" + |+ | o+ + | o+
[ (z) i | + |+ | -
f(z) NN | A Ve | N\
-1 2—+/3 1 2+4/3

Vastaus: Funktio on kasvava, kun z € [2 — /3, 1] tai z €]1, 2+ /3].

PISTEYTYS

- Maarittelyehto tai maarittelyjoukko oikein (2 p.)

- Funktion lauseke on oikein derivoitu osamaaran derivoimissaannolla. (2 p.)
- On osattu muodostaa kulkukaavio. (2 p.)

- On saatu oikea vastaus. (1 p. + 1 p.)

KOMMENTTI
- Maarittelyjoukkoa ei ole otettu huomioon. (max. 6 p.)

6. Maarita funktio

6.A Ratkaisut ja pisteytysohjeet

v
VRN

2z — a, T

Maérita funktion I (a) = f? |2z — a| dz lauseke, kun |2z — a| = {—2:1: ta, z<
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RATKAISU
2x—a, zT>7%
|2z —a| = :
—2rx+a, z< 3
Itseisarvon nollakohta on z = % .

Jos1<a<2,niing < 1ja2x—a > 0koko vilillg, joten

I(a)=f?(2x—a)dw=/3 (22 —azx)=9—3a—(1—a) =8—2a.

a

Jos 2 < a < 3 jaetaan kahdeksi eri integraaliksi kohdassaz = 5 .

Saadaan

I(a)=f1% (a—2w)dw+f3% (2z —a)dz .

)=/% (aw—w2)+Z3(w2—aw)

2
—%—(a—1)+9—3a—(%—%)
—4a+10

S

I(

Mlgto Mlgw

Kysytty funktion lauseke on

I(a) = 8 — 2a, 1<a<?2
YT\L —4a+10, 2<a<3

PISTEYTYS
- Integroitavan nollakohta oikein. (1p.)
-Jos1 < a <2, niin 5 < 1ja2x —a > 0 koko valilla. (2 p.)

-Valilld 1 < @ < 2saadaan I (a) = f? (2 —a)dz . (1p.)

3
-I(a) =/ (2% —az) (1p.)

- Sijoitukset oikein ja saatu 8 — 2a (1p.)

- Jos 2 < a < 3, jaetaan kahteen eri integraaliin kohdassa x = 2

2
- Muodostettu oikeat integraalit valeilld 1 < z < %ja % <zx<3.(2p)

- Sijoitukset molemmissa integraaleissa oikein ja saatu % —4a + 10 (2p. sij. + 1p. sievennyksesta)
- Esitetty oikea vastaus paloittain maariteltyna funktiona (1p.)

7. \Vuorovesi

7.A Ratkaisut ja pisteytysohjeet

Erdassa satamassa tarkkaillaan vedenkorkeutta vuorokauden aikana. Vedenkorkeutta mallinnetaan funktiolla
h(z) = a - sin(bx + ¢) + d, missd x on aika tunteina keskiyén jalkeen ja ¢ € [0, 27].

Tiedetaan, etta:
e matalin vedenkorkeus 1 m saavutetaan klo 06:00
e korkein vedenkorkeus 5 m saavutetaan klo 18:00

e kahden perdkkaisen maksimikorkeuksien valinen aika on 24 tuntia

1. M&arita luvut a, b, ¢ ja d.Anna vastaukset tarkkoina arvoina perusteluineen.

RATKAISU
Vedenkorkeus vaihtelee 1 ja 5 metrin valilla.
=15 g ,= 51 _
d= =" =3jaa= 5 =2
Vuorovesijakson pituus on 24 tuntia. Sinifunktion jakso on ZT" .
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b — 2n _ 0w

24— 12
Matalin vedenkorkeus (1 m) saavutetaan klo 06:00, jolloin sinifunktion arvo on —1 .

sin(# -6 +c) =—1,kunc € [0, 2] .
3 tec= 37” +n2r,n € Z ,jostaseuraac =T,
Vedenkorkeutta mallintava funktio on h (z) = 2sin( &z + ) + 3.

Vaihtoehtoinen ratkaisu geometriaohjelmalla:
Mallinnetaan kysyttya funktiota GeoGebran komennolla "SovitaSini".

AL OO N2 P

© A=6Y N

@ B=(85) : T2

©  C=(42,5) : 10
f(x) = SovitaSini({A, B}) : 8
= 3+25in(0.26x —3.14)

4 | Sybttokentts

Kuvakaappauksesta voi suoraan lukea likiarvot b & 0,26 ja ¢ & —3,14 seki tarkat arvota = 2jad = 3.
Tassa on muistettava ehto ¢ € [0, 27| , joten saadaanc = —m + 2w = 7.

Vastaus:a =2, b= {5, c=mjad = 3.

PISTEYTYS

- Oikeat tarkat luvut a, b, cja d perusteluineen. (4 x 2 p.)
- Jos perustelut oikeille luvuille puuttuvat, voi saada max 4p. tasta tehtavasta.

Vaihtoehto 2 (max 6 p):

- Sijoitettu annetut 3 pistettd koordinaatistoon ja sovitettu sinifunktio geometriaohjelmalla (1p.)
- Kuvankaappaus kuvaajasta ja algebraikkunasta (1p.)

- Luettu kysytyt tarkat arvot luvuille a ja d funktion lausekkeesta (2 x 1p.)

- Luettu likiarvot luvuille b ja ¢ funktion lausekkeesta (2 x 1p.)

KOMMENTTI
Molemmat luvut b ja ¢ saadaan talld menetelmalla vain likiarvona. Tasta osatehtéavasta voi talla sovitusmenetelmalla siten saada
max6p.

2. Piirra funktion h (a:) kuvaaja sopivalla ohjelmalla valilla x € [0,24] ja selvita ohjelmistoa kayttaen, mina kellonaikoina
ensimmaisen vuorokauden aikana vedenkorkeus on vahintaan 4 metria.

RATKAISU
Ratkaisu GeoGebralla.
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. ~ Tw = - —
%/,/"1‘-‘\:)Cz)é\xii'$* Q =
\ Ty ) -
@ o =2sin(xen)+s, (xz2g Y o~ & (% : &
10m
@ fiy=+4
om
A = Leikkauspiste(h, f, (14, 4))
= (14,9) 8m
B = Leikkauspiste(h, f, (22, 4)) : m
= (22.9) o
=+ Syottokentté...
5m
A B
f
ER
2m
Am
X
—th  Oh 1h 2h 3n 4n 5h 6h 7h 8h 9h 10n 11n 12n 130 14n 15h 16h 17h 18h 19n 20h 21h 22h 23n 24n 25h 26h

Komennolla "Leikkauspiste" kuvasta ilmenee, etta leikkauspisteita on kaksi ja vastaavat kellonajat ovat klo 14 ja klo 22.
Vastaus: Klo 14-22.

PISTEYTYS

- Piirretty oikea funktio oikealla valilla, koordinaattiakselit merkitty kuvaan ja komentorivit nakyvissa. (2 p.)

- Kaytetty sopivaa "leikkaustoimintoa" tai ratkaistu yhtalo leikkauspisteiden x-koordinaattien selvittamiseksi. (1 p.)
- Oikea vastaus, klo 14-22. (1 p.)

8. Elvin unelma-asunto

8.A Ratkaisut ja pisteytysohjeet

Elvin sddstdmisen tavoitteena on hankkia unelma-asunto. Tavoitteena on sadstad kaupantekoa varten kasirahaa 100 000 € tilille,
jolle maksetaan korkoa 2 % p.a. Elvin ajatuksena on tallettaa 300 € saastétilille joka toinen kuukausi. Huomioi laskuissasi, etta
korosta peritdan 30 % lahdeveroa.

1. Kuinka paljon Elvin saastotililla on rahaa 5 vuoden kuluttua sadstamisen aloittamisesta?

RATKAISU
Saastotilin nettokorko on Ppetto = 0,72 % =1,4 %
ja korkotekijaong =1+ % =1,014.

Ensimmaisen vuoden aikana tapahtuvat talletukset ehtivat vuoden loppuun mennessa kasvaa korkoa
R =300-0,014 (1ZHMB642) — 300. 0,014 - 2 = 14,7 €.
Ensimmadisen vuoden jalkeen tililla on Ky = 6 - 300 + 14,7 = 1814,7 €.
Tama ilmid toistuu joka vuosi. Nyt on huomioitava, etta saastétililld kunkin vuoden alussa oleva paaoma kasvaa korkoa korolle
periaatteella:

Ko (1—
Ki 5 =K +K0q1 —|—K0q2 + ... +K0q4 = %;5)

1814.7- (1—(1.014)5]. 9331.14

1-1.014

Vastaus: Elvin saatotililla on siis rahaa 9331,14 €.

PISTEYTYS

- On maaritetty nettokorko. (1 p.)

- On maaritetty korkotekija. (1 p.)

- On laskettu yhden vuoden saastot. (2 p.)
- On laskettu viiden vuoden saastét. (2 p.)
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KOMMENTTI
Tehtavan voi laskea myds taulukoimalla.

2. Elvi aloittaa saastamisen tammikuun alussa vuonna 2026. Minka kalenterivuoden aikana han saavuttaa 100 000 euron
saastotavoitteensa?
RATKAISU

Tilin saldo n vuoden kuluttua on"

K, = XU4=2) _ 100 000
(1—9q)

1814.7- (1—(1.014)”) n=41.1291

solve =100000,"
1-1.014

Joten 2026 + 41,1291 = 2067,1291
Vastaus: Elvi padsee saastdtavoitteeseensa vuonna 2067.

PISTEYTYS

- On muodostettu yhtalo tilin loppusaldon perusteella. (2 p.)
- Yhtal6 on oikein ratkaistu. (2 p.)

- On paatelty kysytty vuosi. (2 p.)

KOMMENTTI
Tehtdvan voi laskea myds taulukoimalla. Soluissa kaytettyjen komentojen on kdytdva ilmi ratkaisusta. Ensimmaisen vuoden
talletusten korkolasku tehtavassa 8.1 voidaan suorittaa esim. kuvan mukaisesti.

A | e | ¢ | b | & (e
ol fallelus
"2 |Nefiokorko Talleius  Korkokaudet 300,00 € korko R=kit
N 1 12 300,00€  4,20000 D3*$AS4*C2/12
4| 004
N | 3 10 300006  3,50000
| 5 3 300,00€ 280000
K | 7 6  300,00€ 210000
8 9 4 300006  1,40000
9| 11 2 300,00€  0,70000
10| yht
K yhteensa 1800006  1470¢€ 1814,70 €
12 SUMMA(D16:E16)

9. Taikurin korttitemput

9.A Kuva: Korttipakan kortit

9.B Ratkaisut ja pisteytysohjeet

9.A Kuva: Korttipakan kortit

https://oma.abitti.fi/school/preview/dbeb3568-3869-45e8-a172-3dd59fca6001/attachments#1.A 12/21



2026-01-10 11:55 Aineisto: MAA_Preli_K2026 Pisteytysohje MFKA

Al oalie alle 6 te e 14.*41 LRI TRV WU et
@ v e 4T ala Sef 4TS
AL 2RI SE IEIRL K TR 2N U1 IR 20 K 0
P Wil e liv iy vl vilv v
4 v F Y A 4
P AL AL A AL LA AL LA A A A
A& ala £ FE Slany O RO O
* E i R
A R A I R AR
%;%éof‘ioﬁ‘f&o‘f%o?io**?
¢ ¢ 4o 40
¢ U2 e O RRSEIRG S SR

Lahde: Trainler 2009: Piatnikcards. Wikimedia Commons 23.6.2009. https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Piatnikcards.jpg.

Viitattu: 22.10.2025.
Lisenssi: CC BY 3.0 https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/deed.fi

9.B Ratkaisut ja pisteytysohjeet

Taikurilla on kaytdssa perinteinen korttipakka. Laske osatehtavissa pyydetyt todennakdisyydet.

1. Taikurilla on péydalla rivissa 8 korttia, joista 4 ovat patakortteja. Milla todennakdisyydella rivin paddyissa olevat kortit ovat

patakortteja?

RATKAISU
Patakorttien paikat voidaan valita (Z) = 70 eri tavalla. Jos korttirivin padadyissa olevat kortit ovat patakortteja, niin kahden muun

patakortin paikat voidaan valita (g) 15 eri tavalla.

Olkoon p kysytty todennakaisyys.
- 15 3

Siisp= =5 = 171

Vastaus: Rivin paddyissa olevat kortit ovat patakortteja todennakdisyydella % ~214%.

PISTEYTYS
- On hahmoteltu kaikki alkeistapaukset. (1 p.)
- On hahmoteltu kaikki suotuisat alkeistapaukset. (1 p.)

- On saatu oikea ratkaisu. (2 p.)

2. Taikurilla on kymmenen korttia pdydalla. Todennakdisyys sille, etta taikuri nostaa perakkain kaksi herttakorttia on p = % kun

nostettua korttia ei palauteta pdydalle. Kuinka monta herttakorttia pdydalla on?

RATKAISU
Olkoon herttakorttien lukumaara x.
Talloin 09 —3-
x x—1 1 x=-5 or x=6

solve|—+ ——=—x
10 9 3

Vastaus: Herttakorttien lukumaara on 6.
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PISTEYTYS
- Jarkeva yhtald herttakorttien lukumaaran selvittamiseksi (2 p.)
- On saatu ratkaistua herttakorttien lukumaara. (2 p.)

3. Korttipakasta on valittu 13 korttia ja ne on asetettu satunnaiseen jarjestykseen riviin pdydalle kuvapuoli alaspain. Kortit jaetaan
taikurin, taikurin apulaisen ja vara-apulaisen kesken siten, etta rivi jaetaan kolmeen perakkdiseen osaan: vasempaan,
keskimmaiseen ja oikeaan. Vasemmanpuoleinen osa menee taikurille, keskimmainen apulaiselle ja oikeanpuoleinen vara-
apulaiselle. Osat voivat olla eri pituisia, ja jokin osa voi olla jopa tyhja. Milla todennakdisyydella taikuri saa korkeintaan yhden
kortin?

RATKAISU

Valitut kortit voidaan jakaa kolmen keskenn = (125) = 105 eri tavalla. Seuraava kaavio selventaa jakotilannetta:
Paikat |1 [2 |3 |4 |5 |6 [7 [8 |9 |10|11 1213|1415
Sisalto | K | J|K|J|K |K|K|K|K|K|K|K|K|K|K

yksittaistapauksessa taikurille ja taikurin apulaiselle menisi yksi kortti ja loput kortit menisivat taikurin vara-apulaiselle. Huomaa,

. Tassa Kon kortti ja ] on jakopalkki. Tassa

etta jakopalkkien paikat voidaan valitan = (125) = 105 eri tavalla.

Jos taikuri ei saa yhtaan korttia, niin vastaavasti apulaiset jakavat 13 korttia n = (114) = 14 eri tavalla.
Paikat |1 |2]3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12]13] 14
Sisalto | K |J|K |K|K |K |K|K|K|K|K|K|K|K

Jos taikuri saa vain yhden kortin, niin apulaiset jakavat 12 korttia 1 = (113) = 13 eri tavalla.

Jakotilanne:
Yhteenlaskusiddnnén nojalla p = % 11735 = 12775 = % eli p~ 25,7 %.

PISTEYTYS

- On laskettu todennéakoéisyys. k = 0. (1 p.)
- On laskettu todennékoéisyys. k = 1. (1 p.)
- On paatelty kysytty todennakdisyys. (2 p.)

10. Akkuja

10.A Ratkaisut ja pisteytysohjeet

Yritys Eikunmenox valmistaa kahta tuotetta: sahkoskootterin akkuja (tuote A) ja
sahkdpydran akkuja (tuote B).

Kuva: chatgpt.com

e Akun myyntihinta:

o Sahkéskootterin akku (A): 50 € / kpl
o Sahkopyoran akku (B): 40 € / kpl

¢ Tuotantokustannukset:
Akut vaativat litiumkennoja ja elektroniikkaa. Koska molemmat tuotteet kayttavat samoja osia, niiden valmistusmaarat
vaikuttavat toisiinsa.
Kustannukset voidaan mallintaa seuraavasti:
K (z,y) = 0,22% + 0,1y? + 0,052y (euroa), missa
& = valmistettujen sahkdskootterin akkujen maara (kpl),
Y = valmistettujen sahképyo6ran akkujen maara (kpl).

Tassa:

o Termi 0,2:1/:2 kuvaa skootteriakkujen tuotannon kasvaessa syntyvia kasvavia kustannuksia (esim. erikoistydkalujen
ja laadunvalvonnan lisaresurssit).

o Termi O,ly2 vastaa pyoraakkujen kohdalla samaa ilmiéta, mutta lievempana.
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o Sekatermi 0,05y kuvaa sitd, ettd jos molempia tuotetaan paljon samanaikaisesti, ne kilpailevat samoista raaka-

aineista ja tydvoimasta, mika lisaa kustannuksia.

1. Mé&dritd yrityksen voittofunktio f (x,y) . Anna vastaus sievennetysséd muodossa.

RATKAISU

Voittofunktio = tulofunktio - kustannusfunktio.
Voittofunktio on

f (z,y) = 50z + 40y — (0,2z% + 0,1y% + 0,05zy) =
50z + 40y — 0,222 — 0,1y> — 0,05zy

Vastaus: f (z,y) = 50z + 40y — 0,222 — 0,1y — 0,05zy
PISTEYTYS

- Muodostettu tulofunktio ja kustannusfunktio oikein. (1 p.)
- Muodostettu ja sievennetty voittofunktio. (1 p.)

2. Maarita voittofunktion kriittinen piste. Anna tarkka vastaus. Maarita lisaksi voittofunktion arvo kyseisessa kriittisessa pisteessa.

Pyorista vastaus kymmenen euron tarkkuuteen.

RATKAISU
Kriittisessa pisteessa molemmat osittaisderivaatat ovat nollia.

Kyseessa on kahden muuttujan funktio, joten derivoidaan osittain CAS-laskimella:

B = || v 31-55 () ?"r— x= x= ¥

f(x,y): = 50x + 40y — 0.2x* — 0.1y> — 0.05-x - y

1
_1 ¥ -l ]
® _ flx,y) 1= 5 X = 15 ¥ — 55 Xy +50x+40y
2 Derivaatta(f, x)
—2 1
- 5 X773 y + 50
3 Derivaatta(f, y)
—1 1
— — 4
20 "5 Y+

1 —Ex—z—]a}f-l-ﬁﬂ—ﬂ
-2
- 5 x—2n3+5ﬂ=
1
—1 1
- 39 x—5y+4ﬂ=ﬂ
$1. $2
- {51, $2}
Ratkaise: ~ 3200 5400
dlkalse: X——31 ,}F——gl

Likiarvoiksi saadaan
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E = Vv 31.55 () ?\‘r_ X — p J'

1
-2
— 5 x—2n3+5ﬂ—
IV ST
2 "2 57 -
—1 1
— _— 4 —_
30 P 5y+ 0=0
3 {%1, $2}

RatkaiseNumeerisestic: {x = 103.23,y = 174.19}

Koska

I = tuotettujen skootterin akkujen maara (kpl)

Y = tuotettujen sahkopydran akkujen maara (kpl),

niin pydristetaan kriittisen pisteen koordinaatit kokonaislukuarvoihin.

Funktion arvo:

f(x,y): = 50x + 40y — 0.2x* — 0.1y* — 0.05-x - y

4
1., 1 .,
® = f(x,y) : . x° 10 ye 20 xy+50x+40y
5 f(103,174)
12129
2
6 $7
= 6064.5

Vastaus: Kriittinen piste on siis P = (3’:2,’%, %) . Funktion arvo on n. 6060 €.

PISTEYTYS

- Muodostettu osittaisderivaatat oikein. (2 p.)

- Ratkaistu yhtalopari kriittisen pisteen selvittamiseksi. (2 p.)

- Oikea tarkka kriittinen piste. (1 p.)

- Laskettu funktion arvo kriittisessa pisteessa ja pyoristetty oikeaan vastaukseen 6 060 €. (2 p.)

Huom. On ok laskea voittofunktion arvo pyoristetyssa kriittisessa pisteessa, jolloin saadaan sama py®ristetty vastaus.

3. Piirra havainnollistava 3D-kuva funktiosta f (Z,y) ja merkitse siihen voittofunktion aariarvopiste.

RATKAISU
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—l Xxy+50x+40y N ﬁ @ D c c

20

- -1 1

O flxy) = 5 w— 10 ¥
P = (103, 174, (103, 174))
= (103, 174, 6064.5)

+ Sybttdkentta...

|

Z (Voitto euroina)

PISTEYTYS

- Piirretty funktion kuvaaja oikein. (1 p.)

- Algebraikkuna nakyvissa. (1 p.)

- Merkitty voittofunktion dariarvopiste kuvaan oikein. (1 p.)

11. Luvulla 7 jaolliset kokonaisluvut

11.A Ratkaisut ja pisteytysohjeet

Laadi ohjelma, joka laskee luvulla 7 jaollisten kolminumeroisten kokonaislukujen lukumaaran. Esité laatimasi ohjelmakoodi. Laita
vastauksi loppuun mydés ohjelman generoima tuloste.

Ohje: Kayta ohjelmakoodissa esimerkiksi for- tai while-silmukkaa. Esita ratkaisussa my6s ohjelman idea ja tuottama vastaus.

RATKAISU
Mahdollisia kokonaislukuja ovat luvut {—999, — 998, ..., — 101, — 100} ja {100, 101, ..., 998, 999} .

Eras ratkaisu ohjelmakoodille:
def jaollisuus_luvulla_7():
laskuri1 =100
laskuri2 =0
while laskuri1 < 1000:
if laskuri1 % 7 == 0:
laskuri2 = laskuri2 + 1
laskuri1=laskuri1+1
laskuri2 = laskuri2*2 #negatiiviset luvut mukaan!
print("7:113 jaollisia kokonaislukuja on: ", laskuri2, "kappaletta.") #tuloste
jaollisuus_luvulla_7()

Tuloste:
7:115 jacllisia kokonaislukuja on: 256 kappaletta.
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PISTEYTYS

- On hahmotettu kolminumeroiset kokonaisluvut. (2 p.)

- On kaytetty for- tai while-silmukka. (2 p.)

- On kaytetty esim. laskuria kokonaislukujen maaran selvittamisessa. (2 p.)
- On huomioitu seka positiiviset etta negatiiviset kokonaisluvut. (2 p.)

- Toimiva ohjelmakoodi, joka antaa oikeansuuntaisia tuloksia. (2 p.)

- Saatu oikea tulos (2 p.)

KOMMENTTI
- Kehno notaatio (max. 10 p.)

12. Todennakoisyyksia

12.A Ratkaisut ja pisteytysohjeet

Eras yritys valmistaa ladattavia laitteita. Laitteen kayttoikaa (vuosina) mallinnetaan satunnaismuuttujalla X , jonka tiheysfunktio
on

(2—z), 0<z<2

cx
f(z) = 0, muulloin

Tassa c on vakio.

1. Selits, mit4 tarkoittaa, ettd f on "tiheysfunktio", ja laske luvun ¢ tarkka arvo. Piirré funktion kuvaaja.

RATKAISU
Funktio f on tiheysfunktio, jos se toteuttaa seuraavat kaksi ehtoa:
1. f(x) >0, kaikillaz

2. [® f(z)dr=1

cx(2—=x 0<z<?2
, muulloin
Koska funktion kuvaajan valilla 0 < x < 2 on oltava alaspain aukeava paraabeli, saadaan
ehtoec > 0.
Lasketaan integraalifg cx (2 — ) dx CAS-laskimella:
2
4 c
{c- x {E—x}l}ldx b —_—
D -
4c 3
solve =lc|*c=—
2 | 4

%m(2—m), 0<z <2

Saatiin ¢ = 3 ja siten funktion lauseke on f (z) = { D
0, muulloin

Piirretaan kuvaaja geometriaohjelmalla.
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P cl+] PANE Y Q
N y HE sl :

x(2-x) :0<x<2

@ f(x):{

o nlw

 muutoin

4+ Systtokentté.

-2 -1 0 1 2 3 4 5 [ 7 [ 9 10 1 12 13

Vastaus: ¢ = %
PISTEYTYS

- Selitetty "tiheysfunktio" (1 p.)

-Saatuc = % (1p.)

- Piirretty funktion kuvaaja oikein (1 p.)

Huom!. Taman piirtopisteen saamiseksi on oltava algebraikkuna nakyvilla seka akselit nimetty.

2. Muodosta kertymafunktio F' (). Selitd omin sanoin, mitd kertymafunktio kertoo laitteen kayttéiasta. Piirrd kertymafunktion
kuvaaja.

RATKAISU

Fz)=P(X<z)= [y f(t)dt,kan 0 <z <2

x' i a1
—t {2—r}l]dr )
4 | 4
0
0, <0
Koko kertyméafunktion lauseke on silloin F' (z) = %(:1:2 — %) , 0<x<2.
1 x> 2

Kertymafunktion arvo kohdassa « kertoo todennakoisyyden sille, etta laitteen kayttoika on korkeintaan x vuotta.

Piirretaan kuvaaja geometriaohjelmalla.

0 x<0 N y s
3
8x) = %(xz—§> 0<x<2 5
1 : muutoin
+ Syéttokentts... 4
< X
0, z<0
3
Vastaus: F'(z) = %(wz—%), 0<z<2
1, z>2
PISTEYTYS

https://oma.abitti.fi/school/preview/dbeb3568-3869-45e8-a172-3dd59fca6001/attachments#1.A 19/21



2026-01-10 11:55 Aineisto: MAA_Preli_K2026 Pisteytysohje MFKA

- Kertymafunktio oikein muodostettu (1 p.)

- Oikea selitys kayttoiasta (1 p.)

- Piirretty funktion kuvaaja oikein (1 p.)

Huom.! Taman piirtopisteen saamiseksi on oltava algebraikkuna nakyvilla seka akselit nimetty.

3. Laske todennakaisyys P (1 < X < 1,5).
Selitd, mita tulos tarkoittaa yrityksen tuotteiden kannalta.

RATKAISU
Kaytetaan kertymafunktiota hyvaksi:

P(l1<X<15)=F(1,5)—F(@1)
ke.rtl{x]l::M v Valmis
4

kert{1 5)-Kkert(1) » 0 24375

Tulkinta: Noin 34 % laitteista kestaa yli 1 vuoden mutta alle 1,5 vuotta.
Vastaus: Todennakdisyys on noin 34 %.

PISTEYTYS

- Laskettu todennakdisyys oikein (1 p.)
- Merkinnat oikein laskuissa (1p.)

- Selitys oikein (1 p.)

4. Laske todennakéisyys P (X > 1,5 | > 1). Selitd sanallisesti, mistd on kysymys, kun ajatellaan laitteen toimivuutta.

RATKAISU
_ P(X>15ja X>1) _ P(X>15)
P(X>15]e>1) = —%50% — = Paon

P(X>15)=1—F(1,5)=1—0,84375 = 0,15625
P(X>1)=1-F(1)

1-kert(1.5) » 0.15625

1-kert(1) » 0.5

0.15625
0.5

»0.2125

Selitys: Jos tiedetaan, etta laite on toiminut vuoden, todennakdisyys etta se kestaa ainkain puoli vuotta lisaa on 31 %.
Vastaus: Todennakoisyys on noin 31 %.

PISTEYTYS

- Laskettu todennakdisyys oikein (1 p.)

- Merkinnat oikein laskuissa (1p.)
- Selitys oikein (1 p.)

13. Derivaatan maaritelma

13.A Ratkaisut ja pisteytysohjeet

Johda kaikki valivaiheet esittden funktion f (z) = & 4 +/2z derivaatta erotusosamaaran avulla, kun My : z € [0, ool.

RATKAISU
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Maéritelman mukaan f’ (z) = limp_9 _f(w+h})l_f(x)

flz+h)—f(x)
h

, joten

z+h+/2(x+h)—z—/ 2z
h

= % V2Aath) | lavennus termilld (h—+/2z) — /2 (z +h)

_ B2—2h\/2z+22—2z—2h

h(h—v2z—/2(z+R))

h?—2h+/22—2h

= h(h—Zo—/2(th))

h—2/23—2
h—+/2z—\/2(z+h)

Kun h — 0
h2vBz-2 _, —2/%-2
h—/2%—+/2(z+h) —2V2z

=14+ L
+ Vo
- V2
=W +1
PISTEYTYS
- Aloitus erotusosamaaran avulla (2 p.)
- Sijoitus eroitusosamaaraan oikein (3 p.)
- Jarkeva lavennus (2 p.)
- Erotusosamadra saatu muotoon, jossa nimittajan raja-arvo # 0. (3 p.)
- Saatu oikea tulos (2 p.)

KOMMENTTI

- Kehno notaatio (max. 10 p.)
- Derivointi CAS-laskimella tai derivoimissaanndéilla (0 p.)
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