13.1

|
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/ 40 cm
80 cm
a) Lasketaan pohjatahkon lavistdjin pituus.
x? =80% 4402
x2 = 8000

x =~/8000 = 89,44... ~ 89 tai x = —/8000 = —89,44... ~ —89
Pituus on positiivinen luku, joten x = 89 cm.
b) Lasketaan avaruuslavistijin pituus.
y? =80% + 402 4 502

y2 =10500
y =+/10500 =102,46... = 100
tai

y =—/10500 = —102,46... ~ —100
Pituus on positiivinen luku, joten y =~ 100 cm.

¢) Lasketaan avaruuslavistdjédn ja pohjan lévistdjan vilisen kulman
suuruus.

102,46... cm
cosa — 89,44...
~102,46...
o — cos— | 89,44...
a 102,46...
a=29,19...° ~ 29°
Vastaus

a) 89 cm b) 100cm  ¢) 29°



13.2

a) Suorakulmaisen sirmion tilavuus 216 cm?®.

Ratkaistaan sdrmén pituus x.

x-x-8,0=216
x2-8,0=216 ‘:8,0
x2 =27

x=+27 =5,19..~5,2 tai x =—27 =-5,19...~ 5,2

Pituus on positiivinen luku, joten x =~ 5,2 cm.

b) Ratkaistaan sdrmin pituus x.

x3 =216
x =3216 = 6,0 (cm)

Vastaus
a) 52cm
b) 6,0 cm



13.3

90,0 mm

Tutkitaan, onko harkon tiheys yhtd suuri kuin kullan tiheys.
Lasketaan harkon tilavuus.

V' =90,0-40,0-7,6 = 27 360 (mm?)
IImaistaan tilavuus kuutiometreina.

27360 mm? 1 000 000 000 mm?> =1 m?
=0,000027360m3

Lasketaan harkon tiheys.

500,0 g tiheys = —massa
0,00002736m3 tilavuus
0,5000 kg

~0,00002736m>
— 18274,854... kg/m?
~ 18300 kg/m?

Harkko ei ole puhdasta kultaa, koska sen tiheys on eri suuri kuin kullan
tiheys 19 320 kg/m°.

Vastaus
Ei ole.



13.4

a) Oletetaan laatikon olevan suorakulmaisen sirmién muotoinen.

Laatikon seindmén paksuus on 8,0 cm . Lasketaan laatikon sisédmitat.

Pituus 80 —2-8 = 64 (cm)
Leveys 60—2-8 =44 (cm)
Korkeus 40 —2-8 =24 (cm)

Lasketaan laatikon vetoisuus.

V = abc Sijoitetaan a =64, b =44 ja ¢ =24.

=64-44.24
= 67584 (cm?)
Ilmaistaan vetoisuus litroina.
= 67584 cm? 1000cm® = 1dm?
= 67,584 dm3 ldm® =1L
= 67,584 L
~ 68 L

b) Laatikon seinédmien tilavuus on tilavuuden ulkomitan ja sisémitan
erotus.

80-60-40 — 64-44-24 =124416 (cm?)
Ilmaistaan tilavuus kuutiodesimetreina.
=124416 cm? 1000cm? = 1dm?

= 124,416 dm?

Lasketaan laatikon massa.

21 g/dm? -124,416 dm? massa = tiheys - tilavuus
=2612,736 g

~ 2,6 kg

Vastaus
a) 68L
b) 2,6 kg



13.5

a) Piirretdén 2D-piirtoalueessa pohjatahkoksi nelid, joka sivun pituus on
4. Laajennetaan 3D-piirtoalueessa nelié sarmidksi, jonka korkeus on 5.

b) Tehdddn 3D-piirtoalueessa sdrmion tasolevitys.

¢) Piirretddn lyhin reitti. Reitti on yhté pitkd kumpaakin vaihtoehtoista
sivutahkoa pitkin.

d) Lasketaan reitin pituus suorakulmaisesta kolmiosta Pythagoraan
lauseella.

MK? =7?% 422 Ratkaistaan CAS-laskimella.
MK =53 =7,28... tai x=—/53 =—7,28...
Pituus on positiivinen luku, joten MK = J53 ~ 7,3.

Vastaus

d) V53 ~73



13.6

a) Piirretddn 2D-piirtoalueessa pohjatahkoksi nelid, jonka sivun pituus on
6. Taydennetddn 2D-piirtoalueessa kuutioksi, jonka korkeus on 6.

b) Piirretdéin kolmio, joka saadaan, kun kuution yhdesta kérjestd alkavien
sdrmien paitepisteet yhdistetddn toisiinsa. Mitataan kulmien suuruudet.

Jokaisen kulman suuruus on 60°.

¢) Koska kolmion jokainen sivu on kuution tahkon lévistiji, kolmio on
tasasivuinen. Lasketaan sivun pituus x Pythagoraan lauseella.

x2 = 6% + 62 Ratkaistaan CAS-laskimella.

x:6\/5tai x:—6\/§

Pituus on positiivinen luku, joten x = 62 .

Vastaus
b) Jokaisen kulman suuruus on 60°.

¢) Jokaisen sivun pituus on 6+/2 . Kolmio on tasasivuinen.



13.7

Piirretddn mallikuva sdilytyslaatikosta.

25 cm

........

35cm

43 cm

Laatikon pohjalle mahtuvan sauvan maksimipituus on pohjan lévistdjén
pituus (piirretty siniselld). Laatikon sisdlle mahtuvan sauvan maksimipituus
on avaruusléavistdjin pituus (piirretty punaisella).

a) Lasketaan laatikon pohjan lévistijén pituus Pythagoraan lauseella.

dl

35cm
-
43 cm
df =432 +352
d? =3074

dy = £/3074 = +55,443... (cm)

Pituus on positiivinen luku, joten d; =55,443... cm.

Laatikon pohjalle mahtuu siis korkeintaan 55 cm:n pituinen sauva.
b) Lasketaan laatikon avaruuslavistdjin pituus.

y 25cm

35 cm

—

43 cm
d} =43% +352 4257
d? =3699
dy = +:/3699 = +60,819... (cm)
Pituus on positiivinen luku, joten > =60,819... cm.
Laatikkoon mahtuu siis korkeintaan 60 cm:n pituinen sauva.

Vastaus
a) 55cm b) 60 cm



13.8

a) Ratkaistaan kulma o suorakulmaisesta kolmiosta ABC.
H

G
|
i 20m
E T F
Dfmmm -———J¢
// 40m
[e]
A 60m 8
4 C
tana = —
6
_1(4
o = tan = 4,0 m
[#)
a =33,690...°~ 34° -
A 6,0 m B
b) Ratkaistaan kulma o tasakylkisestd kolmiosta EAP.
H G
|
i 20m
E ] F
D~ ————JC
y; «
. P 40m
A 60m B

Koska kolmio EAP on tasakylkinen, niin huippukulmasta piirretty
kulmanpuolittaja jakaa kolmion kahdeksi suorakulmaiseksi kolmioksi.

P
tan% :%

% = tan~! %)

% =18,434.° |2

o =36,869..°~ 37°




¢) Kysytty kulma voidaan ratkaista suorakulmaisesta kolmiosta EBC.

H G
|
i 20m
E \ F
e~ . C
// «
/// 40m
A 6,0 m B

Lasketaan ensin avaruuslavistdjin EC pituus.

EC? = 6% +42 +27
EC? =56
EC = +/56 = +7,483...

Pituus on positiivinen luku, joten EC = 7,483...m.

Ratkaistaan seuraavaksi kulma « .

4
7,483...

a = COSl[ 4 ]

Cosx =

7,483...
o =57,688...°~ 58°

Vastaus
a) 34°
b) 37°
¢) 58°



13.9

D, C

2a

B
a

6a
Suorakulmaisen sdrmién tahko ABCD on kohtisuorassa molempia
tasoja vastaan. Tasojen vélinen kulma on tahkon lavistdjan DB ja
pohjasdrmén 4B vilinen kulma, joka voidaan ratkaista

suorakulmaisesta kolmiosta ABD.
D

2 1
tana = —— = —
3
a= tanfl(f) )
3 [0} B

A
= 18,434, 18,4° ba
b) Suorakulmaisen sdrmion tahko 4BCD on kohtisuorassa molempia
tasoja vastaan. Tasojen vélinen kulma on tahkon ABCD lévistdjien
vélinen kulma, joka voidaan laskea tasakylkisestd kolmiosta DAK.

D

I —

A

B

a

6a

C

2a

Koska kolmio DAK on tasakylkinen, niin huippukulman puolittaja
jakaa kolmion DAK kahdeksi suorakulmaiseksi kolmioksi. Ratkaistaan

tasojen vélinen kulma o .

a
a_ 2 1
by =3,"%
a _ 11
7 tan (6)
(0] o
5 =9,462... -2

a=18,924... ~ 18,9°

Vastaus
a) 18,4°

b) 18,9°




13.10

a) Kun koysi on kiinnitetty tahkon keskipisteeseen, kuution levein kohta
on sivutahkon lavistija.

60
50 47

s0 s

-

Ratkaistaan lavistdjén pituus Pythagoraan lauseella.
EG? = 452 4452 Ratkaistaan CAS-laskimella.

EG =452 = 63,63...~ 64 tai EG = —45y2 = —63,63... ~ —64
Pituus on positiivinen luku, joten EG =~ 64 cm.
Reién halkaisijan tulee olla véhintddn 64 cm.

b) Kun koysi on kiinnitetty sirmén keskipisteeseen, kuution levein kohta
on sen avaruuslavistdja.
H

Ratkaistaan avaruuslavistdjan pituus Pythagoraan lauseella.
AG? = 452 + 452 + 452 Ratkaistaan CAS-laskimella.

AG = 453="177,94..~ 78 tai AG = —45\3=—77,94...~ —78
Pituus on positiivinen luku, joten AG ~ 78 cm.
Reidn halkaisijan tulee olla vahintdan 78 cm.

Vastaus

reiéin halkaisija vahintdén

a) 64 cm

b) 78 cm



A 7 8>
a) Kolmio BCG on suorakulmainen. Lasketaan sivun BG pituus.
BG? =27 +3?
BG?> =13

BG =13 tai x=—+/13
Pituus on positiivinen luku, joten BG = J13. Lasketaan
avaruuslévistdjén pituus.
BH? =42 +3% 427
BH? =29
BH =29 tai BH=—29

Pituus on positiivinen luku, joten BH = +/29. Sivun GH pituus on 4.
H 4 G

V13

B

b) Kolmio BGH on suorakulmainen. Kulman G suuruus on 90°.
Merkitddn kulman H suuruutta kirjaimella o .

tanoz:—V13
4
o = tan—1| Y13 ]
4

o =42,03..° = 42°
Kulman B suuruus on
180° —90° —42,03...° = 47,96... ~ 48° .
Vastaus
a) BG=+13, GH =4 ja BH=+29
b) <B=48°, <G =90° ja <H =42°



L=

- 1

a) Lasketaan pohjatahkon ldvistdjén pituus x.

x2:12+12
x2=2
x:ﬁ taix:—\/g

Pituus on positiivinen luku, joten x = V2.
b) Lasketaan avaruuslédvistdjin pituus y.
y2 — 12 + 12 + 12
yt=3
y= V3 tai y= -3
Pituus on positiivinen luku, joten y = V3.

)

A B
V2

Kolmio ABC on suorakulmainen. Lasketaan kulman o suuruus.

2

tana =
1

a=tan"!

]
1
o =54,735..°
Symmetrian perusteella 3 = o = 54,735..°.
Lasketaan avaruuslavistdjien vélisen kulman suuruus.
v =180°—54,735...° — 54,735...° = 70,528...° =~ 71°
Vastaus

a) \2 b) \3 ) 71°



13.13

Merkitdan sdrmien pituuksia x, 2x ja 3x.

3x 2%

Sarmién tilavuus on 1,00 m3. Ratkaistaan x.

3x-2x-x=1,00
6x3 =1,00 ‘:6
3 1,00
Y76

x— ;/% — 0,55032...~ 0,55 (m)

Lasketaan sdrmien pituudet.

x = 0,55032... (m)
2x = 2-0,55032... = 1,10064... ~s 1,10 (m)
3x = 3-0,55032... = 1,65096... ~ 1,65 (m)

Vastaus
pituus 1,65 m, leveys 1,10 m ja korkeus 0,55 m



13.14

a) Oletetaan kassakaapin olevan suorakulmaisen sérmidn muotoinen.
Lasketaan kassakaapin sisdmitat.
Pituus:  350—2-8,0 =334 (mm)
Leveys: 250—2-8,0 =234 (mm)
Korkeus: 190 —2-8,0 =174 (mm)

Lasketaan kassakaapin vetoisuus (eli sisdtilavuus).
V, =334-234-174 =13 599 144 (mm?)

IImaistaan vetoisuus litroina.

13599 144 mm?3 1000 000 mm3 =1dm3 =1L
=13,599144 L

~14L

b) Kassakaapin seindmien tilavuus on ulkotilavuuden ja sisétilavuuden
erotus.

V., =350-250-190 —13 599 144 = 3 025 856 (mm3)
IImaistaan tilavuus kuutiometreina.

3025856 mm?
= 0,003 025856 m?

1 000 000 000 mm3 =1 m?

Lasketaan kassakaapin seinimien massa.

7850k—g3 -0,003 025 856 m? massa = tiheys - tilavuus
m

= 23,75... kg
~ 24 kg

Vastaus
a) 14L b) 24 kg



13.15

a) Piirretddn kuva geometriaohjelmalla.

b) Mitataan kulmien suuruudet geometriaohjelmalla.
Pienin kulma on 48,0°.

¢) Suorakulmaisen sarmidn mittojen perusteella kolmio pisin sivu on sen
sivutahkon ldvistdjd, jonka pituus on 5 jaleveys 4.
Lasketaan sivun pituus x Pythagoraan lauseen avulla.

x2 =52 +42
x2 =41

x=+41 tai x=—/41

Sivun pituus on positiivinen luku, joten x =+/41 .

Vastaus
b) 48,0°

c)\/ﬂ



13.16

Piirretddn geometriaohjelmalla kuutio ja sen siséédn yksi avaruuslévistija.
Asetetaan avaruuslévistéjélle liikuteltava piste ja tdhén pisteeseen
avaruuslévistdjaa vastaan kohtisuora taso.

A

Vedenpinta on muodoltaan tasasivuinen kolmio kunnes se saavuttaa kolme
vierekkaisti kédrked. Sen jdlkeen vedenpinta on kuusikulmio kunnes se
saavuttaa seuraavat kolme kérked, minka jélkeen se on jélleen tasasivuinen
kolmio.



13.17

Kysytty kulma « voidaan ratkaista suorakulmaisesta kolmiosta DIH.

H G
S
E v
ZAN c
/ |
Vi 12
4
A 10 \ B
Lasketaan lavistdjan DB pituus Pythagoraan lauseen avulla.
DB? =102 +12? D
DB = +261 "

Pituus on positiivinen luku, joten
DB =261 . 12 il

Piste / on pohjatahkon keskipiste.
Lasketaan sivun DI pituus.

DI:%DB:%-Z\/a:\/a

Ratkaistaan kulman « suuruus H
suorakulmaisesta kolmiosta DIH.

tana =

5
Jo1

_ 5 «
=tan |2
S -
=32,626...°~ 33°

Vastaus
33°



13.18

~

10 cm

30
cm N 16 cm

Piirretdén laatikko tasokuviona niin, ettd reunojen sisi- ja ulkopinnat
nékyvit erikseen.

30 cm

<
o
3
S
3

-

5

16 cm m

__tsen [10en |0 |
v b E

| \ 8 cm
1

10 cm

=3
3

e

10 cm

lj——————

15 cm Ny

Lyhin reitti on joko punainen PN tai sininen PN-.
Lasketaan niiden pituudet ja valitaan lyhyempi.
PN;: PNy

a’ =282 +152 b? =352 + 82
a= £~1009 = +31,7... b= £1289 = £,35,9...
Lyhin reitti on punaisella piirretty PN ja sen pituus on 32 cm.

Vastaus
32 cm



13.19

11m

5,0 m

Lasketaan tukivaijerin pituus /.
12 =52 4112 Ratkaistaan CAS-laskimella.

[ = ++146

Pituus on positiivinen luku, joten [ =+/146 .

Lasketaan vaijereiden vilisen kulman suuruus kosinilauseella.
8,52 =124+12—-2-1-1-cosa

72,25 = 21> —2[? cosa Sijoitetaan /> = 146.

72,25 =2-146 —2-146¢cos« Ratkaistaan CAS-laskimella.
a=41,186..°~ 41°

Vastaus

41°



13.20

Lasketaan kolmion ABC sivujen
pituudet kuvaan piirrettyjen
suorakulmaisten kolmioiden
avulla.

Kysytty kulma « voidaan
madrittdd sen jilkeen
kosinilauseella.

Lasketaan sivun 4B pituus.

AB* =22 +3,5?
AB? =16,25
AB = +.4/16,25

\ \
/ ):_______ ___\1\‘57_
D
E
2
A

Pituus on positiivinen luku, joten 4B = /16,25 .
Yhtélo voidaan ratkaista myos CAS-laskimella, jolloin saadaan

AB=4,031....

Sivun AC pituus saadaan suorakulmaisesta kolmiosta ACD.

Sivun 4D pituus on puolet
paitytahkon lavistédjastd. Koska
paatytahkon sivut ovat 3 ja 4,
sen lavistdjan pituus on

V32442 =25 =5.

Siis AD:%:2,5.

Lasketaan sivun AC pituus.
AC? =2,52 +77
AC? =55,25

AC = £./55,25

A




Pituus on positiivinen luku, joten 4C = /55,25 .
Yhtélo voidaan ratkaista myos CAS-laskimella, jolloin saadaan
AC="7433....

Sivun BC pituus saadaan suorakulmaisesta kolmiosta BEC.

Sivun BE pituus on puolet ylditahkon B

lavistéjastd. Koska ylatahkon sivut L
ovat 7 ja 3, sen lavistdjén pituus on

V72 432 =58

Siis BE = @

Laskea sivun BC pituus.

2
BC? = [ﬁ] +42

2
BC? =30,5

BC = £4/30,5
Pituus on positiivinen luku, joten BC = /30,5 .
Yhtilo voidaan ratkaista myds CAS-laskimella, jolloin saadaan
BC=5,522....

Lasketaan kulman « suuruus kolmiosta ABC kosinilauseella.

B

/55,25

.
BC? = AB? + AC? —2- AB- AC-cosa

30,5 =16,25 + 55,25 —2-4/16,25./55,25 cosa Ratkaistaan CAS-laskimella.

a = 46,830...°~ 47°
Vastaus
47°



13.21

Kysytty kulma « voidaan maérittda
suorakulmaisesta kolmiosta 4ACG.

Merkitdén kuution sérmén pituutta
kirjaimella a. Talloin pohjan lavistdjan
pituus on

AC = +Ja? + a? :a\/z.

Lasketaan kulman « suuruus.

tanozzizL

Y,
V22
1
1] 1
a=tan"!|——|=35,264..°~ 35,3°
]

Avaruuslavistdja AG on kuution kédrkipisteiden 4, C, G ja E kautta
kulkevassa tasossa. Tdma taso on kohtisuorassa pohjaa ADCB vastaan ja
leikkaa pohjan pitkin lavistdjaa AC.

F

I
|
E : G
|
|
|

Koska pohja on nelio, sen lavistdjat AC ja BD ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan. Téten taso on kohtisuorassa ldvistdjad BD vastaan. Siis tasossa
kulkevan lavistdjan AG ja pohjan lavistdjan BD suuntien vdlinen kulma
on 90°.

Vastaus

<(AG, AC) =35,3°

(4G, BD) =90°



13.22

Kun kuutio liikkkuu yksikén verran neljénteen ulottuvuuteen, jokainen
e kérki piirtdd yksikon pituisen sdrmén

e sdrma piirtdd nelionmuotisen tahkon

e tahko piirtdd kuutionmuotoisen hypertahkon.

a) Siirtyméssi syntyy 8 uutta sdrméd, jokaisella on yksi uusi péétepiste,
joten hyperkuutiossa on 16 kérkea.

b) Kuutiossa on 12 sdrméa, siirtymdssd syntyy 8 uutta sirmédé, joiden
loppupisteiden yhdistdmiseen tarvitaan 12 sérmdi. Hyperkuutiossa on
siis 32 sdrmaéa.

¢) Kuutiossa on 12 sdrméa, jokainen niisté piirtdd uuden nelionmuotoisen
tahkon, joten hyperkuutiossa on 24 tahkoa.

d) Kuutiossa on 8 tahkoa, jokainen niisté piirtdé uuden kuutionmuotisen
hypertahkon, joten hyperkuutiossa on 8 hypertahkoa.

e) Hyperkuution ldvistdjd on hypotenuusa suorakulmaisessa kolmiossa,
jonka kateetit ovat kuution avaruuslivistdja ja hyperkuution sérma.
Lasketaan ldvistdjan pituus d Pythagoraan lauseella neljéssé
ulottuvuudessa.

d=12 41 +12 412 =2

Vastaus
a) 16 b) 32 ¢) 24
d) 8 e)2
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